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MODELY A METODY TEORIE HERV MATEMATICKE EKONOMII

Kapitola podava ifehled fiznych model a koncepi feSeni z oblasti teorie her spaie
s nastinem jejich hlavniho vyuZiti v politické ekonii. RovréZz obsahuje ukazky hlavnich
otewenych uloh.

1 Metody modelovani

Nejdulezit¢jSim aspektem teorie her ve vztahu k politické ekoinje snad to, Ze metodologie,
kterou pouzivd pro sestaveni matematickych mniodel &elem studia konfliktnich i
kooperujicich sil, je v mnoha matematickych rozbbrepolitické ekonomie podana
nesrozumiteld. Uceleny popis si Zada zejméaeenzivni forméry.

PIr¢ popsana hra by ¢ta byt bez ¥tSich €zkosti hratelna kazdou skupinou student
Pokud je hra dale definovana, ale je obti&mratelna z tivodu ¢asové tisé ¢i neschopnosti
zpracovat velké mnoZzstvi dat jednotlivcem, je pe&pediob® nevhodnym modelem
ekonomického procesu, ktery mée@stavovat. Proto je nutné drZzet se posto sestaveni
dostatén¢ definované a hratelné hry, diky kterym je ekonadmopen formulovat relevantni
usudek svéhotgwodniho modelu a vylatit z ngj faktory, jeZz nejsou pokladany zaldzité ve
smyslu splani kritéria hratelnosti.

Strategicka hrge hra dvou a vice h¥d, nad niZ oba dr&iast&énou kontrolu, jelikoz
piinos kazdého z nich nezavisi pouze na vlastninodrahti, ale i na rozhodnuti ostatnich.

Existuji celkem 3izné podoby strategickych her:

e extenzivni forma
» strategickd formgnormalni forma a
» kooperativni formgforma charakteristické funkge

Kazda z nich se pouziva v jiné situaci, tzn. podddpovd’ na jinou otadzku, a proto
pracuji s iznym popisem studovaného jevu. Hra v extenziviinfose pouziva k vymezeni
hry ve strategické forén ktera je na druhou stranu schopna definovat hkooperativni
forme, piicemz ovSem zfina implikace neplati. Je mozné naldadu Gznych her ve
strategické form vedoucich k téZze kooperativni fa¥nNejlepsi je nahlizet na tyto 3 formy
jako na nezavislé formulace vytemé pro #izné w&ely, které se mohou nachéazet ve
vzajemném vztahu.

JeSt predtim, nez se budeme zabyvat jednotlivymi formamiisime zminit
predpoklady tykajici se preference, uzitku a zisku.

1.1 Preference, uzitek a zisk

Von Neumann a Morgenstern (1944) formulovali axioemjstence uzitkové funkce zaloZzené
na predpokladu spekulace na mnaZwystupu, jejiz prvky je jednotlivec schoperrasiit dle
svych preferenci. Toto #eni uzitku pouZzili von Neumann a Morgenstern proditoceni
pouziti smiSenych strategii her ve strategické &g nezavislé na takové konstrukci a



jejim uziti byl gredpoklad tykajici se existencetieé formy tzv. ,U-perz” ¢i pievoditelného
uzitku, diky kterému byli schopni pamé snadno popsat hru v kooperativni férm

V mnoha pedchozich kritickych studiich o pouZitelnosti teotier v ekonomii a
jinych védnich oborech vyvstaltada pochyb v otazcefiposu teorie her doéd o chovani
jedince préaw kvili zminénym dwma pgredpokladim, které se jevily jako velmi nerealistické.
Prijetim von Neumann-Morgensternovéigiupu nastal posun k hlubSimu pochopeni vyznamu
rozhodovani v podminkach nejistoty a silgmych systérin axiomi, které vedly k moznosti
meéteni uzitku.

Co se tye kooperativnich her argvoditelného uzitku, jak uvétli von Neumann a
Morgenstern, fedpoklad pevoditelného uzitku bylo prozatimni zjednoduSerikierého se
nasleds zrodila analyza, jez skytala extrénkomplexni matematickou sféru. Koncep
ramec fiznych kooperativnich teorii préeent her nijak nezavisi na tomta‘qrpokladu. |
kdyZz Shapley a Shubik (1971-74) poukazovali na roetiesSeni kooperativnich her bez
mimovyrovnani a Nash (1953) a Harsanyi (1959) uvaddlyzu vyjednavani, az do vydani
dila Aumanna a Pelega (1960) se tyitistopy nesetkaly s praktickym vyuzitim.

Hra vede obeenk mnoziré vysledki, pricemz jedinci maji ve vztahu k nim dané
preference. Zasteni teorie her na jeji vyuziti v &itych oborech nabyva velkého rozsahu ve
vytvareni vhodnych fedpoklad, které zajisuji paticnou strukturu mnoziny vysledk Nag:.
trzni hry odrazi zvlastni strukturu barterové ekonomikyefgnencemi jedinc a jednoduché
hry nachazi girozenou interpretaci v oblasti voleb.

1.2 Extenzivni forma

Literatura pojednavajici o oligopolnich trznichugturach, aukcich, vyjednavani a zejména
také o mezinarodnim obchodut’ az z matematickéh@i jiného pohledu, je pina i
casténého nebo UpIiného popisu proedlabidky, protinabidky, hrozby, sliby, pozadavky
apod. — to vSe jsou rozhodujici znaky popisu pninc&gorie her finaSi konvetini jazyk
zabyvajici se popisem pravidel hry, ktery nam uitge vystihnout detaily procesu s velkou
piesnosti. A to je jazyk, jeZ popisuje hru v extenziorme.

Nejstarsi popisy her v extenzivni fofrpodali von Neumann a Morgenstern (1944) a
poté i Kuhn (1953). VSichni se zabyvali kéngmi hrami, tzn. hrami s kogeym paitem
hraa, tahi i moznosti vybru. Fikladem mohou byt Sachy nebo poker. Mnoho situsei,
kterymi se setkdvame v ekonomii nebo v politiceujgen hrulds modelovany jako korimé
hry. Obvykle totiz mivaji spojité strategické mostiove spojitémcase a nelze vylait ani
nekoné&né pokrgovani do budoucnosti.

Kuhniv herni strom znazéuje jednoduchy duopolni trh jako kameu aproximaci.
Uvazujme d¥ firmy, které si sotasré vybiraji jednu zefif Urovni vystupu. Jejich spaiea
arovei vystupu uéuje celkovy vystup trhu a zisky kazdé z nich. Grdf zobrazuje popis této
hry v extenzivni form. Diagram ukazujeozwtveny stroms pa@&ate&nim uzlem ozn&nym
jako R. Kazdy uzel zn& stav, ve kterém se z pohledu pozorovateiéarhra nachazet. Kazdy
uzel nebo vrchol je ozian jakoP; neboO; a znamena klirozhodovaci bod pro hté nebo
vysledek hry. UzeP; je rozhodovacim bodem piietého hrée. Ten si musi zvolit jednu
z tvi vychazejici z daného uzlu.

! ReSenim“ se v podstatozumi vykér z podmnoziny vysledkse specialnimi viastnostmi.
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Ve vySe uvedenémifkladé ma moznost prvni volby HE4l. Swij tah si musi zvolit
jako jednu zeif vétvi vychazejici z uzlu ozianém jakoP;. Po jeho tahu hra postoupi do
jednoho zefi uzli ozna&enych jakoP,. Hr& 2 si vybira a hra se poté dostava do jednoho z 9
koneinych uzh ozna&enych jakoO;, které pedstavuji vysledky. Jakakoli cesta zat@niho
uzlu stromu ke kor@mému uzlu pedstavuje mozngahranihry.

V mnoha situacich @Zeme poZadovat podminku, aby sechrézhodovali sotasrE.
Obecr vzato, nesnazime se tim o to, aby¢hsgbirali své tahy ve stejném okamziku, ale
aby secinili svad rozhodnuti, aniz by znali tah toho drubéiNezalezi na tom, kdo bude
tahnout diive, protoZe vzajemné tahy neznaji. Tuto ¢figh informaci nmizeme ilustrovat na
hernim stror seskupenim vsech uzljiejichz vykEr hr& neni schopen ovlivnit, do uzané
kiivky, coZz znamena, Ze tyto moznosti ¥ spadaji do stejné infordai mnoziny (resp.
piesrgji do stejné ,mnoziny chygicich informaci®). V Grafu 1.1 jsoufit uzly Hr&e 2
seskupeny do jedné mnoziny, tudiz pokud ma zveii taih, nevi, jaky byl tah Heé 1.

Nas popis mizeme dale roz8f o exogenni nejistotu fganim hr&e ,Okoli“.
Ozna&me si jej Po. Jakmile ma zvolit sy tah, vybere si uitou wtev s danou
pravdpodobnosti. Jednoduchyiklad znazofiuje Graf 1.2. Hré zvoli s\vij tah a poté Okoli
determinuje vysledek.
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Hra pouze s jednoprvkovymi inforg@mi mnozinami je nazyvana hroulskonalymi
informacemi Takovou hrou jsou napSachy. V jakémkoli okamziku hry znaji vSichni ¢ird
vesSkeré podrobnosti o céstlo daného bodu. To v3ak neplati u pokeru antipapt
zape€etné nabidky v ramci ¥ejné soutze.

Strategie hr&e je uceleny plan jednani, ktery stanovuje c#atd pii riznych
nepedvidatelnych udalostech. Ve smyslu naSeho popesnilio stromu bychom jej mohli
charakterizovat jako:

Strategie je funkce, kterafifazuje kazdé infornd@mi mnozirt hr&e jednu
mozZnost z této mnoziny.

Pti menSim zamysleni nad ro#rg herniho stromu Sachové hry a velikosti mnoziny
strategii pro hré&e Sach snadno pochopime, ze krérher s malym p&em tati a moznosti
obecr nelze pimo aplikovat herni strom. Krofntoho definice strategie pouzivana v teorii
her je zjeva odliSna od definice, kterou by vyslovil obeatiypoliticky stratég, v tom smysilu,
Ze tito bezpochyby uvaZzuji i podstatné hrosmddetaiti nebo delegovani rozhodovacich
pravomoci na agenty.

| pres to, Ze nejsme schopni¢rtaout detaild herni strom celého trzniho procesu,
zmintna konvemini metoda by mla poskytnout voditko ip zjednoduSovani a zkracovani
popisu procas

1.3 Hry ve strategické foren

Pokud je hra modelovana ve strategické fgrqmodrobnosti o tazich a informacich jsou
potlateny. Na strategie je nahlizeno jako na primitivnky bez toho, aniz bychom se snazili
vyswétlit jejich vznik. Strategicka forma hryrsosobami, kterou je v extenzivni foérmozné
vyjadiit jako koné€ny herni strom, je dana mnoZzinau vyplatnich matic dimenzen.
Souvisejici formu hry vyjadije piklad zaloZzeny naik zobrazené Grafem 1.1.
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V Grafu 1.3¢isla nalevo od matice nazyvame strategiemicelrd. ProtoZze nema
informaci o tom, kdy potahne, odpovidaji tattsla jeho tahm. Cisla nad matici jsou
strategiemi Hré&e 2. De¥t prvka uvnitt matice jsou zisky. Mzemetici, ze O; je vlasti n-
dimenziondlni vektor, ktery nas informuje o ziskdnotlivych hréi. Dle Grafu 1.3 by tedy



platilo nag. O; = (5,4), coZ by znamenalo zisk o velikosti 5 jedhopro Hrée 1 a 4 pro
Hr&e 2, pokud oba zahraji svoji prvni strategii.

Nyni nahr@me inform&ni mnoZinu Hrde 2 v Grafu 1.1 dtma inform&nimi
mnozinami. To pak znamena, Zze pokud Hiavybere prvni strategii, Htd2 o tom ma
informaci, ale pokud se Ht4l rozhodne jinak, Ht&2 nevi, zda vybral strategii 2 nebo 3.
Strategickou formu ifisluSejici této fe vyjaduje matice s rozemy 3 x 9. Tahy a vysledky
jsou naprosto stejné jako veauchazejicim fjpads, ale strategie Ht& 2 nyni zaviseji na
dodaté€nych informacich. Rozhoduje se mezi 9 strategi&teié Ize popsat nasledavn

Pokud Hré 1 zvoli 1, potom Hr&2 zvolii,
pokud Hr& 1 zvoli 2 nebo 3, potom Hr& zvolij.

Pro kazdéi=1,2,3aj=1, 2, 3 je definovamategie Hrée 2 v této ke.
Nejvice se studie v oblasti teorie her orientovady maticové hry s rozry 2 x 2,

zejména na tzv. ¥zinovo dilema“. Jednd se o maticovou hru rémm2 x 2 s vyplatnimi
hodnotami zobrazenymi v Grafu 1.4, kale b > ¢ >d; aa +di< 2b;,% proi = 1, 2.

Hrac 2

Hrac 1 ——

Graf 1.4

Rapoport a Guyer (1966) sptali, Zze za pedpokladu striktniho uspadani a
vylou¢eni symetrii existuje 78 strategickyiznych ordinalnich vyjd@&ni maticové hry
rozmera 2 x 2. VSechny tyto hry byly vyuZzity pro experint@imi (ely.

Jednoduché maticové hry sraggn 2 x 2 nebo 3 x 3 byly ve velkém éhitku
vyuzivany pro vykladové i vyzkumnéceély, jak doklada dilo Luceho a Raiffa (1957) a
Schellinga (1960).

VétSina duopolnich modélnebo jinych ekonomickych modebouziva kompaktni
strategické mnoziny, v jejichz nejjednodusSi¢fklpdech se strategie a tahy shoduji. Nap
Cournofiv (1838) model duopolu vyzaduje, aby si vSichni¢chsowasrg zvolili Groven
produkce z utitého intervalu. Tedy pokud si Hfd vyberex, kde 0<x <A, a Hr& 2 zvoli y,
kde 0<y < B, pak zisky hré jsou dany déma funkcemfi(x,y) afa(x.y).

Kompaktni strategické mnoziny se zejména v ekoneyuiZzivaji z toho évodu, Ze se
zdecasto setkavame gimpzenou strukturou, kterou veétéine obecnych her nenajdeme. Nap
Sachy nelze modelovat se spojitymi tahy, na roweélba od trhu s pSenici. Navic v mnoha
ekonomickych pikladech existuji irozené zpsoby, jakymi Ize seskupovat tat§ili na trhu
s pSenici jedinet maZze zvolit jako svoji nabidkwy; jednotek, ale jeho vysledek je zavisly

n

pouze na jeho nabidce a na celkovém objemu pSdeitgq :qu . Ve &tSine her nema
j=1

piidavani tai Zzadny funkni vyznam.

2 Posledni podminka je nutna pro vyteni rovnovahy ve smigenych strategiich.



1.4 Hry v kooperativni nebo koahi forme

Pri vykladu her ve strategické foenje diraz kladen na silu jednotliicve smyslu, Ze to, co
ziskaji, je funkci jejich strategii a strategiiaisich. Na #ejmé naznaky kooperace nebyl bran
zvlastni zetel.

Pokud se ovSem zajimame o studium kartelové dgohoezinarodniho obchodu,
vyjednavanic¢i jinych uskupeni nebo sociologickych jevneli bychom se zawiit na
potencialni pinos z vytvdeni koalice bez &Si pozornosti $nované informénim
podminkam, detaim o tom, pré a jak jsou dostupnéizné strategické moznosti, nebo
podrobnostem a naklaoch na vytvdeni koalice (zai@dpokladu, Ze jsou zanedbatelizké).
NaSe pozornost by seé¢ta orientovat na fundamentalni otazky typu: kolikna zéklad
kooperace jednotlivé skupiny zajisti? Tato pozornesde k formulaci a vykladu hry
v kooperativni nebo kodlni forme.

Jako nazorny ifklad mizeme vyuZzit hru z Grafu 1.4 danou ve strategickéndo
UkazZzeme si d¥ rizné formy této hry v koalni forme: prvni je zaloZena nar@dpokladu
pievoditelného uzitku, zatimco druha toto rexfpoklada.

Nech’ v(S) je obnos, ktery ziska koalice BtaS, pokud budou vystupovat jako jeden
celek. Ozname sicharakteristickou funkgdbismenenv. Jedna se o funkci z podmnozindira
jdouci doR. Pro hru s1--hr&i existuje 2 — 1 neprazdnych koalici.

Zépisemv(ﬁ) ozna&ime koalici sestavenou z kfai aj. Charakteristickd funkce pro
Véznovo dilema z Grafu 1.4 vypada nasled®y@ znazotiuje prazdnou mnozinu ht&):

v(0)=0, v(1) =c,, v(2)=c,,
V(ﬁ) = max[(bl +b, )' (a‘l + dz)' (az +d1)]'

Charakteristickou funkci izeme povazovat za ipdkzné feSeni* hry vzhledem
k tomu, Ze jakoZto kalkudai ukon nam poskytujeteZity nahled na strukturu hry. V tomto
piiklace byly hodnoty ugeny hledanim maximalni hodnoty, které jsou jedwétlkoalice
schopny samy dosahnout zgegpokladu, Ze ostatni Ridgse snazi minimalizovat jeji zisk.
NejlepSiho nize Hr& 1 nebo Hré 2 sdm dosahnout zahranim své druhé strategieGpat
1.4), a tak ziskat; neboc,. Dohromady mohou hééziskatb; + b,. V tomto gipad snadno

vidime, Ze je fjatelnév(l) vygislit jako ¢, jelikoZ Hr& 2 ve snaze minimalizovat vysledek

Hrae 1 zarove optimalizuje swj vlastni vysledek. Obeénto neplati, jak ukazuje hra
v Grafu 1.5.
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Zde je charakteristicka funkce dana jako:



v(0)=0, v() =0, v(2) =5, v(12) =15.

Na prvni pohled ri#e situace vypadat p&kud zvIasts, kdyz je Hr& 2 zobrazovan jako
nejvice protzovany. Paradox je skryt vipobeni hrozeb. Vyget charakteristické funkce
Hr&te 1 nebere v potaz vysokou cenu, kterou by mugsatiaHra: 2, kdyby zvolil strategii

2. PodrobyyjSi diskuzi o hrozbachipvycislovani charakteristické funkce podava Shapley a
Shubik (1971-74).

Jestlize nejsou povolena srovnani uzitku ani mynmwnani, moznosti kooperace
nezanikaji, ale #ni se. Mizeme definovat zobeénou charakteristickou funkci nebo spiSe
.Charakterizujici funkci“V(S), ktera kazdé mnoZinhr&u S prifazuje mnozinu optimalnich
dosazitelnych vysledk coz je v pimém protikladu s jedinyrdislem prov(S).

Zpasob definovani zobe¢né charakteristické funkce je zobrazen v Grafu &téry
znazotuje piklad se temi osobami. Na osach;, ar a az jsou zachyceny vyplaty
jednotlivaim 1, 2 a 3. S kazdoWM(S zachazime, jako by se jednalo o valec, ze kterého
odiiznemecast povrchu fedstavujiciho Pareto-optimalni stav hryn@sobach jako celku.
Nap. koalicel2 mize ziskat alespotolik, kolik jim nabizi jakykoli bod Pareto-optirm
mnozinyABC vymezen&astiEFC.
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Z vychozi hry ve strategické fognexistuji dva zpsoby uteni efektivity koalice ve
hie bez mimovyrovnani. Beme ji stanovit jako efektivitu, které je koalicehopna
dosahnout, nebo jako efektivitu, jejimuz dosazefdenzabrénit. Shapley a Shubik (1971-74)
uvadi rozliSeni obou na jednoduchéftkfadu Jentsche (1964) a Aumanna a Pelega (1960).



Pongrné¢ intuitivnim omezenim charakteristické funkce s wmyrovnanim je
superaditivita tzn.

vV(SOT)=2v(S)+v(T), SNT =0
a pro gipad bez mimovyrovnani
V(SOT)OV(S)nV(T).

Argument této podminky je i@dem ekonomického modelovani i modelovani spwiského
chovani. Je postaven néefdpokladu, Ze obchod, gma a socialni interakce vznikaji, pokud
bude mit kazda strana ze vzajemné spoluprace ugiteiti volke, Ze spolupracovat nebudou.

Pokud by se ¢kdo snazil o vice procesrzaneieny pohled na vzajemnou kooperaci,
nez nabizi charakteristicka funkce, rozhbdy tento pedpoklad nebyl nefjrozergjsi.
Néklady na organizaci maji zje¥rzasadni vliv na ut¥éni koalici, seskupeni a instituci.
Metody pouZzivané v teorii her samy o &ateposkytuji vhodny Zjsob, jak je I1ze do model
zakomponovat.

| pres zn&né potize a omezenfipestavovani charakteristické funkce, hra vigad
v této forn¢ dokdze odpaxdét na spoustu zajimavych otazek tykajicich se sitngtlivdi i
koalici, metod spravedlivého roddvani a vzorovych modelspol&enské rovnovahy.

V poslednich letech zkoumani her v kdali formé zaznamenaloust. Vyznamnym
piinosem v této oblasti je dilo Shubika (1975).

1.5 Spojitost strategii¢asu, hrau a zbozi

Teorie her se zp@tku zansifovala na rozbor situaci s fixnim ggem hré&u, ktei si vybiraji

z kone&nych mnozin v rdmci koreaych her. Na zékladtéchto podminek jsme schopni
modelovat ¥tSinu udalosti v lidském Zivéts uspokojivou aproximaci. Nicmé&fak z divodu
ziskani lepSich aproximaci, tak i v moZnosti vyuZiti hlubSich a vhodgich
matematickych metod se vyuZivaji i dal&ggpoklady.

Souviseji zejména s existenci mnoha her, ve Wtejgggpoteba pedpokladat spojité
strategie acas. Jiz zmiény Cournofiv model duopolu je ifkladem, kde i v fipadech
hromadné vyroby vedouci k celkovému vystupu Ize yditedpokladu spojitych a
diferencovatelnych proddkich funkci sestavit modely, se kterymi se da IB@eematicky
pracovat.

Prikladem her, ve kterych jeeba nahlizet na udalosti ve spojitéase, jsou souboje
nebo stihaci zavody. Existuje velké mnozstvi liiena zabyvajici se hrami na jednotkovém
¢tverci, souboiji, stihacimi zavody nebo diferendi@inhrami obecé. OvSem na ekonomické
problémy jich bylo aplikovano relatigrmalo.

Prava@&podobr nejdilezitéjSim zjednoduSenim aplikace teorie her v ekonomistal
rozvoj her o spojitych hegch. Jednim z kdiovych vychozich fedpoklad zkoumani
hospodarnostiadu a spokgeenskych vztain masového trhu je mySlenka, Ze i kdyz mé jedinec
volnost vylgru, v mnoha situacich je jeho vliv na hospt\ a spolénost jako celek
zanedbatelny.

Mnoho nejparadoxjSich rysi chapani vztahu mezi mikro- a makroekonomiicéypé
v mylné edsta¥ jejich obsahu, ktera rozliSuje mezi individualnémmasovym chovanim.
Prvni pokusy o matematizovani vztahu mezi vlivedirjee a vlivem #kolika jedindi na trhu
provedli Cournot (1838) a Edgeworth (1881). V patistryswtlili krok po kroku metodu
replikace hré. V kontextu teorie her aplikované v ekonomii Sku@io55, 1959), Shapley



(1954-60) a Debreu a Scarf (1963) formulovali aviozli metodu replikace, Hildenbrand
(1974) a dalSi tentoristup poté zobecnili.

Aumann (1964) jako prvni povaZzoval mnozinu obchkdéliv uza¥ené ekonomice za
spojitou s jednotlivymi bezatomovymi obchodnikymz nabidl pimy matematicky fistup
pro zkoumani malych obchodifiika trhu. Milnor a Shapley (1961) a Shapley (19&2)rive
aplikovali koncept spojitosti héd na volebni systém, kdyZ se zabyvali oceanskynmhra

VétSina aplikaci teorie her v ekonomii doposud vyaldvk popisu obchodu a
produkce kongnou mnozinu komodit. Klasifikace a systematika kdihoe porékud
libovolna. Pro akteré &ely mohou byt d¥ véci povazovany jako dokonalé substituty, kdezto
pro jiné se mohou liit. Z toho jgeggmeé, Ze jakykoli zar ekonomické teorie, ktery se zda
byt rozhodujicim zfisobem zavisly na relativnim @i komodit a obchodnik musi byt
pochybny. | kdyz se tento problém v Zadnéfipad: neomezuje pouze na aplikaci teorie her
v ekonomii, ma festo suj vyznam v pochopeni monopolistické konkurence.
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2 Modely oligopolnich struktur a trhu prace

Jelikoz je pdet firem na oligopolnim trhu omezen, musi kazdach nednat strategicky.
Kazda firma si je 8doma toho, Ze jeji zisk zavisi nejenom na tom kejikobi, ale rovi&z na
rozsahu vyroby svych konkuréntPri svém rozhodovani o produkci by kazda firmalan
zvazit, jak jeji rozhodovani iize ovlivnit rozhodovani ostatnich firem.

V této c¢asti uvedeme celkenityti modely, jez ndm odhali dopadychto trznich
struktur zejména na alo&ai efektivnost trfi. Zatneme tim nejjednodussim Cournotovym
modelem, kde se firmy zaobiraji hledanim optimaniimozstvi vyroby. Zde si ukdZzeme vliv
poctu vyrobadi vyrakegjicich dany statek na celkovou produkci, trzni carrisk vyrobé. Pak
si ukazeme jiny mozny nahled na tento problém, Bediv model, jez vychazi z toho, Ze
hlavnim cilem firem neni stanovit objem vyroby, eénu vyrobku. Posledni model se bude
tykat trhu prace a uvedeme si Fathemodel arbitraze.

2.1 Cournotiv model duopolu, monopolu a oligopolu

Cournofiv. model duopolu pait k ttm nejzaklad®sSim modelm teorie her, jez byl
Cournotem formulovan vice jak 100 leted p@&atkem samotné teorie her. Jeho model se
snazi nalézt optimalni mnoZzstvi vyrabkez firmy budou ochotny na trh dodéavat.

Predpoklady modelu

* poptavkova funkce je linearni tvaru P(Q) = M — QlekQ je celkové mnoZstvi
dodavané na trh (pro ®M je P(Q) = 0)

» postaveni obou firem je rovnocenné a jejich progeiktomogenni; Q =g+ ¢, kde g
zn&i produkci jednotlivé firmy

e mezni naklady c jsou konstantni => nakladova furl@p =cq ;c <M

e vystup je libovol® delitelny, prostor strategii tak iieme ozt S; = [0, )

Zbyva nam uz jen specifikovat vyplatni funkci, l&ertomto pipact predstavuje ziskovou
funkci firem, kterou MZeme zapsat nasledavn

mi(dy, &) = g [P(ch + &) — ¢] = q[M — (g1 + p) — ], kde i=1,2

Abychom nasli Nashovu rovnovadhu tohoto problémue dlefinice kazdy musieSit
optimaliza&ni problém

maxz, (¢, d,) = maxq, (M — ¢, =g, —c)

NasSim ukolem je tedy najit maximum kvadratické ftekv prodnné g Po vyeSeni
podminek prvnihdadu dostavame

1
G=5M-g-c)
kde i#j=1,2
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Tedy, aby uspidana dvojice (4, ¢ ) byl Nashovou rovnovahou, musi spvat nasledujici
rovnice:

* _ 1 *
A =5M-q -c
* _ 1 *
2 =5M-a -c
VyieSenim této soustavy dostaneme:
* * M —-C
g = = 3

Po dosazeni do poptavkové / ziskové funkce pak ziingr vyslednou cenu vyrobku / zisk
firmy:

M-c_1. 2
P(Q)=M-: 3 —3M+3c

m(a;) = 71(a)) :[§<M )

Nyni se podivejme na skut®ost, jak by situace vypadala kgads, Ze na trhu je
pouze jeden vyrobce. Ten by vy&hbakové mnoZzstviigkteré by maximalizovalo zisk, tedy
gm = M — ¢/2 a jemu odpovidajici zisk monopaig,, 0) = (M — c§/4.

Z téchto vysledk miZzeme vypozorovat nasledujicigledky: monopolista dodava na
trh menSi mnozstvi vyroliknez duopolisté a prodava ho tak i za vysSi ceniak alosahuje
vySSiho zisku na jednotku produkce.

Prot ale duopolisté nevyrabj g g+/2? Odpo¥d’ nam poniZe objasnit obr. (2.1), kde
Ri(g) je tzv. reakni kiivka, kterda udava optimalni mnozstvi vyroby firmy ohledem na
vyrabiné mnozstvi gfirmy j. Z rgj je patrné, ze kdyby @bfirmy se dohodly a vyrafly g =
On/2, tak by kazda z nich musela odolavat pokuSerdb#y vice, zéehoz by ziskala vyhodu
(pokud by druha firmy udrzovala produkci na=gg/2).

Nakonec se pokusme tento model zobecnitifad, kdy na trhu ja firem, kde kazda
z nich pispivA nezanedbatelnotasti k celkové produkci vyrobku q. Vyplatni funkce
jednotlivych firem ziskame analogicky:

(O, G, -, h)=(P-C)g=M-Cc-g-G—... - )%
T, &, ..., h)=(P-C)g=(M-Cc-g-—G—... —¢)0
T (O, G, - ,q1)=(p—6)q¥(M—c—q—0b—---—%)qn
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q,

M-c

¢ Ry(q3) = Ry(q7)
’

s
/

0, =172 (M - ¢) \Feld)

] Ll
1/ 2400 rememenrmnnnnes A

{n’nh 1-"“‘" q‘:‘.ur: \l:ﬂl Tl = l"ij ‘hd = ':} h]. -C "{!

Obrazek 2.1: Rovnovaha duopolu

Opet najdeme Nohovu rovnovahu tak, Ze poloZzime parciderivacedui/oqi rovny nule.
Dospjeme tak k soustav

20+ p+...+t=M-cC
qh+t2+...+¢=M-cC

Qhtp+..+2g=M-c
JejimzreSenim jsou hodnoty

* * _ *_M_C
=G =...=CG =" 37

Limitnim ptipadem oligopolu je pro s> « dokonald konkurence, jeZ na trh dodavéa celkovée
mnoZzstvi pi némz firmy dosahuji nulového zisku.

lim—"_(M-¢)=M -c
n-en+]
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Nyni nami ziskané vysledky ohlesi€@ournotova modelu stime do nasledujici tabulky.

celkové mmozstvi ¢ | cena za kus p* | celkovy zisk u”
T/ _ T35 L L, T 2
monopol g(;\[ — ) %M + gr g(i\[ — ¢ )2
duopol (M —c) lgﬂ[ + e 5(M = e 2
i - n (Ar . A B w n AT A
oligopol pogtM — ) g o g (n+u?(M c)
dok. konkurence M—c¢ c 0

Tabulka 2.1: Vysledky Cournotova modelu

S vyuzitim obr. (2.1) a vysledkz tabulky, nizemetici, Ze¢im vice je firem vyra§jici dany
produkt g na trhu, tim vice se bod rovnovahy kahdyeou firem posouva sfrem doprava
nahoru a limity se bliZi spojnici spojujici M — c, jeZquistavuje fimku alok&ni efektivnosti.
MiZeme tedy konstatovat, ém vice je trh zatizen monopolnimi sildiriim vice je vyroba

omezovana a zdrazovana.

2.2 Bertrandiv model duopolu

Bertrandiv model duopolu se objevuje jako kritika Cournotawadelu, kde je jako hlavni
nedostatek spaivano to, Zze Courndt model opomiji schopnost firem udrZzovat cenu —
v piipadt Cournotovy rovnovazhceny by se vyrobci vyplatilo lehce snizit cenurigagat tak
vSechny spdebitelé. Prae stanoveni rovnovazné ceny je cilem tohoto mod@edpoklady
modelu jsou podobném Cournotovym, takZze uvedeme pouze odliSnosti:

e poptavkova funkce po vyrobku firmyje funkci cen, mizeme ji zapsat nasledayvn
g(py, p2) =M —p + bp, kde bl (0,1) a znai jakou je vyrobek firmyl nahrazkou za
vyrobek firmy2 => produkty jsou heterogenni

* prostor strategii je té@n moznymi cenami vyrolik S = [0, )

Vyplatni funkci budeme rowz chapat jako ziskovou v nasledujicim tvaru:

mi(P1, P2) = 9 (P P2) [Pi — €] = QM — p1 + bpy] [pi — €]

Dvojice cen p*, p2* bude Nashovou rovnovahou, pokud bude pro kazaowfi p* feSenim
maximaliz&ni tlohy:

'monopolnimi silami je zde pouze myslerégovyrobd vyraksjicich dany produkt, ne to, jak je tento
pojem chapan soudobou ekonomii

“samozejme toto plati v pipadk naprosté homogenity prodiika prodejnich sluzeb, kdy nedochézi
k uprednostini jedné zné&ky pred druhou
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manﬂi(pl, Pp,) = mpa)( P, —C)(M — p, +bp,)
Z derivace snadno dostavateseni

b’ =5(M+bp’ +0)

Tedy dvojice bude Nashova rovnovaha, pokud budé:pla

N

(M + bp," +¢)

N

(M +bp;" + )

VyieSenim této soustavy dostdvame

s _ o« _ M+c

Odtud nmizeme vysledovat zajimavy zéy Ze ¢im blizSimi substituty jsou si vyrobky, tim
poroste jejich cena. Rovnovazné vysaé mnozstvi by pak odpovidalo:

x _ o+ _ M+cb-2
h =G b

2.3 Stackelbergv model duopolu
Stackelbergv model duopolu se g@dpoklady modelu shoduje s modelem Cournotovym (dal
by se obdobnym Zgobem aplikovat i na model Bertraw), aviak s jednim podstatnym
rozdilem, a to, Ze je zasazen do dynamického ramekonomické interpretaci to znamena,
Ze jedna firma ma dominantni postaveni a druhd sedy musi poiddit. Pribeh hry pak
vypada nésledown

1. Prvni firma, jeZ je cenovym tivcem, si zvoli optimalni mnozZstvi vyroby ¥ 0.

2. Druha firma pozoruje  ha jehoz zakladzvoli mnoZstvi g> 0.

3. Vyplatni funkce firem jsou dany ziskovou funke(g;, &) = g [P(Q) — c],
piicemz vSechno ziani je totoZzné se zéanim u Cournotova modelu.

Ulohu vyreSime pomoci zpné indukce. Tedy nejprve nalezneme optimalni riedkehé
firmy na mozZna rozhodnuti firmy prvrifeSime:
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nzlaxnz (q1' qz) = n;axqz (M —0,70,— C)

coz vede k:

M-qg,-cC
Riq) = MG

Prvni firma zna reakci druhé firmy, a proto ji zakmwonuje do svého rozhodovaRiesi pak

nasledujici problém:

a _ M-qg,-cC

max”l(ch’ R, (Ch)) = maXCh[M -0, - R (Ch) —C] = maxty ——_——
Y Y Y 2

ktery vede k nasledujicinteSeni:

« _M-c
0 =

5 a R(u)= M4_C

Kdyz porovname vyskedjy s Cournotovym modelemtinjis, Ze v tomto ifpad: je
na trh dodavano &Si mnozstvi vyrobk 3(M — c)/4 oproti 2(M — ¢)/3 v ifpact firem s
rovnocennym postavenim.ideme konstatovat, Zze ma-li jedna z firem dominapisiaveni,
rovnocenného postaveni firem.

Podivame-Ili se do tabulky (2.1),a@eme vysledovat jednak to, Ze dominantni firma
na trh dodava stejné mnozstvi, jako kdyby na tria lsama (nicmé&njeji zisk je nizsi v
disledku produkce druhé firmy, ktera tak sniZzuje ceautrhu), ale také to, Ze je na trh
dodavano stejné mnozstvi produkce jako v Courrioppipact oligopolu i firem, gricemz si
dominantni firma jakobyiisvojuje produkci i zisk odpovidajici dvou firmamokud bychom
srovnavali zisky firmy, pak dominantni firma na sv@ostaveni vygla 12,5%, zatimco druha
firma bude mit zisk tést o 44% nizSi neZ kdyby byla rovnocennym konkurentem

Jest nez opustime tento model, zamysleme se nad mopngfoubenim nasi Gvahy.
Prvni firma by mohla fedjimat, Ze druha firma bude vyghlmnozstvi g = (M — ¢)/4, pak by
pro ni ovSem bylo vyhodné vyrébnikoli mnozstvi (M — c)/2 nybrz 3(M — c)/8. Tutovahu
prvni firmy by druha firma mohla roe# ocekavat, takze by vyr&a mnozstvi g = 5(M —
c)/16. Timto prohlubovanim Gvahy bychom nakonemé&lo& Nasho¥ rovnovaze, i které
by kazda firma vyradda g = (M — c)/3.

2.4 Trh prace, Farbeiv model ,final — offer* arbitrdze

Tento model pét k ttm nejjednodusSim zabyvajicim se mzdovou problematideho cilem
je najit optimalni poZzadovanou vysSi mzdy jak zeamsyr pracovnil, tak zamistnavatel,
pricemz dosahnuti pozadované vySe mzdy lze dosahnazegednanim (arbitrazi). Tento
model je jedt sewen do statického ramce, i kdyasovy posun je zaznamendn roli arbitra.
Casovani hry je nasleduijici:

e odbory i firmy zvoli poZzadovanou vysi mzdy, & w, kde se pedpoklada, ze w> w
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e arbitr ma svou fedstavu o vySi mzdy, kterou nikdo krom néj nezna, picemz
konegna mzda bude vybrana ta, ktera je bizenatematicky zapsano: bude vybrana
ws jestlize x < (w + wW)/2 a vybrana wijestlize x > (w + wg)/2 (pokud x = (W + wW)/2,
pak se arbitr nAhodmrozhodne)

e obke strany pokladajx za nahodnou velinu ugenou distribdni funkci F§) a hustotou

f(X)

Pravd@podobnost, Ze bude vybrana mzdanwizeme zapsat takto:

P {.f: ¢ B wf} =F (w—o . “!f)
2 2
w, + w , W, + W
7 PP k. 4 B G e ik
2 2

Potom @ekavana vySe mzdové dohody je:

Predpoklada se, ze firmy it minima*lizovat @ekdvanou mzdu a naopak odbory
maximalizovat. Proto aby dvojice {w W, ) byla Nashova rovnovaha hry, firmy a odbory
musiiesit tento optimalizani problém:

min wy - F Wyt Wo +w, . [L—F Wyt W,
wy 2 2

) u-‘j‘, + w, -u.-';; + w,

max -u-‘} - F g +w,- |1 —-F g

Tedy rovnovazna dvojice nabizenych mezd musiosit podminky prvnihgadu (derivace
podle @Fislusné prornné polozime rovny nule). Dogpme pak k této soustavovnic:

- I S = o B wp + w,
Ll — ”-"f} . E‘f (#) = F (f)
iy (15) - o (13

JelikoZ jsou levé strany rovnic stejné, jednodudstd/ame nasleduji¢eSeni porovnanim
pravych stran:

a W
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P e_f_.'} + w) :1
2 -

Tedy paimérna mzdova nabidka odpovida medianu arbitrem prede® mzdy. Po dosazeni
tohoto vysledku do jedné z rovnic podminek prvniédu snadno doggme k tomuto vyrazu:

1
. whAw?
H(77)

Neboli rozdil v nabizenych mzdach je rovaeywacené hodnstpravdpodobnosti, Ze arbitr
preferuje pra¥ median z mozhpreferovanych mezd. Cozideme interpretovat tak, £&ém
VEtSi je nejistota ohlednarbitrem preferované mzdy, tim vyh&agjSi budou nabidky firem a
odboii. Naopak bude-li panovat dité preswedceni o preferované médpak se nabidky hea
budou jen mélo od této hladiny odchylovat ze swade by jinak jejich nabidka mohla byt
vyloucena.

¥ P
W, — Wy =
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3 Aukce a nabidky

Aukce se datuji uz nejmé&rz dob Rima. Ve finanich a komoditnich trzich hraji stale
duleZitou roli. Zapéetné nabidky jsou vyuzZivany na kontrakty velkych spodsti a pi
prodeji statnich nemovitosti. Jejich historie jakoEkonomickych trZznich mechanignje
zajimava sama o sebmimo jiné proto, Ze aukce nebo nabidkovy prosea pbvykle docela
dol¥e definované soubory formélnich pravidel, coZ firogert vede k forméalnimu
matematickému modelovani.

Matematické modely aukci a nabidek s&i cha dw zékladni skupiny: na ty
matematické modely, ve kterych je s@iutmodelovana za ipdpokladu Bayesovského
principu, a na ty, ve kterych je modi&Sen jako strategicka hra uzitim koncepedeni
nekooperativni rovnovahyebo gipadré uzitim jinéhoteSeni.

Teorie her je pro aukce a nabidky u&ité dwma zmisoby: popisnym a analytickym.
Pelivé specifikace matematickych modehutily klast diraz na pochopeni skutgych
mechanism, véetre neformélnich pravidel a zvyklosti. Pokusyeseni ukazaly, Ze modely
jsou velmi citlivé nanformace o podminkéach Zze mnohoezitych vlastnosti aukci zahrnuje
schopnost jedince posoudit: kolik ho objekt stojtaakolik ho maji ostatni. Na rozdil od
ekonomickych modél kde se fedpoklada, Ze kazdy zné priority vSech ostatnich.

3.1 Obecny Gvod k aukcim

Aukci je mozno definovat jako trzni mechanismusrktvyrovniva poptavku a nabidku.
DalSi trzni mechanismy zahrnuji ritégad prodej s pevnou cenou nebo cenové vyjednavani

U aukci je charakteristické, Ze proces vygréd ceny je explicitni. Pravidla, podle
kterych se utv kon&na cena, jsou dée znama, chapana vseniagtniky.

Aukce jsou pruz&Si nez prodej s pevnou cenou a ME&aso¥ narané, nez je cenove
vyjednavani. Jejich vyuziti se pohybuje od prodeje&leckych gedn®ta, pres prodej kitin,
alokace radiového spektra, prodej eleht, ¢i povolenek zn&sténi az po statni nakupy nebo
prodeje.

Aukce mohou byt klasifikovany podiady kriterii, napiklad podle:
(1) zpasobu podavani nabidéatevené, uzakene)
(2) mechanismu zemy ceny(s rostouci cenou, s klesajici cenou)
(3) poctu typa drazenych objekt(s jednim typem objekts vice typy objek}
(4) typu hodnoty objekt (soukromé, vSeobecné, sdruzené)
(5) poctu prodavajicich a kupujiciqstandardni, reverzni)
(6) pozadavk na aukcimaximalizace fijmu, efektivnost aukce)

RozliSuji se aukcetevené a uzavené U otewenych aukci jsou vSechny nabidky
viditelné, zatimco u uz#@enych aukci nejsou nabidky wid jsou napiklad podavany
v zalepenych obéalkach (tzv. obalkova metoda).

Dale se rozliSujaukce s rostouci cenauaukce s klesajici cenol prvniho typu se
postup® zvySuje cena az do okamziku, kdystane jedna nabidka. U druhého typu se cena
zmenSuje az do okamziku, kdy se objevi prvni nabidk

Uvazuji seaukce s jednim typem obijekt takéaukce s vice typy objéktAukce s vice
typy objekfi mohou byt sekvami, kdy se objekty prodavaji postupmebo simultanni, kdy
se prodavaji kombinace objékitakovéto aukce se nazyvifimbinatorickg

Podle typu hodnot objektse tSinou uvaZzuji ii pripady. V gipa soukromé
hodnotymé& drazeny objekt pro kazdého potencionalniho jeibw ugitou hodnotu, které
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neni ovlivréna takovymito hodnotami ostatnich kupujicich. Takawodel je vhodny pro
objekty kratkodobé spi#by bez moznosti dalSiho prodeje. Nppd vSeobecné hodnoty
drazeného objektu je tato hodnota stejna pro kazg@gékencionalniho kupujiciho, ale v dob
aukce neni skut@d hodnota znama. Kupujici vS8ak mohou mitité@rrizné informace o
neznamé skutmé hodnat. Prikladem jsou ropné vrty, kdy jejich hodnota zavis
neznamém mnoZstvi ropy pod zemi. Kupujici vSak migjné geologické signaly o tomto
mnozstvi. Obecny model selruZzenymi hodnotanziahrnuje pedchozi situace jako specialni
piipady. Sdruzené hodnoty zahrnuji jak sloZzku souktmmhodnoceni, tak i hodnoceni
objekt dalSimi jedinci. B koupi domu ma jeho hodnoceni jak privatni sloZak i sloZku
hodnoceni ostatnimi potencionalnimi kupujicimi guidpad budouciho mozného prodeje
domu.

Standardni aukcgou orientovany na prodej, maji jednoho prodé&iagi a ¥tSi paet
kupujicich. Reverzni aukcgsou orientovany na nakup, maji naopak jednohoujcino a
vétSi paet prodavajicichDvojité aukcekombinuji gredchazejici dva typy a zpréstikovavaji
vyménu mezi ¥tSim patem prodavajicich a&tS§im pa@tem kupuijicich.

PoZadavkem na aukciti®e bytmaximalizace fijmu prodavajicihoneboefektivnost
aukce ktera zajisti, Ze objekt skoinv rukach toho, pro & ma objekt nejstSi hodnotu.
Parametry mohou bytansparentnosti pravided potencial pro vytu@&nikoluzi @astniki.

Déle se budeme zabyvat jen aukcemi s jednim typgekih a uvedeme sityti nejznangjsi
typy:

1. Anglicka aukce je otewena aukce s rostouci cenou. Prodavaji€indaaukci s nizkou
cenou, kterou postuprevysuje. Aukce ko#, kdyZz zadny z kupujicich neni ochoten
zvysit nabidku. Aukci vyhradva kupujici s nejvyS&ibidkou a za objekt zaplati tuto
nejvyssi nabidku. Anglické aukce jsou typick& prodeji ungleckych gedntty,
domi, ojetych aut atd.

2. Holandska aukce je otewena aukce s klesajici cenou. Prodavajidiiréa aukci
s vysokou cenou, kterou postépsnizuje. Aukce koti, kdyz réktery z kupuijicich je
ochoten zaplatit gbéZnou cenu. Aukci vyhrdva kupuijici, ktery zastavihdbu a za
objekt zaplati tuto mibéZnou cenu. Holandské aukce jsou typick&pvodeji kwtin
v Nizozemi, kdy cenu automatickyémi hodiny a vyhrava kupujici, ktery tyto hodiny
zastavil. Podobnym #igobem jsou prodavany ryby v Izraeli a tabak v K&nad

3. Aukce prvni ceny je uzavena (obalkova) aukce, kdyastnik aukce zaSle svoji
nabidku bez znalosti nabidek ostatni¢asiniki. Vitézem aukce jedastnik s nejvyssi
nabidkou a zaplati tuto nejvySSi nabidku. Tato oetge pouzivana néiiklad
v elektronickém obchodovani. Pouziva se dva reverznich aukci, kdyetsi paset
prodavajicich nabizi jednomu kupujicimu, vtomtéipac vyhrava prodavajici
s nejnizSi nabizenou cenou.

4. Aukce druhé ceny(Vickreyova aukce je uzawvena (obalkova) aukce, kdyastnik
aukce zaSle svoji nabidku bez znalosti nabidekmista(tastniki. Vitézem aukce je
Gcastnik s nejvySsi nabidkou a zaplati druhou nejvpddidku. Tato aukce byla
zavedena zejména pro teoretické analyzy, ¢asnpsti je vSak pouzivana tégad
v obchodovani B2B (Business-to-business).
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3.2 Re3ené fiklady aukci: ,Tajna* (obalkova) aukce

Budeme uvaZovat jednokolovou aukci, kde jsou dvaukiai ozngeni jako i = 1,2. Kazdy

z kupujicich méa své subjektivni ohodnoceni nabizerngednttuv,. Protoze pojeti hodnoty
predn®tu je subjektivni, hodnote, druhého kupujiciho bude povazovana za nezavislou
S prvni, rovnorrné spojitt rozloZzenou nahodnou vé&ilu na intervalu[0]]. Tento typ aukce
probiha tak, Ze nejprve kupujici napiSi na ¢iskesvoji nabidkd, a ten, kdo nabidne vic,
ziska drazenyiednet (v pripac, Ze se nabidky shoduiji, je o budoucim majitelhomnuto

hodem koruny). Déle segdpoklada, Ze kupujici jsou rizikbweutraini a Ze jejich nabidky
jsou nezaporné. Abychom dany problém mohli formatgako statickou Bayesovskou hru, je
treba zadefinovat prostory akci, prostory typwhra jejich vyplatni funkce

Prostory akci jsou zde mozné nabidky kupujiciatly t®, =[O, ).

Prostorem typ hr&e budeme rozush mozné oce¥ni nabizenéhoipdnttu V, = [0]].

Vyplatni funkci pak bude rozdil mezi oéemim a konénou cenou fednetu, tedy

u (b,,b,;v,,v,)=v, -Db, kdyz b; > b,,
4 (Bybyiv v, =2, kdyz b =b,
u (b,,b,;v,,v,)=0, kdyz b, <b;.

Strategii pro kazdého R bude funkcebd, (v,) udavajici vysi nabidky vzhledem k danému
ocergni. Dvojice (b,(v,),b,(v,)) bude splovat podminky Bayesovské Nashovy rovnovahy,
jestlize pro kazdé, ,b, (v;) jereSenim:

max(v, = )P{b, >b;(v )} +(v, ~b)P{b; =b,(v ).
Vzhledem k tomu, Zev, je rovnonérné spojitt rozlozena nahodna veéilna, tak mnozinu

strategii nizeme omezit na linearni funkci, pak,(v,)=a +cyv, a stejg tak
b,(v,)=a, +c,v,. Nasledg se nam maximalizai problém redukuje na:

mbax(vi —b)P{b, >a, +cv },

neba’ P{b, =a, +c,v;} =0. Dale se daigdpokladat, ze kupujici nebude nabizet ¢héae,
neZ je minimalni/maximalni mozna nabidka druhél@enrtedya; < b, <a, +c;. Potom

b, —a, —a
P{b, >a,+cv } =P{v, < . = L

Reseni maximalizai Glohy vede k nalezeni nasledujici nejlepsi odgbv
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V. +a
b,(v,) = '2 < kdyz v, = a,

b(vi) =4, kdyz v, <a.

JestlizeO<a,; <1, pak existuji gjake hodnotyv,, pro kterév; <a,. V tomto gipac by pak
strategie b, (v;) nebyla linearni (nejdve konstantni na urovna, a odv, =a; teprve
rostouci). Mizeme se tak zaifit pouze na moznosti, Za; 21 neboa,; <0. Prvni situace
vSak take nastat neire, kdyby nastala, tak z racionalniho hlediska rplegit ¢, >0 a pak
by b;(v;)=v;, coZ by nemohlo byt optimalnieSeni. Tedy musi plati, <0, kdy pak
bi(vi)=(v,+a)/2 ataka =a;/2 ac; =1/2

Stejny postup se stejnymi vysledky bychom mohlikapat i u druhého kupuijiciho.
Dame-li dohromady oba vysledky, dég@me tak k nalezeni Bayesovské Nashovy rovnovahy,
ve kteréa, =a,; =0 ac; =c; =1/2,coz vede kb, (v;) =V, /2,

Kazdy z kupujicich tedy na lisek napiSetastku odpovidajici polovéinhodnoty, na
kterou dany pednet oceiwuje. Tento vysledek lze interpretovat tak, Ze olgufici i
rozhodovanteli dwma tlakim, jednak touze maximalizovat uzitek z ndkupu,tale touze
ziskat dany pednt.

Jest se ale zamysleme nadigadem, kdy proti sabstoji obecs n poptavajicich.
VSechny pedpoklady nechame zachovany. Vyplatni funkce jdoryoh hr&a i =1,...,n pak

vypadaji nasledown

u, (b,,...0,;v,,...v,)) =V, — b, kdyz b; >maxb;, proi#j,
u, (b;,....b,;v,,...v,) =0, kdyz b; <maxb;,  proi# |

Pritom jsme zanedbali moznost, kdy by se nejvyssSidigbvyrovnavaly, tedyv, —b,)/k,
kdyZz b; =...=b, O(b, =maxb,,i # j) pro jeji prakticky nulovou pravgodobnost. n-tice
(b,(v,),....b,(v,)) bude splovat podminky Bayesovské Nashovy rovnovahy, jestfizo
kazdev,,b,(v,) jefeSenim:

n-1

mbax(vi —bi)|_| P{b, >b,(v,)} proi #j.
i =1
Pro jednoduchost a vzhledem k vySe uvedenym Uvaliédpokladejme mnoZzinu strategii ve
tvaru funkceb, (v;) =c,v,. Odtud maximalizéni problém nabyva této podoby:
XV, ~b) " b, -
max(v, =b;))[ | — proi # ]

Podminky prvnih@dadu pro kazdé i dostdvame v nasledujici pédob

(n-)p™  po

Mo Mo
J J

(vi—b)
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které po Upravach vedotimo kieSeni

Tedy mizemetici, Ze se zvySujicim se ft@m poptavajicich roste vySe jejich nabidek ako ta
Ze v limitnim gipact, kdy se aukce dastni nekonsné mnoho osob, by se nabizena cena
rovnala subjektivnimu océni pro dany pedntt.

3.3 Re3ené giklady aukci: Dvojita aukce

U tohoto typu aukce bude do k@né ceny zasahovat sam prodavajici. Na§ model bude
popisovat aukci, kde proti sékbude stat jeden kupujici a jeden prodavajici, kdédy
oznami svou pozadovanou cepua p,, na jejichz zaklagl bude stanovena vysledna cena
jako aritmeticky pimer téchto cen,cili p=(p,+p,)/2 (za gedpokladu, Zep, =p,).
Obdobr jako v gedchozim pipack: kazdy ma své subjektivni ohodnoceni pro drazeny
piredrmét a o vySi ohodnoceni druhéhdeppoklada, Ze je to rovn@mmé spojitt rozlozena
nahodna vetina na intervalu[0]1].

Strategie pro poptavajiciho buge(v,) udavajici pozadovanou cenu pro jednotliva
mozna ohodnocenit@dnttu, obdob® formulujeme strategii prodavajiciho jakm(v,).
Vyplatni funkci pak pro kupujiciho budg, — p, naopak pro prodavajicinp-v,, jestlize se
vSak obchod neuskutei vyplata obou he& bude rovna nule.

Nyni zformulujme Ulohu tak, aby dvojice stratedip,(v,).p(v.)} tvorila
Bayesovskou Nashovu rovnovahu. Pro kaudél [01], p,(v,) jeteSenim:

+E[p.(Vs)iPy 2 Ps (Vs
masgy, - TR 200N s 0y, (@)
kde E[p.(v.);p, 2p:(v,)] je otekdvana cena, kterd bude nabidnuta prodavajicim za
podminky, ze bude nizSi nez cena nabidnuta kupujibiale pro kazdé& [O[01], p.(v)

musi bytreSenim:

”L?’{ P, + E[pb(vb;;pb (vy)2p,] U IP(P, (v,) 2P} 2

kde E[p,(v,);p,(v,)=p.] Je rovrez otekavana cena, kterd bude nabidnuta kupujicim,

podmirgéna tim, Ze bude vysSi neZ cena nabidnuta prodejcem.

Existuji mnohé Bayesovské rovnovahy této hry. Ba@tek uvazujme situaci, kdy se
obchod uskut&ni za jednotnou cenu, pokud &mnu vibec dojde. Pro libovolnou hodnotu
xO[01] uvazujme nasledujici strategie ¢ira

1. Kupujici nabidne x, jestlize, = x jinak nabidne O.
2. Obdobr prodavajici nabidne x, pokud < x jinak nabidne O.
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Vzhledem ke strategii kupujiciho prodavajici m& nust zvolit, jestli prodati nikoli. Typ
prodavajiciho, ktery preferuje prodej, proda, a {y rehoz je prodej nevyhodny, neproda.
Stejreé tak mizeme uvazovat o kupujicim vzhledem ke strategidl@vajiciho. Tedy skute¢
se jedna o Bayesovskou Nashovu rovnovahu. V témorgze obchod préhne pro takové
dvojice tym hr&u (vg,v,), kde v, =v_ vyzna&enych na obrazku 1, naopakcéerng
vybarvenych polich k obchodu nedojde.

Obrézek 1: Rovnovahaigednotné ceé

Nyni odvodime linearni Bayesovskou Nashovu rovhavi&to hry. Strategii prodejce
vyjadiime obect ve tvarup,(v,) =a,+cy.. Pakp, je rovhongrné rozloZzena na intervalu

[a ,a, +c.], odtud optimalizani problém kupujiciho z rovnice (1) dostava tutalqou:

aS

1 as+pb pb_
- +
mav, == (p, +=— )

S

Po jeho vyeSeni dosgieme k nasledujicimu vysledku:

2 1
=—v, +-a.. 3
Py 30 3as ()
Stejre tak strategii kupujiciho zavedeme jakm =a, +c,v,. Pak p, je rovnondrné
rozlozena nalg, ,a, +c,], odkud nejlepsi odp&d prodejce dostaneme z rovnice (2):

s+ab+cb)_v
s

1 p a, +C, — P
max= (p, + Do s
p?){Z(pS 2

]

Cy
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VyieSenim dostavame nasledujieseni:

2 1
Ps IEVS +§ @, * ). 4)
Tedy na linearni strategii je nejlepsi odpditaké linearni. Aby tyto odp&di byly nejlepsi
jedna na druhou, pak (3) implikuje, @ =2/3 a a,=a,/3 a (4) vede kc,=2/3 a
a, = (a, + ¢,)/3. Odtud linearni rovnovazna strategie je:

2 1
pb(vb)zgvb+ﬁ (5)
2 1

== += 6
P (V) 3Vst% (6)

jak je znazor#éno na obrazku 2.

PR,

—

1/4

1/4 3/4 1 %W

Obrazek 2: Linearni rovnovazné strategie kupceodgjce

Pripomaime, ze obchod préhne vtéto aukci za fpdpokladu, Zep, =p.. Po
dosazeni rovnic (5) a (6) do této nerovnosti d@sté& podminku pro linearni rovnovahu za
predpokladu, zev, 2v +1/4, jak je znazoréno na obrazku 3. Z obrazku 2 daldizeme
vypozorovat, Ze nabidka prodejce, jehoz typ §&ivnez 3/4, s ukitosti presahne poptavku
kupujiciho, steji tak poptavka kupcujiciho, jehoZz o&enje nizSi neZl/4, nikdy nedosidhne
nabidky.

25



V=V, H(1/4)

Vp™ Vs

Obrézek 3: Linearni rovnovaha modelu

Srovnejme jest obrazky (1) a (3). V obouftipadech dojde k nejhodn@fgimu
obchodu (kdyv,=0 a v, =1), ale rovnovaha jednotné ceny wlije ucité hodnotné

obchody (takové, ze =0 av, =x-¢, kde¢ je malé). Na druhou stranu vSak umoje
obchody s vyplatami blizicimi se nule (kdg=x-¢€ av, =x+¢€), které jsou fi linearnich

strategiich zavrZzeny. Tyto z&y miZeme interpretovat tak, Ze linearni rovnovaha sdsrh
na vySi @ekavanych zisk mize dominovat rovnovahu jednotné ceny, ale &veavySuje
pravcEpodobnost, Ze by hkmohli udlat lIépe, pokud by zvolili jinou rovnovahu.
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