Ovérovani normality

Graficky zpiisob

NP-plot umoziiuje graficky posoudit, zda data pochdzeji z normalniho rozloZeni.

Zpusob konstrukce:

na vodorovnou osu vynasime uspofadané hodnoty x(;) < ... < X,

3j—

3n+

pficemz j je potadi j-té uspotadané hodnoty (jsou-li nékteré hodnoty stejné, pak za j bereme priimérné potadi odpovidajici
takové skupince).

Pochézeji-1i data z normalniho rozloZeni, pak vSechny dvojice (

na svislou osu vynasime kvantily u, , kde o =

(;)-u, - budou leZet na pfimce.



Priklad na konstrukci N — P plotu:
Desetkrat nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta. Vysledky méteni: 2 1,8 2,1 2.4 19 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci
normalniho pravdépodobnostniho grafu posud’te, zda se tato data fidi normalnim rozlozenim.

ResSeni:

usp. hodnoty 1,8/1,8/1,912 (2 2,1]2,1]2,2(2,3|2,4
poradi 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
prumérné poradi|1,5|1,5|3 |4,5/4,5/6,5/6,5|8 |9 |10

Vektor hodnot primérného poradi: j= (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10),
vektor hodnot o = jj—?{ = €,1129;0,2581;0,4032 ;0,5968 ;0,7419 ;0,8387 ;0,9355 _,
n

vektor kvantiltt u, = * (2112~ 1,6493 :— 1,245:0,245:0,6493 :0,9892 :1.5179 _.

Normalni pravdépodobnostni graf

2 L L L L L L L L L
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 24 2.6 2.8 3

Protoze dvojice ( (i)-u, - téméi lezi na ptimee, 1ze usoudit, Ze data pochazeji z normalniho rozlozeni.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a 10 pfipadech. Zjisténé hodnoty zapiSeme do proménné X.

Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménna X — OK - odskrtneme Neurcovat priimérnou pozici
svazanych pozorovani - OK.

Normalni p-graf zx
Tabulka21 1v*10c
2,0

0,5

0,0

Ocekavana normalni hodnota

-0,5

1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5

Pozorovana hodnota



Umoziuje graficky posoudit, zda data pochazeji z n€jakého znamého rozlozeni (napt. systém STATISTICA nabizi 8 typt
rozlozeni: beta, exponencidlni, Gumbelovo, gamma, log-normalni, normalni, Rayleighovo a Weibulovo). Pro nas je
Zpusob konstrukce:
na svislou osu vynasime uspofddané hodnoty x(;) < ... < Xn),

17 agj

na vodorovnou osu kvantily kK, (x) vybraneho rozlozeni, kde « = " ,
! nTa,g

priCemzZ r,qj @ Nug; jsou korigujici faktory < 0,5, implicitn€ r,qi = 0,375 a nyq; = 0,25.

(Jsou-li n€které hodnoty x(;) < ... < X stejné, pak za j bereme primérné poradi odpovidajici takové skupince.)

Pokud vybrané rozlozeni zavisi na né¢jakych parametrech, pak se tyto parametry odhadnou z dat nebo je muze zadat uzivatel.
Body & « (X),x ¢_- se metodou nejmensich ¢tverci prolozi primka. Cim méné se body odchyluji od této piimky, tim je lepsi

soulad mezi empirickym a teoretickym rozloZenim.



Priklad na konstrukci Q-Q plotu: Desetkrat nezdvisle na sob¢ byla zméfena jista konstanta. Vysledky méfeni: 2 1,8 2,1
24 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci Q-Q plotu ovéite, zda se tato data fidi normalnim rozlozenim.

ReSeni:

poradi 1 12 |3 |4 |5 |6 |7 |8 10

usp.hodnoty 1,811,811912 |2 |2,1|2,1]22[23[24
9
9

prumérné potadi | 1,5 1,53 [4,5]4,5/6,5/6,5|8 10

Vektor hodnot priimérného potadi: j = (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10)

i—,375 -
vektor hodnot o = 2 == = €,10980,2561:0,4024 50,5976 50,7439 50,8415 30,939 -
n* ),25
vektor kvantiltl u, = © 1,2278:~ 1.6554 :— 1,247:0,247:0,6554 :1,0005 :1,566 _

3

2.8

26

24

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Vzhled grafu nasvédcuje tomu, ze data pochéazeji z normalniho rozloZeni.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a 10 ptipadech. Zjisténé hodnoty zapiSeme do proménné X.

Grafy — 2D Grafy — Grafy typu Q-Q— Proménnd X — OK - odSkrtneme NeurcCovat primérnou pozici svazanych pozorovani -
OK.

Graf kvantil-kvantil z .
mereni konst.sta 1v*10«
Rozdéleni:Normalr
X =2,058+0,2198":
0,10 0,25 0,50 0,75 0,90 0,95
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Teoreticky kvantil



UmozZznuje porovnat tvar hustoty Cetnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti vybraného teoretického rozlozeni. (Ve
STATISTICE je pojem histogramu §irsi, skryva se za nim 1 sloupkovy diagram.)

Zpusob konstrukce ve STATISTICE:

na vodorovnou osu se vynaseji tfidici intervaly (implicitné 10, jejich pocCet 1ze zménit, stejné tak 1 meze tiidicich intervali)
C1 varianty znaku a na svislou osu absolutni nebo relativni Cetnosti tfidicich intervall ¢i variant. Do histogramu se zakresli
tvar hustoty (¢i pravdépodobnostni funkce) vybraného teoretického rozlozeni. Kromé 8 typti rozlozeni uvedenych u Q-Q
plotu umoznuje STATISTICA pouZit jesté dalsi 4 rozloZeni: Laplaceovo, logistické, geometrické, Poissonovo.



Priklad na konstrukci histogramu:

U 70 domécnosti byly zjistovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v K¢).

Nakreslete histogram.
ReSeni:

Nejprve sestavime tabulku rozlozeni Cetnosti:

S pomoci této tabulky sestrojime histogram:

Vydaje €5,65) | 5.95) | €5,125) | $25,155) | %55,185) | €85,215)
Pocet dom. |7 16 27 14 4 2
Cou) [xo & |n | N | F f
§5,65> 50 {307 |7/70=0,1 7 | 7/70=0,1 7/2100=0,0033
§5’95> 80 |30 16| 16/70=0,23 | 23 | 23/70=0,33 | 16/2100=0,0076
557125> 110 | 30| 27 | 27/70=0,38 | 50 | 50/70=0,71 | 23/2100=0,0109
‘25,155> 140 | 30 | 14 | 14/70=0,2 | 64 | 64/70=0,91 | 14/2100=0,0067
(55,135> 170 |1 30 | 4 | 4/70=0,06 | 68 | 68/70=0,97 | 4/2100=0,0019
!85,215> 200 | 30 |2 | 2/70=0,03 | 70 | 70/70=1 2/2100=0,00010

0,014

0,012

0,010

0,008

0,006

0,004

0,002

0’00035 65 95 125 155 12?215




Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 6 ptipadech. Prvni proménnou nazveme X, druhou cetnost. Do
proménné X napiSeme stiedy ttidicich intervall, do proménné cetnost odpovidajici absolutni ¢etnosti:

1 2

X cetnost
1 50 7
2 80 16
3 110 27
4 140 14
5 170 4
6 200 2

Grafy — Histogramy — zadame proménnou vah cetnost — Proménna X - zaskrtneme Hranice — Ur¢it hranice — zaSkrtneme
Zadejte hrani¢ni rozmezi: Minimum 35, Krok 30, Maximum 215 — OK — OK. Dostaneme graf:

Histogram zX
Tabulka8 2v*6:

X=70"30"normal(x; 109,1429; 34,630
30

28

26
24

o N
20

18
16

14

12

Poget pozorovani

10

o N & o

35 65 95 125 155 185 215

Na rozdil od histogramu konstruované¢ho ru¢né jsou na svislé ose absolutni ¢etnosti, nikoliv ¢etnostni hustoty. V porovnani
s grafem hustoty normalniho rozlozeni je vidé€t, Ze nase rozlozeni Cetnosti je lehce kladn€ zeSikmené. Nase data tedy
nepochazeji z normalniho rozlozeni.



Ovérovani dvourozmérné normality pomoci dvourozmérného teckového diagramu

Méme dvourozmérny datovy soubor (X1, y1), ... , (Xu, Yn), ktery je realizaci dvourozmérného nahodného vybéru

(X1, Y1), ... , (Xy, Yn) z dvourozmeérného rozlozeni. Na vodorovnou osu vyneseme hodnoty X; , na svislou hodnoty yi a do
prisluSnych prisecikil nakreslime tolik tecek, jaka je absolutni Cetnost dvojice (Xj, yi). Jedna-li se o ndhodny vybér

z dvourozmérného normalniho rozlozeni, mély by tecky zhruba rovnomérné€ vyplnit vnitiek elipsovitého obrazce. Vrstevni-
ce hustoty dvourozmérného normalniho rozloZeni jsou totiz elipsy — viz nasledujici obrazek.

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozloZeni s parametry p; =0, i, =0, 6,° =1, 6, = 1, p = -0,75:
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Do dvourozmérného teckového diagramu mtizeme jeste zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 100a % tecek lezet vné této elipsy, svédEi to o poruSeni dvourozmérne normality. Bude-1i mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou smérnici, znamena to, Ze mezi veli¢inami X a Y existuje ur€ity stupen pfime resp. nepiime
linedrni zavislosti.



Priklad: Mame k dispozici vysledky testll ze dvou predméti zjisténé u osmi ndhodné vybranych studentt urcitého oboru.
Cislo studenta 11213 141(516 |7 |8
Pocet bodii v 1. testu |80]50[36|58]42]60|56|68
Pocet bodii ve 2. testu|65]60]35[39]48[44 (48|61
Pomoci dvourozmérného teckového diagramu se zakreslenou 95% elipsou konstantni hustoty pravdépodobnosti a histogra-
my pro poCty bodli v 1. a 2. testu posud’te, zda tato data 1ze povazovat za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného
normalniho rozloZeni.

Reseni:Vytvoiime novy datovy soubor se dvéma proménnymi Test] a Test2 a osmi ptipady. Nyni nakreslime dvourozmér-
ny teckovy diagram: Grafy — 2D Grafy - Bodové grafy s histogramy. V typu proloZeni pro bodovy graf vypneme linearni
prolozeni. Proménné — X — Testl, Y — Test2 — OK. Dostaneme dvourozmérny teckovy diagram pro vektorovou proménnou
(Testl, Test2) a histogramy pro Testl a Test2. Nyni do diagramu zakreslime 95% elipsu konstantni hustoty pravdépodob-
nosti: 2x klikneme na pozadi grafu a otevie se okno s ndzvem VS§. moznosti. Vybereme Graf: Elipsa, zvolime Ptidat novou
elipsu. Po vykresleni elipsy zménime métitko: na vodorovné ose bude minimum 0, maximum 120, na svislé ose bude mi-
nimum 0, maximum 100. (Sta¢i 2x kliknout na ¢iselny popis osy a na zélozce Métitka vybrat manualni mod.)

Bodovy grafs histogramy ( 2v*8c)

Obrazek sveéd¢i o tom, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi pocty bodli z 1. a 2. testu bude exis-
tovat urcity stupen piimé linearni zavislosti, tzn., Ze u studenti, kteii méli vysoky resp. nizky pocet bodii v 1. testu, 1ze oCe-
kavat vysoky resp. nizky pocet bodii ve 2. testu.



Testy normality

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodny vybér X, ..., X, pochézi z normélniho rozloZeni s parametry p a °. Distribuéni
funkci tohoto rozlozeni oznaéme @t (x). Necht’ F,(x) je vybérova distribucni funkce. Testovou statistikou je statistika
D, = swp |F,(x)~ P, (x)|. Nulovou hypotézu zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a, kdyz D, > D,(a), kde D,(a) je tabelovana

2

kriticka hodnota. Pro n > 30 1ze D,(a) aproximovat vyrazem 2]—1n =.
n (04

V piipadg, Ze nezname parametry p a 6> normalniho rozlozeni, musime je odhadnout z dat (stfedni hodnotu odhadneme

7 r 2 7 ~_ 7 v 7 J . 4 7 v 7 . r . v
pomoci m a rozptyl pomoci s°). Tim se zméni rozloZeni testové statistiky D,,. PfisluSné modifikované kvantily byly ureny
pomoci simula¢nich studii. V této situaci pouzivame Lilieforsovu variantu Kolmogorovova — Smirnovova testu.

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni N(y, 6°).
Testova statistika ma tvar:

Z ai(‘k i1 X (;i

W= N Jkde m =n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty a;" jsou tabelovany.

2 X, M

i=1
Na testovou statistiku W Ize pohliZet jako na korela¢ni koeficient mezi uspotddanymi pozorovanimi a jim odpovidajicimi
kvantily standardizovaného normalniho rozlozeni. V ptipadé¢, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim rozlozenim,
bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normalité tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz se na této hladin€ neprokaze
korelace mezi daty a jim odpovidajicimi kvantily rozlozeni N(0,1).
Lze také tici, ze S — W test je zalozen na zjiSténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odlisné od regresni pfimky
prolozené témito body.
(S-W test se pouziva predevsim pro vybéry mensich rozsahii, n < 50, ale v systému STATISTICA je implementovano jeho
roz$ifeni 1 na vybéry velkych rozsahii, kolem 2000.)




Priklad na testovani normality
Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci Lilieforsovy varianty K- S testu a S — W testem zjistéte na hladiné vyznamnosti
0,05, zda tato data pochazeji z normalniho rozlozeni.

Re$eni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné nazvané X a péti piipadech. Do proménné X zapiSeme uvedené hodnoty.
V menu vybereme Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK, Proménné X — OK. Na zaloZce zvolime
Normalita a zaSkrtneme Lilieforstv test a Shapiro — Wilkstiv W test — Testy normality.

Testy nomality (Tabulka1)

N | max D Lillief ors W p
Proménna p
X 5 0,224085 p>.20 0,912401 | 0,482151

Vidime, Ze testova statistika K-S testu je d = 0,22409, odpovidajici Lilieforsova p-hodnota je vétsi nez 0,2, tedy hypotézu o
normalité nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Testova statistika S-W testu je W = 0,9124, odpovidajici p-hodnota je 0,48215, tedy hypotézu o normalité nezamitame na
hladin€ vyznamnosti 0,05.



Parametrické tlohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni

Mnoho nahodnych veli¢in, s nimizZ se setkavame ve vyzkumu 1 praxi, se fidi norméalnim rozlozenim. Za jistych ptedpokladi
obsazenych v centralni limitni vété se d4 rozlozeni jinych ndhodnych veli€in aproximovat normalnim rozloZenim. Proto je
zapotiebi vénovat velkou pozornost pravé nahodnym vybérim

z normalniho rozloZeni.

RozloZeni statistik odvozenych z vybérového priméru a rozptylu
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u, 6°). Pak plati

a) M ~N(y, "— ), tedy U=~ ~N(0, 1).
Vo
(Pivotova statistika U slouZi k feSeni tloh o p, kdyZ 6° zname.)
b) K=2795" _2qy,
(Pivotova statistika K slouzi k feseni tloh o 67, kdyZ p nezname.)
Y g
Q) ~ ()
(Tato pivotova statistika slouzi k feseni tloh o o, kdyZ p zname.)
d) T= ?~ t(n-1).

Jn

(Pivotova statistika T slouzi k feSeni tloh o p, kdyZ o* nezname.)



Vysvétleni
ad a) Vybérovy primér M je linedrni kombinace ndhodnych veli¢in s normalnim rozloZzenim, ma tedy norméalni rozlozeni
s parametry E(M) = p, D(M) = 6*/n. Statistika U se ziské standardizaci M.

ad b) Vhodnou upravou vybérového rozptylu S% kde pouzijeme obrat X; - M = (X; - p) — (M - p), Ize statistiku K vyjadfit
jako soucet kvadrati n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych veli€in se standardizovanym normalnim rozloZenim. Tento
soudet se fidi rozlozenim y°(n-1).

ad c) Tato statistika je soucet kvadratii n stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in se standardizovanym normalnim
rozloZenim, idi se tedy rozlozenim y*(n).

ad d) U ~N(0, 1), K ~ ¥*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M a S? jsou stochasticky nezavislé, tudiz statistika

-2 - ' @)

K R

n- n




Priklad: Hmotnost balicku krystalového cukru baleného na automatické lince se fidi normalnim rozloZenim se stfedni hod-
notou 1002 g a smérodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor ndhodné vybira 9 balickll z jedné série a zjiStuje, zda jejich primér-
nad hmotnost je alesponl 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 000 K¢. Jaka je pravdépodobnost, Ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

Reseni:

X ~N(1002, 64), M ~ N[IOOZ %}

[ )
~ M~ 002 _ 999 ~ 002 2) /—9\ 79
PM5999,=P“ I -Z1=D -D Zi=1-D [125 = (- ).87076 = ).12924
| 64 64 | 8/ \8) 8
L Vo 9 )

Pravdépodobnost, Ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9%.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vyuzijeme toho, Ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce normal-
niho rozloZeni se stfedni hodnotou mu a smérodatnou odchylkou sigma. Tedy P 1 <999 = @ 099 _ kde ® je distribucni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménne a jednom piipadu. Dvakrat klikneme na ndzev proménné Proml. Do Dlou-
hého jména této proménné napiSeme = [INormal(999;1002;8/3).

V proménné Proml se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(1-a))% empirickych intervali spolehlivosti pro p a ¢”
(vyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m - Ujq2, M+ u
y: (d, h)=( \/; 102 \/; 1-02)
Levostranny: (d, ©) = (m - Uj_q, ©)
Vi
Pravostranny: (-0, h) = (-c0, m +2 Ujq)
Jn

(Vyuiiti pivotové statistiky T)

Oboustranny: (d, h) = (m - tienr(n-1), m + J_ t1.on(n-1))

JH

Levostranny: (d, o) = (m - % ti.o(n-1), )

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m + tio(n-1))

\/_



(vyuZiti pivotové statistiky K)

( — 1)s2 B

Oboustranny: (d, hy=1 _2"Ds° @ 7Ds’
2% 2 —1) %%a(m—1))

[ m-Ds> )
Levostranny: (d, o) = | — 2 DS |
(X’ -1 )

( s )

Pravostranny: (-0, h)= | - » (2" Ds |

2 _
\ X a(n—1))
Z ;(i b 'l,z
(vyuziti pivotoveé statistiky G—)

( |
Oboustranny: (d, h) = I L , }
| |
\ )

Levostranny: (d, «)

I
0T T T T TN
il

( !
Pravostranny: (-oo, h) = I -0 I
| |
L )



Priklad: 10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2.4 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného vybéru X, ..., X;o z rozlozeni N(y, 02), kde parametry p, o’
nezname. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti jak pro p, tak pro o” a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSeni: m = 2,06, s> = 0,0404, s = 0,2011, o = 0,05, t5,075(9) = 2,2622, t4.05(9) = 1,833 1, 1°0.075(9) = 19,023, %’0.025(9) = 2.7,

Y 095(9) = 16,919, y0.05(9) = 3,325

ad a)
— U (1/2( ) ,—1 9

h=m+ —= t 4n(n-1)=2,06 + 222!

Vn Jio
1,92 << 2,20 s pravdépodobnosti asponi 0,95.

2,2622 =2,20

€ s° 90,0404
L% _ 19,023
% 90,0404

A =D 2,7
0,0191 <o6><0,1347 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

d:

=,0191

h =),1347



ad b) Levostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

d=m- - t,_n-1)=2,06 - 221 1 8331 = 1,04
\/; 1( ) m

1,94 <p s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢°
€ - s 90,0404
d= = =J,0215
L k- _ 16,919

6> >0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

ad ¢) Pravostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

h=m+ —— t,(n-1)=2,06 + 222! 1 8331=2,18
\/; 1 ( ) \/ﬁ

u < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢

€- s> 90,0404
= = =,1094
X .h— _ 3,325

6’ < 0,1094 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

h




Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné X a 10 ptipadech. Do proménné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. prim. a Meze sp. smér. odch. (ostatni volby zru§ime) — pro oboustranny 95% interval spolehlivosti
ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pro jednostranné intervaly zménime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl o”:

Int. spolehl. Int. spolehl. Spolehliv ost Spolehliv ost NProm1 NProm2
-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3 "2 =v4 "2
Proménna -95,000% +95,000%
X 1,916136 2,203864 0,138329 0,367145 | 0,019135 | 0,134795

Vidime, ze

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0,1383 <0 <0,3671 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
0,0191 < 6” < 0,1348 s pravdépodobnosti aspoti 0,95.



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku 6 a rozptyl 6:

Int. spolehl. Int. spolehl. Spolehliv ost Spolehliv ost NProm1 NProm2
-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v 3”2 =v 4”9
Proménna -90,000% +90,000%
X 1,943421 2,176579 0,146678 0,330862 | 0,021514 0,10947

Vidime, ze

u> 1,94 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,

u < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

o > 0,1467 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0 < 0,3309 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
6> > 0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,
6> < 0,1095 s pravdépodobnosti aspoi 0,95,



Jednotlivé typy testli pro parametry normalniho rozlozeni

a) Necht X,

b) Necht’ X,
se nazyva
c) Necht’ X,
se nazyva

..., X, je ndhodny vybér N(, 6°), kde o zname. Necht’ n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: p = ¢ proti H;: n # ¢ se
.., Xy je nahodny vybér N(i, %), kde o nezname. Necht’ n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: p = ¢ proti Hy: p # ¢

..., X, je ndhodny vybér N(, 6°), kde pn nezname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: 6> = ¢ proti H;: 6° # ¢



Provedeni testii o parametrech p, 6~ pomoci kritického oboru
a) Provedeni jednovybérového z-testu
m — 2

o . Stanovime kriticky obor W. Pokudt, € W, Hy zamitdme na hlading

Jn

Vypoéteme realizaci testového kritéria to ~

vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: pu # c. Kriticky obor ma tvar: W = =2, —u | > - \Vul, ] o
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma tvar: W =~ »,—u \ :

Pravostranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti Hy: u > c. Kriticky obor ma tvar: W = (ulf p s

b) Provedeni jednovybéroveho t-testu

_ m— >
to s - Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, H zamitame na hladiné

-

Vypocteme realizaci testového kritéria

vyznamnosti o a pfijimame H;.

- =

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p # c. Kriticky obor mé tvar: W = “©,—¢,_ ., ¢ _1>U N €1~
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: p < c. Kriticky obor ma tvar: W =~ » —: ‘- )

-~

Pravostranny test: Testujeme Hy: 1 = ¢ proti H;: p > c. Kriticky obor ma tvar: W = (tl, €1



c¢) Provedenti testu o rozptylu

-~

2

.S
Vypocteme realizaci testového kritéria t, = ——— . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, H, zamitame na hladiné
C

vyznamnosti o a pfijimame H;.
Oboustranny test: Testujeme Hy: 6> = ¢ proti H;: 6°# c. Kriticky obor ma tvar:.

4 ~
W = O,qu/z‘l_l;u er‘./z‘l_l,,,oo

\ \
Levostranny test: Testujeme Hy: 6 = ¢ proti H;: 6” < c. Kriticky obor ma tvar: W = 0. % « { - ; :

-~

Pravostranny test: Testujeme Hy: 6° = ¢ proti H;: 6 > c. Kriticky obor ma tvar: W = (le— S W



Priklad: Podle udaji na obalu ¢okolady by jeji Cistd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal neékolik stiznosti od
kupujicich, ve kterych tvrdili, ze hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklarovanych 125 g. Z tohoto diivodu oddé€leni kontroly
nahodné vybralo 50 Cokolad a zjistilo, ze jejich primérna hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za ptredpokladu,
Ze hmotnost ¢okolad se fidi normalnim rozloZenim, miZeme na hladin€ vyznamnosti 0,01 povazovat stiznosti kupujicich za
opravnéne?

Reseni: X, ..., Xso je nahodny vybér z N(u, 6%). Testujeme hypotézu
Hy: 1 = 125 proti levostranné alternativé H,: u < 125. ProtoZe nezname rozptyl >, pouzijeme jednovyb&rovy t-test.
m~— > 122 — 25

Testové kritérium — S - 4667
Jn V50
Kriticky obor W =2~ §— J="» - €0 }="»-)4049),

Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,01. Stiznosti
kupujicich tedy lze povaZovat za opravnéné.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy primér vs. Stiedni hodnota a zvolime jednostr. — do policka Prl napiSeme 122,
do policka SmOd1 napiSeme 8,6, do policka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme 125 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni

(X)) (x.). , y oy UV
Necht’ !le )l ’!KY ! )l je nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni, pticemz n > 2. Ozna¢ime | = y, - |, a zavedeme
1 n

Z1=X1-Yy, ..., Z,= X,-Y,, 0 némz piedpokladame, Ze se fidi normalnim rozlozenim.
y 1< 1<
Vypodteme M= —2.7z.,8> =D z.-M_>.
o=y o
Vzorec pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfredni hodnotu rozdilového nahodného vybéru

Oboustranny: (d, h) = (m - —
g (@l = = ==

Levostranny: (d, 00) = (m - — t;_4(n-1), )

Jn

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m + — t;_(n-1))

In

tl_a/z(n-l), m+ — tl-a/2(n'1))

In



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se zjistoval obsah chemické latky v roztoku (v procentech). Bylo
vybréano 5 vzorki a proméieno obéma metodami. Vysledky méfeni jsou obsazeny v tabulce:

¢islo vzorku|l |2 |3 |4 |5
l. metoda [2,3{1,9(2,1|2,4|2,6
2. metoda |2,4(2,0(2,0(2,3/2,5

Za predpokladu, Ze data maji normalni rozloZeni, sestrojte 90% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot
vysledkli obou metod.

Reseni:

Ptfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru, jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1 0,1. Vypocteme m = 0,02, s2=0,012,
s = 0,109545. Pfedpokladame, Ze tato data pochézeji z normalniho rozloZeni N(u, 6%). Vypoéteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pro p pfi nezndmém o:

s « - ~0,109545 « - ~0,109545 o
d=m \/—_t]_ , 69— =002 7 t, 0, %= 0,02 7 2,1318 = —1,0844
n
s ~ 0,109545 ~ 0,109545
h=m+—t_ ,%— =002+ t, .. % = 0,02 + 2,1318 = 0,1244
= NG A

-0,0844 < <0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o 3 proménnych a 5 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
proménné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. proménné Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné¢ statistiky, OK - Proménné Z, Detailni vysledky — zaSkrtneme Meze
spolehl. Priim. — Interval 90% - Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka latka) I
Int. spolehl. Int. spolehl.

Proménna -90,000% 90,000

Z -0,084439 0,124439

Vidime tedy, Ze -0,0844 < < 0,1244 s pravdépodobnosti aspoii 0,9.



Parovy t-test

(X)) (x.) (s (6?2 o )
Necht | 1., ** | je ndhodny vybér z rozlozeni Ny| | 11 % %2 1]
kY1) kYn) \KMZJ kclz 62 ))

proti Hy: py - wp # ¢ (tj. u# ¢) nebo testujeme nulovou hypotézu proti jedné z jednostrannych alternativ. Tento test se nazyva

, piicemz n > 2. Testujeme Hy: 1y - b =c (). L =c¢)

Provedeni parového t-testu

m— °

Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, Hy zamitame na hladiné

-

vyznamnosti a a pfijimame H;.

~

PR TS BISITE T B
¢« .

Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p > c. Kriticky obor ma tvar: w =t, $%-1.= |

Oboustranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: p # c. Kriticky obor ma tvar: w = » —¢
Levostranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma tvar: w = - » —-

1- .



Priklad: V nésledujici tabulce jsou tidaje o vynosnosti dosazené 12 ndhodné vybranymi firmami pfi investovani do
mezindrodniho podnikani (veli¢ina X) a do domaciho podnikani (veli¢ina Y):
CAirmy|1(2(3|4[5|6(7|8|9|1011]12
X 10112{14{12]12|17| 9 |15|9 (11| 7 |15
Y 11{14{15[11]13|16{10{13|11{17/9 |19
(Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vlozenych investic za rok.)

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvourozmérného rozloZeni a jejich rozdil se fidi norméalnim rozloZenim, na hladiné
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistuje rozdil mezi stiedni hodnotou vynosnosti investic do mezinarodniho a
domaciho podnikéni proti oboustranné alternative.

Testovani proved’te

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kritick¢ho oboru.

7 W J4 . Ié v J4 o v - Ié v J4 2 - ’ J4 Jé Ja
(Pro tisporu ¢asu zname realizace vybérového priméru m = - |3 a vybérového rozptylu s” = 4,78 rozdilového ndhodného
vybéru Z;=X; - Y, i=1, ..., 12.)
ResSeni:

Testujeme Hy: =0 proti H;: pn#0
ad a) 90% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi neznamém rozptylu 6> ma meze:

S ~ = \I4,%
d=m- —=t,,, %~ =~ .3 17—1,7959 = - ,4677
vn Ji2
S ~ - \/4,%
h=m+ —t,,. %1 =- .3+ 1,7959 = - 1,1989
Vo " i
Protoze Cislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989), Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,1.
N~ 0 o r 0 o - [ {,3
ad b) Vypoéitame realizaci testové statistiky ¢, = — = —22_ = - 11085
S 44,78
o V12
Stanovime kriticky obor w = - »,—¢ € ;u Loos $12 = — 0, —1,7959 )V 17959, _

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy, zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 2 proménnych a 12 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikani, do 2. proménné hodnoty pro domdci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-test pro zavislé vzorky, OK - Proménné X, Y — OK — Vypocet. Dostaneme
tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznag. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,05000

Pramér Sm.odch. N | Rozdil Sm.odch. t sV p
Proménna rozdilu
X 11,91667 2,937480
Y 13,25000 3,048845 |[12 | -1,33333 2,188122 | -2,11085 | 11| 0,058490

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0,1. Protoze p < a, zamitdme nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,1.



