Téma 6.: Zakladni pojmy matematické statistiky

Vlastnosti duleZzitych statistik odvozenych z jednorozmérného nahodného vybéru:
Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni se sttedni hodnotou p, rozptylem o> a distri-
bucni funkci @(x). Necht’ n > 2. Oznac¢me
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pro libovolné, ale pevné dané x € % ozname
F (x) = -pocet téch velicin Xj, ..., X, které jsou < x
n

hodnotu vybérové distribucni funkce.

Pak pro libovolné hodnoty parametrii 1 , 6° a libovolné, ale pevné dané realné &islo x plati:
EM) =1,

E(Sy)) = o7,

E(F4(x)) = D(x),

Znamena to, ze

- vybérovy prumér M je nestrannym odhadem stiedni hodnoty p,

- vybérovy rozptyl S* je nestrannym odhadem rozptylu %,

- pro libovolné, ale pevné dané x € ! je vybérova distribuc¢ni funkce F,(x) nestrannym odha-
dem distribu¢ni funkce ®(x).

Priklad 1.: Ve 12 ndhodné€ vybranych prodejnach ve mésté byly zjistény nasledujici ceny
urcitého vyrobku (v K¢): 102, 99, 106, 103, 96, 98, 100, 105, 103, 98, 104, 107. Téchto
12 hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybéru X, ..., Xi, z rozloZeni, které ma stfedni
hodnotu p a rozptyl o”.

a) Ur&ete nestranné bodové odhady neznamé stfedni hodnoty p a neznamého rozptylu o°.

b) Najdéte vybérovou distribu¢ni funkcei Fi,(x) a nakreslete jeji graf.

Reseni:

Vypocteme realizaci vybérového priméru

m = 115 €02+ 9+...+ 07 = 01,75K¢&

Vypocteme realizaci vybérového rozptylu:

s? = 1—1k02— 01,75+ p9— 0L75° +...+ (07— 0175 = 2,39K¢
1

Pro usnadnéni vypoctu hodnot vybérové distribucni funkce Fi,(x) uspofaddame ceny podle
velikosti: 96, 98, 98, 99, 100, 102, 103, 103, 104, 105, 106, 107.

Ciselnou osu rozdélime na 11 intervald a v kazdém intervalu stanovime hodnotu vybérové
distribu¢ni funkce.
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Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné (nazveme ji X) a 12 ptipadech. Do promén-
né X napiSeme zjisténé ceny.

Vypocet realizace vybérového priiméru a vybeérového rozptylu:
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — De-
tailni vysledky — vybereme Priimér a Rozptyl — Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (Tabulka15) |
Proménna | Primér | Rozptyl
X 101,7500 12,38636

Vypocet hodnot vybérové distribu¢ni funkce:

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK — Proménné X — OK — Moz-
nosti — ponechdme zaSkrtnuté pouze Kumulativni relativni ¢etnosti — Vypocet.

Ke vzniklé tabulce pfiddme jeden piipad pted prvni ptipad (do sloupce Kategorie napiSeme
95) a jeden piipad za posledni ptipad (do sloupce Kategorie napiSeme 107). Proménnou Ku-
mulativni rel. ¢etnost podélime 100: do jejiho Dlouhého jména napiSeme = v2/100.

Kresleni grafu vybérové distribuéni funkce:

Nastavime se kurzorem na proménnou Kumulativni rel. Cetnost, klikneme pravym tlacitkem —
Grafy bloku dat — Spojnicovy graf: celé sloupce. Ve vytvoreném grafu odstranime znacky,
spojnici zménime na schodovitou a upravime métitko na vodorovné ose od 1 do 12.



Vlastnosti diilezitych statistik odvozenych z dvourozmérného nahodného vybéru:
Necht’ (X1,Y1), ..., (X, Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci 61, a
koeficientem korelace p. Oznac¢me

1 n -~ ~ . .
S, = ﬁz X, -M, €, -M, _vybérovou kovarianci,
L=l

S .
R, = —2- vybérovy koeficient korelace.

~

1~2
Pak pro libovolné hodnoty parametrii ¢, a p plati:
E(S12) = o012,
E(R12) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).
Znamena to, Ze vyb&rova kovariance S, je nestrannym odhadem kovariance 61,, av§ak vyb¢-
rovy koeficient korelace R, je vychylenym odhadem koeficientu korelace p.

Piiklad 2.: Bylo zkoumano 9 vzorki ptdy s riznym obsahem fosforu (veli¢ina X). Hodnoty
veli¢iny Y oznacuji obsah fosforu v obilnych kli¢cich (po 38 dnech), jeZ vyrostly na téchto
vzorcich pudy.

éislovzorku |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
X 1 14 |5 1|19 [11]13(23]|23 28
Y 64|71 |54 (8117693 |77|95]| 109

Téchto 9 dvojic hodnot povazujeme za realizace nahodného vybéru (X1,Y1), ..., (Xo,Y9)

z dvourozmérného rozloZeni s kovarianci 61 a koeficientem korelace p. Najdéte bodové od-
hady vybérové kovariance 6, a vybérového koeficientu korelace p.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a Y 9 ptipadech. Do proménnych X a 'Y
zapiSeme zjisténé hodnoty obsafu fosforu v piidé€ a v obilnych kli¢cich.

Vypocet vybérové kovariance: Statistiky — Vicerozmérna regrese — Proménné — Zavisle pro-
meénna Y, nezavisle proménnd X — OK — OK — Residua/piedpoklady/piedpovédi — Popisné
statistiky — Dalsi statistiky — Kovariance. Dostaneme tabulku:

Kovariance (Tabulka18
Proménna X | v
X 91,7500 130,0000
Y 130,0000  284,2500

Vidime, ze vybérova kovariance velicn X, Y se realizuje hodnotou 130. (Vybérovy rozptyl
proménné X resp. Y nabyl hodnoty 91,75 resp. 284,25.)
Vypocet vybérového koeficientu korelace: V menu Dalsi statistiky vybereme Korelace.

Korelace (Tabulka18
Proménna X | v
X 1,000000 0,804989
Y 0,804989 1,000000

Vybérovy koeficient korelace veli¢in X, Y nabyl hodnoty 0,805, tedy mezi veli¢inami x, Y
existuje silnd ptima linearni zavislost.

Upozornéni: Vybérovy koeficient korelace 1ze pomoci systému STATISTICA vypocitat i
jinym zpusobem: Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam
proménnych — X, Y — OK — Vypocet. Ve vysledné tabulce mame téz realizace vybérovych
primért a smérodatnych odchylek.



Korelace (Tabulka18)
Oznac. korelace jsou vyznarmé na hlad. p <,05000
N=9 (Cel¢ ptipady vynechany u ChD)

Proménna |[Praméry [Smodch. | X | Y
X 13,00000  9,57862 1,000000 0,804989
Y 80,00000 16,85972 0,804989 1,000000

Vzorce pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p
normalniho rozloZeni p¥i znamém rozptylu o’
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Pravostranny: h = m +

Piiklad 3.: Pii kontrolnich zkouskach zivotnosti 16 zarovek byl stanoven odhad m = 3000 h
normalnim rozlozenim se smérodatnou odchylkou ¢ =20 h. Vypoctéte

a) 99% empiricky interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu Zivotnosti

b) 90% levostranny empiricky interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu Zivotnosti

c) 95% pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti.
Upozornéni: Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto a vyjadrete v hodinach a minu-

tach.

ReSeni:

ad a)
o 20

d=n- —u = 3000 — —2,57583 = 2987 ,1,
\/H 0,995 \/E

h= n+ =g = 3000 + 2 557583 = 3012.,9

Jn V16

2987 ha 6 min < p <3012 h a 54 min s pravdépodobnosti 0,99

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d, h a jednom piipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme vzorec =3000-20/sqrt(16)*VNormal(0,995;0;1)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme vzorec =3000+20/sqrt(16)*VNormal(0,995;0;1)

ad b)
d=n- Tu,, = 3000 - 2L 128155 = 29936

Jn V16

2993 h a 36 min < pu s pravdépodobnosti 0,9

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné d a jednom piipadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiSeme vzorec =3000-20/sqrt(16)*VNormal(0,9;0;1)

ad ¢)



o 20
h=n+ —u = 3000 + —1,95996 = 3009 .8
\/H 0,975 \/E

3009 h a 48 min > p s pravdépodobnosti 0,95

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Otevieme novy datovy soubor o jedné promeénné h a jednom piipadu.
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme vzorec =3000+20/sqrt(16)*VNormal(0,975;0;1)

Uzite¢ny odkaz: na adrese http://www.prevody-jednotek.cz je program, s jehoZ pomoci l1ze
prevadét rizné fyzikalni jednotky, v naSem ptipad¢ hodiny na minuty.

Zakladni poznatky o testovani hypotéz

Ptredpokladame, ze testujeme nulovou hypotézu Hy: h(9) = c, kde c € U bud’ proti obou-
stranné alternativé H;: h(8) # c nebo proti levostranné alternativé H;: h(8 ) < c nebo proti
pravostranné alternativé H;: h(8) > c.

Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme testovou statistiku Ty = To(X], ..., X,). MnoZina vSech hodnot, jichz mtze testova
statistika nabyt, se rozpada na obor nezamitnuti nulové hypotézy (znaci se V) a obor zamitnuti
nulové hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky obor). W aV jsou odd¢€leny kritickymi
hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti a je 1ze najit ve statistickych tabulkach).
Jestlize Ciselna realizace ty testové statistiky Ty padne do kritického oboru W, pak nulovou
hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti o a znamena to skute¢né vyvraceni testované
hypotézy. Jestlize to padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o pouhé ml€eni, které platnost
nulové hypotézy jenom piipousti.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti o:

Oznacme tpin (resp. tmax) nejmensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v pfipad¢ oboustranné alternativy ma tvar

w=¢,..K, 2(T)> U o (Tt :, kde Ky2(T) a Ki.q2(T) jsou kvantily rozlozeni, jimz

se tidi testové kritérium Ty, je-li nulovéa hypotéza pravdiva.
Kriticky obor v ptipad¢ levostranné alternativy ma tvar:

min *

w={,.K, T).
Kriticky obor v pfipad¢ pravostranné alternativy ma tvar:
W = <K17 t /\T)Dtmax -

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h(3 ). Po-
kryje-li tento interval hodnotu c, pak Hp nezamitame na hladiné vyznamnosti a, v opa¢ném
ptipadé Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a.

Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti pravostranné alternativé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

Testovani pomoci p-hodnoty

p-hodnota udéva nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy:
je-li p < a, pak Hyp zamitame na hladiné vyznamnosti a, je-li p > a, pak Hy nezamitame na
hladin€ vyznamnosti a.

Zpusob vypoctu p-hodnoty:


http://www.prevody-jednotek.cz/

Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(Ty < to), P(To > to)}.
Pro levostrannou alternativu p = P(Ty < t¢).
Pro pravostrannou alternativu p = P(Ty > to).

Priklad 4.: Vime, Ze vySka hochti ve véku 9,5 az 10 let ma normalni rozloZeni s neznamou
stfedni hodnotou p a znAmym rozptylem o* = 39,112 cm®. Détsky 1ékat ndhodng vybral 15
hochti uvedeného véku, zméftil je a vypocital realizaci vybérového priméru m = 139,13 cm.
Podle jeho nazoru by vyska hochli v tomto véku neméla presdhnout 142 cm s pravdépodob-
nosti 0,95. Lze tvrzeni 1¢kate akceptovat?

ReSeni: Testujeme Ho: p = 142 proti Hy: pu < 142 na hlading vyznamnosti 0,05.

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Pro tlohy o stfedni hodnoté normalniho rozloZeni pfi zndmém rozptylu pouZivame pivotovou

ot M — -y M-
statistiku U = & LS N(0, 1). Testova statistika tedy bude Ty = —5 @ bude mit rozlozeni
N Vn
N(0, 1), pokud je nulova hypotéza pravdiva. Vypocitdme realizaci testového kritéria:
13913 42

= - 7773.
V39,112
J15
Stanovime kriticky obor: W= ¢ 5> | V= - > 10’05>: -2 - L0’95>= -0 - ,6449).

Protoze -1,7773 € W, Hp zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Tvrzeni 1¢kate 1ze tedy
akceptovat s rizikem omylu 5 %.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro sttedni hodnotu p

O u)

,\/H 1-a)-

\39,112 \39,112

Luo,95 =139,13 + V39112 1,645 = 141,79.
V15 V15

Protoze 142 ¢ (-o0; 141,79), Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

pii zndmém rozptylu o jsou: (-0, h) = (-00, m +

V naSem piipadé€ dostdvame: h = 139,13 +

c¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty
p=P(Ty<ty) =D(-1,7773) = 0,0378
Jelikoz 0,0378 < 0,05, nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Pti feSeni tohoto pfikladu pouzijeme systém STATISTICA pouze jako inteligentni kalkulator.



