Pri vykladu zakladu seismologie se nelze zcela vyhnout
nekterym matematickym odvozenim, a to | komplikovanejsim
matematickymi nastroji, jejichz UpIné objasneni jde vyrazne
nad ramec zameru kurzu ,Zpracovani seismickych dat".

Proto tyto Casti chapejte jako nepovinny doplnek, jehoz cilem
je doplnit vyklad tak, aby ti, kteri chteji, mohli danou
problematiku sledovat v cele jeji Siri.
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Zpracovani seismickych dat

ll. Seismicky signal jako vinova funkce
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Fourierova rada
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Kazdou jakkoli slozitou a nepravidelnou vinovou funkci Ize
popsat jako soucCet mnoha krivek funkci sinus a cosinus
(Fourierova rada)

u(t) = a, +(a, cos wt + b, sin @t )+ (a, cos 2wt + b, sin 2wt )+
..+(a, cosnot+b_sinnaot)+...

l

u(t) =a, + f:(an cos nat +b_sin nat)
n=1
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Uhlova rychlost
u(t)=a,+» (a, cosnat +b, sin nat)
n=1

-v matematickém vyjadreni Fourierovy rady vystupuje
veliCina o ... uhlova rychlost

27T perioda T=4s
w=21 =— frekvence f=1/4Hz
T ﬁ 7
w2 2\
0 /2 za 1 sekundu
uhlova rychlost=2nf=mn/2

perioda T=2s
N frekvence f=1/2Hz
‘ an >n

A

() Tt za 1 sekundu ¢

\ e s =
uhlova rychlost=2nf=n

0 1 2 3 4
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Funkci popisujici vinéni v zavislosti na Case si tedy muzeme
predstavit jako soucCet mnoha krivek funkci sinus a cosinus,
tyto jednotlive krivky se vzajemne liSi amplitudou a
frekvenci. Koeficienty b, a a, popisuji prave amplitudy
prislusejici funkci sinus a kosinus o urcité frekvenci.

u(t) = a, +§:(an cos nat +b_sinnat)

n=1

VRAC/hz
00Jul11
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Fourierovy koeficienty

- konstanty a,, a, a b, si muzeme obecné vyjadfit

ABT
% ] P Mo
u(t)=a,+ > (a,cosnat+b,sinnat) L. &
4 l TIME (msec) 2
|
J— |
n=1 w— )
|
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b‘° ' E/\ Area=0
A : A l
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<— T s % T il 8 Av/\v'}:\v/\v/\v/\v[\v/\v/\v/\v/\vﬂ Area =0
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As you can see above, the area of a single period of a sine wave or cosine wave is 0. J ‘ : 3
i I
|
|
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Rozlozme vinovou funkci pro periodu T (predpokladejme
periodickou funkci) do souctu sinusovek a konstanty a,,.

Vidime, ze plocha A vymezena jednotlivymi sinusovkami, je
nulova. Plocha vymezena krivkou a, je rovna soucinu a,.T.
Tj. také velikost plochy vymezené vinovou funkci u(t)
odpovida soucinu a,.T. AR

M M Mn MA
Wiowd WA
e— T—>}
w d : TIME (msec) »)
- ag { ay
ut)=a,+» (a,cosnat+b, sinnat) “— .
n :1 ‘0 /i\v/\vAv Area=0
b“" i/\ Area=0
\ . A . '
a, cos wt : b, sin wt : jod (ALY VT BT A AT
il 5 § AV VIRTRT e VTR O Bl o
A Kt * by TR e
0 W it 0 \VT °Vv: A R Area =0
E E as :
ottt e VG T il 8 Av/\v'}}\v/\v/\v/\v/\v/\vf\v/\v/\vﬂ Area=0
Thisareca=A+ A +O+@ =0 This area= % + % =0 BINAANAAAAAAN
s WRTRT AR B e wee
As you can see above, the area of a single period of a sine wave or cosine wave is 0. ‘ I 5
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Complicated wave f(t)

Velikost plochy vymezené vinovou W
funkci u(t) odpovida soucinu a,.T. I

Find the area of one period.

[ uttdt=a,T AP

0 ! t
‘(— T_i/», fromOto T

4

The result is this area.

1 et
% == |, uttyt R —,
I

funkce u(t) funkce u(t) Divide by length 7.
/-\ ‘

¢ funk()@?\ Putting our discovery into words:
i S

0 g _ T
jou(t)dt—o \\/ ju(t)dz sp T
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To find a,, find the area from 0 to T (one period) for complicated
wave f(1), then divide by T.
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Dale vynasobme vinovou funkci u(t) vyrazem cos(wt) a
podivejme se, jakou plochu nyni budou vymezovat jednotlive
krivky Fourierovy rady.

Krivka a,coswt.coswt vymezuje plochu a,.(T/2)

. al a, cos wt i
A : /\
a, Cos Wt X COS Wt | fre
' ét,

0

]

Y s ’r’l‘s\

/ | \\‘ P i e (25 Taiee b Tl Ly
l O g 'l l "
A ] \\ ll :
] ’
] A \\ ’ ] X
. ¢

] N P i

i A
]

[< "ZT' >' ! e 3
1< 1 >

= 'I‘ a, cos @t X cos wt

TN

u(t):ao+i(an cosnet +b_sinnat) -
n=1
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Plochy vymezené vSemi ostatnimi kfivkami jednotlivych Clenu
Fourierovy rady jsou nulove

, a, cos 2at ' b, sin 2wt -
: : a4, - | SR SR (6 % A0 ;
; : B2, 5 /\ : /\ /
> ¥ 3 5 : SViEg x4
: i W 7Nl

X
X
A cos ot 5 cos wt
\ /__5?
e i
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Complicated wave f(7)
Velikost plochy vymezené vinovou funkci ,%T\Mﬁ\ﬂa
u(t).cosmt odpovida soucinu a,.(T/2). I

. T Multiply by cos na.
_[O u(t) cos(a)t)dt = al.E \éf\f\ﬁ«f\ﬁ«f\/wﬁ
2 (T 4
a1 S J-O U(t) COS(C()t )dt Findthe?reaofoneperiod.
T \ébmé\m“f\/”‘»,
Analogicky |ze ukazat, ze plati: 2 !
T T Tl:e result is this area.
j'o u(t) cos(nat )dt = > I
2 T ¥
8 == IO u(t) cos(net )dt bl o
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Stejné bychom mohli odvodit, ze velikost

plochy vymezené vinovou funkci u(t).sincwt
odpovida soucinu b,.(T/2).

[ u(t)sin(et )t = bl.%

b, = % [ u(sin(at)t

Analogicky Ize ukazat, ze plati:
T T
_[O u(t)sin(net )dt = b”'E

2 (T .
b, == jo u(t)sin(net )dt
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Complicated wave f(7)

0

Multiply by sin naot.

WAnAnAn

.

Find the area of one period.

xbm%mAmQ

4

The result is this area.

vT )
0 H
AT2% b, xg i

@

Divide by length %




Pro Fourierovy koeficienty tedy plati:

1 T
%z?Lu@m

2 T
& == _[O u(t) cos(net dt

2 (T .
b, =?jo u(t)sin(net )dt

: N
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Fourierova expanze - komplexni tvar

- prevod Fourierovy rady na komplexni tvar vyuziva Eulerova
vzorce, ktery popisuje vztah mezi goniometrickymi funkcemi
a exponencialni funkci

Im A

e'’=cos ¢ +isin ¢

sin @

Leonhard Paul Euler

(1707-1783)
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler%27s_formula.svg

vyjdeme z eulerova vzorce: €'Y =cosg+i.sing

- ~ Nat
provedeme substituci: @
ziskame vztahy;  €"* =cosnet +i.sin net
e ™" =cos net —i.sin net

vhodnym souctem téchto vztahu si vyjadfime goniometrické

funkce: 1, |
cosnot = 5 (e'””t + e"”“’t)

SiIN Nt = %(eina)t _e—ina;t)

L
! SQ‘ | ‘,\‘ bl
! MMwu?l*«\u\w«l%«»‘»%m‘J\W‘M‘W‘«u\M»\1‘w\k~nwrwm
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Do rovnice Fourierovy fady muzeme dosadit komplexni
Cleny:

u(t) = a, +i(an cosnat +b_sinnat)

Nn=

2
SIn Nt = i pinat _e—inwt)
21
U(t) = d, +i|: n (eina)t n e—lna)t)_l_%(eina)t _ p-inat ):|

ol
‘ Jn‘ M‘Mﬂ'&ﬂ?ﬂ&\w«l%«x‘w«“m‘\\\\ﬂN‘*\WJ’y\\‘,\,ﬂ‘»‘\flw"m\k'nﬁ;mvwwwfi{ml
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=
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Rovnici muzeme upravit a zjednodusit:

u(t) =a, + i a—2” (et et ) 4 % (et — gt )}

U(t) = aO + i %(an _ Ibn )eina)t +%(an 4 Ibn )e—inoj[:|

A, = ; (a — |b j u(t)e " “dt

n

B = ;(a + |b ju(t)e'“”tdt

u(t) = a, +z[ ek, g gt

i ||
. r 7 " . ’ | ([ITAY I S‘QA I ‘,\‘ bl
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Vlyjdeme-li ze vztahu:

1% -
== |u(t)e"“dt
A, T! ()

Lze ukazat, ze rozsifime-li n na vSechna cela Cisla (tj.i na
hodnotu 0 a na zaporna Cisla,pak plati:

1T 1T
=—lu®)e™dt==[u(t)dt=a
A T! (t) T! (t)dt =a,

1% 1%
A = [(u@®e'™™dt == |u(t)e"*dt =B
. T! (t) T! (t) n

i ol ‘
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V komplexnim tvaru si tedy muzeme vSechny koeficienty (a,,
A, B,) vyjadrit jedinym Kkoeficientem, rozsifime-li n na
vSechna cela Cisla, a Fourierovu fadu muzeme zjednodusit

na tvar: 0
U(t) _ chelna}t
Kde: :_OO
Lo inat
C. =?_([u(t)e dt

i ||
. y . . ’ ! ) K [ [
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Fourierova transformace
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Vezmeme-li v Uvahu urCity ¢asovy usek, muzeme v tomto
casoveém useku urCit amplitudy prislusejici jednotlivym
frekvencim (koeficienty bn a an) a muzeme tak Ciselné
vyjadrit, v jaké mirfe se jednotlivé konkrétni frekvence
podileji na popisu celkového signalu. Muzeme tedy sestrojit
funkci, ktera popisuje amplitudu signalu v zavislosti nikoli na
case, ale na frekvenci, tj. frekvencni spektrum.

VRAC/hz
00Jul11

..........
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Matematicka operace, ktera popisuje prevod casove funkce
signalu (seismogram) na funkci zavislou na frekvenci
(Fourierovo  spektrum), se nazyva  Fourierova

transformace.

VRAC/hz
00Jul11

L,_........w‘wd_ﬁw, SO
3
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Nejsnaze si matematicky predstavime princip Fourierovy
transformace, kdyz vyjdeme z komplexniho tvaru Fourierovy

rady: ~
U(t) _ cheina)t
N=—00
A z vyjadreni koeficientu C:
1| -
C == j u(t)e "“dt
0

i n
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Dosadme do vztahu Fourierovy rady komplexni vyraz pro
koeficient C...

—||H

.
o0 2
u(t)= > % _[ u(t)e""*dt |g"
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Polozime-li, Ze T jde k nekoneCnu, muzeme vztah prepsat:

.
0 2
u(t) = Z % I u(t)e"“*dt |e"*

N=—0o0 T
2

T—oo pn=—w

)
% 2

ut) =lim X | Af [u(t)e ™ 'dt [
T
2

u(t) = T{ Tu(t)e‘z”ﬂdt}e””ﬁdf

—0o0| —00
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Vlyraz v hranaté zavorce je pouze funkci frekvence, protoze
integrujeme-li pro ¢as t od -0o do oo, je ¢as fixovan. Muzeme
jej nazvat U(f):

u(t) = j j u(t)e 2 dt |2 df

—o0| —00

u(t) = TU(f)e‘Z”ﬂdf

i n
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Vlysledny vztah je vztahem Fourierovy transformace

U(f)= ]Ou(t)eizﬂftdt

u(t) = TU(f)e‘Z”ﬂdf

R N
. y . . ’ ! ) K [ [
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Funkce U(f) zavisla na frekvenci se nazyva spektrum.
U(f)= j u(t)e 2™ dt
-Spektrum je komplexni veli¢ina.

velikost U (f)| udava tzv. amplitudové spektrum

thel arg(U (f)) representuje tzv. fazové spektrum

i n
podzim 2011, Brno Zpracovani seismickych dat il 1‘J\\u‘MM's‘w«\wta\w:ww»‘»wﬂj‘\ﬂ(‘h){w‘J‘u\\‘.\4»‘\1"‘*\'«nﬁa‘w~m
[



Zpracovani seismickych dat

IV. Draha seismického paprsku

Josef Havir
Josef.Havir@ipe.muni.cz

‘n ]
. y . . ’ ! ) K [ [
podzim 2011, Brno Zpracovani seismickych dat i ‘M»k'«w«\wv\‘rl\:wwr\»‘»wwlw‘tj‘\ﬂ(‘h){w‘«'u\\‘.w;w\'\ﬂ»w«ww
[



Rovnice odrazeneé viny
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V pripade vodorovneho rozhrani je délka drahy do mista odrazu stejna,
jako délka drahy z mista odrazu. Z pravouhlého trojuhelnika snadno
odvodime:

h 2h kde d je draha paprsku odrazené
COS((}) —— — __ Vinyaajeuhel dopadu
d d

2 X

e
J\\u‘MM's‘wM‘M\wwwmﬁj\\ﬂ(‘\H)MJ‘u\\‘.\4Cw‘ra\'«nfmv/me
f
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/ obecného vztahu: d 2h

V, cos(a)
Ziskame: 2h 1
t =
cos(at) v,
X
h v,
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Uhel dopadu o ale zavisi na epicentralni vzdalenosti. Z pravouhlého
trojuhelnika muzeme rovnéz odvodit.

e
‘J‘}n‘WMW*wh\‘r‘\\ww'\»‘»wwiwﬂ\\\\ﬂ"\/‘1)\‘!;%4‘J‘u\\M‘Ctmﬂm\k'nﬁ;wavw~rrvx4n,;
I
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Pythagoras ze Samu

(kolem 570 pr.n.l.-po 510 pr.n.l.)
2 2 2
c°=a‘+b° X

wMw*wvunumwﬁvrwil?i\\‘mjlqwj\\m:xqwk«npwwm

!

=7
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Tj. . X X
sin(o) == =
Jah? 4+ x?
Pro goniometrické funkce plati:
sin’ (&) + cos’a = 1<:>cos \/1 sin’
P Eem3 X \/ X
ricemz. sin — &S COS - 11— P
(@)= e cosla) =1
Cos(a)_\/4h2+x2—x2 _\/ 4h>  2h
4h2+X2 4h2+X2 \/4h2+X2

i ol ‘
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Takze vztah pro odrazenou vinu: h 1

[ =
cos(a) v,
muzeme prepsat jako:
Heeme Prepsat oh 1  4h24+x?
T -
V, V,
Jah? + X2
X
h v,
cos(ar)= 2l
Jah? + X2 \f:

N
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Vztah pro odrazenou vinu neni rovnici primky!

 V4h?+ X2
Vl

Hodochrona odrazené viny ma tvar hyperboly s minimalni hodnotou Casu
ve staniceni x=0.

t

P O
B £

d
\

L]
\

A
\
—

=<

q
b K: b b b P L K
N D N o] [(5) N H N

[«
[¢
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P
4

-
[\®]

-400 -200 0 200 400
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Rovnice lomene viny
(dvouvrstevny model)

=
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lomena vina

I
¥ [T
wMw««‘w<~M»:WJ\‘ﬂj\“w)\?ﬂ“(t\\‘.vt*w"**"%WWm

P
!
|
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-. N
M t:vi(x_z.h.tg(.))+cjs(i) Vl _
~1(y 2hsin(i)), 2h 1
v, (X cosf(i) }Lcos(i)vl
X
h Vi
r
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Ze Snellova pravidla plyne.
sina, Sina,

. (- Vv
= sinli)=—
T )=
/ kriticky uhel
v, & Vv, Willebrord van Roijen Snell
ks (1580-1626)
% a,=90° y
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Dosadme:

podzim 2011, Brno
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[y 2hsm(|) 2h 1 _
v, cos(i) cos
i 2hv 2h 1
v, v,.cosi co
X
h i
r v,




A upravme: 1 2h.v, oh 1
t=—| X- ~ |+ _ =
v, v,.cos(i) ) cos(i)v,
2h (1 v, X
— S A

cos(i)lv, Vi) v,

X

) ol ‘
~ 1JM‘M»\'s‘urwm‘,ww«»‘ww\\‘\ﬂ’W\‘W‘J’t\\‘.\A»‘w‘m\k'n}a‘w«»Wm
I
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Zavedeme parametr p (paprskovy parametr).

1 2h (1 v, | X
p — t = - — > + — =
v, cos(i)\ v, Vi) v,
= X.p+2h L _ L ~V,.p°
cos(i)| v,
X
h Vi
r

n.
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Vime, ze:  cos(i \/1 sin’

o .y VAR
Aplikujeme SnellGv zakon: sin(i)= E=vip
2

cos(i \/1 sin” \/1 v;.p’
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Dosadme
t=X.p+2h 1_ 1—V1|O2 =
cos(i)\ v,
_v2 p? 1-vZ.p?
_Xp2ho—t 1TV +2h‘/ 1P
\/1—V12.p2 Vi Vi

]
;o . L T T L
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Zavedeme parametr n;. _ \/1' V;.p°

Ny v,
1 (1 :
t=X.p+2h : —V,.p° |=X.p+2h.n,
cos(i)\ v,
X
h Vi
r
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Vztah pro lomenou vinu je rovnici primky!

t=X.p+2hn,

J J\wmm'«‘w<~ws,ww3$\\‘\ﬂ,‘f\wJ‘u\\“.ﬁ4»‘wﬁ»&vn}a‘wwm
I
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Rovnice lomene viny
(vicevrstevny model)

=
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Vztah pro vinu lomenou podeél prvniho rozhrani ma tvar:
Zavedeme parametr n.
P N . \/1—v12.p2
=

t=X.p+2hn, E

\ Vi /1
\ v, /|
/

v
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ViIna lomena podeél druhého rozhrani. Vyjdeme z prave odvozeného
vztahu pro lomenou vinu, budeme predpokladat, ze prvni rozhrani je

povrchem:
1 J1-v2.p?
t'=Y.p+2h,n, =y, T,
X
< >
< Y
AX V1
.|h V2
D : \ V3
V4
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Nyni pridame prvni vrstvu - draha se protahne o délku D, epicentralni
vzdalenost se zvétSi o dvojnasobek AX a ¢as pruchodu seismické viny
bude delSi o dvojnasobek At.

t'=Y.p+2h,.n, t=2At+t
< X >
| < Y
AX V1
|n, Vv,
D \ V3
i v,

) ol |
y J.‘\H‘MM'@y:emv&r.f,wwr\vrww;wﬁ\\\\ﬂN‘»‘)MJ‘g\\‘,x,W‘C\q\"m\kvnﬁ,‘w/me
I
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Vidime, ze

AX

podzim 2011, Brno

A D D(sinz(j)+ cosz(j))

Vl Vl
= Dsin(j)sm(J) + Dcos(j) cos()
Vl Vl
< X >
Y

<




Snadno odvodime, Ze: AX = DSin(j) h, = DCOS(j)

o 1 _sin(i) _sin(j) " = J1-v2.p? _ cos(j)
V3 V2 Vl 1 Vl Vl
X
< >
| < Y
AX vV,
|h, V2
D \ V3
1 V4
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A dosadime: AX = Dsin(j)

At = Dsin(j)Sin(j) n DCOS(j) COS(j) — AX Sin(j) n DCOS(j) COS(j)

Vl Vl V]_ Vl
X
- >
1< Y
AX V]
\Y%
D\i h, 2
\ V;
1
V4
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A dosadime: h, = DCOS(j)

At = AX Sin(j) 4 DCOS(j) COS(j) — AX Sin(j) 4 hl COS(j)

V, V, V, V,
X
< >
1< Y
AX v,
h V2
D\
\ Vi
1
V4

o sg\ ‘ |
podzim 2011, Brno Zpracovani seismickych dat - 1“I‘h‘MM'W{mh\‘rlfgww:\vrwwlwﬁ\‘\\ﬂ"\}‘!‘Wh\\w;"q‘Q\,l"‘,y\kunﬁﬁ‘wy,,&wm



A dosadime: P =

Af— AXsm(J) hl(:os(J) AX.ph. COS(])

Vl Vl Vl
<« X >
| < Y
AX Vv,
h A
p\j|™ \ v,
\#
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cos(j)
Vl

A dosadime: N, =

At=AX.p+h, M =AX.p+hm,

1
R X >
[« Y
AX V]
h Ya
D ! \ V3
\F

C T
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i 2At=2AXp+2hm,  t'=Y.p+2h,m,

t=2At+1'=2AX.p+2hn, +Y.p+2h,n,

X
< >
< Y
AX \£
|h V2
D\j| \ vV,
\F
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Protoze: W =Y +2AX

t=2AX.p+2hm,+Y.p+2hn, =
= X.p+2hm, +2hn,

X
< >
< Y
AX \£
|h V2
D\j| \ vV,
\F
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Mizeme psat:

2
t=Xp+ ZZ:hini
-1

a’lls

< >
| <
AX V1
.| h, V2
D \ V3
1

ol
W‘HW'ﬁ;yl{wh\‘rlfgrw:\vrwlw\\‘w\}"‘wJ"\\‘,\,W‘x‘\flw'w\k'hj‘m'(wrwJ
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VIna lomena podél n-tého rozhrani.
Lze ukazat, Ze pred chvili odvozeny vztah muzeme zobecnit:

t=X.p+ ZZn:hini
-1

X
< >
| < Y
AX Vv,
h A
p\j|™ \ v,
\#
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Vzdalenost, ve které prima a
lomena vina prichazi ve
stejny cas

podzim 2011, Brno Zpracovani seismickych dat



V' malych epicentralnich vzdalenostech bude nejdrive detekovana vina
prima, ve vetsich epicentralnich vzdalenostech pak vina lomena.

Nazveme mezni vzdalenost X.. V této vzdalenosti budou vina prima a
lomena detekovany ve stejny Cas.

t t=— t:Xp+2hn1

i >
‘X

C

e
‘JI}N‘M‘M\‘\'W‘**“\‘r‘f,ww'\vrwlw‘t\\\\ﬂW}MJ’t\\‘.\4C\T‘ﬂ\\'hfa‘w*nWI
I
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X X

Tedy: V—C t=X..p+2hn, :V—C+2h.n1
1 2
X .
Xe _ X pr2hm, =24 2hm, < X, =2h Ve
Vi Vs, Vo=V,
A

X
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. 1-vi.p’
Protoze: M1 =
Vl
2 2
T /A s
2
V..V, V..V, V) V)
=2h 1, = 2h =2h
Vz V1 Vz o V1 V1 V2 o V1

X

C

il \W )m Ao

podzim 2011, Brno Zpracovani seismickych dat




V
v, [1-—%
XCZZh 2 Vg —2h \/V§—V12 — 2h (V2_V1)(V2_2|_V1)
vV, =V, vV, =V, (Vz _Vl)

X

C

o ) W (Mo Hﬂl\} )\P ‘\” ”’ il
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(Vz _Vl)(VZ +V1) — 2h vV, +V,

X

C
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