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1 UvoD

Zemé jako celek a jeji jednotlivé ¢asti podléhaji po celou dobu jejiho geologického vyvoje zménam. V zasadé
mohou byt jeji jednotlivé ¢asti od makroméritka az po mikroméritko povazovany za rezervodry, mezi kterymi
dochazi k prenosu (toku) hmoty. Takovymi rezervoary jsou napfiklad v makroméritku atmosféra, oceany, zem-
skd kira a biota. Samozfejmé je mozné méritko rezervoard zjemrovat aZz na Uroven pora v horninach, které
obsahuji horninovou vihkost. Pfestoze dochazi mezi rezervoary k vyméné hmoty, zdstavaji koncentrace ci
mnozstvi hmoty v rezervoarech dlouhodobé stabilni.

Zakladni pristup k prirodnim systémam zacina jejich termodynamickym popisem. Zakladni principy (zakony)
termodynamiky fikaji, jaké procesy a kterym smérem se v pfirodé odehrdvaji. Podle prvniho principu se

v pfirodé odehravaji jen takové procesy, pfi kterych se zachovava velicina, kterou oznacujeme jako energie.
Druhy princip ukazuje, kterym smérem se procesy ubiraji — vidy tim smérem, ve kterém roste celkova entropie
systému. Pfiroda se vzdy snaZzi dosahnout stavu s maximalni moznou celkovou entropii. Ukazatelem na celko-
vou zménu entropie systému je Gibbsova funkce. Pokud Gibbsova funkce klesa, pak celkova entropie roste a
naopak. Termodynamika ma pfi popisu pfirodnich systému jednu vyraznou vyhodu — nezavisi na cesté, po
které se systém z vychoziho do konecného stavu dostal.

Tento fakt je viak také hlavni nevyhodou termodynamiky — ptestoze vime, do kterého stavu systém sméruje,
termodynamika nem{ze predpovédét, za jak dlouho a zda vibec do tohoto stavu dojde. O tom rozhoduje
dynamika procesu, tedy jejich rychlost. Ta mlze byt tak velka, Ze se pfemény odehraji prakticky okam?zité,
nebo tak nizkd, Ze ani v geologické ¢asové skdle k preménam, které predvida termodynamika, nedojde.

Kromé toho ¢asto dochazi k tomu, Ze se koncentrace latek v rezervoarech udrzuji na stabilnich hodnotach, ty
vsak neodpovidaji Zadné z moznych termodynamickych rovnovah. Pfi¢inou jsou stacionarni stavy, které se
ustavuji mezi vstupnim a vystupnimi toky do a z rezervoar(l. Pravé témto proceslim je vénovan nasledujici text.

Pro studium uvedené problematiky je tfeba mit zakladni znalosti termodynamiky, matematickych operaci a
pfirodnich systémda. Predkladany text predstavuje zdkladni pristup k feSeni dynamiky prirodnich systém. Uka-
zuje, jakym zpUsobem je mozné ke studiu dynamiky pristupovat, uvadi definice zakladnich parametrd a je do-
plnén ukazkovymi priklady. Zaroven je konstruovan jako ,samonosny“ tak, aby pfi jeho studium nebylo tfeba
dalsich textd ¢i dalsich pomUcek. Nutny matematicky aparat, pouZity pro numerické reseni prikladd, je uveden
v pfiloze. Kromé toho je do textu zarazena i problematika, ktera ukazuje propojeni mezi termodynamikou a
kinetikou procest a tim vytvati jednotny zaklad pro studium pfirodnich systémda.

Pfi studiu preji hodné napinavych chvil.
Prosinec 2009

Josef Zeman



2 DYNAMIKA PROCESU

Systém je jakdkoliv ¢ast Vesmiru, kterou si pozorovatel ¢i badatel zvolil pro své studium. MiZe byt velky nebo
maly, jednoduchy nebo sloZity — m{zZe se pohybovat od jednotlivych atomu aZ po cely Vesmir. MUze jim byt
vzorek horniny, pérova voda, jezero, ocean, celd planeta. Obvykle je studovany systém soucasti vétsiho systé-
mu a tak tvofi jeho podsystém. Pochopeni funkce studovaného systému — podsystému vétsiho systému — neni
obvykle moZné bez jeho zasazeni do kontextu jeho vnéjsich vazeb na vétsi systémy.

Stav pfirodnich systém je spolehlivé uréen jeho teplotou, tlakem a sloZzenim. Termodynamika je schopna na
zakladé analyzy stavu systému spolehlivé zjistit, zda je systém ve stabilnim stavu nebo ve stavu, ktery se bude
nebo muZe zménit. Stabilni stav se za danych podminek vyznacuje nejvy$si moznou celkovou entropii latek

pie. Takovy stav se oznacuje jako stav termodynamické rovnovahy.

Pokud tomu tak neni, nachazi se systém v nestabilnim stavu a pfiroda bude mit tendenci tento stav zménit na
stav rovnovazny (stabilni). Hnaci silou této zmény je, Ze timto procesem ziskda dalsi entropii, ktera je rovna
rozdilu mezi entropii stavajiciho nestabilniho stavu a rovnovazného stavu.

To, Ze je systém v nerovnovazném (nestabilnim) stavu ovSem neznamena, Ze do néj systém automaticky pre-
jde. Zda k této preméné dojde, zavisi na rychlosti procesu, kterymi se prechod odehrava. Rychlost nékterych
procesl je tak vysoka, Ze k nim dojde prakticky okam?Zité (neutralizace kyseliny zdsadou), u jinych je tfeba né-
kolik hodin nebo dnli (rozpousténi plynli ve vodé), nékteré se odehravaji v casové Skale, kterd je srovnatelna
s geologickou historii Zemé (rozpad nékterych radioaktivnich prvka) a k nékterym vibec nedojde.

PFi studiu pfirodnich systém( mazeme rozlisit dvé zakladni situace:

—  systém je ve stabilnim stavu a bude v ném setrvavat
— systém je v nestabilnim stavu a bude mit tendenci tento stav zménit.

Pokud je v nestabilnim stavu, pak je zajimavé nejen to, kam bude smérovat (do stavu s nejvyssi moznou celko-
vou entropii), ale také zda a za jak dlouho tohoto stavu dosahne. Zatimco smér zmén je mozné urcit pomoci
termodynamického aparatu, studiem rychlosti zmén a jejich mechanismem se obecné zabyva dynamika a de-
tailnéji u chemickych pfemén kinetika.

Zde je tfeba poznamenat, Ze dosazeni termodynamické rovnovahy v pfirodnich systémech je z dlouhodobého
hlediska vyjime¢nym stavem. Termodynamickou rovnovdhu miZeme najit v malych systémech, jako jsou na-
priklad v plynokapalné uzavieniny v mineralech, pérové vody hluboko uloZzenych hornin, jednotlivé ¢asti pad-
niho profilu ¢i sedimentu.

Planeta Zemé a jeji jednotlivé soucasti se v case méni nebo jsou dlouhodobé udrzovany v nerovnovazném
stavu. Pri¢inou jsou vnéjsi podminky. Prakticky nikde nejsou jednotlivé ¢asti atmosféry pravé nasyceny vici
vodni pare. V nékterych oblastech je atmosféra vici vodni pare nenasycena a voda se z vodnich ploch i krajiny
odparuje, v jinych ¢astech je naopak presycend, kondenzuje a je z atmosféry vylucovana v podobé srazek. Pri-
¢inou je nerovnomérné a stale se ménici prohfivani povrchu Zemé. Vétsina minerall vyvrelych hornin je

v povrchovych podminkach nestabilni (Zivce, slidy) a postupné se méni na mineraly stabilni (jilové mineraly).
Tak by bylo mozné pokracovat dale prakticky s jakoukoliv soucasti planety. Funkce nékterych pfirodnich sys-
téma je pravé umoznéna udrZovanim nerovnovahy. Pfikladem muze byt vyse zminény kolobéh vody v prirodé
a nakonec i funkce vsech Zivych organismi. Ty zaCnou smérovat k dosaZzeni termodynamické rovnovahy aZ po
jejich smrti.



2.1 KONCEPCE REZERVOARU

Jako velmi uZite¢na se pfi studiu pfirodnich systému ukazuje koncepce rezervoar(l. Obecné mlzeme jakykoliv
studovany systém rozdélit na rezervoary, které obsahuji latky a ve kterych se odehravaji chemické premény.
Mezi témito rezervoary pak dochazi k toku latek — rezervoary si latky vyménuji. Koncept rezervoar( neni nijak
omezen celkovou velikosti systémd.
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Obr. 2.1 Koncepce systému a rezervoaru. (a) Cely zemsky systém miuzZe byt rozdélen na ¢tyfi velké rezervoary, mezi kterymi se vyménuji
latky — atmosféra, litosféra, hydrosféra a litosféra. (b) Cely systém hydrosféry je mozné rozdélit na jednotlivé rezervoary, které obsahuji
vodu a znazornit vzajemné toky mezi nimi. (c) KaZdy rezervoar je charakterizovan hmotnym obsahem latky a toky jsou vyjadieny jako
prenesené mnozstvi latky za ¢asovou jednotku. (d) Globalni biogeochemicky cyklus uhliku v podobé , krabickového” modelu. Krabicky
predstavuji jednotlivé rezervoary uhliku (réizné vazany uhlik), $ipky znazorfiuji toky uhliku mezi rezervoary. Cisla uvnitf krabi¢ek znaéi
odhadované mnoistvi uhliku v Gt (10* g C). Cisla u jednotlivych tok jsou odhadované toky uhliku mezi rezervoary v Gt C za rok. Jed-
notlivé odhady se velmi liSi a dosud neexistuje vSseobecné pfijimany model. Odhadované antropogenni ovlivnéni globalniho cyklu je
znazornéno v levé ¢asti diagramu a predstavuje spalovani fosilnich paliv a vypalovani pralesi. Pro konstrukci modelu globalniho uhliko-
vého cyklu byla modifikovana data Siegenthalera a Sarmienta (1993) a Kwona a Schnoora (1995).

Planetu Zemi mUZeme rozdélit na ¢tyfi velké rezervoary, mezi kterymi se vyménuje hmota. Jsou jimi atmosféra,
litosféra, hydrosféra a biosféra (obr. 2.1a). KaZzdy ze studovanych systém( je mozné rozdélit na jednotlivé re-
zervoary, které jsou obvykle znazornény obdélniky a Sipkami znazornit jednotlivé toky mezi nimi. Globalni
model pro hydrosféru je znazornén na obr. 2.1b. Obvykle je hmotny obsah rezervoaru uveden pfimo v symbolu
rezervoaru (obdélniku) a toky jsou uvedeny u prislusnych Sipek. Pro ¢ast hydrosféry jsou uvedeny odhadované




obsahy a toky na obr. 2.1c. Toto zndzornéni systému v podobé rezervoar( a tokl se oznacuje jako ,box“ (kra-
bickovy) model systému. Jako pfiklad box modelu studovaného systému je uveden globalni cyklus uhliku (obr.
2.1d).

PFi ¢lenéni systému na jednotlivé rezervoary a toky mezi nimi zalezi vzdy na tom, co studujeme a co nas na
chovani systému zajima. Jako priklad je uvedena konstrukce box modelu pro cirkulaci vody na ostrové (obr.
2.2a). Nejprve je tieba identifikovat jednotlivé rezervoary a toky. Na modelovém ostrové se po srazkach cast
vody ptimo z krajiny odpafi (evapotranspirace), ¢ast odtece do jezer a nakonec do ocednu. Do atmosféry pfi-
spiva také kromé evapotranspirace vypar z jezer a oceanu. Identifikované toky a rezervoary jsou uvedeny na
obr. 2.2b a jejich pfevedeni do box modelu na obr. 2.2c. Pro Uplnost je tfeba box model doplnit ¢iselnymi udaji
(obr. 2.2d). Takto pfipraveny model pak slouzi k vytvoreni numerického modelu studovaného systému a studiu
jeho dynamiky.
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Obr. 2.2 Konstrukce box modelu pro studovany systém. (a) Cirkulace vody na studovaném ostrové je uré¢ovana nékolika zakladnimi toky. (b)
Tyto toky zajistuji pfenos vody mezi étyimi rezervoary. (c) Identifikovanych toku a rezervoarti do box modelu. (d) Koneény box model cirku-
lace vody na ostrové s vyznaceni obsahu rezervoaru a velikosti tokd.

Hranice mezi jednotlivymi rezervodry mlze byt fyzickd, ale mlze byt také pouze virtudlni. Jako pfiklad je moz-
né uvést model karbonatovych latek ve vodé. Ten je tvofen ¢tyfmi formami karbonatovych latek (speciemi),
mezi kterymi je prenasen uhlik

CO, (aq)+H,0=H,CO, =H" +HCO, ==H" +CO? 2.1)

Specie uhlikatych latek ve vodé mlzeme povaZovat za samostatné rezervoary, mezi kterymi dochazi k toku
uhlikatych latek. Misto hmotného obsahu rezervoaru je pak pro rezervoar charakteristicka koncentrace pfi-
slusné specie.

Tok latky z rezervodru je uréitym zplsobem Umérny obsahu rezervoaru. Cim vice bude vody v krajin&, tim vice
se ji odpari, ¢im vice bude vody v jezere, tim vice ji odtece a ¢im vyssi bude koncentrace rozpusténého CO,(aq),



tim vice se jej preméni na kyselinu uhli¢itou H,CO3. Nejjednodussim vyjadienim tohoto vztahu je pfima iméra
(linearni vztah) v podobé

r, =kX (2.2)

kde ry je tok latky X z rezervoaru Y, ktery je mérny jejimu hmotnému obsahu nebo koncentraci X. Konstanta
umeérnosti k se nazyva rychlostni konstanta. Napfiklad pro odtok vody z jezera do ocednu bude platit v pfipadé
pfimé uméry

r. =k.m (2.3)

kde r;, je mnozstvi vody, které odtece z jezera do ocednu za jednotku ¢asu, m; je mnozstvi vody v jezefe a kj, je
rychlostni konstanta pro odtok vody z jezera. Pro preménu rozpusténého oxidu uhli¢itého CO,(aq) na nedisoci-
ovanou kyselinu uhli¢itou H,CO; bude platit

= k+1aC02(aq)aHZO (2.4)

kdy je tok tedy rychlost pfemény rozpusténého oxidu uhli¢itého na kyselinu uhli¢itou dmérny aktivité rozpus-
téného CO, a aktivité vody. Konstantou Umeérnosti je rychlostni konstanta k,;. Systémy, ve kterych jsou toky
pfimo umérné mnozstvi latky nebo jeji koncentraci, se oznacuji jako linedrni.

Ne vSechny toky musi byt pfimo imérné mnozZstvi nebo koncentraci latky. Mezi tokem a koncentraci ¢i mnoz-
stvim latky mGZe panovat i nelinedrni vztah napfiklad v podobé

r, =kX? (2.5)

kde je tok latky X z rezervoaru Y imérny druhé mocniné mnoZstvi latky X. Takové systémy se pak oznacuji jako
nelinedrni. Skutecny zdjemny vztah mezi tokem a mnozstvim ¢i koncentraci latky je tfeba urcit experimentalné
nebo na zakladé pozorovani realného pfirodniho systému.

Z jednotlivych tok, které vstupuji a vystupuji do a z rezervoaru je pak mozné sestavit celkovou bilanci toku
latky pro rezervoar

Vystedny = Zri _er (2.6)
i i

kde r; jsou vstupni toky a r; jsou vystupni toky. Pokud bude vysledny tok kladny, pak se latka v rezervoaru hro-
madi, v opacném pripadé latka v rezervodru ubyva. Vysledny tok je zaroven roven zméné obsahu rezervoaru za
jednotku ¢asu. Napfiklad pro rezervoar C pak plati

dd%=2ﬁ—2n 27)

kde dm¢/dt je zména mnoiZstvi latky v rezervoaru C za jednotku ¢asu. Obdobny vztah bude platit i pro zménu
koncentrace ¢i aktivity.



2.2 JEDNOREZERVOAROVY SYSTEM

Nejjednodussim systémem je jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem latek a vystupem, ktery je
umérny hmotnému obsahu latky rezervoaru.

V rezervoaru je urCité mnoiZstvi latky X. Do rezervoaru vstupuje latka X konstantni rychlosti — za jednotku ¢asu
vstoupi vzdy stejné mnozstvi. Vystup z rezervoaru je zavisly na mnozstvi latky X v rezervodru a je tomuto
mnozstvi pfimo Umérny. Znamena to, Ze ¢im vice bude latky X v rezervodru, tim vice ji vystoupi a naopak. Uve-
deny systém s vyznacenim jednotlivych veli¢in je schematicky uveden na obr. 2.3.

X
HH Nistup / ry =

Fystup — Fvystup

.
.

| —

|

r, vystup

|

Obr. 2.3 Jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem a vystupem iUmérnym mnozstvi latky X v rezervoaru.

2.2.1 CASOVY VYVO)

ProtoZe se vstupujici mnozstvi latky s Casem neméni, mizeme je oznacit jako konstantu A v jednotkach napf.
mol s~ (do rezervoaru vstoupi A moli latky X za sekundu). Po&ateéni mnozstvi latky X v rezervoaru oznagime
jako Xo v jednotkéch mol. Tok latky X do rezervoaru re,, je pak roven

r

vstup

A (2.8)
Tok latky z rezervoaru ryye,, je pfimo Umérny mnozstvi latky v rezervodru, coZ je mozné vyjadfit vztahem

I"V)'/stup =

kX (2.9)

kde k je rychlostni konstanta. Zména obsahu latky X v rezervodru v zavislosti na ¢ase bude dana rozdilem toku
latky X do rezervodru a toku latky X z rezervoaru

r, I

vysledny — Mustup Iy

st (2.10)

Kladnd hodnota vysledného toku r,seqny bude odpovidat hromadéni latky X v rezervoaru, zéporna jejimu uby-
vani. V diferencialni podobé je mozné zménu mnozstvi latky X v rezervoaru vyjadfrit rovnici

dX

dt = IFvstup =

etp (2.11)

Dosazenim za jednotlivé toky z rovnic (2.8) a (2.9) do rovnice (2.11) dostavame

d_X = A—kX (2.12)
dt



Casovy vyvoj koncentrace latky X v rezervoaru ziskame integraci uvedené diferencidlni rovnice v pfislugnych
mezich. Nejprve provedeme separaci proménnych

a nasledné mlzeme integrovat

[l
Xo A—kX 0
kde X, je mnozstvi latky X v pocatecnim Case t = 0. Integraci v prislusnych mezich dostdvame
1 X t
—E[In (A-kx) ], =[t],
In(A-kX)—-In(A-kX,)=-k(t-0)

Dalsimi Upravami pak postupné obdrzime mnoZstvi latky X v rezervoaru jako funkci ¢asu

|nﬂ — —kt
A—KX,
A_ kX — eikt
A—KX,

A—kX =(A-kX,)e™

—kX =(A-kX,)e ™" - A

X =§+(xo—é]ekt
k k

Ostatni veliciny, které ve vztahu (2.21) vystupuiji, zGstavaji konstantni.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Obr. 2.4 Vyvoj mnoistvi latky v jednorezervoarovém systému s konstantnim vstupem a vystupem pfimo Umérnym mnozstvi latky

v rezervodaru. Vstupni parametry: rychlost vstupu latky X do rezervoaru A = 2 g hod ™", rychlostni konstanta vystupu latky z rezervoaru k
= 0,5 hod ", po&ateéni mnoistvi latky X v rezervoaru X, = 18 g. Doba odezvy 1 je definovana jako pokles odchylky od stacionarniho stavu
na 10 % ptivodni hodnoty, doba odezvy 2 je definovana jako pokles odchylky na 10 % hodnoty stacionarniho stavu.

2.2.2 STACIONARNI STAV

Z jednoduchého posouzeni podminek v systému je zfejmé, Ze mnoiZstvi latky X v rezervodru bude smérovat do
stavu, kdy se vstupni a vystupni toky vzajemné vyrovnaji a mnozZstvi latky X v rezervoaru se ddle nebude ménit.
Pro tento stav pak musi platit

rvstup = rvystup (2.22)
dXx
Fgstedng = T A-kX;=0 (2.23)

Odtud pak snadno ziskame pro mnozstvi latky X v rezervoaru za stacionarniho stavu vztah

Xg =

A (2.24)
” :

Ke stejnému vysledku bychom méli dojit i z rovnice (2.21) pro dostate¢né dlouhy ¢as. Pokud se bude ¢as t blizit

k nekonecnu t— (nebo bude alespor dostatecné dlouhy), pak se bude hodnota ¢lenu e “plizit k nule

—kt kt
e :]/e — 0a hodnota X se bude blizit k A/k. Tim je hodnota stacionarniho stavu potvrzena. Rovnici

(2.21) je mozné také prepsat do tvaru
X =Xg+(X,—Xs)e™ (2.25)

kde X, — Xs je odchylka mnozstvi latky X v rezervoaru na pocatku tedy v ¢ase t = 0.
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2.2.3 DOBA ZDRZENI

Doba zdrzeni t,4zn (residence time) je definovana jako Cas, za ktery se vyméni cely obsah rezervoaru vzhledem
ke sledované latce. Je zfejmé, Ze ma vyznam ji uvadét pro ustaleny tedy staciondrni stav, kdy jsou vstupy a
vystupy vyrovnané. Pokud by tomu tak nebylo, pak se bude v pribéhu vymény latky v rezervodru zaroven
ménit i jeji mnoZstvi a tim i doba nutna pro jeji vyménu. Pro dobu zdrZeni za stacionarniho stavu pak bude

platit
X X
_ s _ s
zdrieni ~ - (226)
vstup rvystup
Pro jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem a vystupem pfimo Umérnym hmotnosti latky
v rezervoaru ziskdme dobu zdrZeni latky tak, Ze do rovnice (2.26) dosadime za vstupni nebo vystupni tok a
stacionarni stav prislusné hodnoty
A
X, K 1
tzdrient' =—2="t=c (2.27)
A A Kk
nebo
X 1
tzdrz'em’ = S == (228)
kX, K

Doba zdrzeni je nepfimo iumérna rychlostni konstanté. Znamena to, Ze ¢im bude rychlostni konstanta vétsi, tim
vyssi bude celkova rychlost procesu a tim kratsi bude doba zdrzeni.

2.2.4 DOBA ODEZVY

Dobu odezvy toge,,y, (response time) mizeme definovat jako ¢as, za ktery se vychyleni od stacionarniho stavu
,dostate€né” zmensi. ZaleZi na nas, co budeme povaZovat za dostatecné zmenseni odchylky a jaka bude volba
srovnavaci hladiny. Bud mlze byt méfitkem (i) zmenseni samotné odchylky nebo mZe byt srovnavaci hladi-
nou (ii) pomér velikosti odchylky vici stacionarnimu stavu:

(i) V prvnim ptipadé budeme hodnotit velikost druhého ¢lenu v rovnici (2.21) nebo (2.25). Velikost
odchylky od stacionarniho stavu je dana vyrazem

(Xo—éjek‘ =(X,—Xs)e™ (2.29)

Jeji velikost s ¢asem klesa umérné vyrazu e ™ pokud ma napfiklad dosahnout hodnoty deseti
procent pavodniho vychyleni, pak musi platit

g owm 0,1 (2.30)
—kKtygeny =IN0,1 (2.31)

_ In0,1_ 2,303
todezvy - K = K (2.32)
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Po tomto Case bude plvodni odchylka od stacionarniho stavu utlumena na jednu desetinu pG-
vodni hodnoty. V tomto pfipadé nebude doba odezvy zavisla na vlastni hodnoté stacionarniho
stavu. Pokud budeme za dostate¢né utlumeni ptvodni vychylky povaZovat jinou hodnotu, staci ji
doplnit do vztahu (2.30).

(ii) Pokud bude méfitkem velikost odchylky ve srovnani se stacionarnim stavem, ke kterému systém
sméruje, pak je jeji relativni velikost dana podilem odchylky od stacionarniho stavu a hodnoty
stacionarniho stavu. Pro jeji relativni velikost musi platit

_ velikost odchylky (X, —Xs)e™ (X,

AXrel - . = =2-1]e™ (2.33)
stacionarni stav Xs Xs
Pro relativni odchylku 10 % od stacionarniho stavu pak musi platit
X _
0,1=| 20 1 |g owm (2.34)
s
Xqg—Xs | -
0,1=| 2025 | g Howmy (2.35)
Xs
0,1X _
s g Ko (2.36)
Xo - Xs
0,1X
In——— = —Ktyen (2.37)
Xo - Xs
1, X,—X
t n—2—= (2.38)

ey = T 0,1X

Obé doby odezvy jsou, stejné jako doba zdrieni, nepfimo tmérné rychlostni konstanté. Cim vétsi bude hodno-
ta rychlostni konstanty, tim rychleji bude utlumeno vychyleni od stacionarniho stavu. Systém ma tendenci se

do staciondarniho stavu vracet.
2.3 DVOUREZERVOAROVY SYSTEM

Slozitéjsim systémem je dvourezervoarovy systém, ve kterém dochazi k obousmérnému toku latky mezi rezer-
voary. Tok latky je v obou smérech pfimo Umérny mnozstvi latky v rezervoarech (obr. 2.5). Pro tok latek (pre-
nesené mnozstvi latky za jednotku ¢asu) mezi rezervoary pak plati

Mg = KagMa (2.39)
fen = kBAmB (2.40)

kde rag je tok latky z rezervoaru A do rezervodru B a kug je pFislusna rychlostni konstanta, rga je tok latky
z rezervoaru B do rezervoaru A a kg, je opét rychlostni konstanta. Vysledny tok mezi rezervoary je z hlediska

rezervoaru A roven

My =Ty + T =—KagMy +KgaMg (2.41)

1R



a z hlediska rezervodru B
Iy =—Tgp + g =—KgaMg +KgMy (2.42)
Pro zménu mnoZstvi latky v rezervoaru A plati

dm,

=—KpgMa +KgaMg (2.43)
dt
a pro zménu nozstvi latky v rezervoaru B
dm
B _
e KagMa —KgaMg (2.44)

ProtoZe se jedna o uzavreny systém, zlistava celkové mnozZstvi latky v systému konstantni a po celou dobu je
jeji celkové mnozstvi v systému rovno souctu pocatecnich mnozstvi latky v rezervoarech

M=mMm,, +Mg, =M, +M; (2.45)

< o
my Mg

Fag = —Kng X My Fpg = Kag X My

— Fan=—Kgaxm
ga= kBAx mg / \ BA BA B

Obr. 2.5 Dvourezervoarovy systém se vzajemnym prenosem latky mezi rezervoary. Toky latky mezi rezervoary jsou pfimo imérné jejich
mnoistvi.

2.3.1 ANALYTICKE RESENI

Ve kterémkoliv okamZiku musi pro mnozstvi latky v rezervodru B podle rovnice (2.45) platit vztah

Mg =mM—m, (2.46)
Dosazenim za mg do rovnice (2.43) dostavame
dm
th =—KpgMy +Kga (M—M,) (2.47)

Dalsi upravou
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dm,
dt

=—(Kag +Kga )My +Kgam

dm, _dt
—(kAB + kBA)mA +kgam

Ma dmA t
= dt
Ion—(kAB+kBA)mA+kBAm J-

I S —(Kag +Kga )My +kgam _t
kAB + kBA _(kAB + kBA)mAO + kBAm

—(Kpg +Kga )My +KgaM

| =—(k Koa )t
n_(kAB+kBA)mAO+kBAm ( e BA)

kag+Kga )t

—(Kag +Kga )My +Kgam o
_(kAB + kBA ) My + kBAm

(kAB + kBA) Ma = kBAm - [( kAB + kBA ) My — kBAm:I e_(kAB+kBA)t

m, = ki m+| my, — ki m e_(kAB+kBA)t
kAB + kBA kAB kBA

Obdobné dostaneme pro mnozstvi latky v rezervoaru B vyraz

Mg

K K (kg
— ” :Bk m+[mBO _ ” -/:Bk mJe (kag +kea )t
AB BA AB BA

Pro stacionarni stav latky v rezervoaru A pak musi platit

dm,
=0=—(Kng +Kgp ) Mps +Kgam
dt
k
Mys = ——m
kAB + kBA
a obdobné pro mnozstvi latky v rezervoaru B

m.. — kAB

BS — K K
as T Kga

Tento vysledek je v souladu s rovnicemi (2.55) a (2.56), kdy se pro nekonecny ¢as mnozstvi latky m, a mg

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

asymptoticky blizi k témto hodnotdm. Celkové mnozZstvi latky v obou rezervoarech se nezavisle na pocatecnich

hodnotach prerozdéli v opacném poméru jejich rychlostnich konstant.



doba
odezvy 1

ca ¢g (mol I2)

doba doba
odezvy 2A odezvy 2B

0 5 10

t(hod.)

Obr. 2.6 Vyvoj mnoistvi latky ve dvourezerovarovém systému, kde jsou vystupy z rezervodrt pfimo umérné mnoistvi latky

Cas

CBs
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v rezervoarech. Vstupni podminky: pocatecni mnozstvi latky v rezervoaru A tj. mao = 3 mol I, pocatecni mnozstvi latky v rezervoaru B

tj. mgo = 7 mol I, rychlostni konstanta pfestupu latky z rezervoaru A do rezervoaru B tj. kas = 0,1 hod ™", rychlostni konstanta piestupu

latky z rezervoaru B do rezervoaru A tj. kza = 0,4 hod ™. Doba odezvy 1 je definovana jako pokles odchylek od stacionarniho stavu na 10

% puvodnich hodnot a je pro oba rezervoary stejna. Doba odezvy 2 je definovana jako pokles odchylek na 10 % hodnot stacionarnich

stavi a pro jednotlivé rezervoary se lisi.

2.3.2 DOBA ZDRZENI

Doba zdrZeni v rezervoarech je rovna Casu, za ktery jsou schopny stacionarni toky latku v rezervoaru vyménit

_Mas _ Mas
zdrzeni A T -
I’A rB
— mAS _ mAS _ 1
zdrzeni A T -

I(AB mAS kBA mBS I(AB

a podobné pro rezervoar B

— mBS _ mBS
zdrzeni B -
rA rB
mBS _ mBS _ 1

zdrfeni B T -

kAB mAS kBA mBS kBA

Doba zdrZeni latky v rezervoarech je nepfimo iUmérna rovnovaznym konstantam procesu, kterymi latka
z rezervoarl ,,odtéka”. Cim bude jejich hodnota vétsi, tim rychleji latka odtéka a tim rychleji bude vyménéna.

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)
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2.3.3 DOBA ODEZVY

Pro dobu odezvy miZeme opét pouZit obdobna kriteria jako u jednorezervoarového systému. Vychylené
mnozstvi latky v rezervoaru od stacionarniho stavu je ddno druhym c¢lenem v rovnicich (2.55) resp. (2.56), které
maji po dosazeni za Cleny, které odpovidaji stacionarnim mnozstvim latek, tvar

My = Mg + (Mg — Mg & e (2.64)
Mg = Mg + (Mg, — Mg )& K=ot (2.65)
Odchylky jsou rovny hodnotam
(on —Mps )e_(kAB+kBA)t (2.66)
(mBO —Mgg ) e_(kAB+kBA)t (2.67)

kde Clen v zavorce predstavuje vychyleni v ¢ase t = 0 (rozdil plvodni koncentrace a koncentrace ve stacionar-
nim stavu) a exponencialni ¢len ukazuje ,,vymirani“ této odchylky s ¢asem. Pokud ma vychylka dosdhnout na-
priklad 10 % své plvodni hodnoty, pak musi platit

e—(kAB+kBA)todezvy =0,1 (2.68)
todesz - - In 0’1 (2.69)
kAB + kBA

a doba odezvy bude pro oba rezervoary stejna.

Pti kriteriu 10% odchylky z hodnoty stacionarniho stavu musi platit pro rezervoar A

(mAO B mAS) e_(kAB+kBA)t =01

, (2.70)
Mys
1 0,1xm
todez == In— - (2.71)
vy A .
kAB + kBA |mA0 - mAS|
a pro rezervodr B obdobné
1 0,1xmg
todezvy B In (2.72)

B kAB + kBA |mBO - mBS|

Absolutni hodnota ve jmenovateli logaritmu je uZita proto, Ze nas zajima absolutni odchylka od staciondrniho
stavu a logaritmicka funkce je definovana jen pro kladna Cisla. Doba odezvy je opét nepfimo Umérna souctu
rychlostnich konstant, bude se vSak pro jednotlivé rezervoary lisit v zavislosti na tom, jak dalece byly koncen-
trace v jednotlivych rezervoarech vychyleny od stacionarniho stavu.
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2.4 TRIREZERVOAROVY SYSTEM

Uvedeny predchozi pratocny systém (viz kap. 2.2) a systém s obousmeérnymi toky (kap. 2.3), které obsahuji

konstantni a v ¢ase proménlivé toky, miZeme témér libovolné kombinovat tak, abychom co nejlépe vystihli

podstatné vlastnosti studovaného systému. Trojrezervoarovy pritocny systém s konstantnim vstupem, obou-

smérnymi toky mezi rezervodry a jednim vystupem je uveden na obr. 2.7. Vstup do systému tfi naslednych

rezervoar( je konstantni, ostatni toky jsou pfimo Umérné obsahu latky v pfisluSném rezervoaru.

N\ A H% B H% L C
HH&] | rA=Tyatrea P rg=rag+rcs o e =rgc—rcs

—I'nB T H — I'spn — I'sc res H — I'vc

o T

Obr. 2.7 Diagram tfirezervoarového pratocného systému se zpétnymi toky mezirezervoary.

Pro toky latek mezi rezervoary plati

fa=A
Mg = KagMa
Faa = KgaMg
lac = KgcMg
feg = kCBmC
e = KyeMe

a pro bilance latky v jednotlivych rezervoarech

dm
L _
A= dt =0atlga — g = A+ kBAmB _kABmA
dm,
g = dt =l —Tga tleg — e = kABmA - kBAmB + kCBmC - kBCmB
dm,

fe dt =l —leg e = kBCmB - kcsmc - kvcmc

Po ustaleni stacionarniho stavu v systému se mnozstvi latky v rezervoarech neméni

dm,
dt

=A+ kBAmBS - kABmAS =0

|
Ivc
o

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)
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dm,
dt

= kAB Mys — kBAmBS + kCBmCS - kBCmBS =0

dm
_tc = kBCmBS - kcsmcs - kvcmcs =0

Re$enim tohoto systému t¥i linedrnich rovnic pro stacionarni mnozstvi latky v rezervoarech dostavame

— AkBA (kCB + kVC ) + AkBC kVC

AS
kAB ch kvc:
I A(keg +kye)
5T Kk
BCve
— A
cs —
kvc
Doby zdrZeni v rezervodrech jsou pak
My 1
zdrzeni A =
kABmAS kAB
¢ 3 Mg 3 1
zdrzeni B -
(kBA + ch ) Mgg kBA + ch
¢ 3 Meq 1
zdrzeni C -
(kCB + kvc ) Mes kCB + kvc

Integrace diferencialnich rovnic (2.79) az (2.81) je natolik sloZit3, Ze je vyhodnéjsi vyuzit nékterou z metod

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

numerické integrace nebo vyuzit specializovaného programového vybaveni. Z toho také vyplyva, Ze dobu ode-

zvy jednotlivych rezervoaru a celého systému neni mozné urcit obecné, ale je nutné vychazet z konkrétni nu-
merické simulace.

Vyvoj daného systému pro zvolené parametry je uveden na obr. . MnoiZstvi latky v rezervodrech nemusi do
stacionarniho stavu smérovat pfimo, ale miZe projit sloZitéjsSim vyvojem. Jak je patrné u numerického reseni
vyvoje systému pro zvolené parametry, jsou vychozi mnozstvi latky v rezervoarech B a C vyssi, nez je konecny
stacionarni stav, Pfi smérovani do staciondrniho stavu vSak mnozstvi latek v rezervoarech B a C nejprve po-
klesne pod hodnotu stacionarniho stavu a teprve poté se k nému za¢ne asymptoticky bliZit.
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3 ZAVER

Obdobné je mozné simulovat vyvoj i u vicererervoarovych systéma. Zatimco vyjadreni jednotlivych tokl a
bilance toku hmoty v rezervoarech je relativné jednoduchad, analytické feseni (integrace diferencidlnich rovnic)
je obtiznou a v mnoha pripadech nemoznou ulohou. Numerické rfeseni systému diferencialnich rovnic pak
poskytuje velmi vyhodnou alternativu, kterou je mozné realizovat i v béZzném tabulkovém kalkulatoru.

Dulezitou vlastnosti dynamickych systém, a takovych je v pfirodé vétsina, je jejich vyrazna tendence smérovat
ke stacionarnimu stavu a v tomto stavu setrvavat. Tyto systémy maji vidy jeden staciondrni stav, ke kterému
sméruji. Ten je uréen vzajemnym pomérem rychlostnich konstant. Pokud je celkové systém uzavieny, to zna-
mena, Ze si rezervoary vymeénuji latky pouze mezi sebou a z vnéjsiho prostredi zadna latka do celého systému
rezervoar( nevstupuje nebo do vnéjsiho prostfedi neodchazi, pak systém nakonec spéje do termodynamické
rovnovahy.
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4 PRIKLADY

4.1 PRIKLAD 1

Dynamika jednorezervoarového systému s konstantnim vstupem a vystupem pfimo Umérnym mnozstvi (kon-

centraci) latky v rezervodaru.

4.1.1 ZADANI:

Provedte simulaci Casového vyvoje mnozstvi latky X v rezervoaru, ktery ma konstantni vstup A, vystup je pfimo
umérny mnozstvi latky v rezervoaru a konstanta Umérnosti je rovna k. Vstupni parametry jsou uvedeny v tab.

4.1.

Tab. 4.1 Vstupni parametry pro model jednorezervoarového systému s konstantnim vstupem a vystupem pfimo tmérnym mnozstvi
latky v rezervodru. Vyznam jednotlivych parametri: A — konstantni vstupni tok do rezervoaru, k — rychlostni konstanta vystupniho toku
z rezervoaru, X, — pocatecni koncentrace latky X v rezervoaru.

parametr hodnota jednotky
A= 2 ghod™
k= 0,5 hod™
Xo= 18 g

Vypocitejte dobu zdrzeni latky X v rezervodru a dobu odezvy. Pro vypocet doby odezvy poutzijte jako kritérium
utlumeni ,vzruchu“ pokles na 10 % pavodni vychylky a na 10 % hodnoty staciondrniho stavu.

4.1.2 RESENI

Model jednorezervoarového systému s vyznacenim vstupnich parametrd je uveden na obr. 4.1.

tup

Al\ ,:x_X
-/ Xo=188 0,5 hod.™?

vstup
rezervoar)
vys

A =
28 \

Obr. 4.1 Jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem a vystupem umérnym koncentraci (mnozstvi) latky X v rezervoaru.

Zména mnozstvi latky v rezervoaru je popsana diferencialni rovnici
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d_X =A-kX (3.1)
dt

Jeji integraci ziskame pro ¢asovy vyvoj mnoZstvi latky X v rezervoaru rovnici
—kt
X =Xs+(X,—Xs)e (3.2)

kde X je mnoZstvi latky v rezervoaru v Case t, Xs je stacionarni mnozstvi latky v rezervoaru a X; je pocatecni
mnozstvi latky v rezervoaru tedy v ¢ase t = 0. Casovy vyvoj v systému je uveden na obr. 4.2.

20 4 20 A

18 4

14 4

12 4

X(g)
S
X(g)

stacionarni
stav

casodezvy

0 , , , , 0 1 , , , :

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

t (hod.) t(hod.)

Obr. 4.2 Casovy vyvoj mnoistvi latky X v rezervoaru. (a) Modra linie ukazuje ¢asovy vyvoj vypoéitany podle rovnice (2.25), éervené
krouzky numerickou simulaci vyvoje Eulerovou metodou s ¢asovym krokem 0,5. (b) Vyznaceni stacionarniho stavu a ¢asti odezvy defi-
novanych jako 10 % ptivodniho vychyleni (1) a jako 10 % odchylky z hodnoty stacionarniho stavu (2).

Pro numerickou simulaci ¢asového vyvoje mnozstvi latky X v rezervoaru pouzijeme Eulerovu metodu, ktera
vychazi z rovnice (3.1). Misto nekonec¢né malych zmén mnozstvi latky v rezervoaru dX za nekonecné maly pfi-
rastek ¢asu dt prejdeme ke koneénym zménam AX za urcity ¢as At. Pfitom predpokladame, Ze pro dany casovy
usek At se mnoZstvi latky X méni s casem linearné, coz je pro dostatecné maly Casovy Usek i u ,rozumné“ se
chovajici nelinearni rovnice splnéno. Upravou na tvar

AX =(A-kX)At (3.3)

ziskdvame zménu mnozstvi latky v rezervoaru. Vypocet zmén v jednotlivych krocich pak poskytuje pro dané
podminky a At = 0,5 hodnoty uvedené v tab. 4.2.

Tab. 4.2 Numericka simulace vyvoje mnozstvi latky X v rezervoaru pro vychozi podminky uvedené v tab. 4.1. Zvolen byl ¢asovy krok 0,5
hod.

krok cas X AX
hod. g g
0 0,0 18 -3,50
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0,5 14,50 -2,63

1,0 11,88 -1,97
29 14,5 4,00 0,00
30 15,0 4,00 0,00

Hodnoty vyvoje mnoZstvi latky v rezervoaru jsou pro ¢asovy Usek 0-15 hod. vyneseny na obr. 4.2. Je patrné, ze
je celkové dosazeno dobré shody analytického a numerického reseni, presto prevysuje rozdil skutecné a Eule-
rovou metodou numericky simulované hodnoty v pocatecnich fazich vyvoje vice nez 0,5 g.

Stacionarniho stavu mnoZstvi latky X je dosazeno po vyrovnani vstupniho a vystupniho toku

A=KkX, (3.4)

A 2ghod™
X —_29 0 _» 35
"k 05hoa’ 9 3

Doba zdrzZeni je €as, za ktery toky ve stacionarnim stavu vyméni obsah rezervoaru

>

1l ohod 3.6
k 0,5hod

zdrieni

> | <

k
A
Doba odezvy mUze byt definovdna jako Cas, za ktery odchylka od staciondrniho stavu poklesne na urcitou hod-
notu. Pokud to ma byt 10 % plivodni hodnoty, pak pro uvedeny systém plati

g e =01 (3.7)
In0,1 In0,1
todeny = o5 4,61 hod. (3.8)

Pokud bude doba odezvy urcena dosazenim hodnoty, kterd se bude lisit 0 10 % stacionarniho stavu, pak pro
uvedeny systém plati

(X — X )&=
XS

=0,1 (3.9)

t

odezwzllnM_ L I 18_4=7111h0d (3.10)
kK 01X, 05 01x4

MnoZstvi latky X v rezervoaru se asymptoticky blizi k hodnoté stacionarniho stavu 4, doba zdrzeni latky X

Vv rezervoaru je rovna 2 g. Za cas 4,61 hod. poklesne plvodni vychylka od stacionarniho stavu na 10 % plvodni
hodnoty a za 7,11 hod. bude odchylka tvofit 10 % hodnoty stacionarniho stavu. VSechny tfi hodnoty jsou vy-
znaceny na obr. 4.2b.

14.1.2.1 POZNAMKA



Pokud budeme modelovat vyvoj koncentrace latky X v rezervodru, pak musime brat v ivahu jesté objem rezer-
voaru. Toky do a z rezervoaru, které jsou definovany jako latkova mnozZstvi za jednotku ¢asu, je pak nutné
prepocitavat na pfislusny objem, abychom dostali koncentrace latky X v rezervoaru.
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4.2 PRIKLAD 2

Dvourezervodrovy systém s obousmérnym tokem Iatky pfimo imérnym koncentraci latky v rezervoarech

4.2.1 ZADANI

Mezi dvéma rezervoary je prenasena latka obéma sméry a tok latky je pfimo Umérny koncentraci latky

v rezervoarech (obr. 4.3). Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze oba rezervoary maji jednotkovy objem 1
| (pokud by byl objem odlisny, museli bychom zmény mnozstvi latky v rezervoarech, zplsobené toky, prepoci-
tavat na odpovidajici koncentrace). Pocatecni hodnoty jsou uvedeny v tab. 4.3.

Tab. 4.3 Vstupni parametry pro model dvourezervoarového systému s obousmérnymi toky pfimo iumérnymi koncentracim latky v
rezervoarech.

parametr hodnota jednotky
Cao 3 mol I™*
Kns 0,1 hod™
Cro 7 mol I
Kea 0,4 hod™

4.2.2 RESENI

Uvedeny dvourezervoarovy systém s vyznacenim rychlosti jednotlivych tokl je uveden na obr. 4.3.

< m
Ca Cp

rag=—Kag X Ca Ipg = Kng % Cp

- rgp=—kgp % C
Fen= Kga X Cg /\—[\ BA= ~Kpa X Cp

Obr. 4.3 Dvourezervoarovy systém se vzajemnym pirenosem latky mezi rezervoary. Toky latky mezi rezervoary jsou pfimo imérné jejich
koncentracim.

Casovy vyvoj koncentrace slozky v rezervoaru A je popsan diferencialni rovnici

dc
d—t“:—kABcA+kBA (c—c,) (3.11)
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a ¢asovy vyvoj koncentrace slozky v rezervoaru B diferencialni rovnici

dc
d_tB =—KgaCs +Kas (C—Cg)

kde c je celkova koncentrace slozky v systému a je rovna
C=Cpy+Cg =C, +Cq

Stacionarni stav, ke kterému bude systém smérovat, je charakterizovan vyrovnanymi toky, tedy

dc
d—{‘ =O=—(kAB +kBA)cAS +kgaC
dc
d_tB =0= —(kAB + kBA)cBS +K,sC

Odtud pak

Kga 0,4
Cas = c=
Ky +ksn  0,1+0,4

x10=8 mol I*

Kag 0,1

c— x10=2 mol I
Kag + Kga 0,1+0,4

Cgs =

Integraci rovnic (3.11) a (3.12) ziskdme pro ¢asovy vyvoj koncentrace latky v rezervoarech A a B vztahy

Cph=Cast (CAO —Cps ) ei(kAB Hen)!

Cg =Cgs T (CBO —Cgs )ei(kAkaA ’

Odchylka od stacionarnich koncentraci cas a cgs ,0dumira” v obou rezervoarech umérné velikosti ¢lenu

e_(kAB +kga )t

dané vychozi podminky uveden na obr. 4.4a.

Numerickou simulaci vyvoje provedeme Eulerovou metodou s vyuZitim upravenych vztah( (3.11) a (3.12)

AC, =[ —KnpCa +Kga (C—Cp ) | AL

ACg =] —KgaCq +Kpag (C—C5 ) | AL

, ktery obsahuje obé rychlostni konstanty a s ¢asem exponencialné klesa. Vyvoj koncentraci je pro

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

kde Ac, a Acg jsou zmény koncentraci latky v rezervoarech za ¢as At. Vysledky numerické simulace jsou uvede-

ny na obr. 4.4a a ¢ast Ciselnych hodnot v tab. 4.4.
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doba
odezvy 1

ca ¢ (mol I72)
ca ¢ (mol )

doba doba

Cas

odezvy 2A odezvy 2B

0 5 10 15 0 5 10
t (hod.) t (hod.)

Obr. 4.4 Vyvoj koncentraci ve dvourezervodarovém systému s obousmérnym tokem pfimo imérnym koncentrace latky v rezervoaru.

15

Vyvoj koncentrace v rezervodru A je vyznacen modrou linii, vyvoj koncentrace latky v rezervodaru B je zndzornén zelenou linii. (a) Nume-
ricka simulace vyvoje s ¢asovym korkem 0,5 hod. je vyznacena krouzky. (b) Doby odezvy v rezervoarech — doba odezvy 1 je ¢as, za ktery

poklesne odchylka od stacionarniho stavu na 10 % pdvodni hodnoty (je stejna pro oba rezervoary, doba odezvy 2 je ¢as, za ktery se
koncentrace v rezervoarech lisi o 10 % hodnoty stacionarniho stavu (je pro rezervoary A a B odlisna).

Tab. 4.4 Vysledky numerické simulace vyvoje koncentraci ve dourezervoarovém systému s obousmérnym tokem.

krok t Canum dcanum CB num dcg num
hod. mol I mol I mol I mol I
0,0 3 1,25 7 -1,25
1 0,5 4,25 0,94 5,75 -0,94
1,0 5,19 0,70 4,81 -0,70
28 14,0 8,00 0,00 2,00 0,00
29 14,5 8,00 0,00 2,00 0,00
30 15,0 8,00 0,00 2,00 0,00

Doba zdrZeni latky v rezervoarech je dana za stacionarniho stavu vyrazy

Urzeni A = O = = L =10 hod.
KagCas  Kag 0.1
= G 11 55

tzdrz'eni B
kBACBS kBA 0’ 4

Doba odezvy, definovana jako pokles odchylky od staciondrniho stavu na 10 % pUvodni hodnoty je pro oba
rezervoary stejna

(3.22)

(3.23)
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1 1

todez = In0,1=— X (_21 303) =4,61 (3.24)
Y Ky +Kga 0,1+0,4
Doba odezvy, definovana jako odchylka 10 % z hodnoty stacionarnich stavl koncentraci latky v rezervoérech,
je rovna
1 0,1c 1 0,1x8
togeny A = = In AS - In—=2% _ 3,67 hod. (3.25)
Kag +Kea  [Cao—Cas|  0,1+0,4  [3-8|
1 0,1c 1 Ax2
T In——BS ___ 22 _ 6 44 hod. (3.26)
kAB +kBA |CBO _CBS| 0,1+0,4 |7_2|
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4.3 PRIKLAD 3

Systém se tfemi za sebou jdoucimi rezervoary s obousmérnymi toky mezi nimi

4.3.1 ZADANI

Nefelin se rozpousti ve vodé v kyselém prostredi pfi pH = 3,65 a teploté 60 °C za uvolnéni iontd hliniku podle
rovnice

NaAISiO, +4 H" —2H,0 +Na" +AP" +5i0,(aq) (3.27)
Rozpustény hlinik se pak mizZe srazet v podobé gibbsitu podle rovnice
AP* +3H,0 — Al(OH); +3H" (3.28)
Simulujte ¢asovy vyvoj koncentrace hliniku v 1 | vody:
(a) do které bylo pfidano 284,1 g nefelinu
(b) do které bylo pridano 78 g gibbsitu
(c) do které bylo pfidano 284,1 g nefelinu a 78 g gibbsitu.

Povrch nefelinu je 0,1 m’ g_1 a povrch gibbsitu je 0,3 m’ g_l. Rychlostni konstanty rozpousténi a srazeni nefeli-
nu a gibbsitu jsou nasledujici:

rychl. konstanta hodnota jednotky
Knefelin rozp 2,332 mgm > hod™
Wseatt s 0,000234 m " hod™
Kgibbsit rozp 0,0700 mgm > hod™
Keibbsit sraz 0,0757 m 1" hod ™"

Pro jednoduchost predpokladejte, Ze jsou koncentrace rozpusténého sodiku a SiO,(aq) udrzovany na konstant-
ni hodnoté.

POZNAMKA
Priklad vychazi z upravené analogie rozpousteni nefelinu, ktery uvadi Lasaga (1981).

Lasaga A. C. (1981): Rate laws of chemical reactions. In: A.C. Lasaga and J.R. Kirkpatrick, Editors, Kinetics of
Geochemical Processes Vol. 8, Mineralogical Society of America (1981), pp. 1-68: str. 10, fig. 1 (Tole, pers.
comm.).

4.3.2 RESENI

Rozpousténi a srazeni nefelinu a gibbsitu mdZeme znazornit pomoci tfirezervoarového systému uvedeném na
obr. 4.5.



c X c =
= _8 Al3+ B
< ) 5 o)
(o)) (@) Inefelin rozp = —
— —_— = . XA 7 —_
C r = fe lin rozp = nefelin rozp™" nefelin (o]0} r gib [ rozp a=
—— r o s —
b knefeh’n roszAnefell'n “ e_fi‘" e k - = kgibbsit roszAgibbsit
- nefelin®™ nefelin sréz Caiz+
rgibbsit rozp =
r . v = = gibbsit roszAgibbsit r. . L=
nefelin sraz . _ gibbsit srdz
:A . X gibbsit sraz ~ = A X X
k nefelin s _Agibbsitkgibbsit srxXCr k gibbsit
X nefelin srazXCAI3+ X gibbsit sraz¥Cal3+
\. N

Obr. 4.5 Ttirezervoarovy model rozpousténi nefelinu a srazeni gibbsitu. Vyznaceny jsou toky, které urcuji koncentraci rozpusténého
hliniku ve vodé.

Nejprve rozebereme pfipady jednotlivych minerald.

§4.3.2.1 ROZPOUSTENI NEFELINU
Rozpousténi nefelinu probiha podle rovnice
NaAlSiO, +4H" — 2 H,0 +Na* + AP +5i0,(ag) (3.27)

Pokud je udrzovano konstantni pH, pak zavisi rozpousténi nefelinu a mnozstvi uvolnéného hliniku vyhradné na
povrchu reagujiciho mineralu. Tok hliniku do roztoku rozpousténim nefelinu je

I'-nefelin rozp = Ahefelin knefeh’n rozp (3'29)
Tok hliniku do nefelinu jeho zpétnym srazenim
2H,0 +Na* +A*" +5i0,(ag) — NaAlSiO, +4 H' (3.30)

je pri konstantnich koncentracich sodiku a rozpusténého SiO,(aq) v roztoku zavisly pouze na koncentraci hlini-
ku v roztoku a povrchu mineralu (ten poskytuje mista, kam se maze hlinik z roztoku pripojovat)

Voefelin sraz = Amfelin knefezm srizCpper (3.31)
Vysledny tok hliniku do roztoku je pak dan jejich rozdilem
Mo roztok(n) Vaesetin romp — Vefelin sraz = Anefezin knefeh’n rop Arefelt’n knefeh’n srazCapr (3.32)
Tento vztah zaroven udava zménu koncentrace hliniku v zavislosti na ¢ase pfi rozpousténi nefelinu

s k k
dt = Arlefell'n nefelin rozp - A/l(;fell’n nefelin srdiCA|3+ (333)

Staciondarni stav je pak dan vztahem

N



dc

dAtlgnL = O = A‘ne['elt'n km?/'el[n rozp - A‘ne['elin km?/'elin srdz“cir;e;f"n (334)
CSnefenn _ knefell’n rogp 21332 _ 9 972 m |_1 335
A knefelz’n Sraz - 2,339)(104 - g ( . )
Pro reakci (3.27) je rovnovaha urcena rovnovaznou konstantou
Na* |[ AP |[sio, (a Na* |[ AP |[si0, (aq) |[H,O
Ksp:[ ][ ][ 2 q)]:[ J[ ][ 2 q)][ 0] :Kpodml'nénd[Aler:' (3.36)

[NaalIsio, |[H | [HT

ktera se oznacuje jako soucin rozpustnosti (solubility product). Vyrazy v hranatych zavorkach jsou aktivity pfi-
slusnych slozek, v prvnim pfiblizeni je mozné pouZit koncentrace, aktivita (Ci koncentrace) nefelinu jako cisté
pevné faze je jednotkova. Pokud jsou aktivity vody, sodiku, rozpusténého SiO,(aq) a pH (tedy aktivita protona)
udrovany na konstantni hodnoté, pak je mizeme sloucit do konstanty Kyogminens @ Nasyceni roztoku viéi nefe-
linu je uréeno vyhradné aktivitou rozpusténého hliniku. Termodynamické modelovani rozpustnosti nefelinu

v programu Geochemist’s Workbench poskytne stejnou hodnotu.

Roztok v rovnovaze s nefelinem bude mit koncentraci 9 972 mg I™* hliniku. Casovy vyvoj koncentrace hliniku
v roztoku pfi rozpousténi nefelinu je mozné ziskat integraci rovnice (3.33) nebo numerickou simulaci. Postupné
kroky integrace

dc

AR _ -
dt - rne_/élt'n rozp - rnefel[n sraz Ane_fél[n knefell’n rozp - Ane_fél[n knefell’n Sra'z'CA|3* (337)

dc,..
Al =dt (3.38)

A‘nefell’n knefelin rozp - Anefell'n kne_f'eh'n sraz CA|3+

3+
Al t

1
- |:In (A/lefélt'n knefelin rozp - Arlefélin kan'ell'n Sm'z”CA|3+ ):|CO = [t ]0 (339)
Wefelin' “nefelin sraz ARt
C, 3+
Al
|:In ( Amffelz’n knefe/z’n rozp Anefelz’n knefe/z’n sraz CAI3Jr )]CO = _Anefelin knefelz’n sm'z“t (340)

AR

I A‘nefell’n knefelt’n rozp - Avlefelt'n knefelin srdiCA|3+ _ k t
n k k 0o _AIEfEI[H nefelin sraz (3.41)
A\”efeh’” nefelin rozp Avqfelt’n nefelin srdz“CA|3+

o Co, - ' - _ T . ,VCO . e_Am;/e[fnkneyeh'n snit (3.42)
nefelin srdaz ™~ p| nefelin rozp nefelin rozp nefelin srdz ™~ p|
_ knefell’n rozp knefell’n rozp 0 A etetinKnefelin srast
Cpp = - —Coo [€ (3.43)
nefelin sraz nefelin sraz
__ nefelin rozp 0 knefelin rozp = AetetinKnefelin srast
CAI3+ — + CA|3+ — e N n sraz (3.44)
nefelin sraz nefelin sraz

1



Podil rychlostnich konstant v rovnici (3.44) je roven podle rovnice (3.35) stacionarni koncentraci. Dosazenim

nefelin roz Shefeli
R — g (3.45)
Al
nefelin srdz
dostavame
_ RS 0 S = AsefetinKnefetin srzt
Coo =Cos +(cA|3+ cs )e (3.46)
Numericka simulace jednoduchou Eulerovou metodou poskytuje pro vychozi parametry stejny vysledek (obr.
4.6a).
a b
10000 OOOOOOOOUUUOOOOOOOO
O Cs-nef
e}
1000 +f

= 100 E) =

o0 o0

£ £

§ 104 3

03
1 -5
0,1 - : : : : , 0,01 + ; : : ,
0 100 200 300 400 500 0 0,5 1 1,5 2
€as (dny) €as (dny)
""""" cS-nef nefelin O Numericky - ¢S-gib === analyticky O numericky

Obr. 4.6 Simulace vyvoje koncentrace rozpusténého hliniku ve vodé podle analytického feseni (linie) a Eulerovou metodou (body). (a)
Rozpousténi nefelinu: cs..f — stacionarni koncentrace hliniku, ktera je zarovern rovnovaznou koncentraci. (b) Rozpousténi gibbsitu: s net
- stacionarni koncentrace hliniku, ktera je zaroven rovnovaznou koncentraci.

14.3.2.2 ROZPOUSTEN/ GIBBSITU
Rozpousténi gibbsitu probiha podle rovnice
Al(OH); +3H" — A" +3H,0 (3.47)
Zaroven dochazi k jeho zpétnému srazeni podle rovnice
AP* +3H,0 — Al(OH); +3H" (3.28)

Celkovy tok hliniku mezi gibbsitem a roztokem je dan rozdilem obou procesu.

I’.gibbsit rozp = Agibbsitkgibbsit rozp (3-48)

Y



rgihbsit sz Agibhsit kgibbsit sraz CA|3+ (349)
rA|3+ roztok(g) = rgibbsit rozp rgibbsit srdz Agibbs[t kgibbsit rop Agibbsit kgibbsit sm’vaAFﬂL (350)
Zména koncentrace rozpusténého hliniku je pak urcena diferencialni rovnici
dc, .. B ‘ K
dt - Agibbsit gibbsit rozp - Agibbsit gibbsit srdZCA|3+ (351)
Pro stacionarni stav pak z rovnice (3.51) odvodime
dc
A¥ _n_ Sgibbsit
dt =0= Agibbsit kgibbsit rozp Agibbsit kgibbsit srdéCAi3+ (3.52)
Ci(:iaibsn _ Agibbsitkgibbsit rogp _ kgibbsit rop _ 010700 _ 01925 mg |71 (3.53)
gibbsit kgibbsit sraz kgibbsit sraz 0’ 0757
Pro reakci rovnovahu rozpousténi gibbsitu (3.47) plati soucin rozpustnosti
3 3
[AP|[H,0  [AP][H,0]
= = = (3.54)

KSp 3 3 - Kpodminéna’ I:AI3+J
(AOR) K] W]

Pokud budou aktivita vody a pH udrzovany konstantni, pak je Ize zahrnout do jedné konstanty Kp,gminens @ Stav
nasyceni roztoku vuci gibbsitu bude urcovan vyhradné aktivitou rozpusténého hliniku. Termodynamické mode-
lovani rozpustnosti gibbsitu v programu Geochemist’s Workbench poskytne stejnou hodnotu. Casovy vyvoj
koncentrace hliniku v roztoku pfi rozpousténi gibbsituje mozné ziskat integraci rovnice (3.52) nebo numerickou
simulaci. Postupné kroky integrace jsou analogické, jako u nefelinu, analytické vyjadfeni ma pak tvar

_ RS 0 S *Ag,'bbsnkgibbsn st
Coee =Cop +(Cp —Cop )€ (3.55)

Vysledky analytického feseni a numerické simulace rozpousténi gibbsitu jsou uvedeny na obr. 4.6b.

§4.3.2.3 ROZPOUSTENI NEFELINU ZA VZNIKU GIBBSITU

Zatim bylo vyfeSeno rozpousténi nefelinu az do vzniku roztoku nasyceného vici nefelinu a rozpousténi gibbistu
az do vzniku roztoku nasyceného vici gibbsitu. Koncentrace rozpusténého hliniku se navzajem diametralné lisi
— zatimco nasyceni vici nefelinu bude za danych podminek dosazeno az pfi koncentraci rozpusténého hliniku
9972 mg I, v gibbsitu bude roztok nasycen uz pfi necelém 1 mg I rozpusténého hliniku. Intuitivné bude-
me ocekavat, Ze se nefelin bude ménit na gibbsit a koncentrace rozpusténého hliniku bude udrzovana na hod-
noté&, ktera je charakteristicka pro rozpustnost gibbsitu za danych podminek, tedy kolem 1 mg I,

To by platilo (i) v pfipadé dosazeni termodynamické rovnovahy, kdy se nakonec vSechen nefelin pfeméni na
gibbsit, nebo (ii) v pripadé, Ze bude rychlost srazeni rozpusténého hliniku fadové vyssi, nez je rychlost jeho
uvolnovani do roztoku z nefelinu. Pokud budou obé rychlosti srovnatelné, pak dosahne koncentrace hliniku
stacionarniho stavu, ktery bude leZzet nékde mezi obéma hodnotami.

Tento predpoklad provéfime vyhodnocenim tokd hliniku do a z roztoku a jeho ¢asovou simulaci. Hlinik je do
roztoku uvolfovan dvéma procesy — rozpousténim nefelinu a gibbsitu podle rovnic (3.27) a (3.47)
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NaAlSiO, +4H" — 2 H,0 +Na* + AP’ +5Si0,(aq)
Al(OH); +3H" = AP" +3H,0
Z roztoku je hlinik vazan dvéma procesy — srazenim nefelinu a gibbsitu podle rovnic (3.30) a (3.28)
2H,0 +Na* +AP" +5i0,(ag) — NaAlSiO; +4H"
AP* +3H,0 — Al(OH); +3H"
Zména koncentrace rozpusténého hliniku v disledku téchto ¢tyr procest je pak dana diferencialni rovnici

dc

A|3+

dt = Anefel[n knefell’n rozp - Auf/'elt'n kncf/'el[n sm’zvc'AP”r + A 7

gibbsit

K k

gibbsit rozp - Agibbsit gibbsit .vrdéCA|3+

dC A|3+
dt = A1efe||’n knefelin rozp + Agibbsitkgibbsit rozp ( Awfelin knefelz’n srdz + Agibbsit kgibbsit sraz )CA|3+

Integraci rovnice (3.57) dostavame pro ¢asovy vyvoj koncentrace hliniku v roztoku vztah

A]efelin knefell’n rozp + Agibbsitkgibbsit rozp
C A +

nefelin” “nefelin sraz + Agibbsit gibbsit sraz

_ Ahefel in knefel in rozp + Agibbsit kgibbsit rozp e—( Ascfetin®nefetin sraz + PivbsitKgivbsit sriz )t

+A Kk

gibbsit " gibbsit sraz

0
+
Cnr A K
efelin” “nefelin sraz

Z rovnice (3.57) snadno odvodime, Ze pro stacionarni stav plati

CSnEf,gib — Amfelin knefelin rozp + Agibbsitkgibbsit rozp

A|3+
Aleféll’n kngﬁzlin sraz + Agibbsit kgibbsit sraz

Dosazenim do rovnice (3.58) dostavame pro vyvoj koncentrace rozpusténého hliniku

C _ CS + C0 _ CS e—( Am{/k/in kml/klin sraz T Pgibbsit kgihhsit sriE )t
AT AR Al AR

/ , . . , . -1 v . p v o v .
Pro zadané podminky bude stacionarni koncentrace hliniku rovna 38,2 mg | -, coZ je vyrazné vice, neZ je nasy-
ceni vici gibbsitu a zaroven vyrazné méné, nez je stav nasyceni vici nefelinu za danych podminek. Vysledky

analytického feSeni a numerické simulace jsou na obr. 4.7a.

(3.27)

(3.47)

(3.30)

(3.28)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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Obr. 4.7 Vyvoj koncentrace rozpusténého hliniku pfi rozpousténi nefelinu a srazeni gibbsitu. (a) Pro zadané podminky. (b) Pokud se
zméni pomeér rychlostnich konstant, pak se stacionarni stav posouva smérem ke stavu nasyceni vici mineralu, ktery ma vétsi rychlostni
konstantu rozpousténi. Podobny vliv ma aktudlni povrch minerald. Pro feseny pfiklad byl pomér rychlostnich konstant Knefelin rozp/ Kgibbsit
rozp = 33,3. Pro srovnani jsou uvedeny staciondrni stavy pfi dalSich pomérech rychlostnich konstant.

Pokud se zméni pomér rychlostnich konstant nebo pomér dalsich parametr(, které ovliviiuji rychlost (mnoZstvi
minerall v systému a s tim souvisejici povrch; velikost zrn, ktera opét urcuje celkovy reagujici povrch), pak se
bude také posouvat hodnota stacionarniho stavu (obr. 4.7b). Stacionarni stav se bude vidy posouvat smérem
k mineralu, ktery bude mit vétsi celkovou rychlost uvolriovani hliniku do roztoku, at uz k ni dojde v ddsledku
zmény rychlostni konstanty, mnozstvi mineralu, agregdtniho stavu atd.

Uvedeny pfiklad a model je zna¢né zjednoduseny a nezachycuje proces zvétravani nefelinu v pfirodnich pod-
minkach. V ptirodnich systémech bude vznikat celd fada dalSich meziprodukt(, zejména vsak nebudou fixovany
koncentrace slozek, které se reakce Ucastni a v disledku reakci rozpousténi a srazeni se bude ménit také pH.

Model vsak ukazuje jednu dlleZitou vlastnost pFirodnich systémda. Ty jsou dynamické, jednotlivé rezervoary
jsou charakterizovany mnoha vstupy a mnoha vystupy. Zemska kira je v neustalém pohybu a po celou dobu
vyvoje se méni. To jenom my nékdy zmény nevnimdme, protoze jejich ¢asova skala Fadové presahuje délku

lidského Zivota.

Termodynamické modelovani pfirodnich systému v poslednim desetileti velmi pokrodilo a jsme schopni studo-
vat a modelovat systémy, které se v zakladnich rysech blizi realnym systémUm. Presto je relativné zfidka dosa-
Zeno shody modelu a reédlnych hodnot, které zjistujeme v pfirodnich systémech (napfiklad sloZeni povrchovych
a podzemnich vod v kontaktu s horninami, sloZeni vod v kontaktu s atmosférou atd.). Jejich sloZeni je dano
ustavenim stacionarnich stavd a nikoliv termodynamickou rovnovéahou, proto ¢asto nachazime vody nenasyce-
né Ci presycené vici mineralim a horninam, které jsou s nimi v kontaktu. Presto je termodynamické modelo-
vani velice cenné a uzitecné. Ukazuje, kterym smérem se budou zmény v pfirodnich systémech ubirat a

v jakych hranicich se budou pohybovat. A to neni malo.
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5 VZTAH MEZI STACIONARNIM STAVEM A TERMODYNAMICKOU ROVNOVAHOU

Dvourezervoarovy model s toky pfimo Gmérnymi koncentracim (pfesnéji aktivitam) reagujicich latek
v rezervoarech je zaroven modelem jednoduché chemické reakce

k

A+2B=C (4.1)
k_

s tim, Ze se vSe odehrdva v jednom rezervoaru a latky A a B se podle stechiometrie reakce (4.1) méni na latku C
a naopak. Pro toky dopfedné a zpétné reakce pak plati

r.=k.a.a; (4.2)
r =k a; (4.3)

a vysledny tok latek je roven jejich rozdilu
Fysieany =1 — T =K, 8,85 —K 8¢ (4.4)

Pro staciondrni stav, kdy jsou dopfedny a zpétny tok vyrovnany, pak plati

2
Vysteany = 0= k+aASaBS - k—acs (4.5)
a
a Kk
- = o (4.6)
Aasgs .

kde index S plati pro aktivity reagujicich latek po dosaZeni stacionarniho stavu tedy pro stav, kdy jsou dopredny
a zpétny tok vyrovnany a z makroskopického hlediska v systému nedochazi ke zménam (koncentrace zUstavaji
v Case konstantni).

DosaZeny stav termodynamické rovnovahy neznamena, Zze chemicka reakce ustane, ale Ze se rychlosti obou

reakci
k+
A+2B->C (4.7)
k_
CoA+2B (4.8)

vyrovnaji. Termodynamicka rovnovdha je tedy zvlastnim pripadem stacionarniho stavu v jednorezervoarovém
systému. Dopredny proces vyprodukuje pravé takové mnozstvi latek, které je zpétnym procesem opét spotre-
bovano.
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5.1 ARRHENIOVA ROVNICE

Podle empirickych méreni je velikost rychlostni konstanty pro celou fadu chemickych reakci zavisla na teploté
podle vztahu

Ea
k= Ae RT (4.9)

kde A je tzv. preexponencialni (frekvencni) faktor a E, je aktivacni energie. Tuto rovnici navrhl Arrhenius jiz

v roce 1889. Interpretace je ndasledujici: Aby doslo k chemické reakci, musi reagujici latky prekonat urcitou
energetickou bariéru o velikosti E, (obr. 5.1a). Cim bude teplota vy$si, tim vy$$i maji reagujici molekuly energii
a tim snaze tuto energetickou barieru prekonaji. Rychlostni konstanta pfitom podle vztahu (4.9) roste expo-
nencidlné s teplotou (pro reakce s aktivac¢ni energii kolem 50 kJ/mol velmi zhruba dvakrat pfi kazdém zvySeni
teploty o0 10 °C).

a b
aktivovany
komplex
E, AG A'G®
aA Ea B -
reakéni g reakéni
. = o
© profil s A+ 2B profil
a0 =
2 g
Q A é
© AG®,
C
B
reakéni koordinata reakéni koordinata

Obr. 5.1 (a) Latka A musi pF¥i chemické reakci pfemény na latku B pirekonat energetickou bariéru o velikosti E, 5, ktera se oznacuje jako
aktivacni energie. Rychlostni konstanta této reakce je podle Arrheniovy rovnice imérna velikosti aktivacni energie. Pfi opacné reakci
musi pfekonat aktivaéni energii E, g, kterd je vétsi nez E, 5, a proto bude rychlostni konstanta této reakce mensi. (b) Vznik aktivovaného
komplexu je spojen s ristem Gibbsovy funkce A'G, aA'Ge. (poklesem celkové entropie). Rychlostni konstanta pfemény latek AaB na C
bude vétsi a proto bude pfi preméné preferovan vznik latky C. Stejny vysledek poskytne i Cisté termodynamické posouzeni rovnhovahy
mezi latkami A a B na jedné strané a latkou C na druhé strané, tedy cisté termodynamicky popis pomoci Gibbsovy reakéni funkce.

5.2 TERMODYNAMICKE ODBOCENI

Pred dalsi Upravou a odvozenim novych rovnic je vhodné pripomenout nékteré termodynamické vztahy. Gibb-
sova reak¢ni funkce pro reakci (4.1) je rovna

AG, = Gp -G, (4.10)
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kde G, je hodnota Gibbsovy funkce produktl (ldtek na pravé strané) a G, je hodnota Gibbsovy funkce vycho-
zich latek (latek na levé strané), tedy

AG, =G, -G, -2G, (4.11)

Carka nad pismenem G znadi, Ze se jednd o hodnotu Gibbsovy funkce pro jeden mol latky. Ta je za urcité teplo-
ty a tlaku zavisla na sloZeni systému tj. na aktivité latky

G, =G, +RTIng, (4.12)

kde hodnota s indexem ° oznacuje standardni hodnotu tj. hodnotu Gibbsovy funkce pfi jednotkové aktivité
latky. Dosazenim do rovnice (4.11) obdrzime

AG, =G;+RTIna, —(G, +RTIna, )-2(G, +RT Inay) (4.13)
AG, =G, -G, -2G, +RTIna. —RTIna, —RT Ina; (4.14)
AG, =AG, +RT In acz (4.15)

a‘Aa‘B

Argument logaritmu se oznacuje jako reakéni kvocient Q (alternativné také aktivitni kvocient)

a
Q=—5 (4.16)
aAaB

Dosazenim do rovnice (4.15) ziskavame
AG, =AG +RTInQ (4.17)

Minima Gibbsovy funkce systému je dosazeno v pripadé, Ze je pro danou reakci Gibbsova reakcni funkce rovna
nule

0=AG, +RT InLr2 (4.18)
aAra'Br

kde index r u aktivit latek vyjadfuje, Ze se jedna o aktivity po dosaZzeni rovnovahy. Pak mizZeme rovnici (4.18)
prepsat do tvaru

0=AG, +RT InK (4.19)
kde
K= _aC,Z (4.20)
a‘AraBr

Minimum Gibbsovy funkce systému zaroven predstavuje rovnovahu, systém nebude mit tendenci na svém
stavu nic ménit a bude v ném setrvavat. Reak¢ni kvocient Q je v tomto pripadé roven rovnovazné konstanté K.
Pro rovnovaznou konstantu pak z rovnice (4.18) plati
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AG,

r

K=e RT (4.21)

Pro reakcni kvocient, kdyz neni v reakci dosazeno rovnovahy, lze odvodit z rovnice (4.17) vyraz

AG, —AG,
Q=e R (4.22)

5.3 DYNAMIKA PROCESU

Porovnani vyrazd pro rovnovaznou konstantu rovnice (4.1)

a
K=—%— (4.20)
aAraBr
kde ay, oznacuje rovnovaznou aktivitu latky X a stacionarniho stavu podle rovnice (4.6)
aCS _ k+
= k_ (4.6)
Aasdgs -

kde ays oznacuje aktivitu latky X po dosazZeni staciondrniho stavu, ukazuje, Ze rovnovaziné aktivity latek jsou
totozné s aktivitami latek po dosazeni stacionarniho stavu. To vede k propojeni rovnovazné konstanty reakce K
s rychlostnimi konstantami dopredné a zpétné reakce k, a k_

k
K=-— (4.23)
k.
Podle rovnice (4.4) je vysledny tok latek roven
2
Fyseny =T, =T =K 885 =k & (4.4)

Podle rovnice (4.23) mlzZeme rychlostni konstantu k_ nahradit vyrazem

K
Kk =—+ (4.24)
K
a z rovnice (4.16)
dc
Q= 5 (4.16)
N
ziskame pro aktivitu ac
a. =a,a2Q (4.25)

Dosazenim rovnic (4.24) a (4.25) do rovnice (4.4) dostavame pro vysledny tok latky v reakci (4.1)

Q

k
rvysledn)’/ = k+aAaL§, _?aAaéQ = k+aAaL§, ( _RJ (4.26)
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Pokud je soucin aktivit latek, které se ucastni reakce, mensi, nez odpovida rovnovazné konstanté, bude podil
Q/K mensi neZ 1 a vyraz v zavorce bude mit kladnou hodnotu. Tok latek zleva doprava bude vétsi neZ tok latek
zprava doleva a celkové bude reakce probihat zleva doprava. Pokud bude naopak podil Q/K vétsi neZ 1, bude
tok zleva doprava mensi nez tok zprava doleva a celkové bude reakce probihat zprava doleva. Pfi rovnosti

Q = K jsou aktivity latek v reakci rovny rovnovaznym aktivitam, tok latek zleva doprava je stejny, jako tok latek
zprava doleva a celkovy tok je nulovy.

Termodynamické veli€iny jako jsou Gibbsova reakéni funkce AGr a standardni Gibbsova reakéni funkce AG:

jsou v rovnici pro vyslednou rychlost procesu obsazeny nepfimo ve vyrazech pro reakcni kvocient Q, viz rovnice
(4.22) a pro rovnovaznou konstantu, viz rovnice (4.21).

PrestoZe ve vyrazu rovnice (4.26) vystupuje pouze rychlostni konstanta pro doprednou reakci a aktivity latek
na levé strané, z odvozeni je patrné, Ze jsou v ném prostfednictvim reakéniho kvocientu Q a rovnovazné kon-
stanty K obsaZeny i rychlostni konstanta zpétné reakce a aktivity latek na pravé strané, viz rovnice (4.4) a (4.26)

Pro vztah mezi vyslednou rychlosti reakci a Gibbsovou reakcni funkci je moZzné odvodit i pfimy vztah. Pokud do
rovnice (4.26) dosadime za reakéni kvocient Q z rovnice (4.22) a za rovnovaznou konstantu z rovnice (4.21),
dostdvame casto pouZzivany vztah

AG, —AG, o
eiRT AG,—AG, AG, AG,
2 2 2
Lyseany = KiBa8g | 1-———— |=k,a,85/1-e *" ef =k a,a;|1-ef" (4.27)
g RT

Zaporna hodnota AGr poskytne hodnotu exponencidlni funkce mensi nez 1, vyraz v zavorce bude kladny a

celkovy tok latky bude smérovat zleva doprava. Pro kladnou hodnotu AGr bude hodnota exponencialni funk-
ce vétsi nez 1, vyraz v zavorce bude zaporny a vysledny tok latek bude sméfovat zprava doleva. Pro nulovou
hodnotu AGr , ktera odpovidd rovnovdze, bude hodnota exponencialni funkce pravé rovna 1 a vyraz v zavorce

bude nulovy. Tim bude nulovy i vysledny tok latek — tok Iatek zleva doprava je vyrovnan s tokem latek zleva
doprava.
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5.4 GIBBSOVA AKTIVACNI FUNKCE

Teorie prechodového stavu (transition state theory — TST) nebo také teorie aktivovaného komplexu (activated

complex theory) predpoklada, Ze pfi reakci latek podle rovnice (4.1) musi latky nejprve vytvorit aktivovany

komplex (obr. 5.1b). Pro rychlostni konstantu vzniku aktivovaného komplexu a jeho prechod na latku C je pak

mozné pouZit vztah

_A'G;
k+ =g RT
kde A*G°+je Gibbsova aktivacni funkce pro reakci
k+
A+2B—-C

Obdobné je mozné pro rychlostni konstantu reakce pfemény latky C na latky Aa B

k_
Co>A+2B
psat
A'G.
k = efﬁ

Cim vétsi bude hodnota Gibbsovy aktivaéni funkce v daném sméru, tim mensi je rychlostni konstanta a tim
pomalejsi bude reakce.

Vysledny tok latek pro reakci (4.1)

k+
A+2B=C
k
je roven
_ 2
rvysledny - k+aAaB - k-ac

Po Upravé dosazenim z rovnice (4.25) dostavame

I

2 2
vysledny — k+a‘Aa‘B - k—aAaBQ

Pro prechod latek pres aktivovany komplex pak ve sméru zleva doprava plati

AG,=G,.-G,-2G, =G, . +RTIna, .-G, -RTIna, —2G; -RT Ina;

. .o a .
A'G, =A'G, +RT In &
a'Aa‘B

Pro prechod latek v opacném sméru podobné obdrzime

*

AG =G,.-G.=G,.+RTIna .-G, -RTIna,

(4.28)

(4.7)

(4.8)

(4.29)

(4.1)

(4.4)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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* * o a *
AG =AG_+RTIn—2&

ac
Pro celkovou zménu zleva doprava pak
* * * o a, * o a,
AG, =A'G,—-A'G =A'G, +RTIn—2<_A'G’ —RT In &<
andg ac

* * * 0 o a. .
AG, =A'G,-A'G.=A'G. ~A'G +RT In—2<_ %
a,a; a,,-

AG, =A'G.—A'G’ +RTIN-2¢_—A'G'—A'G +RTInQ
aAa'B

Odtud pak pro reakéni kvocient plati

AG,—A"G, +A"G’

Q=e RT
Dosazenim do rovnice (4.30) z rovnic (4.28), (4.29) a (4.38) obdrZzime

_A'G; A'GY AG,-A"G, +A'G.
_ RT 2 RT 2 RT
=e a,a; —e a,aze

r-vysl edny

a dalsimi Upravami dostavame rovnici

A'G, A'G, AG,+A'G.-A"G
B 2 2
=e RTa,ag—e RT a,age RT

rvysledny

_A'G; AG, AG,
2 2
lyseany =€ ° Aa85[1-€7T |=k aa;|1-eR

kterd je totozna s vyrazem, ktery byl odvozen z Cisté termodynamického popisu, viz rovnice (4.27). Za rovno-

vahy pak plati

k+aAraér - k—aCr = 0

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Vi)



"G px "G pr
I’
* ’
NG, A+2B AG, [/ reakéni C
/!
/ rofil
é reakéni E / P
. 4
§ A+ 2B profil E ’,'
g NG et - A'G_
§ G°p+2G° _§ G°x+2G’
2 2
(G] (C)
RTIna, ag?
C A™B \\\
GOC “ RTInac
G°c
reakéni koordinata reakéni koordinata

Obr. 5.2 (a) Vznik aktivovaného komplexu z latek A a B je spojen se zménou standardni Gibbsovy aktivacni funkce A’G°, a vznik aktivo-
vaného komplexu z latky C je spojen se zménou standardni Gibbsovy aktivacni funkce AG.. (b) Za rovnovahy se zméni hodnota Gibb-
sovy funkce latek na levé a pravé strané v disledku zmén aktivit reagujicich latek tak, aZ jsou hodnoty Gibbsovy funkce stejné. Hodnota
Gibbsovy reakéni funkce — rozdil hodnot Gibbsovy funkce latek na pravé a levé strané — je pak nulova.

Dosazenim za rychlostni konstanty k, a k_z rovnic (4.28) a(4.29) dostavame

A'G, AG
RT 2 RT —
e R a,as—e fa, =0 (4.43)
4G, A6
RT 2 _ A RT
€ a'AraBr =€ aCr (4.44)
_A'G;
a e RT
% = (4.45)
Ap g, e
e RT
A'G. AG
K=e RT gRT (4.46)
A'GI-A"G,
K=e R (4.47)
A'G,-A"G A'G,
K=e R =g R (4.48)

Tento vztah je totozny s vyrazem pro rovnovaznou konstantu, ktery je mozné odvodit z isté termodynamic-
kych dat, tedy z hodnot Gibbsovych funkci zdcastnénych latek. Relativni rozdil v rychlostech obou procesu je
tedy uréen rozdilem standardnich hodnot Gibbsovy funkce reagujicich latek.

Vznik aktivovaného komplexu je vidy spojen s ristem hodnoty Gibbsovy funkce a tedy poklesem celkové en-
tropie systému. Reagujici latky musi mit dostatec¢nou zasobu energie tak, aby mohly jeji urcitou ¢ast ,utratit”
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v podobé rozptyleného tepla g (sniZi se jejich entalpie) a tedy vyprodukovat entropii o velikosti q/T, ktera bude

tento pokles celkové entropie pfi vzniku aktivovaného komplexu kompenzovat.

Tak je propojena termodynamika s dynamikou do jednoho celku a vytvati jednolity obraz principtd chemickych

premén. Zména celkové entropie systému pfi preménach (méritkem je hodnota Gibbsovy funkce) urcuje nejen

to, kterym smérem budou chemické premény probihat — ve sméru ristu celkové entropie, tedy poklesu Gibb-

sovy funkce —, ale také jak rychle — ¢im nizsi bude hodnota Gibbsovy aktivacni funkce, tim bude reakce rychlej-

$i. Zaroven se také ukazuje, proc¢ nékteré premény neprobihaji viibec, pfestoZe je standardni hodnota Gibbsovy

funkce pro danou reakci zaporna a vzrostla by celkova entropie. Pokud nemaji reagujici latky za danych podmi-

nek dostatek energie na to, aby mohly uvolnit dostatek tepla na kompenzaci poklesu celkové entropie vznikem

aktivovaného komplexu, pak nebude vibec aktivovany komplex vznikat a reakce neprobiha.

5.5 DALSI INTERPRETACE
Defini¢ni rovnice pro Gibbsovu funkci
G=H-TS
plati i pro rozdily termodynamickych veli¢in a tedy i pro vznik aktivovaného komplexu
A'G,=AH,-TA’S;

Dosazenim do rovnice (4.28) pro rychlostni konstantu dopredné reakce

_A'G;
_ RT
k., =e
dostavame
ATH]-TA"S; ATH] A”S]
k =g RT =g RT e R

kde A*H°+je entalpie aktivace a je A*S"+ entropie aktivace.

(4.49)

(4.50)

(4.28)

(4.51)

Entalpie aktivace je teplo, které se zabavi nebo uvolni pfi vzniku aktivovaného komplexu. Pokud se teplo uvol-

nuje, pak je entalpie aktivovaného komplexu nizsi, nez je entalpie vychozich latek a zména entalpie je zaporna.

Cim vétsi bude teplo, které se uvolni, tim vétsi bude hodnota prvni exponencialni funkce, kterd obsahuje stan-

dardni zménu entalpie reakce a tim vyssi bude rychlostni konstanta reakce. Reakce bude v daném sméru pro-
bihat tim rychleji, ¢im vice tepla se pfi vzniku aktivovaného komplexu uvolni (zabaveni tepla ji bude naopak

zpomalovat).

Entropie aktivace je zména v usporadani latek, které spolu reaguji a vytvareji aktivovany komplex. Obvykle

dochazi vznikem aktivovaného komplexu k poklesu vlastni entropie reagujicich latek — vétsinou vznika uspora-

danéjsi prechodny komplex, ktery se az nasledné rozpada nebo méni na produkty. Pokles entropie pak zpUso-
buje, Ze hodnota druhého clenu klesa a ¢im je aktivovany komplex usporadané;jsi, tim pomalejsi bude reakce.

Hnaci silou reakce je tedy obvykle teplo, které se pri vzniku aktivovaného komplexu uvolfiuje a je spojeno

s rlistem entropie okoli o velikosti

(4.52)
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Cim bude vétsi, tim rychleji bude reakce probihat. Pokles entropie vlastnich latek pfi vzniku aktivovaného
komplexu naopak rychlost reakci snizuje. Cim bude aktivovany komplex usporadanéijsi (sloZit&jsi), tim pomaleji
bude reakce probihat. Tento vliv se oznacuje jako stericky efekt. Neptizniva kombinace zmény entalpie a en-
tropie pfi vzniku aktivovaného komplexu muze vést k tomu, Ze rychlostni konstanta bude mit tak nizkou hod-
noty, Ze reakce prakticky neprobiha.

5.6 VZTAH MEZI RYCHLOSTI ROZPOUSTENI A SRAZENI|

Obecné zavisi rychlost rozpousténi a srazeni minerdll na velikosti jejich povrchu, rychlostnich konstantach a
koncentraci sloZzek v roztoku, které tvofi mineral, pfipadné dalSich podminkach, jako je pfitomnost latek, které
urcity proces katalyzuji nebo brzdi atd.

Pro jednoduchou rovnici rozpousténi mineralu
krozp
CDh,= xC¥" +yD*" (4.53)

sraz

muzeme pro rychlost rozpousténi v nejjednodussim pripadé psat

Moz = AKrogp (4.54)
_ XAy
Voa = Ak.yrdiaCaD (4.55)

kde A je povrch mineralu, k jsou pfislusné rychlostni konstanty a a jsou aktivity slozek v roztoku. Celkovy tok
sloZzek C a D do a nebo z roztoku je dan rozdilem obou rychlosti

r =Ak,. — Ak, .aa) (4.56)

vysledny rozp

Pokud bude prvni ¢len v rovnici (4.56) vétsi nez druhy, bude se minerdl rozpoustét. V opacném pfipadé bude
dochdzet k jeho srazeni. Po dosaZeni vyrovnanych tokd rozpousténi a srazeni (tedy za rovnovahy) jsou oba toky
vyrovnany a plati

Akruzp = Aksrdéaésaés (457)

kde index S oznacuje staciondrni aktivity, které jsou totozné s rovnovainymi aktivitami. Pro vzdjemny vztah
obou rychlostnich konstant pak z rovnice (4.57) vyplyva

k
rozp
v = Tx oy (4.58)
Acs8ps
Dosazenim do rovnice (4.56) dostavame

k a*al

_ oz axay _ c%
rWsIedny - Akrozp -A X Ay aca, = Akrozp 1- X Ay (4.59)

Acsps Acspg
rvf/sledny = Akrozp [1_Rj (4.60)
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kde Q je reak¢ni kvocient (soucin koncentraci i aktivit sloZek, které vytvareji mineral, umocnéné na pfislusné
stechiometrické koeficienty) a K je rovnovazna konstanta.

Z rovnice (4.60) vyplyva, Ze rychlost srazeni (Ci rozpousténi) bude tim vétsi, ¢im vétsi bude rychlostni konstan-
ta, ¢im vétsi bude povrch mineralu a ¢im vétsi bude presyceni, charakterizované pomérem Q/K. Pokud je Q/K
vétsi nez jedna, pak je aktivita slozek v roztoku vétsi, nez odpovida rovnovaziné konstanté a mineral se bude
srazet celkovou rychlosti r,yseqny (Vyraz v zavorce bude zaporny). Pfi hodnoté Q/K mensi neZ jedna bude roztok
v(€i minerdlu naopak nenasyceny a minerdl se bude rozpoustét — vysledny tok r,yseqny bude kladny (vyraz

v zavorce bude kladny). Pokud se bude Q/K rovnat jedné, je koeficient Q roven rovnovazné konstanté K a vy-
sledny tok bude nulovy — mineralu nebude ani pfibyvat, ani ubyvat (vyraz v zdvorce bude roven nule). To
ovSem neznamen3, Ze procesy rozpousténi a srazeni ustaly. Probihaji dale, jen se jejich rychlosti vyrovnaly.

Pfi modelovani dynamiky geochemickych reakci a procest se obvykle misto rovnice (4.56), kterou jsme poufzili
pro reseni dynamiky rozpousténi nefelinu a srazeni gibbsitu, uziva rovnice (4.60), protoZe umoZriuje soubézné
vyhodnocovat zmény koncentraci vSech sloZek a jejich vliv na celkovou rychlost a neni omezena na jednu sloz-
ku a fixované podminky.
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6 NUMERICKE RESENi DIFERENCIALNICH ROVNIC

Diferencidlni rovnice se v geochemii uZivaji vétsinou k vyjadreni casového vyvoje koncentrace nebo obsahu
latky v systému. Numerické feseni diferencidlnich rovnic, znamé také jako numericka integrace nebo jako vy-
pocet integralu se uziva v pripadech, kdy neni mozné diferencialni rovnici resit analyticky (integrovat ji) nebo je
jeji integrace obtizna a slozita. Takovych rovnic je v geochemii vétsina.

Pro vysvétleni podstaty numerického feseni diferencialnich rovnic uZijeme modelového pfikladu vyvoje neline-
arni funkce

y="f(x) (5.1)
tj. pribéhu zavisle proménné y na nezavisle proménné x v podobé polynomu
y=ax’ +bx* +cx+d (5.2)
a jeji geometrické interpretace. Pokud v bodé [X,Y] sestrojime k této funkci tecnu, pak bude jeji smérnice rovna
Ay/Ax (obr. 6.1).
70 70
60
50 -
40 -
X.v] N

Ax

20

10

Obr. 6.1 Priibéh funkce y = f (x) a te¢na k této funkci v bodé [X, Y].  Obr. 6.2 Numericka simulace funkce y = f (x) Eulerovou metodou
pro rtizné velikosti krokl Ax. Pouzity krok je uveden ¢islem u
k¥ivky.

Pro zvoleny uUsek Ax se prabéh funkce y velmi vyrazné lisi od prabéhu tecny. Pokud vSak budeme Usek Ax
zmensovat, bude se prabéh teény bliZit pradbéhu funkce v daném useku. V idealnim pfipadé nekoneéné malého
useku Ax, ktery oznacujeme dx, budou oba pribéhy totozné a smérnice tecny je ve kterémkoliv bodé krivky
rovna derivaci funkce y podle x

2.1

(5.3)

ktera ma pro zvoleny polynom hodnotu
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ﬂ:

f'(x)=3ax’+2b .
™ (x)=3ax® +2bx+c (5.4)

To, Ze se se zmenSovanim Useku Ax blizi pribéh nelinearni funkce jeji smérnici v daném bodé, je mozné vyuzit
pro numerickou simulaci priibéhu nelineéarni funkce. Pokud bude Usek Ax dostate¢né maly, bude odchylka
zanedbatelna a pribéh funkce miZeme v daném Useku nahradit pfimkou, jejiz sklon bude roven smérnici tec-
ny. Pfitom je smérnice tec¢ny dana rovnici (5.4).

Pro vypocet ptirGstku hodnoty funkce y z néjakého bodu y, pfi zvyseni hodnoty x z x, na hodnotu x; + Ax pouZzi-
jeme upravenou rovnici (5.4)

Ay =3ax’ +2bx+c (5.5)
AX

Ay =(3ax2 +2bx+c)Ax (5.6)

Cely prbéh simulace pribéhu funkce (5.2) je pak mozné popsat nasledujicim predpisem (algoritmem):

krok X Y Ay
0 Xo Yo Ayo = f'(x0) Ax
1 X1 = Xo+ Ax Y1=Yo+ Ay Ay =f(x1) Ax
2 X, = X1+ Ax Va=y1+Ay; Ay, = (x) Ax
n-1 Xp-1 = Xn2 + AX Yn-1=Ynat Ay n-2 Ayn—l =f(xn—1) Ax
n Xn=Xn_1+AX yn=yn—1+Ayn—1

kde je Ax krok a xg a y, jsou vychozi hodnoty. Tato metoda numerického reseni diferencidlnich rovnic se ozna-
Cuje jako Eulerova metoda. Vysledky simulace modelové funkce pro rizné hodnoty kroku jsou uvedeny na obr.
6.2. Dlouhy krok vede k tomu, Ze se prlibéh simulované funkce znac¢né lisi od jejiho skuteéného pribéhu. Je to
zpUsobeno tim, Ze v nékterych Usecich se méni smérnice funkce rychleji, nez aby ji bylo mozné bez ztraty pres-
nosti nahradit pfimkou. Zkracovani kroku vede k pfiblizovani simulovaného a skute¢ného pribéhu funkce a je
patrné, Ze zvoleni dostatecné malého kroku povede k dosazeni poZzadované presnosti. Na druhou stranu vede
zkracovani kroku k rychlému rlstu nutnych vypoctd. Proto je vhodné volit krok co nejdelsi a pfitom takovy, aby
nedochdazelo ke ztraté presnosti.

Vyznamného zpresnéni souhlasu simulace funkce a jejiho skutecného pribéhu je mozné dosahnout presnéjsim
odhadem smérnice funkce v daném intervalu Ax. Pri Eulerové metodé je pouZito k vypoctu smérnice v daném
intervalu a tedy zmény funkce Ay pro zvolené Ax pocateéni hodnoty intervalu
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tedy pro zvolenou funkci

60

50

40

20

10 -

You = Yo + (386 + 20X, +¢) Ax

Eulerova
metoda

metoda
sttedového
bodu

yn+1 = yn + f’(xn)AX

10

Obr. 6.3 Porovnani numerické simulace pribéhu funkce Eulero-
vou metodou a metodou stiedového bodu. Modra linie je skutec-
ny pribéh funkce. Krok simulace Ax byl v obou pfipadech roven 1.
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(5.7)
(5.8)
7 te¢na—zacatek
. intervalu
(X ¥l
T Rungeova-
teéna—stied "N Kuttova m.
intervalu (RK4)
metoda
stfedu
>~ intervalu
te¢na— konec Eulerova
intervalu

metoda
T

T T T T T T 19 1
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Obr. 6.4 Porovnani jednoho kroku numerické simulace Eulerovou
metodou, metodou stiedu intervalu a Rungeovou-Kuttovou

metodou.

Pokud pouzijeme k odhadu pfirtstku funkce stfedni hodnotu x v daném intervalu, bude smérnice a tedy i zmé-

na funkce lépe odpovidat zméné funkce v daném intervalu

yn+1:yn+f' Xn+% AX

a pro zvolenou funkci

AX
Yoia=Ynt 3a X, +7

2

+2b xn+% +C |AX

(5.9)

(5.10)

Jinak zUstava predpis pro simulaci funkce (algoritmus) stejny. Jak je patrné z obr. 6.3, dojde zvolenim stfedu

pfislusného intervalu pro vypocet zmény y k vyznamnému zptresnéni simulace. Tato metoda byva také oznace-

na jako Rungeova-Kuttova metoda druhého iadu (RK2). Casto se vyuZivaji i daldi metody, jako je Rungeova-

Kuttova metoda ctvrtého radu (RK2) a dalsi modifikace uvedeného postupu (viz déle).
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6.1 VYUZITi NUMERICKEHO RESEN[ DIFERENCIALNICH ROVNIC V GEOCHEMII

Vyuziti numerického feseni diferencialnich rovnic v geochemii je mozné nejlépe demonstrovat na nasledujicich
prikladech. Zatimco jsme schopni velmi dobfe urcit casovou zménu sledované veli¢iny, napfiklad koncentrace
nebo mnoizstvi latky v podobé Ax/At, kde x je sledovana veli€ina, a jeji zavislost na podminkach, mnohem ob-
tiznéji vyjadfujeme zavislost sledované veli¢iny x na Case v podobé zavislosti x = f(t), pokud to vibec dokdazeme.

6.2 PRIKLAD 1

6.2.1 ZADANI

Do rezervoaru vtékd konstantni rychlosti latka X, ktera opét z rezervodru odtéka. Rezervodr ma jednotkovy
objem 11, vystup latky X je zavisly na koncentraci latky v rezervodru, nemusi to viak byt linearni zavislost. Pro
vyvoj koncentrace latky v rezervoaru byly naméreny hodnoty uvedené v tab. 6.1.

Tab. 6.1 Casovy vyvoj koncentrace latky X v rezervoaru.

por. €. t Xnameiene pofr. €. t Xnameiene
dny mol I dny  mol ™
1 0,0 0,000 16 7,5 9,05
2 0,5 0,997 17 8,0 9,22
3 1,0 1,97 18 8,5 9,35
4 1,5 2,91 19 9,0 9,47
5 2,0 3,80 20 9,5 9,56
6 2,5 4,62 21 10,0 9,64
7 3,0 5,37 22 10,5 9,70
8 3,5 6,04 23 11,0 9,76
9 4,0 6,64 24 11,5 9,80
10 4,5 7,16 25 12,0 9,84
11 5,0 7,62 26 12,5 9,87
12 5,5 8,00 27 13,0 9,89
13 6,0 8,34 28 13,5 9,91
14 6,5 8,62 29 14,0 9,93
15 7,0 8,85 30 14,5 9,94

31 15,0 9,95

Urcete velikost vstupniho toku a rychlostni konstantu vystupniho toku.

6.2.2 RESENI

Uvedeny systém je moZné zobrazit pomoci schématu uvedeného na obr. 6.5.
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Obr. 6.5 Jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem a vystupem umérnym koncentraci latky X v rezervoaru.

,

Podle zadani mlizeme predpokladat konstantni vstup do rezervoaru

r=A (5.11)

vstup

Nezndme vsak jeho hodnotu. Vystupni tok z rezervoaru je Umérny koncentraci latky X v rezervoaru, nevime
vsak, jakd je podoba Uméry a nezndme rychlostni konstantu, proto musime zapsat vystupni tok v podobé rov-
nice

=kX" (5.12)

rvystup

Pfitom bude pravdépodobné, Ze exponent u koncentrace latky X bude roven malému celému &islu, pfipadné
jednoduchému zlomku. V dvahu pfipada pfedevsim n = 1 nebo 2.

12 4

10 A

X(mol I%)

t (dny)

Obr. 6.6 Vyvoj koncentrace latky X v rezervoaru.

Vyvoj koncentrace latky X v rezervoaru v zavislosti na Case je zobrazen na obr. 6.6. Pro zménu koncentrace
latky X v rezervoaru pak mlizeme psat
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X AKX" (5.13)

dt vstup ' vystup

Hodnota dX/dt je smérnici ke kfivce zdvislosti koncentrace latky X v rezervoaru na ¢ase. Ciselné hodnoty v tab.
6.1 umoznuji pro jednotlivé kroky vypocitat smérnice v ur¢itém ¢asovém kroku, kdy v prvnim pfibliZzeni pfed-
pokladame, Ze je Casovy interval tak kratky, Ze je moZzné pro dany uUsek nahradit kfivku pfimkou. Pak bude
platit

AX X =X,
= (5.14)
At t, -t
Tedy napfiklad pro pofadové méreni 5 to bude
AX X=X -2,91
_Xs—X, _380-291_089 =1,78 mol I"* den™ (5.15)
At t—-t,  20-15 05
Pro zjisténi vstupniho toku, exponentu a rychlostni konstanty v rovnici (5.13) vyneseme nejprve zavislost
AX
—=A-kX (5.16)
At

tedy hodnoty AX/At proti X. Pokud by byl vystupni tok latky X z rezervoaru pfimo umérny koncentraci latky X

v rezervoaru, pak bychom méli dostat pfimku, jejiz smérnice bude rovna zaporné hodnoté rychlostni konstanty
—k a Usek na ose y bude roven hodnoté vstupniho toku A. Hodnoty AX/At pro jednotliva méfeni jsou doplnény
v tab. 6.2 a zavislost je vynesena na obr. 6.7a.

Tab. 6.2 Vyvoj koncentraci latky X v rezervoéru a vypotitané hodnoty smérnice v jednotlivych mékenych krocich véetné hodnot X°.

2 2

pofr. ¢. t Xnametens AX/At Xnametens pof.¢. t  Xuametense AX/At  Xnametene
dny mol I mol I den™ mol’ I dny moll™ mol |_11 mol’ I

1 0,0 0,000 16 7,5 9,05 0,40 81,90

2 0,5 0,997 1,99 0,994 17 8,0 9,22 0,34 85,01

3 1,0 1,97 1,95 3,88 18 8,5 9,35 0,26 87,42

4 1,5 2,91 1,88 8,47 19 9,0 9,47 0,24 89,68

5 2,0 3,80 1,78 14,44 20 9,5 9,56 0,18 91,39

6 2,5 4,62 1,64 21,34 21 10,0 9,64 0,16 92,93

7 3,0 5,37 1,50 28,84 22 10,5 9,70 0,12 94,09

8 3,5 6,04 1,34 36,48 23 11,0 9,76 0,12 95,26

9 4,0 6,64 1,20 44,09 24 11,5 9,80 0,08 96,04
10 4,5 7,16 1,04 51,27 25 12,0 984 0,08 96,83
11 5,0 7,62 0,92 58,06 26 12,5 9,87 0,06 97,42
12 5,5 8,00 0,76 64,00 27 13,0 9,89 0,04 97,81
13 6,0 8,34 0,68 69,56 28 135 991 0,04 98,21
14 6,5 8,62 0,56 74,30 29 140 9,93 0,04 98,60
15 7,0 8,85 0,46 78,32 30 145 994 0,02 98,80
31 15,0 9,95 0,02 99,00

a b
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Obr. 6.7 Vyneseni smérnice zavislosti koncentrace litky X na &ase proti (a) hodnoté X a proti (b) hodnoté X°. Zarovefi jsou uvedeny
koeficienty rovnice proloZeni.

Z obr. 6.7a je patrné, Ze zvoleny typ zavislosti neodpovida procestim, které urcuji koncentraci latky X v rezer-
voaru. Proto zkusime dalsi typ zavislosti, ktery pfipada v avahu

%:A—kx2 (5.17)

Tentokrat budeme vynaset hodnoty AX/At proti hodnotam X (obr. 6.7b). ProloZeni zavislosti ve zvolenych
soufadnicich poskytuje pfimku s koeficienty k = 0,0203 den™" a A = 2,06 mol " den™".

Rovnice (5.17) ma pro feseny systém tvar

% =2,06-0,0203X° (5.18)

Je zfejmé, Ze vystup latky X z rezervodru je Umérny druhé mocniné koncentrace latky v rezervoaru. S takto
zjisténymi hodnotami vstupniho toku a rychlostni konstanty vystupu je pak mozné pro dany systém numericky
simulovat nejrlizné;jsi situace. Pro ucely simulace je mozné vzhledem k presnosti analytickych udaja pouZit jako
parametry hodnoty k = 0,02 den™"a A = 2,00 mol I* den".

Numerickou simulaci ¢asového vyvoje systému provedeme pomoci Eulerovy a Rungeovy-Kuttovy metody ctvr-
tého radu (RK4). Vychozi parametry jsou nasledujici:

parametr hodnota  jednotky

Xo= 0 mol I

= 2 mol I den™*
k= 0,02 den™
At = 3 den
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Pro Eulerovu metodu pak bude platit nasledujici predpis:

X, =X, +(A-kXZ,)At

Napriklad pro X; plati

X, =Xy +(A—KX{) At

a dosazenim

X, =0+(2-0,02x0})x3=6

Dalsi hodnoty numerické simulace jsou uvedeny v tab. 6.3.

Pro Rungeovu-Kuttovu metodu ¢tvrtého fadu (RK4) plati predpis:

Xn+1:Xn+%(kl+2k2+2k3+k4)
kde
=f'(t,, X,)
= ’(t +1At X +1Ath
2 2
, 1
ky=f (t —At, X, +— Atkj
2 2
= f'(t, + At, X, + Atk;)
a

f’(t,X):%zA—kXZ

Velicina t, oznacCuje cas, ktery byl dosazen postupnym pfirlstanim casu o intervaly At, a podle rovnice (5.24)

muzeme vypocitat pro dany ¢as smérnici zmény koncentrace X.

Prirlstek hodnoty X v rovnici (5.22) je vypocitan jako soucin vazeného priméru smérnice v daném intervalu a

velikosti intervalu. Vyznam jednotlivych koeficientl, definovanych vztahy (5.23) je nasledujici:

ki

ka

ks

— je smérnice funkce na pocatku intervalu, tedy v bodé t,, tato smérnice je totoZzna se smérnici Eulerovy
metody

— je smérnice funkce uprostred intervalu, tedy v bodé t, + % At, pfitom je pouzito smérnice k; pro vypocet
hodnoty X vtomto bodé

— je smérnice funkce uprostred intervalu, tedy opét v bodé t, + % At, nyni je vSak pouZito smérnice k, pro
vypocet hodnoty X

— je smérnice funkce na konci intervalu, tedy v bodé t, + At, pro vypocet hodnoty X je pouZito smérnice k.

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
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PFi pridmérovani téchto Ctyf smérnic je vyznamné vétsi vaha prisouzena smérnicim uprostred intervalu

vazenda smérnice = %(k1 + 2k, + 2k, + k) (5.25)

vazZeny priristek = % (ky+ 2k, + 2k + k) (5.26)

Poznamka

Metoda stredu intervalu byvad také oznacovdna jako Rungeova-Kuttova metoda druhého radu (RK2). Plati pro ni
predpis

X = X, +Atk, (5.27)
kde
k,=Atx f'(t,,X,)

(5.28)
k, = f’[tn +1At, X, +lklj
2 2

Pro porovndni Eulerovy a Rungeovy-Kuttovy metody Ctvrtého radu (RK4), byl zaméné zvolen dlouhy krok 3 dny.

Predpis pro Rungeovu-Kuttovu metodu vypada sloZité, ale da se snadno implementovat v bézném tabulkovém
kalkulatoru. Pro kontrolu je prvni krok RK4 uveden dosazenim do vzorcl

f'(t, X,)=(A-kX])=(2-0,02x0%) = 2,00
2
f'(t1+1At X +1Atkj:|:A—k(Xl+l3x2,OOj }
2 2 2

2
f'[tl+ At, X +;Atk j={A—k(Xl+%3xL82J }=[2—0,02x(0+2,73)2}=1,85

2-0,02x(0+3)" | =182

ke = £/(t+ At X, + Aty ) = A=k (X, +3x1.82)° | =[ 2-0,02x(0+5,55)" | =1,38
(5.29)

Zména koncentrace latky X je pak v kroku 1 (¢ase t = 0 dni) rovna
At
AXl:E(Z,OO+2><1,82+2><1,85+1,38)=5,36 (5.30)

a hodnota Xbude v éaset,=t; + At=0+3 =3 rovna
X, =X, +AX,=0+5,36=5,36 (5.31)

Hodnoty koeficientd metody RK4, pfirlistky X a vyvoj koncentraci v ¢ase jsou uvedeny v tab. 6.3 a na obr. 6.8.
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Tab. 6.3 Numericka simulace vyvoje koncentrace latky X v rezervoaru Eulerovou a Rungeovou-Kuttovou metodou ¢tvrtého fadu.
Casova krok byl zvolen 3 dny.

metoda Euler met. RK4
pOF- ¢. t Xnum. simulace AX Xnum. simulace AX kl kZ k3 k4
dny mol I mol I mol I mol I
1 0 0,00 6,00 0 5,36 2,00 1,82 1,85 1,38
2 3 6,00 3,84 5,36 2,94 1,42 0,88 1,11 0,49
3 6 9,84 0,19 8,30 1,13 0,62 0,29 0,47 0,11
4 9 10,03 -0,04 9,44 0,38 0,22 0,09 0,17 0,03
5 12 9,99 0,01 9,82 0,12 0,07 0,03 0,05 0,01
6 15 10,00 9,94
12 4
10 4 ®) O/_f'\__"‘
8 -
S 6
E
x
4 -
2 -
0 T T T |
0 5 10 15 20
t (dny)
Xnaméiené O Euler met. RK4

Obr. 6.8 Vyvoj koncentrace latky X v rezervoaru. Modrou linii jsou uvedeny namérené hodnoty, hnédé body vyznacuji numerickou
simulaci (numerické feSeni) Eulerovou metodou, zelené krouzky ukazuji jednotlivé kroky metody RK4. Zamérné byl zvolen dlouhy krok,
aby byl vidét rozdil v obou metodach.

Poznamka

Vyhody numerické simulace reseného problému jsou patrné také pfi jeho porovndni s analytickym reseni uve-
dené ulohy. Z namérenych hodnot jsme zjistili, Ze vyvoj koncentrace Idtky X v rezervodru je ddn vztahem

AX

E:A—kx2 (5.17)
V diferencidlni podobé jej miiZzeme prepsat do tvaru

dXx

—— = A—kX? (5.32)

dt



Tuto diferencidlni rovnici jesté dokdZeme integrovat

dX
A—kX?

dx
J:O A—kX? :I;dt

dXx
onm:f;dt

=dt

N_+«/_X

SR o

L | lAkRX] VAKX,
2ﬁ ﬁ+fx\ ﬁ+fx

JA— kX

AKX e

J_ VKX,

JA+kX,
VARX| VAKX, 2
x/K+\/EX‘ \/K+\/EXO

Oznacenim clenu na pravé strané rovnice (5.39)
ﬁ_ﬁxo e72\m :B
JAJkX,

Dosazenim a dalsi upravou

\/K—\/Exz(ﬁ+\/ix)|3

JA-JkX =JAB+kXxB
JA-AB =kXB ++kX
JA(1-B)=vk (1+B) X

dostdvame pro vyvoj koncentrace ldtky X v rezervodru vyraz

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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JA(L-B)
Jk (1+B)

x:

Pro dostatecné dlouhy cas t—oo se hodnota c¢lenu B bliZi k nule B—0 a hodnota X se bliZi k

_VAE-0)_[A

Staciondrni stav koncentrace ldtky X v rezervodru je ddn podminkou

d—X:A—kXSZ:O
dt
a odtud pak
A
Xo=,[|—
* \k

Méli jsme stesti, Ze byla diferencidlni podoba vyvoje koncentrace Idtky X v rezervodru integrovatelnd (to je

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

mozZné jen v nejjednodussich pripadech geochemickych systémi), presto je analytické vyjadreni rychlosti proce-

su, ktery urcuje koncentraci ldtky X v rezervodru znacné sloZité.

Numerické reseni dynamiky geochemickych procest je pfimocaré. Znamé vyjadreni rychlosti procest v dife-
rencialni podobé vede po vloZeni prislusnych vztaht do tabulkového kalkulatoru k pfimé simulaci vyvoje. Kro-
mé toho existuje celd fada specializovanych programovych kdd(, které jsou schopny po vlozZeni diferencidlni

podoby rychlostnich rovnic numericky resit i vysoce nelinearni systémy (tzv. stiff rovnice).
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6.3 PRIKLAD 2

6.3.1 ZADANI

Koncentrace rozpusténych latek v ddlni vodé je v principu na jedné strané uréena rychlosti jejich uvolfiovani
z horninového prostredi (pdrova voda, sekundarni produkty) a na druhé strané jejich vyvazovanim do dalsich
produktl, odvadénim dulnich vod z doll a jejich ¢isténim. Principialni schéma je uvedeno na obr. 6.9.

O
<
=

2 DUlni voda
3 Produkty

porové rozpusténé mineraly

vody, - slozky — Uo,(s),
sekundarni Fe2* Mn2*

produkty — UO.2* SO 2-
Fe(OH);(s), -

Obr. 6.9 Schéma procesu, které uréuji koncentraci slozek v dtlnich vodach. SloZka je do rezervoaru dtlnich vod DV uvolfiovéna ze zdro-
jového rezervoaru Z uréitou rychlosti. Z rezervoaru dtlnich vod je naopak odéerpavana vznikem dalSich minerald & odvadénim ddlnich
vod na povrch a jejich cisténim.

Vyvoj koncentrace slozky v dilnich vodach mlze byt ¢asto popsan diferencialnimi rovnicemi

dx
pm =—k X (5.49)

d
d_i/ =k x—Kk,y (5.50)

kde x je koncentrace sledované slozky ve zdroji, y je koncentrace této slozky v daIni vodé, k; je rychlostni kon-
stanta uvolfiovani slozky do dllIni vody a k; je rychlostni konstanta jejiho odvadéni z daini vody. Simulujte vyvoj
koncentrace slozky v dilni vodé, parametry modelu jsou uvedeny v tab. 6.4.
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Tab. 6.4 Vstupni hodnoty pro simulaci
vyvoje koncentrace slozky v dtlni vodé.

parametr hodnota jednotky

Xo = 190 mg ™
Yo= 0 mg ™
ki = 1 den™
ky = 0,15 den™

Vyznam vstupnich parametr( je nasledujici: xo je poc¢atecni koncentrace slozky ve zdroji, y, je poc¢atecni kon-
centrace slozky v dlIni vodé. Pro simulaci pouZijte Eulerovu metodu s vhodnym krokem a porovnejte dosazené
vysledky se simulaci metodou RK2.

6.3.2 RESENI

Pro simulaci ¢asového vyvoje koncentrace slozky v dlIni vodé Eulerovou metodou pouZijeme nésledujici pred-
pis:

X, = X, — KX, At (5.51)

n

Yo =Yout (k:LXn—l -k, yn—l)At (5.52)
Pro pocatecni krok jsou pfi Casovém kroku At = 0,5 dne dosazeny a vypocitany hodnoty

Xp5 = % — K XAt =190~1x190x 0,5 =95 (5.53)

Yos = Yo + (KX, —K, Y, ) At =0+(1x190-0,15%0)x0,5=0,5 (5.54)

kdy pro jednoduchost index u hodnot x a y vyjadfuje dosazeny ¢as. Dal$i hodnoty jsou uvedeny pro ¢asovy
interval do Sesti dni v tab. 6.5.

PrestoZe nas zajima pouze koncentrace slozky v dliIni vodé y, musime pfi numerické simulaci pocitat i okamzi-
tou koncentraci slozky ve zdroji x, protoZe ji potfebujeme pro vypocet koncentrace slozky v dlIni vodé. Porov-
nani vysledk( Eulerovy metody pro ¢asové kroky At =1, 0,5 a 0,1 dne je uvedeno na obr. 6.10a.
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200

180

160

140

120

100

80

koncentrace (mg I%)

60

40

20

Tab. 6.5 Vyvoj koncentraci sloZek ve zdroji a v dilni vodé v jednotlivych
krocich Eulerovy metody pro éasovy krok At = 0,5 dne.

0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
4,5
5,0
5,5
6,0

X
190,0
95,0
47,5
23,8
11,9
5,9
3,0
1,5
0,7
0,4
0,2
0,1
0,0

y
0

95,0
135,4
149,0
149,7
144,4
136,5
127,8
118,9
110,4
102,3

94,7

87,7

T

3

t (dny)

koncentrace (mg %)

Ax Ay
-95,0 95,0
47,5 40,4
-23,8 13,6
-11,9 0,7
-5,9 -5,3
-3,0 -7,9
-1,5 -8,8
-0,7 -8,8
-0,4 -8,5
-0,2 -8,1
-0,1 -7,6
0,0 Tyl
0,0 -6,6
160 -
Eulerova
140 - metoda
120 RK2
~
100 - V\v\u
80 -
60 -
40
20 A
0 / T T T ,
0 2 3 5 6
t (dny)

Obr. 6.10 Numericka simulace vyvojek koncentrace slozky v dilni vodé. (a) Porovnani vysledkt pro ¢asové kroky At =1, 0,5 a 0,1 dne.
Skuteény vyvoj pro zadané parametry je vynesen modrou linii. (b) Vyvoj koncentrace slozky v dilni vodé simulovany Eulerovou meto-
dou a metodou RK2 s ¢asovym krokem At = 0,5 dne.

| vtomto pfipadé je systém dvou diferencialnich rovnic tak jednoduchy, Ze je integrovatelny a umozriuje po-

rovnat vysledky numerické simulace s analytickym reSenim. Dostatecné maly krok umozniuje dosdhnout poza-
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dovaného vysledku. Pfi numerické simulaci, kdy nezname analytické reseni, zkracujeme krok tak dlouho, az je
mezi dvéma po sobé jdoucimi simulacemi rozdil mensi, nez je poZzadovana presnost simulace.

Pro principidlni porovnani Eulerovy metody a metod Rungeho-Kutty pouzijeme metodu RK2, abychom ilustro-
vali princip a zaroven mohli posoudit vyhody RK metod a zvolime relativné velky krok At = 0,5 dne. Pro metodu
RK2 plati obecny predpis

k, =Atx f'(t,, X,)

(5.28)
k, = f'[tn +1At, X, +£li
2 2
X=X, +Atk, (5.27)
ktery bude pfi prepisu pro reseny systém vypadat nasledovné
k., =At x( )
( 2yn)
=-k; (x += JAt (5.28)
2
1 1
{kl(x += 5 )—kz(yn +EklyﬂAt
Xoq =X, + Ky,
(5.27)
yn+1 yn + k

Indexy x a y jsou u koeficientd metody RK2 pouZzity pro odliSeni proménnych, kterych se tykaji a pro odliseni od
rychlostnich konstant. Pro prvni krok simulace jsou do pfedchozich vzorcl dosazeny konkrétni hodnoty, dalsi
kroky jsou uvedeny v tab. 6.6.

( 1><190) =95,0
(1x190—0,15>< 0) =95,0

—1><(190+ ><95J><0 5=-712 (5.28)

{ £190+ 95) 0,15(0+%95ﬂx0,5:67,7

Xo5 = X, +K,, =190-71,2=118,8

(5.27)
Yos = Yo +k2y =0+67,7

Tab. 6.6 Simulace vyvoje koncentrace slozky v diIni vodé metodou RK2 s éasovym krokem At = 0,5
dne.

t X y kax ki, kox kyy,
den mg ™ mg ™ mg ™ mg ™ mg ™ mg ™
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0,0 190 0,0 -95,0 95,0 -71,3 67,7

0,5 118,8 67,7 -59,4 54,3 -44,5 37,4
1,0 74,2 105,1 -37,1 29,2 -27,8 18,9
1,5 46,4 124,0 -23,2 13,9 -17,4 7,6
2,0 29,0 131,5 -14,5 4,6 -10,9 0,8
2,5 18,1 132,4 9,1 -0,9 -6,8 -3,1
3,0 11,3 129,3 -5,7 -4,0 -4,2 -5,3
3,5 7,1 124,0 -3,5 -5,8 -2,7 -6,4
4,0 4,4 117,5 -2,2 -6,6 -1,7 -6,9
4,5 2,8 110,6 -1,4 -6,9 -1,0 -7,0
5,0 1,7 103,6 -0,9 -6,9 -0,6 -6,9
5,5 11 96,8 -0,5 -6,7 -0,4 -6,6
6,0 0,7 90,2 -0,3 -6,4 -0,3 -6,3

Porovnani simulace vyvoje koncentrace slozky v diini vodé Eulerovou metodou a metodou RK2 ukazuje, Zze
Rungeova-Kuttova metoda druhého fadu ddva i pfi relativné dlouhém ¢asovém kroku vyrazné lepsi vysledky
(obr. 6.10b).



7 SEZNAMY

7.1 SEZNAM OBRAzKU

Obr. 2.1 Koncepce systém a rezervoaru. (a) Cely zemsky systém mUze byt rozdélen na ¢tyfi velké rezervoary,
mezi kterymi se vyménuiji latky — atmosféra, litosféra, hydrosféra a litosféra. (b) Cely systém hydrosféry je
mozné rozdélit na jednotlivé rezervoary, které obsahuji vodu a znazornit vzajemné toky mezi nimi. (c) Kazdy
rezervoar je charakterizovan hmotnym obsahem latky a toky jsou vyjadfeny jako pfenesené mnozstvi latky za
Casovou jednotku. (d) Globalni biogeochemicky cyklus uhliku v podobé , krabickového” modelu. Krabicky
predstavuji jednotlivé rezervodry uhliku (rGzné vazany uhlik), Sipky zndzornuji toky uhliku mezi rezervoary.
Cisla uvnit krabi¢ek znaéi odhadované mnozstvi uhliku v Gt (1015 g C). Cisla u jednotlivych tokd jsou
odhadované toky uhliku mezi rezervoary v Gt C za rok. Jednotlivé odhady se velmi lisi a dosud neexistuje
vSeobecné pfijimany model. Odhadované antropogenni ovlivnéni globalniho cyklu je znazornéno v levé casti
diagramu a predstavuje spalovani fosilnich paliv a vypalovani pralest. Pro konstrukci modelu globéiniho
uhlikového cyklu byla modifikovana data Siegenthalera a Sarmienta (1993) a Kwona a Schnoora (1995). ................. 6

Obr. 2.2 Konstrukce box modelu pro studovany systém. (a) Cirkulace vody na studovaném ostrové je uréovdna
nékolika zakladnimi toky. (b) Tyto toky zajistuji pfenos vody mezi étyfmi rezervodry. (c) Identifikovanych tokl a
rezervoar( do box modelu. (d) Kone¢ny box model cirkulace vody na ostrové s vyznaceni obsahu rezervoaru a
(T2 e T Ao PR 7

Obr. 2.3 Jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem a vystupem Umeérnym mnozstvi latky X
V TEZEIVOAI U, ..veeeeutieeeeeutteeeitteeesseteeeeaseeessseeeeassteeesassaeessseeesansseeesnsssesssssseesssssesessnsseessnsseesesssesesassseessssseeessnsseesssseessnseeeen 9

Obr. 2.4 Vyvoj mnozstvi latky v jednorezervoarovém systému s konstantnim vstupem a vystupem pfimo

amérnym mnoZstvi l4tky v rezervoaru. Vstupni parametry: rychlost vstupu latky X do rezervoaru A =2 g hod ",
rychlostni konstanta vystupu latky z rezervoaru k = 0,5 hod™, pocatecni mnozstvi latky X v rezervoaru X, = 18 g.
Doba odezvy 1 je definovana jako pokles odchylky od staciondrniho stavu na 10 % pUvodni hodnoty, doba

odezvy 2 je definovana jako pokles odchylky na 10 % hodnoty stacionarniho stavu........ccccccceevcieeeiicieececiee e, 11

Obr. 2.5 Dvourezervoarovy systém se vzdjemnym prenosem latky mezi rezervoary. Toky latky mezi rezervoary
jSOU PFIMO UMEINE JEJICN MINOZSTVI. .eiiiiiiiieiiee e ciee ettt e et e e e et e e e s ate e e eeataeesaaseeeesabbeaeesstseeeansaaeessseeann 14

Obr. 2.6 Vyvoj mnozZstvi latky ve dvourezerovarovém systému, kde jsou vystupy z rezervoar( pfimo imérné
mnoZstvi latky v rezervoarech. Vstupni podminky: pogateéni mnozstvi latky v rezervoaru A tj. mao =3 mol I,
polate&ni mnozstvi latky v rezervodru B tj. mgo = 7 mol I, rychlostni konstanta prestupu latky z rezervoaru A

do rezervodru B tj. kag = 0,1 hod ™, rychlostni konstanta pfestupu latky z rezervoaru B do rezervoaru A tj.

ksa = 0,4 hod™". Doba odezvy 1 je definovédna jako pokles odchylek od stacionarniho stavu na 10 % plivodnich
hodnot a je pro oba rezervodry stejnd. Doba odezvy 2 je definovana jako pokles odchylek na 10 % hodnot
staciondrnich stavl a pro jednotlivé rezervVoary S€ liSi. ......cueciii et e e e 16

Obr. 2.7 Diagram tfirezervoarového pritocného systému se zpétnymi toky mezirezervoary. .........ccccouveeecvveeennennn. 18

Obr. 3.1 Jednorezervoarovy systém s konstantnim vstupem a vystupem Umérnym koncentraci (mnozstvi) latky
XV FEZEIVOAIU. 1.uvvteureeureesuteesteesteessteesseessteassseessteassseessseeasseessseeansesssseessseesssessssessssesansessssesensessnsesensesssesensessnseeensessnses 21

Obr. 3.2 Casovy vyvoj mnoZstvi latky X v rezervoéru. (a) Modra linie ukazuje ¢asovy vyvoj vypocitany podle
rovnice (2.25), cervené krouzky numerickou simulaci vyvoje Eulerovou metodou s ¢asovym krokem 0,5. (b)
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Vyznaceni stacionarniho stavu a ¢ast odezvy definovanych jako 10 % pdvodniho vychyleni (1) a jako 10 %
odchylky z hodnoty stacioNArNiNo STAVU (2). ...eeecuiieiiecie ettt e et e e saee s beeeaeeebaeenaneenees 22

Obr. 3.3 Dvourezervoarovy systém se vzajemnym prenosem latky mezi rezervoary. Toky latky mezi rezervoary
jSOU PFIMO UMErNE jejich KONCENTIACIM. ..iiceiiii et e e e e e e et e e e eaae e e e s atbeeesstaeeeansaeeessaeeean 25

Obr. 3.4 Vyvoj koncentraci ve dvourezervoarovém systému s obousmérnym tokem pfimo umérnym

koncentrace latky v rezervoaru. Vyvoj koncentrace v rezervoaru A je vyzna¢en modrou linii, vyvoj koncentrace
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