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Abstrakt

V této kapitole zavedeme dva pojmy, které budou hrat
v nasledujicim vykladu kli¢ovou tlohu a dokazeme o nich nékolik
jednoduchych tvrzeni. Pajde o pojem télesa a vektorového prostoru.



Abstrakt

V této kapitole zavedeme dva pojmy, které budou hrat

v nasledujicim vykladu kli¢ovou tlohu a dokazeme o nich nékolik
jednoduchych tvrzeni. Pajde o pojem télesa a vektorového prostoru.
Prvky télesa budeme nazyvat skaldry a prvky vektorového prostoru
vektory.
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» Zakladni ¢iselné obory @, R a C; pojem télesa.
> Télesa Zj



Obsah prednasky |

» Uvod

» Zakladni ¢iselné obory @, R a C; pojem télesa.
> Télesa Zj

» Geometricka interpretace vektoril v roviné
a v trirozmérném prostoru

» Geometricka interpretace vektorti v R? a R3, rovnobéznikové
pravidlo



Obsah prednasky Il

» Vektorové prostory

» Priklady vektorovych prostorii (fadkové a sloupcové
usporadané n-tice skalarii, polynomy, rozsireni téles, funkce z
mnoziny do télesa a vektorového prostoru)
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Ciselné obory |

N — mnozina vsech pfirozenych cisel,
7Z — mnozina vsech celych ¢isel,

Q — mnozina v3ech racionalnich cisel,
R — mnozina v3ech realnych cisel,

C — mnozina vech komplexnich ¢Eisel.
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Ciselné obory |l

Nulu povazujeme za pfirozené Cislo, t.j. 0 € N.
Imaginarni jednotku (ktera je prvkem C — R) budeme znaéit 2.

Prvky vyse uvedenych Eiselnych oborti Q, R, C nazyvame €asto
skalary. V tomto pripadé pak budeme mluvit o ¢iselném télese.
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Na kazdé z téchto mnozin jsou definované dvé binarni operace,
sCitani + a nasobeni -
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Struktura Ciselnych obort |

Na kazdé z téchto mnozin jsou definované dvé binarni operace,
scitani + a ndsobeni -

Obé tyto operace jsou asociativni a komutativni.
Nasobeni je (z obou stran) distributivni vzhledem ke scitani, t. .

pro vsechny prvky x, y, z pfislusné mnoziny plati

x(y + z) = xy + xz, (x+y)z=xz+yz.



Struktura ciselnych obori I

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, @, R a C "chudsi" - totiz
rovnice tvaru x + a = b maji v oborech Z, Q, R, C reseni

x = b — a pre libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice resitelna,
pokud a < b.



Struktura ciselnych obori I

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, @, R a C "chudsi" - totiz
rovnice tvaru x + a = b maji v oborech Z, Q, R, C reseni

x = b — a pre libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice resitelna,
pokud a < b.

Obory @, R a C jsou vsak "bohatsi" nejen v porovnani s N, ale i s
Z — rovnice tvaru ax = b maji v oborech Q, R, C feseni pro
libovolné a # 0 a b, pficemz v N &i Z jsou resitelné, pouze pokud a
je délitelem b.



Axiomy télesa |

Télesem nazyvame mnozinu K s dvémi vyznacnymi prvky — nulou 0
a jednickou 1 — a dvémi binarnimi operacemi na K — scitanim + a
nasobenim - — takovymi, Ze plati



Axiomy télesa

(Va,be K)(a+ b= b+ a),(Va,be K)(a-b=b"a),

(Va,b,c e K)(a+ (b+c)=(a+b)+c),
(Va,b,ce K)(a-(b-c)=(a-b)-c),

(Vae K)(0+ a = a), (Vae K)(1-a=a),

(Vae K)(3be K)(a+ b=0),
(Vae K {0})(3be K)(a-b=1),

(Va,b,ce K)(a-(b+c)=(a-b)+(a-c)), 0#1.
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Axiomy télesa Il

Scitani a nasobeni v télese jsou komutativni a asociativni operace a
nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani.

0 je neutralni prvek séitani a 1 je neutralni prvek nasobeni a tyto
prvky jsou navzajem riizné.

Prvek b € K takovy, ze a+ b =0, je k danému a € K urceny
jednoznacné.

Tento jednoznaéné urceny prvek k danému a oznacujeme —a a
nazyvame opacny prvek k a. Misto a + (—b) piseme jen a — b.



Axiomy télesa IV

Analogicky se lze presvédcit, ze i prvek b € K takovy, ze a- b =1

je k danému 0 # a € K uréeny jednoznaéné — oznacujeme ho a—!
1 = Ame i ‘

nebo =, pfipadné 1/a a nazyvame inverzni prvek k a alebo

prevracend hodnota prvku a.



Axiomy télesa IV

Analogicky se lze presvédcit, ze i prvek b € K takovy, ze a- b =1

je k danému 0 # a € K uréeny jednoznaéné — oznacujeme ho a—!
1 = Ame i ‘

nebo =, pfipadné 1/a a nazyvame inverzni prvek k a alebo

prevracend hodnota prvku a.

Misto a- b~ piSeme téz 2 nebo a/b.



Vlastnosti télesa |

Tvrzeni

Bud K téleso. Potom pro vsechnane€ N a a,b,c,by,...,b, € K
plati

(a) a+b=a+c = b=c,

(b) (ab=ac & a#0) = b=c,

(c) a-0=0,
(d) a-b=0= (a=0Vb=0),
(e) —a=(-1)-a,

(f)a-(b—c)=a-b—a-c,
(g) a‘(b1+...+bn):a-b1+...+a-b,,.



Vlastnosti télesa Il

Dopliime, ze podminky (a) a (b) sa nazyvaji zdkony o kraceni pro
sCitani resp. nasobeni v télese.
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Dopliime, ze podminky (a) a (b) sa nazyvaji zdkony o kraceni pro
scitani resp. nasobeni v télese.

Podminka (e) ndam umozhuje zavést libovolné celoiselné nasobky
prvki z télesa. Pro a € K, n € N klademe

(—n)a = —(na) = n(—a).



Vlastnosti télesa Il

Dopliime, ze podminky (a) a (b) sa nazyvaji zdkony o kraceni pro
scitani resp. nasobeni v télese.

Podminka (e) ndam umozhuje zavést libovolné celoiselné nasobky
prvki z télesa. Pro a € K, n € N klademe

(—n)a = —(na) = n(—a).
Podobné Ize pro nenulové prvky télesa zavést i libovolné celociselné
mocniny. Pro 0 # a € K, n € N klademe a=" = (a")~! = (a71)".



Vlastnosti télesa Il

0a=0, la=a, =1 al=,

n(a+ b) = na+ nb,
(m+ n)a= ma+ na,

(mn)a = m(na),

(mn)(ab) = (ma)(nb),

(ab)" = a"b", n<0 = a#0#b,
amtn = aMan, (m<0Vvn<0)= a#0,
am = (am)", (m<0Vn<0) = a#0

Va,be K, m,n € Z.



Vlastnosti télesa 1V

Necht K je téleso a L C K. Rikame, ze L je podtéleso télesa K,
pokud 0,1 € L a pro vsechna a,be Lplatia+be L, abe L,
—a € L a, pokud a # 0, tak i alel.



Vlastnosti télesa 1V

Necht K je téleso a L C K. Rikame, ze L je podtéleso télesa K,
pokud 0,1 € L a pro vsechna a,be Lplatia+be L, abe L,
—a € L a, pokud a # 0, tak i alel.

Podtéleso télesa K je tedy jeho podmnozina L, ktera obsahuje nulu
a jednicku a je uzavrena vzhledem ke séitani, nasobeni, opacnému a
inverznimu prvku. Zfejmé kazdé podtéleso télesa K je s témito
operacemi zazenymi z K na L i samo télesem. Rikame pak, ze
téleso K je rozsirenim télesa L.



Vlastnosti télesa V

Ziejmé téleso Q je podtélesem télesa R i télesa C; téleso C je
rozsifenim téles Q a R.



Vlastnosti télesa V

Ziejmé téleso Q je podtélesem télesa R i télesa C; téleso C je
rozsifenim téles Q a R.

Charakteristikou télesa K, piseme charK, nazyvame nejmensi
kladné celé cislo n takové, ze n1 = 0; pokud takové n neexistuje,
t.j. n1 # 0 pro kazdé celé n > 0, fikame ze K ma charakteristiku
oo (néktefi autofi definuji charK = 0).



Vlastnosti télesa VI

Je-li téleso K rozsifenim télesa L, tak obé télesa K a L maji tutéz
jednicku i nulu, a proto charK = charlL.



Vlastnosti télesa VI

Je-li téleso K rozsifenim télesa L, tak obé télesa K a L maji tutéz
jednicku i nulu, a proto charK = charlL.

Zrejmé charQ = charR = charC = oco.



Vlastnosti télesa VI

Je-li téleso K rozsifenim télesa L, tak obé télesa K a L maji tutéz
jednicku i nulu, a proto charK = charlL.

Zrejmé charQ = charR = charC = oco.

Véta
Necht K je téleso. Potom charK je rovna oo nebo prvocisiu.



Kone&na télesa |

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles, jejichz charakteristika
neni oo.

Z tohoto divodu se tato télesa podstatné lisi od nam znamych
Ciselnych téles.



Koneéna télesa |

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles, jejichz charakteristika
neni oo.

Z tohoto divodu se tato télesa podstatné lisi od nam znamych
Ciselnych téles.

Totiz, pro kazdé prvocislo p sestrojime jisté konecné téleso Zp,
které ma p prvki a charakteristiku p.
Naopak, dfive uvedena Ciselna télesa jsou nekonecna.



Kone&na télesa Il

Pro potfeby matematické analyzy, tedy i z hlediska fyzikalnich
aplikaci, jsou nejdiilezitéjsimi télesy R a C. Konecna télesa vsak
v sou€asnosti sehravaji dilezitou alohu napf. v teorii kédovani a

kryptografii.



Kone&na télesa Il

Pro potfeby matematické analyzy, tedy i z hlediska fyzikalnich
aplikaci, jsou nejdiilezitéjsimi télesy R a C. Konecna télesa vsak
v sou€asnosti sehravaji dilezitou alohu napf. v teorii kédovani a
kryptografii.

Pro kazdé kladné celé ¢islo n oznaéme

Zn={keN; k<n={01,...,n—1}.



Konec¢na télesa Il

Mnozinu Z, nazyvame mnozinou zbytkovych trid modulo n. Na
této mnoziné zavedeme dvé binarni operace — séitani @ a nasobeni
® (je nutné odlisit scitani a nasobeni v Z, od pfislusnych operaci

v Z).



Kone¢na télesa |l

Mnozinu Z, nazyvame mnozinou zbytkovych trid modulo n. Na
této mnoziné zavedeme dvé binarni operace — séitani @ a nasobeni
® (je nutné odlisit scitani a nasobeni v Z, od pfislusnych operaci
v Z).

Pro a, b € Z, klademe

a®b = zbytek po déleni (a + b)/n,
a®b = zbytek po déleni (ab)/n.



Konec¢na télesa IV

@ a © jsou asociativni a komutativni operace na Z,, 0 je neutralni
prvek séitani a, pro n > 1, 1 je neutralni prvek nasobeni.



Konec¢na télesa IV

@ a © jsou asociativni a komutativni operace na Z,, 0 je neutralni
prvek séitani a, pro n > 1, 1 je neutralni prvek nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani a ©a=n— a je
opacny prvek k a € Z,,.



Konec¢na télesa IV

@ a © jsou asociativni a komutativni operace na Z,, 0 je neutralni
prvek séitani a, pro n > 1, 1 je neutralni prvek nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani a ©a=n— a je
opacny prvek k a € Z,,.

Véta
Mnozina Z,, s operacemi & a © je téleso pravé tehdy, kdyz n je
prvocislo.



Koneéna télesa V
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Multiplikativni tabulky séitani a nasobeni v télese Zs.



Interpretace |

Vektory v roviné ¢i v prostoru si predstavujeme jako orientované
asecky, t.]. asecky, jejichz jeden krajni bod povazujeme za
pocatecni a druhy za koncovy — ten je oznaceny obvykle Sipkou.



Interpretace Il
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X Vektor v roviné



Interpretace Il

y (xy)

X Vektor v roviné

Pritom dvé stejné dlouhé, rovnobézné a souhlasné orientované
usecky predstavuji ten stejny vektor — Fikame, Ze jsou umisteni
téhoz vektoru.



Interpretace Il

1 Umisténi téhoz vektoru



Interpretace IV

Zvolime-li si n&jaky pevny bod O, pak viechny vektory v roviné &i v
prostoru miizeme jednoznacné reprezentovat jako orientované

—
asecky OA s pocatkem v O.



Interpretace IV

Zvolime-li si n&jaky pevny bod O, pak viechny vektory v roviné &i v
prostoru miizeme jednoznacné reprezentovat jako orientované
—
asecky OA s pocatkem v O.
Jejich koncem mize byt libovolny bod A roviny &i prostoru, bod O
—

nevyjimaje — orientovana asecka OO totiz predstavuje tzv. nulovy
vektor.



Interpretace V

Vektory v roviné &i v prostoru miizeme scitat pomoci tzv.
vektorového rovnobezniku.



Interpretace V

Vektory v roviné &i v prostoru miizeme scitat pomoci tzv.
vektorového rovnobezniku.

— -
Soucet vektorti u = OA, v = OB je potom znazornény

—
orientovanou uhlopfickou u + v = OC rovnobéznika, jehoz dvé
prilehlé strany tvori asecky OA, OB.

u-+v Vv



Interpretace VI

Vektory miizeme rovnéz nasobit libovolnymi skalary, t.j. v nasem
pripadé realnymi Cisly:



Interpretace VI

Vektory miizeme rovnéz nasobit libovolnymi skalary, t.j. v nasem
pripadé realnymi Cisly:

pokud ¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.]. orientovana
Gsecka s pocatkem v O, jejiz délka je |c|-nasobkem délky asecky v,
leZi na té stejné primce jako v a je orientovana souhlasné s v,
pokud ¢ > 0, resp. nesouhlasné s v, pokud ¢ < 0



Interpretace VI

Vektory miizeme rovnéz nasobit libovolnymi skalary, t.j. v nasem
pripadé realnymi Cisly:

pokud ¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.]. orientovana
Gsecka s pocatkem v O, jejiz délka je |c|-nasobkem délky asecky v,
leZi na té stejné primce jako v a je orientovana souhlasné s v,
pokud ¢ > 0, resp. nesouhlasné s v, pokud ¢ < 0

(je-li ¢ = 0 nebo v je nulovy vektor, tak, samozfejmé, i cv je
nulovy vektor, takze nezalezi na jeho sméru ani orientaci).



Interpretace VII

“/Vy

Nasobeni vektoru skalarem



Interpretace VII

Pokud si mimo pocatek O zvolime v roviné &i prostoru jesté dvé
resp. tfi souradné osy, t.j. navzajem kolmé primky prochazejici
pocatkem, a na kazdé z nich jeden bod ve stejné jednotkové
vzdalenosti od pocatku, dostaneme pravouhly soufadnicovy systém

v roviné Ci v prostoru.



Interpretace VII

Pokud si mimo pocatek O zvolime v roviné &i prostoru jesté dvé
resp. tfi souradné osy, t.j. navzajem kolmé primky prochazejici
pocatkem, a na kazdé z nich jeden bod ve stejné jednotkové
vzdalenosti od pocatku, dostaneme pravouhly soufadnicovy systém
v roviné ¢i v prostoru.

Kazdy bod roviny €i prostoru je potom jednoznacné urceny
usporadanou dvojici, resp. trojici svych soufadnic a naopak, kazda
dvojice resp. trojice soufadnic jednoznaéné urcuje néjaky bod roviny
i prostoru.



Interpretace VIII

Rovnéz kazdy vektor v roviné &i v prostoru je potom jednoznaéné
urceny souradnicemi svého koncového bodu a naopak libovolna
usporadana dvojice resp. trojice souradnic jednoznacné uréuje
néjaky vektor v roviné ¢i prostoru.



Interpretace VIII

Rovnéz kazdy vektor v roviné &i v prostoru je potom jednoznaéné
urceny souradnicemi svého koncového bodu a naopak libovolna
usporadana dvojice resp. trojice souradnic jednoznacné uréuje
néjaky vektor v roviné ¢i prostoru.

Pfi pevném souradnicovém systému tak miizeme mnozinu vSech

vektorii v roviné ztotoznit s mnozinou R? a mnozinu véech vektori
v prostoru s mnozinou R3.



Interpretace IX

Jsou-li (pfi takovémto ztotoznéni) u = (uy, up) € R?,
Vv = (vl7 V2) € R? dva vektory v roving, tak snadno ovéfime, ze
pro jejich soucet u + v, dany vektorovym rovnobéznikem, plati

u+v=(u, )+ (vi,v2) = (U1 + v, 1z + ).



Interpretace X

Je-li ¢ € R, pak pro skalarni nasobek cu dostavame

cu = c(uy, up) = (cuy, cup).

Podobné to miizeme ovérit pro vektory v prostoru, t.j. usporadané
trojice realnych Cisel.



Interpretace Xl

Navic si vsimnéme, ze predpoklady kolmosti souradnych os a
rovnosti jednotkovych délek v jednotlivych smérech nehraly v nasich
avahach zadnou roli.



Interpretace Xl

Navic si vsimnéme, ze predpoklady kolmosti souradnych os a
rovnosti jednotkovych délek v jednotlivych smérech nehraly v nasich
avahach zadnou roli.

Stadi, aby systém souradnych os tvorily dvé riiznobézné primky

(v roving) resp. tfi primky nelezici v roviné (v prostoru) protinajici
se v pocatku O.



Interpretace Xl

Navic si vsimnéme, ze predpoklady kolmosti souradnych os a
rovnosti jednotkovych délek v jednotlivych smérech nehraly v nasich
avahach zadnou roli.

Stadi, aby systém souradnych os tvorily dvé riiznobézné primky
(v roving) resp. tfi primky nelezici v roviné (v prostoru) protinajici
se v pocatku O.

Za jednotkové délky ve smérech jednotlivych soufadnych os
mizeme zvolit délky libovolnych (ne nutné stejné dlouhych) asecek.



Vektorové prostory |

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz linearnim
prostorem nad K nazyvame mnozinu V' s vyznaénym prvkem 0 a
dvéma binarnimi operacemi —



Vektorové prostory |

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz linearnim
prostorem nad K nazyvame mnozinu V' s vyznaénym prvkem 0 a
dvéma binarnimi operacemi —

scitanim + : V. xV — V a



Vektorové prostory |

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz linearnim
prostorem nad K nazyvame mnozinu V' s vyznaénym prvkem 0 a

dvéma binarnimi operacemi —
scitanim + : V x V — V a
nasobenim - : K x V — V — takovymi, ze plati



Vektorové prostory |l

(Vx,y,z € V)(x +(y +2) = (x+y) +2)),
(Yx,y € V)(x+y =1y +x),

(Vx € V)(x+ 0 =x),

(Wxe V)(3Jy € V)(x+y=0),

(Va,b e K)(Vx € V)(a- (b-x) = (ab) - x),
(Vx € V)(1-x=x),

(Vae K)(vx,y € V)(a- (x+y) = (a-x)+(a-y)),
(Va,b € K)(¥x € V)((a+b) - x=(a-x) + (b-x)).



Vektorové prostory Il

Skalary znacime "obycejnymi" malymi latinskymi pismeny a vektory
tuénymi malymi latinskymi pismeny.



Vektorové prostory Il

Skalary znacime "obycejnymi" malymi latinskymi pismeny a vektory
tuénymi malymi latinskymi pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (Ciselném( télese K a séitani
vektorli znacime stejnym znakem 4, jde o riizné operace.



Vektorové prostory Il

Skalary znacime "obycejnymi" malymi latinskymi pismeny a vektory
tuénymi malymi latinskymi pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (Ciselném( télese K a séitani
vektorli znacime stejnym znakem 4, jde o riizné operace.
Podobné nasobeni v (Ciselném) télese a nasobeni vektoru skalarem
jsou riizné operace, ackoliv obé znacime - .



Vektorové prostory Il

Skalary znacime "obycejnymi" malymi latinskymi pismeny a vektory
tuénymi malymi latinskymi pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (Ciselném( télese K a séitani
vektorli znacime stejnym znakem 4, jde o riizné operace.
Podobné nasobeni v (Ciselném) télese a nasobeni vektoru skalarem
jsou riizné operace, ackoliv obé znacime - .

Pozdéji budeme stejné znacit prislusné operace a nuly v réiznych
vektorovych prostorech.



Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pfipominaji axiémy vektorového prostoru
vlastnosti (Eiselného) télesa K:



Vektorové prostory [V

Z formalniho hlediska pfipominaji axiémy vektorového prostoru
vlastnosti (Eiselného) télesa K:

scitani vektortl je opét asociativni a komutativni binarni operace na
V' s neutralnim prvkem 0 € V/,



Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pfipominaji axiémy vektorového prostoru
vlastnosti (Eiselného) télesa K:

scitani vektortl je opét asociativni a komutativni binarni operace na
V' s neutralnim prvkem 0 € V/,

operace nasobeni vektoru skalarem spliuje jakousi podminku
"asociativity", 1 € K je jeji "neutralni prvek"



Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pfipominaji axiémy vektorového prostoru
vlastnosti (Eiselného) télesa K:

scitani vektortl je opét asociativni a komutativni binarni operace na
V' s neutralnim prvkem 0 € V/,

operace nasobeni vektoru skalarem spliuje jakousi podminku
"asociativity", 1 € K je jeji "neutralni prvek"

a plati dva "distributivni zakony".



Vektorové prostory V

Jeden podstatny rozdil — nasobeni v (Ciselném) télese K je
binarni operaci na mnoziné K, t.j. zobrazenim - : K x K — K,
nasobeni ve vektorovém prostoru V' nad ciselnym télesem K neni
binarni operace na V/, ale binarni operace - : K x V — V.



Vektorové prostory VI

To nam vsak nebrani zavést obdobné dohody jako pro operace

v (Ciselném) télese: nasobeni ma prednost pred s¢itanim a znak
nasobeni budeme vétsinou vynechéavat, t.j. budeme napf. psat

ax +y namisto (a- x) +y.



Vektorové prostory VII

Rovnéz budeme vynechavat zavorky, jejichz umisténi neovlivni
vyslednou hodnotu vyrazii jako napf. v abx nebo
a1X1 + ...+ a,X,. Posledni vyraz budeme taktéz znadit

D iny AiXi

a nazyvat linearni kombinaci vektorti X1, ..., X, s koeficienty
di,...,dn.



Vektorové prostory VIII

. L 1 o ,

Specialné pro n = 1 to znamen4 ) i—1 @iX; = aiXq; kvili Gplnosti
. e~ L, . ., . . 0

pro n = 0 jesté klademe prazdnou linearni kombinaci ) ._; aix;

rovnou 0.

Tvrzeni

Necht V' je vektorovy prostor nad (ciselnym) télesem K. Pak pro
libovolné n € N, a, b,a;,...,a, € K ax,y,z,X1,...,X, € V

plati



Vektorové prostory IX

(a) x+y=x+z=y=z

(b) (ax =ay& a#0) = x =y,
(ax = bx& x #0) = a= b,

(c) a0 =0 = 0x,

(d) ax=0 = (a=0Vx=0),



Vektorové prostory X

() —x=(=D)x

(f) a(x—y)=ax—ay,
(a — b)x = ax — bx,

(g) a(x1+...+x,)=ax;+...+ ax,,
(a1 + ...+ an)x =a;Xx+ ...+ apx.



Piiklady |

Zrejmé kazdé téleso K milzeme povazovat za vektorovy prostor nad
sebou samym. Obecnégji, pokud téleso L je rozsifenim télesa K, tak
L mézeme povazovat za vektorovy prostor nad télesem K
(formalne staci "zapomenout" na nasobeni nékterych dvojic prvki
a,b € L a soucin ab pripustit jen pro a € K, b € L).



Piiklady Il

Podobnym zptisobem miizeme vektorovy prostor V' nad télesem L
zzenim nasobeni L X V' — V/ na nasobeni K X V' — V zménit
na vektorovy prostor nad télesem K.



Piklady 111

Pro libovolné téleso K a n € N je mnozina
K" ={(x1,...,Xn); X1,-..,% € K}

véech usporadanych n-tic prvkii z K spolu s operacemi



Piiklady IV

X+y:(Xla-"7xn)+(y17"'7yn)
=(X1 + Y15+ s Xo + Yn),
ex =c(x1,. .., %) = (ex1, ..., cXn),

kde X = (x1,...,x,) € K",y =(y1,...,¥n) € K"ac €K,
vektorovy prostor nad télesem K.



Priklady V

Zrejmé usporadana n-tice 0, = (0, ..., 0) hraje dlohu nuly v K”.
Pokud bude potfebné rozlisit nulové vektory v prostorech K” pro

rtizna prirozena Cisla n, budeme pro nulu v K" pouzivat oznaceni
0,. Opacny prvek k x = (x1,...,x,) € K" je zfejmé

—X = —(Xl, 00 C 7Xn) = (_le ey _Xn)-



Piiklady VI

Rikame, ze operace na K" jsou definované po slozkach. Prvky
tohoto vektorového prostoru nazyvame n-rozmeérné radkové
vektory nad télesem K. Vektorovy prostor KO sestava z jediného
prvku (), predstavujiciho "usporadanou nultici", ktera je nutné
nulou v K°.



Piklady VII

Nékdy bude vyhodnéjsi pracovat s n-rozmernymi sloupcovymi
vektory nad télesem K, t.]. s vektory tvaru

X1 kde x1,...,x, € K.
X = : , Piseme rovnéz K".

Xn



Piklady VIII

Polynomem nebo téz mnohoclenem f stupné n, kde
—1 < n € Z, v proménné x nad télesem K rozumime formalni
vyraz tvaru

f(x) = a —{— a1 x —{— A T A g

I
(]
O

Q
><



Piiklady IX

kde ag, a1, ...,an_1, an € jsou skalary, nazyvané koeficienty
polynomu f, a a, # 0.

Nulu 0 € K povazujeme za polynom stupné —1 a nenulové skalary
a € K za polynomy stupné 0. Zfejmé kazdy polynom f definuje
(stejné oznacovanou) funkci f : K — K danou predpisem

¢ +— f(c), t.]. dosazenim konkrétnich hodnot ¢ € K za
proménnou x do polynomu f.



Piiklady X

Mnozinu vSech polynomii v proménné x nad K stupné nejvyse n,
kde —1 < n € Z, budeme znadit K(”)[x]; mnozinu vsech polynomii
v proménné x nad K znacime K[x].

Libovolny polynom g(x) = Y- bix' € K[x] stupné m < n
miizeme psat ve tvaru

g(x) = by + bix + ...+ bypx™ +0x™ + ...+ 0x",

t.j. v tvaru g(x) = Y1, bix’, kde b; =0 pro m < i < n.



Piiklady XI

S pouzitim této konvence Ize definovat soucet f 4+ g polynomi
f=>T"gaix', g=>",bix" z K[x] predpisem

max(m,n)

(F+8)(x) =) +80)= 3 (ar+h)x"

i=0



Piklady XII

Pokud navic ¢ € K, klademe
(cf)(x) Z caix'.

Snadno ovéfime, ze s takto po slozkach definovanymi operacemi
souctu a skalarniho nasobku tvofi kazda z mnozin polynomi

"[x], kde —1 < n € Z, a zaroveh i mnozina véech polynomii
K[x] vektorovy prostor nad télesem K.
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Abstrakt

V této kapitole se sezndmime s maticemi, t. j. obdélnikovymi
tabulkami, s jejichz pomoci budeme kédovat nejriiznéjsi diilezité
idaje o vektorovych prostorech, a nauéime se s nimi pracovat.



Obsah prednasky |

» Matice nad danou mnozinou

» Typy matic, fadky a sloupce matice.
» Transponovana matice, blokové matice.
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» Typy matic, fadky a sloupce matice.
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» Matice nad danym télesem

» Vektorovy prostor matic.
» Nasobeni matic, operace s blokovymi maticemi.



Obsah prednasky |

» Matice nad danou mnozinou

» Typy matic, fadky a sloupce matice.
» Transponovana matice, blokové matice.

» Matice nad danym télesem

» Vektorovy prostor matic.
» Nasobeni matic, operace s blokovymi maticemi.

» Matice nad danym vektorovym prostorem



Matice nad danou mnozinou |

Necht X je libovolnda mnozina a m, n € N.

Matici typu m x n, nebo téZ m x n-rozmérnou matici nad
mnozinou X rozumime obdélnikovou tabulku



Matice nad danou mnozinou Il

dil1 a2

dy1  ax»
A =

Aml dm2

sestavajici z prvki mnoziny X.

din
d2n



Matice nad danou mnozinou Il

dil dio ... din

dni dno ... dop
A =

dmi dm2 - - - Amn

sestavajici z prvki mnoziny X.

Zkracené piseme A = (ajj)mxn nebo A = (a;).



Matice nad danou mnozinou Il

Prvky ajj € X, kde 1 </ < m, 1 <j < n, se nazyvaji prvky
matice A.



Matice nad danou mnozinou Il

Prvky ajj € X, kde 1 </ < m, 1 <j < n, se nazyvaji prvky
matice A.

Prvek ajj, ktery se nachazi v i-tém radku a j-tém sloupci matice A
nazyvame téz prvek v misté (na pozici) (i, ), resp. (i,j)-ty
prvek matice A.



Matice nad danou mnozinou Il

Prvky ajj € X, kde 1 </ < m, 1 <j < n, se nazyvaji prvky
matice A.

Prvek ajj, ktery se nachazi v i-tém radku a j-tém sloupci matice A
nazyvame téz prvek v misté (na pozici) (i, ), resp. (i,j)-ty
prvek matice A.

Mnozinu véech m X n-rozmérnych matic nad mnozinou X znacime

Xm0 (163 Matyo(X)).



Matice nad danou mnozinou Il

Prvky ajj € X, kde 1 </ < m, 1 <j < n, se nazyvaji prvky
matice A.

Prvek ajj, ktery se nachazi v i-tém radku a j-tém sloupci matice A
nazyvame téz prvek v misté (na pozici) (i, ), resp. (i,j)-ty
prvek matice A.

Mnozinu véech m X n-rozmérnych matic nad mnozinou X znacime
XN (téz Matpm o(X)).

Pokud m = n, mluvime o ctvercovych maticich radu n nad
mnozinou X.



Matice nad danou mnozinou IV

Poznamenejme, ze v pripadé, kdyz nékteré z Cisel m, n je 0,
mnozina X™*" sestava z jediné a to prazdné matice (). Dale se
budeme vzdy bavit jen o maticich kladnych rozmériéi m X n.



Matice nad danou mnozinou IV

Poznamenejme, ze v pripadé, kdyz nékteré z Cisel m, n je 0,
mnozina X™*" sestava z jediné a to prazdné matice (). Dale se
budeme vzdy bavit jen o maticich kladnych rozmériéi m X n.

Dvé matice nad mnozinou X povazujeme za navzajem stejné
neboli totozné, pokud maji stejné rozméry a stejné prvky na
prislusnych mistech.



Matice nad danou mnozinou V

To znamena, ze pro matice A = (@) mxn, B = (bjj)pxq nad X
klademe A = B pravé tehdy, kdyz m = p, n = g a pro vsechny
i=1,...,m j=1,..., nplati aj = b.



Matice nad danou mnozinou V

To znamena, ze pro matice A = (@) mxn, B = (bjj)pxq nad X
klademe A = B pravé tehdy, kdyz m = p, n = g a pro vsechny
i=1,...,m j=1,..., nplati aj = b.

Mnozina matic typu 1 X n nad X splyva s mnozinou X", pokud
usporadané n-tice prvki z X zapisujeme do radku. Podobné, pokud
usporadané m-tice prvkt z X zapisujeme do sloupce, tak mnozina
matic typu m X 1 nad X splyva s mnozinou X".



Matice nad danou mnozinou VI

Necht A = (a;;) € X™*". Usporadanou n-tici

fi(A) = (3,'1, ai2y - -« ain) S Xlxn,

kde 1 < i < m, nazyvame i-tym radkem matice A.



Matice nad danou mnozinou VII

Podobné, usporadanou m-tici

alj

a.
s(A)=| 7 | . ke1<j<n

Amj

nazyvame j-tym sloupcem matice A.



Matice nad danou mnozinou VIII

Matici A tak miizeme ztotoznit jak se sloupcem slozenym z jejich
radki tak s radkem slozenym z jejich sloupcd, t. .

A = (Sl(A)a 52(A)a 000 S"(A))’



Matice nad danou mnozinou IX

a1l
ar1

dmi

di2
an

am2

din
azn

amn

I’l(A)
I'Q(A)

m(A)



Matice nad danou mnozinou X

Matici, kterou ziskdme z matice A = (a,-j)mx,, zaménou jejich

radki a sloupcii, nazyvame transponovanou matici k matici A a
., e AT

znacime ji A



Matice nad danou mnozinou Xl

dil1  ao
di2  d»

din d2n

dmi
dm?2



Matice nad danou mnozinou Xl

di1 dz1 ... dmil

dip d» ... amp
AT =

dip dp ... dmn

To znamena, ze AT € X"*™ a prvek na pozici (i,j) matice AT je
aji.



Matice nad danou mnozinou Xl

Zrejmé pro libovolnou matici A € X" plati

(AT)T = A.



Matice nad danou mnozinou Xl

Zrejmé pro libovolnou matici A € X" plati

(AT)T = A.

Transpozici matic-fadki z X**" dostaneme matice-sloupce z X"*!
a transpozici matic-sloupcii z X™*1 matice-fadky z X**™.



Matice nad danou mnozinou XI|

Na zakladé této poznamky Ize snadno vidét, ze pro libovolnou
matici A€ X" a1 <i<m, 1<) <noplati

S,'(AT) = r,-(A)T, rj(AT) = Sj(A)T.



Matice nad danou mnozinou XllI

Ctvercova matice A € X" se nazyva symetricka, pokud

A=AT t]j pokud ajj = aji pro véechny indexy i,j =1,...



Matice nad danou mnozinou XllI

Ctvercova matice A € X" se nazyva symetricka, pokud
A=AT t]j pokud ajj = aji pro véechny indexy /,j = 1,...,n.

Posloupnost prvkii (811, 822, - - -, ann) Nazyvame diagonalou
Ctvercové matice A.



Matice nad danou mnozinou XllI

Ctvercova matice A € X" se nazyva symetricka, pokud
A=AT t]j pokud ajj = aji pro véechny indexy /,j = 1,...,n.

Posloupnost prvkii (811, 822, - - -, ann) Nazyvame diagonalou
Ctvercové matice A.

Transponovanou matici k ¢tvercové matici A ziejmé ziskame
"osovou soumérnosti" jejich prvkil podle diagonaly.



Matice nad danou mnozinou XIV

Nékdy bude uziteéné spojit dvé matice A € X™*™Mm B € X™M*"m
se stejnym poctem radki do jedné matice tak, Ze prislusné tabulky
jednoduse napiseme vedle sebe.



Matice nad danou mnozinou XIV

Nékdy bude uziteéné spojit dvé matice A € X™*™Mm B € X™M*"m
se stejnym poctem radki do jedné matice tak, Ze prislusné tabulky
jednoduse napiseme vedle sebe.

Vysledna matice je typu m x (n; + ny) a znacime ji (A, B),
pripadné (A | B).



Matice nad danou mnozinou XV

Podobné mtizeme spojit dvé matice A € X™*" B € Xmx"
se stejnym poctem sloupcii do jedné matice tak, ze pFislusné
tabulky napiseme pod sebe.



Matice nad danou mnozinou XV

Podobné mtizeme spojit dvé matice A € X™*" B € Xmx"
se stejnym poctem sloupcii do jedné matice tak, ze pFislusné
tabulky napiseme pod sebe.

Vysledna matice je typu (m; + my) X n a znacime ji

(8) o (3),



Matice nad danou mnozinou XVI

Pravé popsané konstrukce jsou priklady tzv. blokovych matic.
Pavodni matice, ze kterych takto vytvarime blokovou matici,
potom nazyvame jejimi bloky.



Matice nad danou mnozinou XVI

Pravé popsané konstrukce jsou priklady tzv. blokovych matic.
Pivodni matice, ze kterych takto vytvafime blokovou matici,
potom nazyvame jejimi bloky.

Samozrejmé miizeme vedle sebe resp. pod sebe zaradit vétsi pocet
blokli nez pouze dva.



Matice nad danou mnozinou XVI

Pravé popsané konstrukce jsou priklady tzv. blokovych matic.
Pavodni matice, ze kterych takto vytvarime blokovou matici,
potom nazyvame jejimi bloky.

Samozrejmé miizeme vedle sebe resp. pod sebe zaradit vétsi pocet
blokli nez pouze dva.

Naopak, nékdy miize byt ucelné vyznacit v dané matici néjaké
mensi obdélnikové ¢asti jako jeji bloky.



Matice nad danou mnozinou XVII

Pak mluvime o tzv. blokovém tvaru dané matice.



Matice nad danou mnozinou XVII

Pak mluvime o tzv. blokovém tvaru dané matice.

Prikladem toho byl zapis matice A € X™*" jako fadku slozeného z
jejich sloupcil, pfipadné jako sloupce slozeného z jejich fadka.



Matice nad danou mnozinou XVII

Pak mluvime o tzv. blokovém tvaru dané matice.

Prikladem toho byl zapis matice A € X™*" jako fadku slozeného z
jejich sloupcil, pfipadné jako sloupce slozeného z jejich fadka.

Uvedena dvé schemata vytvareni blokovych matic "vedle sebe" a
"pod sebe" miizeme kombinovat.



Matice nad danou mnozinou XVIII

Napf. z matic Ay € X™M>Xm A, € XMxm2 Ay € Xm2xm,
A, € X™*™ mizeme vytvorit blokovou matici

A11 A12
A21 A22

typu (m1 T m2) X (n1 T nz).



Matice nad danou mnozinou XIX

Tuto konstrukci miizeme ziejmym zpitisobem zevseobecnit i na vétsi
systémy matic a zapsat ve tvaru

A11 ... A1/
A= (Aj)x = S
Ag ... Ay



Matice nad danou mnozinou XX

pficemz jednotlivé bloky Aj; jsou matice nad X rozméra m; X n;,
kde (my, ..., my), (n,...,n;) jsou n&jaké konecné posloupnosti
prirozenych Cisel.



Matice nad danou mnozinou XX

pficemz jednotlivé bloky Aj; jsou matice nad X rozméra m; X n;,
kde (my, ..., my), (n,...,n;) jsou n&jaké konecné posloupnosti
prirozenych Cisel.

Matici nad mnozinou X z této "matice matic" dostaneme tak, Ze si
v A odmyslime vnitini zavorky oddélujici jeji jednotlivé bloky Aj;.



Matice nad danym télesem |

Na mnoziné X, nad kterou jsme vytvareli prislusné matice, jsme
doposud nepredpokladali Zzadnou dalsi strukturu.



Matice nad danym télesem |

Na mnoziné X, nad kterou jsme vytvareli prislusné matice, jsme
doposud nepredpokladali Zzadnou dalsi strukturu.

Na mnozinach matic X™*" sa nam pomérné bohata struktura
prirozenym zpiisobem objevila.



Matice nad danym télesem I

Vsechny doposud zavedené maticové operace a vlastnosti vsak mély
vyluéné poziéni charakter — zakladaly sa na reprezentaci kazdé
matice jako prislusné obdélnikové tabulky.



Matice nad danym télesem I

Vsechny doposud zavedené maticové operace a vlastnosti vsak mély
vyluéné poziéni charakter — zakladaly sa na reprezentaci kazdé
matice jako prislusné obdélnikové tabulky.

Dalsi maticové operace a vlastnosti, které hodlame zavést a pozdéji

vyuzivat, uz budou podminéné pritomnosti jisté struktury na
mnoziné X.



Matice nad danym télesem [lI

se budeme zabyvat, tvoFi matice nad néjakym télesem.



Matice nad danym télesem [lI

se budeme zabyvat, tvoFi matice nad néjakym télesem.

V celém odstavci K oznacuje pevné zvolenég, jinak vsak libovolné

téleso.



Matice nad danym télesem [lI

se budeme zabyvat, tvoFi matice nad néjakym télesem.
V celém odstavci K oznacuje pevné zvolenég, jinak vsak libovolné
téleso.

V souladu s predeslym odstavcem K™*" kde m, n € N, oznacuje
mnozinu véech matic typu m X n nad &iselnym télesem K.



Matice nad danym télesem |V

Pro pevné m, n € N budeme na mnoziné matic K™*" definovat po
slozkach operace sou¢tu a skalarniho nasobku.



Matice nad danym télesem |V

Pro pevné m, n € N budeme na mnoziné matic K™*" definovat po
slozkach operace souctu a skalarniho nasobku. Tedy pro matice
A = (ajj)mxn: B = (bjj)mxnnad K ace K

A+B = (a,-j+b,-j)mxn,
cA = (caj)mxn-



Matice nad danym télesem V

Soucet matic A + B je definovany jen pro matice A, B stejného
typu a samotna matice A + B je téhoz typu jako A a B.



Matice nad danym télesem V

Soucet matic A + B je definovany jen pro matice A, B stejného
typu a samotna matice A + B je téhoz typu jako A a B.

Neutralnim prvkem operace séitani na K™*" je matice typu

m X n, jejiz vsechny prvky jsou nulové; nazyvame ji nulova matice
typu m X n a oznacujeme ji Op, , resp. 0, je-li jeji rozmér jasny

z kontextu nebo na ném nezalezi.



Matice nad danym télesem VI

Opacénym prvkem k matici A = (a;;)mxn je zfejmé matice
—A = (=ay)mxn-



Matice nad danym télesem VI

Opacénym prvkem k matici A = (a;;)mxn je zfejmé matice

—A = (=aj)mxn-

Matice pevného typu m X n nad télesem K s takto definovanymi
operacemi souctu a skalarniho nasobku tvori vektorovy prostor
nad télesem K tj. K™*" bude dale oznacovat prislusny vektorovy
prostor.



Matice nad danym télesem VII

Nejprve sa nauc¢ime nasobit nékteré dvojice vektori.



Matice nad danym télesem VII

Nejprve sa nauc¢ime nasobit nékteré dvojice vektori.

Soucinem x -y radkového vektoru x = (xi,...,x,) € K" a
sloupcového vektoruy = (y1,...,y,)" € K™ rozumime skalar

Xy = Z?:lxi)/i-



Matice nad danym télesem VIII

n

Xy = (x5,...,%)" :
Yn

= X1t XY =D XiVi

V tomto pripadé jde o bézny "skalarni soucin" vektorii x,y € K.



Matice nad danym télesem VIII

Snadno se ovéri, 7e pre véechnan €N, c € K a x,x’ € KX,
y,y € K™1 plati

x-(y+ty) = x-y+x-y,
x+x)-y = x-y+x-y,
=c(x'y) = cx-y,

X-y — yT-XT‘



Matice nad danym télesem IX

Pro takto definovany soucin vektori jsou splnéné dobre znamé
vlastnosti "skalarniho soucinu".



Matice nad danym télesem IX

Pro takto definovany soucin vektori jsou splnéné dobre znamé
vlastnosti "skalarniho soucinu".

Rikame, ze nasobeni fadkovych a sloupcovych vektori je
distributivni (z obou stran) vzhledem ke s¢itani a komutuje, t. .
je zaménitelné s operaci skalarniho nasobku.



Matice nad danym télesem IX

Pro takto definovany soucin vektori jsou splnéné dobre znamé
vlastnosti "skalarniho soucinu".

Rikame, ze nasobeni fadkovych a sloupcovych vektori je
distributivni (z obou stran) vzhledem ke s¢itani a komutuje, t. .
je zaménitelné s operaci skalarniho nasobku.

Posledni rovnost miizeme chapat jako "komutativitu" tohoto
soucinu; vdécéime za ni komutativité nasobeni v télese K.



Matice nad danym télesem X

Necht m,n,p € N a A = (aj))mxn, B = (bjk)nxp-



Matice nad danym télesem X

Necht m,n,p € N a A = (aj))mxn, B = (bjk)nxp-
Soucinem matic A, B rozumime matici

A -B = (ri(A)sk(B))mxp-



Matice nad danym télesem X

Necht m,n,p € N a A = (aj))mxn, B = (bjk)nxp-
Soucinem matic A, B rozumime matici

A-B = (ri(A) - 54(B))mp.

Vsimnéme si, ze soucin matic A, B je definovany, pouze pokud se
pocet sloupcii matice A rovna poctu radkt matice B, t.j. pravé
tehdy, kdyz radky matice A a sloupce matice B maji stejny rozmér.



Matice nad danym télesem XI|

Soucin matic typG m X n a n X p je matice typu m X p, coz si
miizeme lehce zapamatovat v symbolickém tvaru

[m x n] - [nx p] = [m x p],

pfipominajicim rozmérové vztahy ve fyzice.



Matice nad danym télesem XI|

Soucin matic typG m X n a n X p je matice typu m X p, coz si
miizeme lehce zapamatovat v symbolickém tvaru

[m x n] - [nx p] = [m x p],
pfipominajicim rozmérové vztahy ve fyzice.

Soucin dvou ¢Etvercovych matic typu n X n je tedy opét matice typu
n xn.



Matice nad danym télesem XI|

Prvek na pozici (7, k) matice A - B dostaneme jako soucin i-tého
fadku matice A a k-tého sloupce matice B, tedy jako vyraz

b1k
ri(A) 'Sk(B): (a,-l,...,a,-,,)-
bnk

n
=aj1bik + ...+ aipnbpk = Zj:l a,-jbjk .



Matice nad danym télesem XII|

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnosti

ri(A-B)=ri(A)-B, si(A-B)=A-s(B).



Matice nad danym télesem XIV

Nasobeni matic je (z obou stran) distributivni vzhledem ke scitani.
To znamena, Ze pro libovolné m, n € N a matice A, A’ € K™%,
B, B’ € K™P plati

A-(B+B) =A-B+A-B,
(A+A)-B =A-B+A"-B.



Matice nad danym télesem XV

Z distributivity soucinu vektord vzhledem k jejich souctu je totiz
jasné, ze (i, k)-ty prvek matice A - (B + B') je

ri(A)-sk(B+B') = r;(A) - (sk(B) + s«(B'))
=r;(A) - sk(B) +r;(A) - s, (B'),

tedy sa rovna (i, k)-tému prvku matice A - B + A - B'. Podobné
pro druhou rovnost.



Matice nad danym télesem XVI

Podobné, s vyuzitim zaménitelnosti soucinu vektorti a skalarniho
nasobku mizeme dokazat, Ze pre libovolny skalar ¢ € K a vsechny
matice A € K™*" B € K"*P plati

A-cB=c(A-B)=cA-B.



Matice nad danym télesem XVI

Podobné, s vyuzitim zaménitelnosti soucinu vektorti a skalarniho
nasobku mizeme dokazat, Ze pre libovolny skalar ¢ € K a vsechny
matice A € K™*" B € K"*P plati

A-cB=c(A-B)=cA-B.

Rikame pak, ze nasobeni matic komutuje, t.j. je zaménitelné
s operaci skalarniho nasobku.



Matice nad danym télesem XVII

Nasobeni matic je téz asociativni: pro m,n,p,g € Na A € K™*",
B € K"™P, C e KP*9 plati

A-(B-C)=(A-B)-C.



Matice nad danym télesem XVII

Nasobeni matic je téz asociativni: pro m,n,p,g € Na A € K™*",
B € K"™P, C e KP*9 plati

A-(B-C)=(A-B)-C.

Pro diikaz toho si staci uvédomit, ze pro libovolné vektory
x=(x1, .., %) € K" y=(y1,...,yp) " € KP*! plati:



Matice nad danym télesem XVIII

Zizl b1k yx
x-(B-y)=(x1,...,%n) " :
Zi:l bnk}’k

= 271 % (k= biwyi) = 3okoy (Zfll ijjk) Yk =
Y1

(Z}’:mbjlw--azj'-;l&bjp)' - | =(x-B)-y.

Yp



Matice nad danym télesem XIX

Pak pro1 <i<m, 1</<gq, je (i,])-ty prvek na pozici (i, /)
matice A - (B - C)

ri(A)-si(B-C) =ri(A)-(B-s/(C))
= (ri(A) - B) - 5(C)
=ri(A-B)-s/(C),

tedy sa rovna (i, /)-tému prvku matice (A-B) - C



Matice nad danym télesem XX

Ctvercovou matici fadu n, ktera ma vsechny prvky na diagonale
rovné 1 a mimo diagonalu 0, oznacujeme |,, a nazyvame
Jjednotkova matice radu n.



Matice nad danym télesem XX

Ctvercovou matici fadu n, ktera ma vsechny prvky na diagonale
rovné 1 a mimo diagonalu 0, oznacujeme |,, a nazyvame
Jjednotkova matice radu n.

S pouzitim tzv. Kroneckerova symbolu

. 1, proi =/,
iT 0, proi#),



Matice nad danym télesem XXI

miizeme psat

In — (6U)n><n —



Matice nad danym télesem XXI|

Jednotkové matice hraji tlohu neutralnich prvki pro nasobeni
matic.



Matice nad danym télesem XXI|

Jednotkové matice hraji tlohu neutralnich prvki pro nasobeni
matic.

Pro kazdou matici A € K™*" plati

Imn-A=A=A-1,



Matice nad danym télesem XXI|

Jednotkové matice hraji tlohu neutralnich prvki pro nasobeni
matic.

Pro kazdou matici A € K™*" plati

Imn-A=A=A-1,

Mnozina K™= vsech ¢tvercovych matic Fadu n je kromé struktury
vektorového prostoru vybavena asociativni operaci nasobeni, ktera
je (z obou stran) distributivni vzhledem ke s¢itani matic, komutuje
s operaci skalarniho nasobku a jednotkova matice I, je jeji neutralni
prvek.



Matice nad danym télesem XXI|II

To nam, podobné jako pro prvky télesa K, umoznuje zavést i
mocniny ctvercovych matic.



Matice nad danym télesem XXI|II

To nam, podobné jako pro prvky télesa K, umoznuje zavést i
mocniny ctvercovych matic.
Pro A € K™ klademe A° =1, a

AK=A... ‘A,

k-krat
pro0 < k eN;



Matice nad danym télesem XXI|II

To nam, podobné jako pro prvky télesa K, umoznuje zavést i
mocniny ctvercovych matic.
Pro A € K™ klademe A° =1, a

AK=A... ‘A,

k-krat
pro0 < k eN;
tedy AL=A, A2=A-A A=A .A-A, atd.



Matice nad danym télesem XXIV

Uvédomme si, ze pro n > 1 — na rozdil od komutativity nasobeni
v télese K — nasobeni matic z poziénich diivodii neni komutativni
na K™



Matice nad danym télesem XXIV

Uvédomme si, ze pro n > 1 — na rozdil od komutativity nasobeni
v télese K — nasobeni matic z poziénich diivodii neni komutativni

na K™ Napriklad
1 1) (0 1) (1 1+1
0 1 1 1) \1 1
01y (1 1) _ (0 1
11 01/ \1 141/



Matice nad danym télesem XXV

Naproti tomu komutativita nasobeni v télese K ma za disledek, zZe
pre vSechna m, n, p a matice A € K™*" B € K"*P plati rovnost

(A-B)' =BT .AT.



Matice nad danym télesem XXV

Naproti tomu komutativita nasobeni v télese K ma za disledek, zZe
pre vSechna m, n, p a matice A € K™*" B € K"*P plati rovnost

(A-B)" =BT -AT.
Totiz

ri(A) sk (B) =sk(B)" -ri(A)T =r(BT)-s;(AT).



Matice nad danym télesem XXVI

Operace maticového souctu a skalarniho nasobku mazeme na
blokovych maticich rozlozit na jednotlivé bloky.



Matice nad danym télesem XXVI

Operace maticového souctu a skalarniho nasobku mazeme na
blokovych maticich rozlozit na jednotlivé bloky.

Jsou-li A = (Ajj)kx/, B = (Bjj)kx/ blokové matice nad ciselnym
télesem K a odpovidajici si si bloky Aj;, Bj; se stejnym typem
m; x nj, tak jejich soucet je opét



Matice nad danym télesem XXVII

blokova matice

A+B= (A,J == Bij)kxl

s bloky stejnych typi.



Matice nad danym télesem XXVII

blokova matice

A+B= (A,J == Bij)kx/
s bloky stejnych typi.

S operaci skalarniho nasobku je to jesté jednodussi, totiz nemusime
se starat o shodnost rozmérii jednotlivych bloka.

cA = (CAij)kX/-



Matice nad danym télesem XXVIII

Blokova struktura sa pfenasi i na soucin matic za podminky, ze
sloupce prvni matice jsou ve stejném poradi rozdéleny na stejny
pocet stejné velkych skupin, reknéme n; + ny + ...+ n,, jako
sloupce druhé matice.



Matice nad danym télesem XXVIII

Blokova struktura sa pfenasi i na soucin matic za podminky, ze
sloupce prvni matice jsou ve stejném poradi rozdéleny na stejny
pocet stejné velkych skupin, reknéme n; + ny + ...+ n,, jako
sloupce druhé matice. Tedy pokud A = (Ajj).xv, B = (Bjk)uxw
jsou blokové matice nad K, pricemz blok Aj; je typu m; x n; a blok

Bji typu n; X py,



Matice nad danym télesem XXVIII

Blokova struktura sa pfenasi i na soucin matic za podminky, ze
sloupce prvni matice jsou ve stejném poradi rozdéleny na stejny
pocet stejné velkych skupin, reknéme n; + ny + ...+ n,, jako
sloupce druhé matice. Tedy pokud A = (Ajj).xv, B = (Bjk)uxw
jsou blokové matice nad K, pricemz blok Aj; je typu m; x n; a blok
Bk typu nj x py, tak jejich soucin je blokova matice tvaru

J
A-B = (Ci)ux, kde blok

Cik =Ai1 - Bix+An-Box+ ...+ Ajp - Bk

Je typu m; X py.



Matice nad danym télesem XXIX

Blokové matice nasobime stejné jako "obycejné" matice, jen s tim
rozdilem, Ze soucet resp. soucin v Ciselném télese K nahradime
souctem resp. soucinem matic.



Matice nad danym télesem XXIX

Blokové matice nasobime stejné jako "obycejné" matice, jen s tim
rozdilem, Ze soucet resp. soucin v Ciselném télese K nahradime
souctem resp. soucinem matic.

Jednotkové matice |, jsou prikladem tzv. diagonalnich matic.



Matice nad danym télesem XXIX

Blokové matice nasobime stejné jako "obycejné" matice, jen s tim
rozdilem, Ze soucet resp. soucin v Ciselném télese K nahradime
souctem resp. soucinem matic.

Jednotkové matice |, jsou prikladem tzv. diagonalnich matic.
Ctvercovou matici A = (ajj)nxn nazyvame diagonalni, pokud
ajj = 0 pro vsechy i # j, t.j. pokud vsechny jeji prvky mimo
diagonalu jsou nuly.



Matice nad danym télesem XXX

Diagonalni matici, kterd ma na diagonale postupné prvky
di,db,...,d, € K znatime diag(dy, d, ..., d,).



Matice nad danym télesem XXX

Diagonalni matici, kterd ma na diagonale postupné prvky
di,db,...,d, € K zna¢ime diag(dy, >, ..., d,). Tedy napf.

I, = diag(1,...,1).
——

n-krat



Matice nad danym télesem XXX

Diagonalni matici, kterd ma na diagonale postupné prvky
di,db,...,d, € K zna¢ime diag(dy, >, ..., d,). Tedy napf.

I, = diag(1,...,1).
——
n-krat

Podobné mazeme definovat i tzv. blokové diagonalni matice.



Matice nad danym télesem XXXI

Pokud Az, Ao, ..., Ay jsou Ctvercové matice radd ny, np, ..., ng,
tak blokové diagonalni matici s bloky A1, Ay, ..., A, nazyvame
Ctvercovou blokovou matici
A;, 0 ... O
0 A, ... O
diag(Al,Ag,...,Ak) = . . . . 9
0O 0 ... A

kde 0 nachazejici se na pozici (i, ) oznacuje nulovou matici Oy;p;.



Matice nad danym télesem XXXII

Pravidlo o soucinu blokovych matic se redukuje na zvlast
jednoduchy tvar pro blokové diagonalni matice — nasobeni funguje
diagonalné po slozkach.



Matice nad danym télesem XXXII

Pokud A = diag(Al, oo ,Ak),
B = diag(Bs, ..., By) jsou blokové diagonalni matice, pricemz
odpovidajici si bloky A;, B; jsou Etvercové matice stejného fadu n;,
jejich soucéin je blokové diagonalni matice tvaru

A-B:diag(Al-Bl,...,Ak-Bk)

s Ctvercovymi bloky radt nq, ..., ng.



Matice nad danym télesem XXXII

Pravidlo o soucinu blokovych matic se redukuje na zvlast
jednoduchy tvar pro blokové diagonalni matice — nasobeni funguje
diagonalne po slozkach. Pokud A = diag(Aq,...,Ax),

B = diag(Bs, ..., By) jsou blokové diagonalni matice, pricemz
odpovidajici si bloky A;, B; jsou Etvercové matice stejného fadu n;,
jejich soucéin je blokové diagonalni matice tvaru

A-B:diag(Al-Bl,...,Ak-Bk)

s Ctvercovymi bloky radt nq, ..., ng.



Matice nad danym télesem XXXII|

Specialng, pro "obycejné" diagonalni matice plati

diag(ay, ..., a,) - diag(by, ..., b,) =

diag(ai b1, ..., anby).



Matice nad danym télesem XXXII|

Specialng, pro "obycejné" diagonalni matice plati

diag(ay, ..., a,) - diag(by, ..., b,) =
diag(ai b1, ..., anby).

Plati analogicka pravidla pro soucet a skalarni nasobek (blokoveé)
diagonalnich matic.

A+B = diag(A1+Bl,...,Ak+Bk)
cA = diag(cAy,...,cAy)



Matice nad vektorovym prostorem |

Matice typu m x n nad télesem K jsou specialnim druhem
blokovych matic.



Matice nad vektorovym prostorem |

Matice typu m x n nad télesem K jsou specialnim druhem
blokovych matic.

Matici A = (a;;) € K™*" miizeme povazovat jednak za blokovou
matici s bloky a;; typu 1 x 1, jednak se na ni mizeme divat jako na
radek jejich sloupcti resp. jako na sloupec jejich radka.



Matice nad vekt. prostorem |l

A pak chapeme jako matici typu m x 1 nad vektorovym prostorem
K1X" resp. jako matici typu 1 x n nad vektorovym prostorom
Kmxl_



Matice nad vekt. prostorem |l

A pak chapeme jako matici typu m x 1 nad vektorovym prostorem

K1X" resp. jako matici typu 1 x n nad vektorovym prostorom
Kmxl_

Pro libovolné m, n € N a libovolny (abstraktni) vektorovy prostor V
mame definovanou mnozinu V™*" vsech matic nad mnozinou V.



Matice nad vekt. prostorem |l

A pak chapeme jako matici typu m x 1 nad vektorovym prostorem
K1X" resp. jako matici typu 1 x n nad vektorovym prostorom
Kmxl_

Pro libovolné m, n € N a libovolny (abstraktni) vektorovy prostor V

mame definovanou mnozinu V™*" vsech matic nad mnozinou V.

Na mnoziné V™" miZeme zavést operace souctu a skalarniho
nasobku po slozkach. V™*" s témito operacemi tvori vektorovy
prostor nad télesem K.



Matice nad vekt. prostorem IlI

Zobecnime nyni operaci skalarniho nasobku K x V — V na operaci
soucinu mezi maticemi vhodnych typii nad K a nad V.



Matice nad vekt. prostorem IlI

Zobecnime nyni operaci skalarniho nasobku K x V — V na operaci
soucinu mezi maticemi vhodnych typii nad K a nad V.

Pro matice A = (a;) € K™", o = (u) € V"*P klademe
A-a=(vi) € VMP kde

n
Vi = Zj:l a,-jujk .



Matice nad vekt. prostorem IV

Tedy soucin A - « definujeme z formalniho hlediska stejné jako
soucin matic nad télesem K, jen s tim rozdilem Ze operace souctu
v K je nahrazena operaci souctu ve V' a operace soucinu v K je
nahrazena operaci skalarniho nasobku K x V — V.



Matice nad vekt. prostorem IV

Pro nasobeni matic nad V' maticemi nad K plati distributivita (z
obou stran) vzhledem ke scitani, zaménitelnost s operaci skalarniho
nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych matic jako
neutralnich prvka.



Matice nad vekt. prostorem IV

Tedy soucin A - « definujeme z formalniho hlediska stejné jako
soucin matic nad télesem K, jen s tim rozdilem Ze operace souctu
v K je nahrazena operaci souctu ve V a operace soucinu v K je
nahrazena operaci skalarniho nasobku K x V — V.

Pro nasobeni matic nad V' maticemi nad K plati distributivita (z
obou stran) vzhledem ke scitani, zaménitelnost s operaci skalarniho
nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych matic jako
neutralnich prvka.



Matice nad vekt. prostorem V

To znamend, Ze pro vdechna I,m,n,pe N, c € K, A, B € K™*",
Ce KI*m a, B e V%P plati:

A-(a+B)=A-a+A-3,
(A+B)-a=A-a+B-a,
A (ca)=c(A-a)=(cA): a,
C-(A-a)=(C-A) a,

l,-a=«.



Matice nad vekt. prostorem VI

Dle amluvy, ze xc = cx pro ¢ € K, x € V, Ize definovat i souéin
matic 3 = (vj;) € V™", B = (bjx) € K"™*P v obraceném poradi
jako matici 3 - B = (wj,) € V™*P takovou, ze

n n
Wik = ZVUbjk = Z bjkv,-j .
J=1 J=1



Matice nad vekt. prostorem VII

S vyuzitim posledni definice méizeme pro A € K™*" o € V"*P,
B e vVmxn B e K"™P dokazat rovnosti

(A-a))=a”-AT,  (8-B)T =BT.p.



Matice nad vekt. prostorem VII

S vyuzitim posledni definice méizeme pro A € K™*" o € V"*P,
B e vVmxn B e K"™P dokazat rovnosti

(A-a)T =a”-AT,  (8-B)=BT.g".

Tedy i pro nasobeni matic nad K maticemi nad V plati
distributivita (z obou stran) vzhledem ke scitani, zaménitelnost

s operaci skalarniho nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych
matic jako neutralnich prvka.



Matice nad vekt. prostorem VIII

To znamend, Ze pre vdechna m,n,p,g €N, c € K, a, B € K™*",
A B e V"™P Ce KPX9 plati:

(a+B)-A=a-A+3-A,
a- (A+B)=a-A+a-B,
a-(cA)=c(a-A)=(ca)-A,
a- (A-C)=(a-A)-C,

a-l,=a.



Matice nad vekt. prostorem X

Vztahy pro fadky a sloupce soucinu z odstavce 2.2.2 ziistavaji
zachované pre oba typu soucinti matic nad K a V, t.].

I’,'(A g a) = I’,'(A) -, Sk(A C a) =A- sk(a)
ri(B-B)=ri(8)-B,  s(B-B)=p"s«(B)

pre vsechny A € K™" o € V"™P e V™" B e K"P,



Matice nad vekt. prostorem X

Definice souéinti A - ¢, 3 - B jsou ve shodé s ptivodnim nasobenim
matic.



Matice nad vekt. prostorem X

Definice souéinti A - ¢, 3 - B jsou ve shodé s ptivodnim nasobenim
matic.

Chapeme-li matici A € K™*" jakozto radek, t.j. jakozto matici
typu 1 x n nad prostorem sloupcovych vektord K™, tak pro

B € K"*P splyva matice (s1(A),...,s,(A)) - B vypoéitana podle
"nové" definice s blokovym tvarem (A - s1(B),..., A -s,(B))
matice A - B.



Matice nad vekt. prostorem Xl

Podobné, chapeme-li B jako sloupec, t.j. jako matici typu n x 1
nad prostorem fadkovych vektorii KP, tak

I’l(B) I’l(A) -B
Al ] = ; —A-B.
r.(B) rm(A)-B



Matice nad vekt. prostorem Xl|

Specialné, linearni kombinaci a;x; + ... a,x, vektori
X1,...,Xp € V s koeficienty ay, ..., a, € K miizeme s vyuzitim
vektorovych matic zapsat ve tvaru soucini

X1 a

(a,...,an) - ; =(X1,...,Xp) -
X, an
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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se seznamime se soustavami linearnich rovnic
nad obecnym télesem K a naucime se je Fesit.



Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se seznamime se soustavami linearnich rovnic
nad obecnym télesem K a naucime se je Fesit.

Vyuzijeme pfi tom zapis soustavy pomoci jisté matice.
Strukturni vlastnosti mnoziny viech Feseni dané soustavy a
jejich disledky budeme studovat az pozdéji, poté, co se blize
seznamime se strukturou vektorovych prostort.



Maticovy zapis |

Zakladni pojem tohoto odstavce je pojem linearni rovnice.



Maticovy zapis Il

Linearni rovnici o n neznamych xi, ..., x, nad ciselnym télesem K
rozumime formuli tvaru

aixXy + axxo + ...+ apXn = b,

kde a1,ap,...,an, b € K, v proménnych xj, xo, ..., X,.



Maticovy zapis Il

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych xi, x2, ..., x, nad
Ciselnym télesem K rozumime konjunkci formuli tvaru

ainxy + anuXe + ... + aipnXpn = b1

amX1 + amXe + ... + ampXn = bm7

kde ajj, bi, 1 <i<m,1<j<n, jsou skalary z K.



Maticovy zapis IV

Matici A = (aj;) € K™*" nazyvame matici soustavy, sloupcovy
vektor b = (by,...,byn)T € K™ nazyvame jeji pravou stranou.



Maticovy zapis IV

Matici A = (aj;) € K™*" nazyvame matici soustavy, sloupcovy
vektor b = (by,...,byn)T € K™ nazyvame jeji pravou stranou.

Rozsirenou matici soustavy nazyvame blokovou matici
(A ’ b) = Km><(n+1)_



Maticovy zapis IV

Matici A = (aj;) € K™*" nazyvame matici soustavy, sloupcovy
vektor b = (by,...,byn)T € K™ nazyvame jeji pravou stranou.

Rozsirenou matici soustavy nazyvame blokovou matici
(A ’ b) = Km><(n+1)_

Soustava sa nazyva homogenni, je-li b = 0; v opaéném pripadé sa
nazyva nehomogenni.



Maticovy zapis V

Uvedenou soustavu miizeme stru¢né a Gsporné zapsat
v maticovém tvaru
A-x=b,



Maticovy zapis V

Uvedenou soustavu miizeme stru¢né a Gsporné zapsat
v maticovém tvaru
A-x=b,

resp., pokud jde o homogenni soustavu, v tvaru

A-x=0.



Maticovy zapis V

Uvedenou soustavu miizeme stru¢né a Gsporné zapsat

v maticovém tvaru
A-x=b,

resp., pokud jde o homogenni soustavu, v tvaru
A-x=0.

Resenim soustavy A - x = b nazyvame takovy vektor
x = (x1,%2,...,%,)T € K", jehoz slozky vyhovuji kazdé z rovnic
této soustavy, t.j. plati A-x = b.



Maticovy zapis VI

Vyresit soustavu znamena najit vSechna jeji feseni, t. . popsat
mnozinu vsech jejich feSeni.



Maticovy zapis VI

Vyresit soustavu znamena najit vSechna jeji feseni, t. . popsat
mnozinu vsech jejich feSeni.

Dvé soustavy A-x=b a B:-x=c, kde A, B € K™*",

b,c € K™, se nazyvaji ekvivalentni, pokud maji stejnou
mnozinu feseni, t.j. pokud pro vsechna x € K" plati A-x=0b
pravé tehdy, kdyz B - x = c.



Poznamka |

(a) Podtrhnéme, ze feSenim soustavy rozumime vzdy sloupcovy
vektor x a ne jeho slozky.



Poznamka |

(a) Podtrhnéme, ze feSenim soustavy rozumime vzdy sloupcovy
vektor x a ne jeho slozky.

Tak napriklad soustava

2x+3y = 12
3x =2y =

o1

nad télesem R ma jediné reseni ( ; > = < 2 > a nikoliv dvé

feSeni x =3, y = 2.



Poznamka Il

Budeme pak fikat, ze soustava ma jediné feseni x = 3, y = 2.



Poznamka Il

Budeme pak fikat, ze soustava ma jediné reseni x =3, y = 2.

(b) Vsimnéme si, ze pocCet rovnic soustavy a pocet neznamych se
nemusi rovnat. V obvyklém pfipadé, kdyz rovnic je stejny pocet
jako neznamych, ocekavame, Ze soustava bude mit jediné feseni.



Poznamka Il

Budeme pak fikat, ze soustava ma jediné reseni x =3, y = 2.

(b) Vsimnéme si, ze pocCet rovnic soustavy a pocet neznamych se
nemusi rovnat. V obvyklém pfipadé, kdyz rovnic je stejny pocet
jako neznamych, ocekavame, Ze soustava bude mit jediné feseni.

Pokud je rovnic méné nez neznamych, Ize ocekavat, ze soustava
bude mit vicero (pfipadné i nekonecné mnoho) feseni.



Poznamka Il

Naopak, pokud je rovnic vice nez neznamych, miize se stat, ze
soustava nebude mit Zadné feSeni. Naproti tomu, Ze tato ocekavani
vyjadruji "prevladajici trend", lehce Ize najit priklady, kdy se nemusi
splnit.



Poznamka Il

Naopak, pokud je rovnic vice nez neznamych, miize se stat, ze
soustava nebude mit Zadné feSeni. Naproti tomu, Ze tato ocekavani
vyjadruji "prevladajici trend", lehce Ize najit priklady, kdy se nemusi
splnit.

Poznamenejme, ze homogenni soustava A - x = 0 ma (bez ohledu
na poCet neznamych a pocet rovnic) vzdy alespon jedno FeSeni — je
jim nulovy vektor x = 0.



Poznamka IV

Neni dilezité, jakymi znaky jsou oznaené nezndmé v soustavé
A-x=b.



Poznamka IV

Neni dilezité, jakymi znaky jsou oznaené nezndmé v soustavé
A-x=b.

Na jeji feSeni nema vliv, zda si vektor neznamych oznaéime
x=(x1,...,x)" neboy = (y1,...,yn)" nebo n&jak jinak.



Poznamka IV

Neni dilezité, jakymi znaky jsou oznaené nezndmé v soustavé
A-x=b.

Na jeji feSeni nema vliv, zda si vektor neznamych oznaéime
x=(x1,...,x)" neboy = (y1,...,yn)" nebo n&jak jinak.

To znamend, ze celd informace o této soustavé, potfebna pro
nalezeni vSech jejich feseni, je obsazena v rozsifené matici soustavy
(A|b), resp., pokud piijde o homogenni soustavu, jen v matici
soustavy A.



Poznamka V

Proto i metoda reSeni soustav linearnich rovnic, se kterou se nyni
seznamime, bude zalozena jen na Gpravé této matice.



Poznamka V

Proto i metoda reSeni soustav linearnich rovnic, se kterou se nyni
seznamime, bude zalozena jen na Gpravé této matice.

Rozsifenou matici (A | b) soustavy A -x = b budeme upravovat tak,
abychom dostali né&jakou jinou matici (B |c), ktera odpovida nové
soustavé B - x = ¢, pficemz tato spliuje nasledujici dvé podminky:



Poznamka VI

(a) Soustava B - x = c je ekvivalentni s piivodni soustavou
A - x = b, t.j. ma stejnou mnozinu feSeni.



Poznamka VI

(a) Soustava B - x = c je ekvivalentni s piivodni soustavou
A - x = b, t.j. ma stejnou mnozinu feSeni.

(b) V8echna jeji feseni mizeme pfimo vycist z jeji rozsirené matice
(B|c).



Poznamka VI

(a) Soustava B - x = c je ekvivalentni s piivodni soustavou
A - x = b, t.j. ma stejnou mnozinu feSeni.

(b) V8echna jeji feseni mizeme pfimo vycist z jeji rozsirené matice

(B o).

Pak rikame, ze soustava B - x = c je vyresena.



Redukovany tvar |

Rikame, ze prvek ajj matice A € K™*" je vedouci prvek i-tého
radku matice A, pokud aj; # 0, a j = 1 nebo a; = 0 pro vsechny
1< /<.



Redukovany tvar |

Rikame, ze prvek ajj matice A € K™*" je vedouci prvek i-tého
radku matice A, pokud aj; # 0, a j = 1 nebo a; = 0 pro vsechny
1< /<.

Jinak feceno, vedouci prvek nenulového radku je prvni nenulovy
prvek tohoto radku.



Redukovany tvar |

Rikame, ze prvek ajj matice A € K™*" je vedouci prvek i-tého
radku matice A, pokud aj; # 0, a j = 1 nebo a; = 0 pro vsechny
1< /<.

Jinak feceno, vedouci prvek nenulového radku je prvni nenulovy
prvek tohoto radku.Nulovy radek nema vedouci prvek.



Redukovany tvar

Rekneme, ze matice A = (a;;) € K™*" je v redukovaném
stupnovitém tvaru, pokud splhuje nasledujici ¢tyfi podminky:



Redukovany tvar

Rekneme, ze matice A = (a;;) € K™*" je v redukovaném
stupnovitém tvaru, pokud splhuje nasledujici ¢tyfi podminky:
(a) Je-liri(A) #0 arg(A) =0, pak i < k;
t.j. kazdy nenulovy radek matice A lezi nad kazdym
Jjejim nulovym radkem.



Redukovany tvar

Rekneme, ze matice A = (a;;) € K™*" je v redukovaném
stupnovitém tvaru, pokud splhuje nasledujici ¢tyfi podminky:
(a) Je-liri(A) #0 arg(A) =0, pak i < k;
t.j. kazdy nenulovy radek matice A lezi nad kazdym
Jjejim nulovym radkem.

-li ifr i - 0 - ] ’

(b) Jsou-li ajj, ay vedouci prvky i-tého resp. k-tého radku a i < k
pak plati j < /; t.j. vedouci prvek vyssiho radku lezi vice
vlevo nez vedouci prvek nizsiho radku.



Redukovany tvar Ill

(c) Je-li ajj vedouci prvek i-tého radku, pak a; = 1; t.j. vedouci
prvek kazdého nenulového radku je 1.



Redukovany tvar Ill

(c) Je-li ajj vedouci prvek i-tého radku, pak a; = 1; t.j. vedouci
prvek kazdého nenulového radku je 1.

(d) Je-li ajj vedouci prvek i-tého fadku, tak ax; = 0 pro kazdé
k # i; t.j. v sloupci, v kterém sa nachazi vedouci prvek
nejakého radku, jsou vsechny ostatni prvky rovné 0.



Redukovany tvar IV

Pokud matice A spliuje pouze podminky (a), (b), fikame, ze je v
stupnovitém tvaru.



Redukovany tvar IV

Pokud matice A spliuje pouze podminky (a), (b), fikame, ze je v
stupnovitém tvaru. Pouziva se téz nazev (redukovany)
schodovity tvar.



Redukovany tvar IV

Pokud matice A spliuje pouze podminky (a), (b), fikame, ze je v
stupnovitém tvaru. Pouziva se téz nazev (redukovany)
schodovity tvar.

Nasledujici matice nejsou ve stupnovitém tvaru

o = O
oo
O O =
o = O O
= O O O

o O+~ O



Redukovany tvar V

Matice jsou ve stupnovitém tvaru, ale nejsou v redukovaném
stupnovitém tvaru.

23 0 1 1 2 3 4
01 2 3

0 01 4

000 0 0 01 2
0 001



Redukovany tvar VI

Matice jsou v redukovaném stupnovitém tvaru.

o O O
o O =
o O o
o O+~ O
oo N =

o = O
= O O

o = O O



Redukovany tvar VII

Jednotkova a nulova matice jsou v redukovaném stupnovitém tvaru.



Redukovany tvar VII

Jednotkova a nulova matice jsou v redukovaném stupnovitém tvaru.

Priklad

10 -20 0|3
Ble)=( 01 6 0 0]0
00 0 1 0]1

je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad R.



Redukovany tvar VIII

Tato matice odpovida soustavé

X1 — 2x3
X2 + 6x3

v neznamych xq, X0, X3, X4, Xs.



Redukovany tvar VIII

Tato matice odpovida soustavé

X1 — 2X3 =3
X2 + 6x3 =

v neznamych xq, X0, X3, X4, Xs.

Tato soustava ma nekoneéné mnoho reseni.



Redukovany tvar IX

Kazdé volbé parametrii s, t € R zodpovida jedno feseni

x1 =3+4+2s
X = —06s
X3 = S
X4 = 1

X5 = t.



Redukovany tvar X

Pfeznaceni neznamych za parametry x3 = s, x5 = t a jejich presun
na pravou stranu je natolik bezprostredni Gprava, ze soustavu
prislusnou k matici (B | c) miizeme povazovat za vyfesenou.



Redukovany tvar X

Pfeznaceni neznamych za parametry x3 = s, x5 = t a jejich presun
na pravou stranu je natolik bezprostredni Gprava, ze soustavu
prislusnou k matici (B | c) miizeme povazovat za vyfesenou.

Reeni |ze napsat pfimo na zakladé matice (B |c).



Redukovany tvar X

Pfeznaceni neznamych za parametry x3 = s, x5 = t a jejich presun
na pravou stranu je natolik bezprostredni Gprava, ze soustavu
prislusnou k matici (B | c) mazeme povazovat za vyfesenou.

Reeni |ze napsat pfimo na zakladé matice (B |c).
Soustavu linearnich rovnic B - x = ¢ nad télesem K budeme

nazyvat vyresenou soustavou, pokud jeji rozsifena matice (B |c)
je v redukovaném stupnovitém tvaru.



Redukovany tvar XI

V pripadé homogenni soustavy se staci omezit pouze na matici B.



Redukovany tvar XI

V pripadé homogenni soustavy se staci omezit pouze na matici B.

Nyni ukazeme, jak mizeme k dané blokové matici (B | c)
v redukovaném stupnovitém tvaru najit vSechna feseni soustavy
B-x=c.



Redukovany tvar XI

V pripadé homogenni soustavy se staci omezit pouze na matici B.

Nyni ukazeme, jak mizeme k dané blokové matici (B | c)
v redukovaném stupnovitém tvaru najit vSechna feseni soustavy
B-x=c.

Nejprve si ujasnime, kdy je takovato soustava resitelna, t.j. ma
alespon jedno feseni.



Redukovany tvar XI|

Soustava B - x = ¢ ma feSeni pravé tehdy, kdyz se v matici (B | c)
nenachazi radek tvaru



Redukovany tvar XI|

Soustava B - x = ¢ ma feSeni pravé tehdy, kdyz se v matici (B | c)
nenachazi radek tvaru

n-krat

Takovy radek odpovida rovnici 0 = 1, ktera ocividné nema reseni.



Redukovany tvar XI|

Soustava B - x = ¢ ma feSeni pravé tehdy, kdyz se v matici (B | c)
nenachazi radek tvaru

n-krat

Takovy radek odpovida rovnici 0 = 1, ktera ocividné nema reseni.
To, Ze nepfitomnost takovéhoto radku je i postacujici podminkou

resitelnosti soustavy, vyplyva z nasledujiciho postupu, jak toto
feSeni najit.



Redukovany tvar XIII

Pokud se v j-tém sloupci matice B nenachazi vedouci prvek
zadného radku, tak si neznamou x; zvolime za parametr.



Redukovany tvar XIII

Pokud se v j-tém sloupci matice B nenachazi vedouci prvek
zadného radku, tak si neznamou x; zvolime za parametr.

Pokud se v j-tém sloupci nachadzi vedouci prvek néjakého radku,
tak si vyjadfime neznamou x; pomoci parametrii tak, Ze sloupce
matice B pfrislusné témto parametriim "prehodime s opacnym
znaménkem na druhou stranu".



Redukovany tvar XIV

Priklad.
100 23 -1/2] 5
Blc)=[ 0 1 0 3/4 0 2
001 -4 —2/5| =2

je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad R.



Redukovany tvar XIV

Priklad.
100 23 -1/2] 5
Blc)=[ 0 1 0 3/4 0 2
001 -4 —2/5| =2

je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad R.
Vidime, Ze se v ni nenachazi radek tvaru (0,0,0,0]1), tedy
soustava B - x = ¢ by méla mit reseni.



Redukovany tvar XV

Vedouci prvky radki matice B sa nachazaji ve sloupcich 1, 2 a 3.
Za parametry si tedy zvolime neznamé x; a xs.



Redukovany tvar XV

Vedouci prvky radki matice B sa nachazaji ve sloupcich 1, 2 a 3.
Za parametry si tedy zvolime neznamé x4 a x5. ReSenim soustavy je
kazdy vektor (x1, X2, X3, x4, %) € R tvaru

X1 = 5—254—%1'
X2 = 2—%5
x3 = —2+4s+it
X4 = S

X5 = t,



Redukovany tvar XVI

Parametry s,t € R mohou nabyvat libovolné hodnoty. Zlomka u
parametrii se mizeme zbavit. Je jedno, zda si parametrické proménné
zvolime ve tvaru x4 = s, x5 = t nebo ve tvaru x4 = 12s, x5 = 10t,
kde s, t € R.



Redukovany tvar XVI

Parametry s,t € R mohou nabyvat libovolné hodnoty. Zlomka u
parametrii se mizeme zbavit. Je jedno, zda si parametrické proménné
zvolime ve tvaru x4 = s, x5 = t nebo ve tvaru x4 = 12s, x5 = 10t,

kde s, t € R.
X1 = 5— 8s +5t
X = 2 —9Os
x3 = —2+36s+ 4t
X4 = 12s

X5

10t

Pri takovéto volbé
parametr(i dostaneme
viechna feseni soustavy
ve tvaru bez zlomka.



ERO a ESO |

Elementarni radkovou operaci (transformaci), zkracené ERO,
na matici A € K™*" rozumime

|. Vymenu dvou radki matice A;



ERO a ESO |

Elementarni radkovou operaci (transformaci), zkracené ERO,
na matici A € K™*" rozumime

|. Vymenu dvou radki matice A;

Il. Viynasobeni nékterého radku matice A nenulovym skalarem
z Ciselného télesa K;



ERO a ESO |

Elementarni radkovou operaci (transformaci), zkracené ERO,
na matici A € K™*" rozumime

|. Vymenu dvou radki matice A;

Il. Viynasobeni nékterého radku matice A nenulovym skalarem
z Ciselného télesa K;

[1l. Pricteni skalarniho nasobku nékterého radku matice A
k jejimu jinému fadku.



ERO a ESO Il

Matice A, B € K™*" sa nazyvaji radkove ekvivalentni, oznaceni
A ~ B, pokud jednu z nich mizeme upravit na druhou koneénym
poctem elementarnich radkovych operaci.



ERO a ESO Il

Matice A, B € K™*" sa nazyvaji radkove ekvivalentni, oznaceni
A ~ B, pokud jednu z nich mizeme upravit na druhou koneénym
poctem elementarnich radkovych operaci.

Analogické pojmy — elementarni sloupcové operace (ESO) a
sloupcova ekvivalence matic, oznaceni A B.



ERO a ESO Il

Vyménou i-tého a k-tého fadku v matici

rl(A) rl(A)

ri(A) 4(A)
A= : dostaneme matici :

ri(A) ri(A)




ERO a ESO IV

Vynasobenim i-tého radku matice A skalarem ¢ # 0 dostaneme

matici
ri(A)
Cr,'(A)
: Vynasobenim j-tého fadku této matice
re(A) skalarem c=1 # 0 ziskame opét matici A.
rm(A)



ERO a ESO V

Prictenim c-nasobku i-tého Fadku matice A k jejimu k-tému radku
z ni dostaneme matici




ERO a ESO VI

Vsimnéme si, ze j-ty fadek pfi této Gpravé ziistava nezménény.
Matici A z této matice ziskame prictenim (—c)-nasobku jejiho
i-tého fadku k jejimu k-tému radku.



ERO a ESO VI

Vsimnéme si, ze j-ty fadek pfi této Gpravé ziistava nezménény.
Matici A z této matice ziskame prictenim (—c)-nasobku jejiho
i-tého fadku k jejimu k-tému radku.

Poznamenejme, Ze, v pfipadé vymény opé&tovnou vyménou i-tého a
k-tého radku v matici vzniklé vyménou i-tého a k-tého radku,
ziskame zase matici A.



ERO a ESO VII

Je-li A - x = b soustava s rozsifenou matici (A |b) a blokova
matica (A’ |b’) vznikne z (A | b) provedenim jedné (nezalezi které)

ERO, pak soustava A’ - x = b’ je ekvivalentni s ptivodni soustavou
A-x=b.



ERO a ESO VI

Elementarni fadkové operace na matici (A | b) totiz odpovidaji



ERO a ESO VI

Elementarni radkové operace na matici (A |b) totiz odpovidaji

» postupné zameneé poradi dvou rovnic soustavy,



ERO a ESO VI

Elementarni radkové operace na matici (A |b) totiz odpovidaji

» postupné zameneé poradi dvou rovnic soustavy,

» vynasobeni nekteré rovnice nenulovym skalarem



ERO a ESO VI

Elementarni radkové operace na matici (A |b) totiz odpovidaji

» postupné zameneé poradi dvou rovnic soustavy,
» vynasobeni nekteré rovnice nenulovym skalarem

» pricteni néjakého nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.



ERO a ESO IX

Presnéji nahrazenim dvojice rovnic
r,-(A) X = b,‘, I’k(A) X = bk
dvojici rovnic

ri(A) - x = b;, (re(A) + cri(A)) - x = by + cb.



ERO a ESO X

Je-li A - x = b soustava s rozsifenou matici (A|b) a (A’ |b’)
rozsifena matice nové ekvivalentni soustavy A’ - x = b’, miazeme se
od nové soustavy vhodnou ERO provedenou na jeji rozsifené matici
opét vratit k ptivodni soustavé A - x = b.



ERO a ESO XI

Tvrzeni

Necht K je téleso, A, B € K™ " b,c € K™. Jsou-li blokové
matice (A | b), (B |c) radkoveé ekvivalentni, pak jsou i soustavy
linernich rovnic A - x = b, B - x = ¢ ekvivalentni.



ERO a ESO XI|

Véta
Kazda matice nad ciselnym télesem K je radkové ekvivalentni
s néjakou (pravé jednou) matici v redukovaném stupriovitém tvaru.

Poznamka. Uvedeny redukovany stupnovity tvar dané matice je
jednoznaéné urceny.



ERO a ESO Xl

Priklad

Je dana soustava
2x1 +3x — X4 =
3x1 +2x0 +4xz3 —2x4 =
X1 — X2 +4x3 — xu =

trech rovnic o ¢tyrech neznamych nad télesem R.

o



ERO a ESO XIV

Jeji rozsifena matice je

2 3 0 -1 |1
3 2 4 -2
1 -1 4 -1 |2

P¥i jeji apravé na redukovany stupnovity tvar budeme vynechavat
nékteré mezikroky a zaznamename jen nékteré vysledky vicero
provedenych ERO.



ERO a ESO XV

Posledni radek matice dame na prvni misto, potom jeho
(—2)-nasobek pricteme k ptvodnimu prvnimu radku, ktery
posuneme na druhé misto, a (—3)-nasobek pivodniho posledniho
fadku pricteme k ptivodnimu druhému radku, ktery posuneme na
treti misto. Dostaneme tak matici

1 -1 4 -1 2

0 5 -8 1| =3
0 5 -8 1| —6



ERO a ESO XVI

Prictenim (—1)-nasobku druhého fadku k tretimu fadku dostaneme
matici

1 -1 4 -1 2

0 5 -8 1| -3

0 0 0 0] -3
Z tohoto tvaru vidime, Ze soustava odpovidajici posledni matici
nema feSeni — obsahuje totiz rovnici 0 = —3. Tedy ani ptivodni
soustava nema reseni.



ERO a ESO XVII

Dokoncime Gpravu na redukovany stuphnovity tvar, ktery dostaneme
vynasobenim tretiho fadku skalarem —1/3, prictenim (—2)-nasobku
resp. 3-nasobku tohoto nového radku k prvnimu resp. druhému
radku a, konecné, vynasobenim druhého radku skalarem 1/5:

10 12/5 6/5 | 0
01 -8/5 1/5| 0
00 0 01



ERO a ESO XVIII

Tvrzeni

Necht A € K™" b e K™ am < n, t.j. soustavy A -x =0,

A - x = b obsahuji méné rovnic nez neznamych. Potom

(a) homogenni soustava A - x = 0 ma s reSenim xo = 0 alespon
Jedno feseni x # 0;

(b) pokud existuje alespori jedno reseni soustavy A - x = b, pak
ma tato soustava vice neZ jedno reseni.



Gaussova EM |

Dale uvedeme tzv. Gaussovu eliminacni metodu feSeni soustav
linearnich rovnic. Rozsifenou matici soustavy upravime jen na
stupnovity (tedy ne nutné redukovany stupnovity) tvar.



Gaussova EM 11

Z tohoto tvaru mizeme snadno uréit, zda méa soustava néjaké
feSeni (prislusna matice nesmi obsahovat radek tvaru (0,...,0|d),
kde 0 # d € K). V tomto piipadé mizeme vsechna FeSeni soustavy
ziskat volbou parametrii (opét si za né volime neznamé x; takové,
ze v j-tém sloupci se nevyskytuje vedouci prvek zadného fadku) a
zpétnym dosazovanim, t.j. eliminaci neznamych pomoci
parametri.



Gaussova EM 111

Priklad
Predpokladejme, Ze rozsifenou matici néjaké soustavy nad R jsme
si pomoci ERO upravili na stupnovity tvar

023 0 -1 4¢{1
000 -2 5 4|0
000 O 3 1|4



Gaussova EM IV

Tato matice odpovida soustavé

2xp +3x3 — x5 +4x6
—2x4 +b5x5 +4xg
3xs + Xp

Za parametry si zvolime proménné xi, x3 a Xg.



Gaussova EM V

Zpétnym dosazovanim postupné dostaneme viechna reseni
v parametrickém tvaru

Xe = t

X5 = %(4—X6) % 1

xs = 5(5x5+4x) =% —1It

X3 = S

X2 = 3(1-3x3+x5—4x6) = £ — %sf%‘q’t
X1 = r,

kde r,s,t € R.



Gaussova EM VI

Pripadné, po trochu "vhodnéjsi" volbé parametri, bude feseni

v tvaru
X6 = 6t,
X5 = %— 2t,
X4 = §0 — Tt,
X3 = 25,
x» = L—3s+13t

X1 = r.



Gaussova EM VII

Zpétné dosazovani miizeme nahradit dalsi Gpravou rozsifené matice
soustavy pomoci ERO na redukovany stupnovity tvar.

Stadi totiz vynasobit nenulové radky prevracenymi hodnotami jejich
vedoucich prvki a prictenim vhodnych nasobki téchto radki
vynulovat zbyvajici nenulové prvky ve sloupcich obsahujicich
vedouci prvky jednotlivych radka.



Gaussova EM VIII

Gaussova eliminaéni metoda je uzite€na zejména tehdy, pokud nam
nejde ani tak o explicitni tvar feSeni, ale spiSe o samotnou otazku
resitelnosti soustavy, pfipadné o pocet parametril, které se v nich
vyskytuji.



Gaussova EM VIII

Gaussova eliminaéni metoda je uzite€na zejména tehdy, pokud nam
nejde ani tak o explicitni tvar feSeni, ale spiSe o samotnou otazku
resitelnosti soustavy, pfipadné o pocet parametril, které se v nich
vyskytuji.

Toto vie je mozné zjistit uz na zakladé néjaké matice

ve stupnovitém tvaru, ktera je radkové ekvivalentni s pavodni
rozsifenou matici soustavy. V tomto pripadé si tedy mizeme
odpustit dalsi dpravu na redukovany stupnovity tvar i zpétné
dosazovani.
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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se vratime ke studiu abstraktnich vektorovych
prostorti nad obecnym télesem. K tedy bude v celé kapitole
oznacovat néjaké pevné, jinak libovolné téleso a V' bude pevné
zvoleny vektorovy prostor nad K.
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Obsah prednasky

» Linearni prostory

>

Linearni podprostory

Linearni obal mnoziny vektori

Priinik a soucet linearnich podprostori
Linearni nezavislost

Linearni obal v prostorech K™

Linearné nezavislé posloupnosti



Linearni podprostory |

Mnozina S C V se nazyva linearni (vektorovy) podprostor
vektorového prostoru V/, pokud S # () a pro viechny skalary a € K
a vektory x,y € Splatiax e Sax+y¢€S.



Linearni podprostory |l

Jinak feceno, neprazdna podmnozina S C V je linearni podprostor
pravé tehdy, kdyz je uzavrena na operace skalarniho nasobku a
souctu vektord.



Linearni podprostory |l

Jinak feceno, neprazdna podmnozina S C V je linearni podprostor
pravé tehdy, kdyz je uzavrena na operace skalarniho nasobku a
souctu vektord.

Tvrzeni

Necht' S je linearni podprostor vektorového prostoru V. Pak 0 € S
a S s operacemi souctu vektorii a skalarniho nasobku zizenymi z V
na S tvori vektorovy prostor nad (ciselnym) télesem K.



Linearni podprostory Ill

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni podprostory
(v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v opaéném pripadé jde
o dva riizné podprostory) —



Linearni podprostory Ill

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni podprostory
(v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v opaéném pripadé jde
o dva riizné podprostory) — {0} nazyvame trivialni nebo téz
nulovy a V nevlastni alebo téz plny linearni podprostor.



Linearni podprostory Ill

V kazdém vektorovém prostoru V jsou {0} a V linearni podprostory
(v pfipadé, kdyz V = {0}, dokonce splyvaji, v opaéném pripadé jde
o dva riizné podprostory) — {0} nazyvame trivialni nebo téz
nulovy a V nevlastni alebo téz plny linearni podprostor.

Tedy pro vlastni netrivialni linearni podprostor S C V plati

{0} #S# V.



Linearni podprostory 1V

Napf. ve vektorovém prostoru R3 netrivialni vlastni podprostory
jsou pravé vsechny pfimky a roviny prochazejici pocatkem 0.



Linearni podprostory 1V

Napf. ve vektorovém prostoru R3 netrivialni vlastni podprostory
jsou pravé vsechny pfimky a roviny prochazejici pocatkem 0.

To si miizeme graficky vyjadfit pomoci nasledujiciho obrazku, ktery
samozrfejmé ukaze pouze nékolik z nekoneéné mnoha linearnich
podprostorii.



Linearni podprostory 1V

Napf. ve vektorovém prostoru R3 netrivialni vlastni podprostory
jsou pravé vsechny pfimky a roviny prochazejici pocatkem 0.

To si miizeme graficky vyjadfit pomoci nasledujiciho obrazku, ktery
samozrfejmé ukaze pouze nékolik z nekoneéné mnoha linearnich
podprostorii.

Linearni podprostory jsou popsany pomoci minimalniho poctu
generatord.



Linearni podprostory V



Linearni podprostory V

[(E)()(2)]
//
H%;g%x(a)n(m JIBRUIE
AR E
Bt

Nasledujici tvrzeni charakterizuje linearni podprostory jako mnoziny
uzavrené na linearni kombinace.



Linearni podprostory VI

Tvrzeni

Pro libovolnou podmnozinu S vektorového prostoru V' jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) S je linearni podprostor ve V;
(ii) S # 0 a pro vsechny skalary a, b € K a vektory x,y € S plati

ax+ by € S;
(iii) pro kazdé n € N a pro vsechny skalary a1,..., a, € K a
vektory X1,..., X, € S plati

aiXy +...+apx, €S.



Linearni podprostory VII

Priklad

(a) Oznaéme KX) mnozinu vsech funki f : X — K takovych, ze
mnozina {x € X; f(x) # 0} je konecna.



Linearni podprostory VII

Priklad

(a) Oznaéme KX) mnozinu vsech funki f : X — K takovych, ze
mnozina {x € X; f(x) # 0} je kone¢na. Pro libovolnou linedrni
kombinaci funkei f, g € KX) plati

x € X af (x) + bg(x) £ 0} C
{x e X; f(x) #0}U{x € X; g(x) # 0}.



Linearni podprostory VII

Priklad

(a) Oznaéme KX) mnozinu vsech funki f : X — K takovych, ze
mnozina {x € X; f(x) # 0} je kone¢na. Pro libovolnou linedrni
kombinaci funkei f, g € KX) plati

x € X af (x) + bg(x) £ 0} C
{x e X; f(x) #0} U {x € X; g(x) # 0}.

Z toho vyplyva, ze KX) je linearni podprostor vektorového prostoru
KX.



Linearni podprostory VII

Priklad

(a) Oznaéme KX) mnozinu vsech funki f : X — K takovych, ze
mnozina {x € X; f(x) # 0} je kone¢na. Pro libovolnou linedrni
kombinaci funkei f, g € KX) plati

{x € X; af (x) + bg(x) # 0} C
{x e X; f(x) #0} U {x € X; g(x) # 0}.
Z toho vyplyva, ze KX) je linearni podprostor vektorového prostoru

KX Je-li X je koneéna, tak KX) = KX, je-li X je nekoneéna, tak
KX) je netrivalni vlastni podprostor v KX.



Linearni podprostory VIII

(b)Necht X C R je libovolnd mnozina realnych &isel. Potom
C(X,R), nebo jen stru¢né C(X) oznaCuje mnozinu vsech
spojitych funkci f : X — R.



Linearni podprostory VIII

(b)Necht X C R je libovolnda mnozina realnych Cisel. Potom
C(X,R), nebo jen stru¢né C(X) oznaCuje mnozinu vsech
spojitych funkci f : X — R.

Protoze linearni kombinace spojitych funkcii je zfejmé opét spojita
funkce, C(X) je linearni podprostor v RX.



Linearni obal |

Mnozinu vsech linearnich kombinaci vektor z podmnoziny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoziny X a
oznacujeme ji [X].



Linearni obal |

Mnozinu vsech linearnich kombinaci vektor z podmnoziny X
vektorového prostoru V nazyvame linearnim obalem mnoziny X a
oznacujeme ji [X].

Tedy

(X] ={ aixa+...4+anxn; n €N
& ay,...,ap € K & x1,...,x, € X}.



Linearni obal Il

Je-li X = {x1,...,x,} konecna mnozina, tak misto [{x1,...,X,}]
piseme jen [x, ..., Xp].



Linearni obal Il

Je-li X = {x1,...,x,} konecna mnozina, tak misto [{x1,...,X,}]
piseme jen [x, ..., Xp].

Zfejmé tento zapis ma smysl i pro libovolou usporadanou n-tici (ne
nutné riznych) vektord (xi,...,x,), a plati

[X1,...,Xs] ={a1X1 + ...+ apxp; a1,...,3, € K}.



Linearni obal Il

Tvrzeni

Necht X je podmnozina vektorového priestoru V. Potom linearni
obal [X] mnoziny X je nejmensi linearni podprostor vektorového
prostoru V takovy, ze X C [X].



Linearni obal Il

Tvrzeni

Necht X je podmnozina vektorového priestoru V. Potom linearni
obal [X] mnoziny X je nejmensi linearni podprostor vektorového
prostoru V takovy, ze X C [X].

Dokazané tvrzeni nas opraviuje nazyvat linearni obal [X] mnoziny
X C V téz linearnim podprostorem generovanym mnozinou X.



Linearni obal 1V

Pokud [X] = S, fikame, ze X generuje linearni podprostor S,
pfipadné, ze X je generujici mnozina nebo téz mnozina
generatorii linearniho podprostoru S C V.



Linearni obal 1V

Pokud [X] = S, fikame, ze X generuje linearni podprostor S,
pfipadné, ze X je generujici mnozina nebo téz mnozina
generatorii linearniho podprostoru S C V.

Je-li S =V, t.j. je-li [X] = V, mluvime o generujici mnozine.
Pouziva se téz nazev vytvarejici ci vytvorujici mnozina.



Linearni obal 1V

Pokud [X] = S, fikame, ze X generuje linearni podprostor S,
pfipadné, ze X je generujici mnozina nebo téz mnozina
generatorii linearniho podprostoru S C V.

Je-li S =V, t.j. je-li [X] = V, mluvime o generujici mnozine.
Pouziva se téz nazev vytvarejici ci vytvorujici mnozina.

Kviili prehlednosti jesté shrneme zakladni vlastnosti operace
linearniho obalu X — [X].



Linearni obal V

Tvrzeni
Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V av € V
plati:



Linearni obal V

Tvrzeni
Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V av € V
plati:

(a) 0] =[0] ={0}; (b)) X CI[X];



Linearni obal V

Tvrzeni
Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V av € V
plati:

(a) 0] =[0] = {0},  (b) XC[X]
(c) XY = [X]C[Y],



Linearni obal V

Tvrzeni
Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V av € V
plati:

(a) 0] =[0] = {0},  (b) XC[X]
(c) XY = [X]C[Y],

(d) X je linearni podprostor ve V' pravé tehdy, kdyz X = [X];



Linearni obal V

Tvrzeni
Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V av € V
plati:

(a) 0] =[0] = {0},  (b) XC[X]
(c) XY = [X]C[Y],

(d) X je linearni podprostor ve V' pravé tehdy, kdyz X = [X];

(e) XN = X1



Linearni obal V

Tvrzeni

Pro libovolné podmnoziny X, Y vektorového prostoru V av € V
plati:

(a) 0] =[0]={0};  (b) XC[X];

() XcY = [X]c[Y]

(d) X je linearni podprostor ve V' pravé tehdy, kdyz X = [X];
() 1IX1] = X];

(f) v e [X] & [XU{v}] =[X]



Soucet |

Necht X, Y jsou libovolné podmnoziny vektorového prostoru V.



Soucet |

Necht X, Y jsou libovolné podmnoziny vektorového prostoru V.

Potom mnozinu
X+Y={x+y;xeX&yeVY}

nazyvame souctem mnozin X, Y.



Soucet Il

Tvrzeni

Necht S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Potom i SN'T a S+ T jsou linedrni podprostory ve V. Navic plati

S+T=[SUT],

t.j. S+ T je nejmensi linearni podprostor ve V, ktery obsahuje S i
T.



Soucet Il

Tvrzeni
Necht S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Potom i SN'T a S+ T jsou linedrni podprostory ve V. Navic plati

S+T=[SUT],

t.j. S+ T je nejmensi linearni podprostor ve V, ktery obsahuje S i
T.

Sjednoceni dvou linearnich podprostorii S, T vektorového
prostoru V. nemusi byt linearnim podprostorem.



Soucet Il

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz
SCTneboTCS.



Soucet Il

Presnéji, SU T je linearni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz
SCTneboTCS.

Soucet linearnich podprostorti S, T vektorového prostoru V
nazyvame primy nebo téz direktni soucet, pokud SN T = {0};
pisSeme pak S & T.



Soucet IV

Tvrzeni
Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:



Soucet IV

Tvrzeni
Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) SN'T = {0}, tj. soucet S+ T je direktni;



Soucet IV

Tvrzeni
Necht' S, T jsou linearni podprostory vektorového prostoru V.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) SN'T = {0}, tj. soucet S+ T je direktni;

(ii) kazdy vektorz € S+ T ma jednoznacné vyjadreni ve tvaru
z=Xx+Yy kdexeS, yeT.



Zavislost |

Necht uy,...,u, € V.



Zavislost |

Necht uy,...,u, € V.
Rikame, ze uspofadana n-tice vektor (ui,...,up) je linearne
zavisla, pokud existuji skalary c1, ..., c, € K tak, ze

(ci,...,¢cn) #0a ciug + ...+ coup, = 0.



Zavislost |

Necht uy,...,u, € V.

Rikame, ze uspofadana n-tice vektor (ui,...,up) je linearne
zavisla, pokud existuji skalary c1, ..., c, € K tak, ze
(ci,...,¢cn) #0a ciug + ...+ coup, = 0.

V opacném pripadé fikame, ze usporadana n-tice vektord
(u1,...,up) je linearné nezavisla.



Zavislost |l

Pro n = 0 kviili aplnosti dodavame, ze usporadanou 0-tici (t. .
prazdnou posloupnost) vektorti povazujeme za linearné
nezavislou.



Zavislost |l

Pro n = 0 kviili aplnosti dodavame, ze usporadanou 0-tici (t. .
prazdnou posloupnost) vektorti povazujeme za linearné
nezavislou.

Misto o "linearné (ne)zavislé usporadané n-tici vektord
(u1,...,u,)" budeme Casto mluvit jen o linearné (ne)zavislych
vektorech uq, ..., u,.



Zavislost |1

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory uy, ..., u, linearné
nezavislé pravé tehdy, kdyz



Zavislost |1

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory uy, ..., u, linearné
nezavislé pravé tehdy, kdyz

(Ver, ... cn € K)
(qui+...+cup=0= g =...=¢c,=0).



Zavislost |1

Podle definice linearni nezavislosti jsou vektory uy, ..., u, linearné
nezavislé pravé tehdy, kdyz

(Ver, ... cn € K)
(qui+...+cup=0= g =...=¢c,=0).

Pro n-tici skalart (ci, ..., c,) = 0 plati
cqui +...+cu, =0

pro libovolnou n-tici vektort (ug, ..., u,), bez ohledu na to, zda
je linearné zavisla nebo nezavisla.



Zavislost |V

Pro nékteré n-tice vektord (uy, ..., u,) mizeme jako vysledek
linearni kombinace ciu; + ...+ cpu, dostat 0 i s pomoci jiné
n-tice skalard (ci,...,cp) nez jen 0 = (0,...,0) — takovéto
usporadané n-tice (uy,...,u,) nazyvame linearne zavislé.



Zavislost |V

Pro nékteré n-tice vektord (uy, ..., u,) mizeme jako vysledek
linearni kombinace ciu; + ...+ cpu, dostat 0 i s pomoci jiné
n-tice skalard (ci,...,cp) nez jen 0 = (0,...,0) — takovéto
usporadané n-tice (uy,...,u,) nazyvame linearne zavislé.

Pro nékteré usporadané n-tice vektord (ug,...,u,) je volba
(c1,...,¢n) = 0 jedind moznost jak pomoci linearni kombinace
ciug + ... + cyu, ziskame vysledek 0 — takovéto n-tice nazyvame
linearne nezavislé.



Zavislost V

Plati ctyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly pravé tehdy, kdyz u # 0;



Zavislost V

Plati ctyri jednoducha pozorovani:
(a) jediny vektor u je linearné nezavisly pravé tehdy, kdyz u # 0;
(b) vektory u, v jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden

z nich je nasobkem druhého;



Zavislost V

Plati ctyri jednoducha pozorovani:
(a) jediny vektor u je linearné nezavisly pravé tehdy, kdyz u # 0;
(b) vektory u, v jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden

z nich je nasobkem druhého;

(c) je-li néktery z vektorii uy,...,u, roven 0, pak jsou tyto
vektory linearné zavislé;



Zavislost V

Plati ctyfi jednoducha pozorovani:

(a) jediny vektor u je linearné nezavisly pravé tehdy, kdyz u # 0;
(b) vektory u, v jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden
z nich je nasobkem druhého;
(c) je-li néktery z vektori uy, .
vektory linearné zavislé;
(d) pokud se nékteré dva z vektord uy,
tyto vektory linearné zavislé.

..,up, roven 0, pak jsou tyto

..., U, rovnaji, pak jsou



Zavislost VI

Jinak feceno, pouze usporadana n-tice nenulovych a navzajem
riiznych vektordl, z kterych zadny neni nasobkem druhého, mize
(ale stale jesté nemusi) byt linearné nezavisla.



Zavislost VI

Jinak feceno, pouze usporadana n-tice nenulovych a navzajem
riiznych vektordl, z kterych zadny neni nasobkem druhého, mize

(ale stale jesté nemusi) byt linearné nezavisla.

Nasledujici tabulka shrnuje vztah linearni zavislosti vzhledem k

relaci inkluze.

S5 CS

$DS

S nezavisla | Sy bude nezavisla

S1 maze byt oboje

S zavisla | S; miize byt oboje

S1 bude zavisla




Zavislost VII

Tvrzeni

Pre libovolné n € N a uy,...,u, € V jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) vektory ui, ..., u, jsou linedrné zavislé;
(ii) néktery z vektorii uy, k < n, je linearni kombinaci
predchazejicich;
(ii') néktery z vektori uy, k < n, je lineadrni kombinaci
nasledujicich;

(iii) néktery z vektori uy, k < n, je linearni kombinace ostatnich.



Zavislost VIII

Kazdy vektor x z linearniho obalu [uy, ..., u,] mazeme vyjadrit
ve tvaru
X = CiU; + ...+ Cphup

pro néjakou n-tici skalard (ci, ..., cp).

Tvrzeni

Vektory uy, ..., u, jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz kazdy
vektor x € [uy, ..., u,] miZeme vyjadrit ve tvaru

X = ciUy + ...+ cpu, pro jedinou usporadanou n-tici
(ct,...,cn) € K.



Zavislost IX

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti linearni (ne)zavislost
s linearnim obalom.

Tvrzeni
Necht uy, ..., u,,v € V, prficemz vektory uy, ..., u, jsou linedrné
nezavislé. Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) v €ug,...,up;
(ii) vektory uy,...,up,Vv jsou linedrné zavislé;

(iii) [ui,...,up,v] =[ug,...,un.



Zavislost X

Véta

Necht uy,...,Up,V,..., Vo €V, pficemz vektory uy, ..., u, jsou
linedrné nezavislé. Potom z mnoziny {1, ..., m} miizeme vybrat
indexy ii < ... < ik tak, Ze vektory uy,...,Up,Vj,...,Vj jsou

linearné nezavislé a generuji stejny podprostor jako vektory
ui,...,uUp,Vi,...,Vmp.



Linearni obal v K™ |

Pouziti téze metody apravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na feseni nasledujicich tfi otazek:



Linearni obal v K™ |

Pouziti téze metody apravy matic pomoci ERO na (redukovany)
stupnovity tvar na feseni nasledujicich tfi otazek:

(1) rozhodnout pre dané vektory xi,...,X,,y € K™ zda y patfi
nebo nepatfi do linearniho obalu [x1, ..., Xs];



Linearni obal v K™ ||

(2) rozhodnout pro dané vektory xi,...,x, € K™ zda jsou
linearné zavislé nebo nezavislé;



Linearni obal v K™ ||

(2) rozhodnout pro dané vektory xi,...,x, € K™ zda jsou
linearné zavislé nebo nezavislé;

(3) vybrat z vektordl x1,...,x, € K™ linearné nezavislé vektory
Xj, .-, X, (1 <...<Jk) tak, aby vektory x;,,...,%;,

generovaly ve V stejny linearni podprostor jako vektory
X1y..0yXp.



Linearni obal v K™ ||

(2) rozhodnout pro dané vektory xi,...,x, € K™ zda jsou
linearné zavislé nebo nezavislé;

(3) vybrat z vektordl x1,...,x, € K™ linearné nezavislé vektory
Xj, .-, X, (1 <...<Jk) tak, aby vektory x;,,...,%;,
generovaly ve V stejny linearni podprostor jako vektory
X1y..0yXp.

Zavedeme dale oznaceni, kterého sa budeme drzet v celém odstavci.



Linearni obal v K™ ||

Necht x1,...,X,,y € K™ jsou sloupcové vektory, pricemz



Linearni obal v K™ ||

Necht x1,...,X,,y € K™ jsou sloupcové vektory, pricemz
X1j v
X ) y= :
Xmj Ym
Oznacme X = (x;) € K™*" matici se sloupci x1,...,X,, a

(X |y) € K™<(n+1) blokovou matici slozenou z matice X a vektoru
y.



Linearni obal v K™ |V

Potom pro ¢ = (c1,...,¢,)" € K" plati:



Linearni obal v K™ |V

Potom pro ¢ = (c1,...,¢,)" € K" plati:
(1) ax1+...+expn=y & X-c=y;



Linearni obal v K™ |V

Potom pro ¢ = (c1,...,¢,)" € K" plati:
(1) ax1+...+expn=y & X-c=y;

(2) axi1+...+exp, =0 & X-c=0.



Linearni obal v K™ |V

Potom pro ¢ = (c1,...,¢,)" € K" plati:
(1) ax1+...+expn=y & X-c=y;

(2) axi1+...+exp, =0 & X-c=0.
Jinak receno:

(1) y € [x1,...,Xn] pravé tehdy, kdyz soustava X-c =y
s rozsirenou matici (X |y) ma alespon jedno fesent;



Linearni obal v K™V

(2) vektory xi,...,x, jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz
homogenni soustava X - ¢ = 0 ma jediné reseni ¢ = 0; pokud
tato soustava ma i néjaké nenulové reseni, tak vektory
X1,...,Xp jsou linearné zavislé.



Linearni obal v K™V

(2) vektory xi,...,x, jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz
homogenni soustava X - ¢ = 0 ma jediné reseni ¢ = 0; pokud
tato soustava ma i néjaké nenulové reseni, tak vektory
X1,...,Xp jsou linearné zavislé.

Otazku (1) umime fesit. Staci pomoci ERO upravit matici (X|y)
na stupnovity tvar. Pokud vyslednd matice obsahuje fadek tvaru
(0,...,0]z), kde z # 0, tak soustava X - ¢ = y nema feSeni a
y & [X1,...,%n].



Linearni obal v K™ VI

Pokud sa takovyto radek ve vysledné matici nenachazi, tak soustava
ma alespon jedno feSeni ay € [x,...,X,].



Linearni obal v K™ VI

Pokud sa takovyto radek ve vysledné matici nenachazi, tak soustava
ma alespon jedno feSeni ay € [x,...,X,].

Podobné je tomu s otazkou (2). Opét staci pomoci ERO upravit
matici X na stupnovity tvar a podivat se, zda v kazdém sloupci lezi
vedouci prvek néjakého radku.



Linearni obal v K™ VI

Pokud sa takovyto radek ve vysledné matici nenachazi, tak soustava
ma alespon jedno feSeni ay € [x,...,X,].

Podobné je tomu s otazkou (2). Opét staci pomoci ERO upravit
matici X na stupnovity tvar a podivat se, zda v kazdém sloupci lezi
vedouci prvek néjakého radku.

Pokud tento pfipad nastane, nemame moznost zvolit parametry, c =
0 je jedinym FeSenim soustavy X - ¢ = 0 a vektory Xi,...,X, jsou
linearné nezavislé.



Linearni obal v K™ VII

V opacéném pripadé mame moznost volby alespon jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové feseni a vektory
X1,...,Xp jsou linearné zavislé.



Linearni obal v K™ VII

V opacéném pripadé mame moznost volby alespon jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové feseni a vektory
X1,...,Xp jsou linearné zavislé.

Vedoucim prvkem radku (0,...,0]z), kde z # 0, je pravé
v (n 4+ 1)-nim sloupci lezici prvek z.



Linearni obal v K™ VII

V opacéném pripadé mame moznost volby alespon jednoho
parametru, soustava ma tedy néjaké nenulové feseni a vektory
X1,...,Xp jsou linearné zavislé.

Vedoucim prvkem radku (0,...,0]z), kde z # 0, je pravé

v (n 4+ 1)-nim sloupci lezici prvek z.

Tedy matice v stuphovitém tvaru, ktera je radkové ekvivalentni
s (X|y) neobsahuje takovy radek pravé tehdy, kdyz v jejim
poslednim sloupci nelezi vedouci prvek zadného radku.



Linearni obal v K™ VIII

Priklad

Uvazme sloupcové vektory x; = (1,1,—1,—-1)7, xo =

o - (3,1,—3,-5)T, x4 = (0,0,1,2)T, y = (3,5, 2,
=(1,1,1,1)" v prostoru R*.

(0,1,0,1)7,
T,

Mame rozhodnout, zda vektory y, z lezi v linedrnim obalu
[Xla X2, X3, X4]‘



Linearni obal v K™ IX

Oznaéme si nasledujici matice

1

1

Xly)=|
-1

= O = O

N = O O



Linearni obal v K™ IX

Oznaéme si nasledujici matice

1

1

Xly)=| _;
-1

1

1

-1

= O = O

N = O O

N —m O O

— = e



Linearni obal v K™ X

Matice (X |y), (X|z) jsou Fadkové ekvivalentni s maticemi

10 3013 10 30| 1
01 -2 012 01 20/ o
o0 o011 |™P oo o01] 2
00 00]O0 00 00| -2



Linearni obal v K™ X

Matice (X |y), (X|z) jsou Fadkové ekvivalentni s maticemi

10 3013 10 30| 1
01 -2 012 01 20/ o
o0 o011 |™P oo o01] 2
00 00]O0 00 00| -2

Okamzité vidime, ze plati y € [x1, X2, X3, X4]
a  z¢[x1,x2,x3,Xa].



Linearni obal v K™ Xl

Priklad

Zjistime, zda sloupce redlné matice

= O NN
NN~ O

Jsou linearné zavislé nebo nezavislé.

A w N =

N P W W



Linearni obal v K™ XIlI

Tato matice je fadkové ekvivalentni s matici

O O O =
O O~ N
o P N
N = O N

Vidime, ze slouce matice X jsou linearné nezavislé.



Linearni obal v K™ XII|

Z druhé strany, X jakozto matice nad télesem Zs je radkové
ekvivalentni s matici

O O O
O O~ DN
oONN W b
O W B~ DN



Linearni obal v K™ XII|

Z druhé strany, X jakozto matice nad télesem Zs je radkové
ekvivalentni s matici

O O O
O O~ DN
oONN W b
O W B~ DN

Tedy sloupce matice X, chapané jakozto vektory z vektorového
prostoru Zf—;, jsou linearné zavisleé.



Linearni obal v K™ XIV

Tvrzeni

Necht X, Y € K™*" jsou radkové ekvivalentni matice, pricemz
matice Y je ve stupnovitém tvaru. Pro 1 < j < n oznacme

xj = sj(X) j-ty sloupec matice X. Necht j; < ... < jx jsou indexy
vsech sloupcii matice Y, ve kterych lezi vedouci prvky jejich radki.
Potom plati:



Linearni obal v K™ XV

(a) vektory xj,,...,X;, jsou linedrné nezavislé;



Linearni obal v K™ XV

(a) vektory xj,,...,X;, jsou linedrné nezavislé;

(b) pokud v j-tém sloupci matice Y nelezi vedouci prvek Zadného
Jjejiho radku (t.j. 1 <j<naj#j,...,jk) tak vektorx; je
linearni kombinaci vektori xj,, ..., x;,, kde | < k je nejvétsi
index, pro ktery plati j; < j;



Linearni obal v K™ XV

(a) vektory xj,,...,X;, jsou linedrné nezavislé;

(b) pokud v j-tém sloupci matice Y nelezi vedouci prvek Zadného
Jjejiho radku (t.j. 1 <j<naj#j,...,jk) tak vektorx; je
linearni kombinaci vektori xj,, ..., x;,, kde | < k je nejvétsi
index, pro ktery plati j; < j;

(c) [Xjs--r %) = [X1, ..., Xn].



Linearni obal v K™ XVI

Vyse uvedené tvrzeni nam dava pfimy navod na feSeni otazky (3).

Staci pomoci ERO upravit matici X = (x1,...,X,) na matici Y
v stupnovitém tvaru a zjistit v ni indexy j; < ... < jix vSech
sloupcti, ve kterych lezi vedouci prvky jejich fadka.

Potom x;,,...,x;, jsou hledané linearni nezavislé vektory, které
generuji linearni podprostor [xi, ..., Xp].



Linearni obal v K™ XVII

Priklad
Ze sloupcii redlné matice
113 -1 1
2 0 2 1 3
X= 1 1 3 2 4
2 0 2 0 2

Je treba vybrat linedrni nezavislé sloupce, které generuji linedrni obal
véech sloupcii matice X.



Linearni obal v K™ XVII|

Matice X je radkové ekvivalentni s matici

113 -1 1
012 2 -3
Y= 000 1 1
000 0 O

ve stupnovitém tvaru. Vedouci prvky fadki matice Y se nachazi
ve sloupcich 1, 2 a 4.



Linearni obal v K™ XIX

Hledané vektory jsou tedy sloupce 1, 2 a 4 matice X. Zapsané vedle
sebe pak tvorfi matici

N = N =
O = O =
ON = =



Linearni obal v K™ XX

Poznamka. \V/yse uvedeny postup FeSeni otazek (1), (2) a (3) pro
prostory sloupcovych vektoréi K™ Ize modifikovat na prostory
radkovych vektorii K™ — napf. transponovanim prislusnych matic
radkovych vektorii nebo nahrazenim elementarnich radkovych
operaci sloupcovymi.



Linearné nezavislé posloupnosti |

Nekonecnou posloupnost (u,)?° , = (ug,ug, Uz, ... Uy, ...)
vektoril z prostoru V' nazyvame linearneé nezavislou, pokud kazda
jeji konecna podposloupnost (uy,, ..., ug,), kde 0 < ky < ... < kp,

je linearné nezavisla.



Linearné nezavislé posloupnosti Il

Tvrzeni

Nekonecna posloupnost (uy)32, vektorii z V' je linedrné nezavisla
prave tehdy, kdyz pro kazdé n € N je jeji pocatecni dsek
(ug,u1,...,u,) linearné nezavisly.



Linearné nezavislé posloupnosti Il

Tvrzeni

Nekonecna posloupnost (uy)32, vektorii z V' je linedrné nezavisla
prave tehdy, kdyz pro kazdé n € N je jeji pocatecni dsek
(ug,u1,...,u,) linearné nezavisly.

Napriklad posloupnost (1,x,x?,...,x%,...) viech mocnin x je
linearné nezavisla posloupnost ve vektorovém prostoru K[x] vsech
polynomi v proménné x nad télesem K.

Polynom f(x) = ag+aix+...+ anx" je (definitoricky) nulovy pravé
tehdy, kdyz ag=a; =... = a, =0.



Linearné nezavislé posloupnosti Il

Mnozina X C V sa nazyva linearne nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzajem riznych
vektordl (ug,...,u,) z mnoziny X je linearné nezavisla.



Linearné nezavislé posloupnosti Il

Mnozina X C V sa nazyva linearne nezavisla, pokud pro
libovolné n € N kazda usporadana n-tice navzajem riiznych
vektordl (ug,...,u,) z mnoziny X je linearné nezavisla.

Kdyby totiz ugy, ..., u, nebyly navzajem riizné vektory, nemohly by
byt linearné nezavislé.

Linearni zavislost ¢i nezavislost uspofadané n-tice vektorli nezavisi
na jejich poradi.



Linearné nezavislé posloupnosti IV

Zfejmé usporadana n-tice (ug,...,u,) je linedrné nezavisla pravé
tehdy, kdyz je linearné nezavisla usporadana n-tice
(Ug(1)s - - - Ug(n)), kde o je libovolna permutace mnoziny

{1,...,n}.



Linearné nezavislé posloupnosti IV

Zfejmé usporadana n-tice (ug,...,u,) je linedrné nezavisla pravé
tehdy, kdyz je linearné nezavisla usporadana n-tice
(Ug(1)s - - - Ug(n)), kde o je libovolna permutace mnoziny

{1,...,n}.

Tedy, linearni (ne)zavislost usporadané n-tice (uy, ..., u,) navzajem
raznych vektord je vlastnosti mnoziny {uy,...,u,}.



Linearné nezavislé posloupnosti V

Tvrzeni
Usporadana n-tice (us,...,u,) navzdjem riznych vektori z V je
linearné nezévisla pravé tehdy, kdyz mnozina {uy,...,u,} C V je

linearné nezavisla.



Linearné nezavislé posloupnosti VI

Tvrzeni

Necht X C V je linedrné nezavislda mnozina a v € V. Potom
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

() velX];
(if) mnozina X U {v} je linearné zavisla;

(iii) [X U{v}] = [X].
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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.



Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.

To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.



Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.

To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.

Dale budeme definovat dimenzi vektorového prostoru a
odvodime si nékteré jeho zakladni vlastnosti.



Abstrakt prednasky

Abstrakt
V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.
To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.

Dale budeme definovat dimenzi vektorového prostoru a
odvodime si nékteré jeho zakladni vlastnosti.

V nasledujici kapitole si potom mimo jiné dokazeme, ze
dimenze je zakladni strukturni invariant tzv. konecne
rozmernych vektorovych prostord.



Obsah prednasky

Baze a dimenze

Steinitzova véta a konecné rozmérné prostory
Baze a dimenze konecné rozmérného prostoru
Baze a dimenze konecné rozmérného prostoru
Baze a dimenze konecné rozmérného prostoru
Souradnice vektoru vzhledem na danou bazi
Souradnice vektoru vzhledem na danou bazi
Dimenze souctu a soucinu vektorovych prostori
Dimenze souctu a soucinu vektorovych prostori



Steinitzova véta |

Véta (Steinitzova véeta)

Necht uy,...,u,, V1,...,Vym € V. Jsou-li vektory uy, ..., u,

linedrné nezévislé a vsechny patri do linedrniho obalu [v1, ..., vn],
pak n < m.



Steinitzova véta |l

Tvrzeni
Pro libovolny vektorovy prostor V' jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:



Steinitzova véta |l

Tvrzeni
Pro libovolny vektorovy prostor V' jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) existuje kone¢nd mnozina X C V tak, ze [X] = V;



Steinitzova véta |l

Tvrzeni
Pro libovolny vektorovy prostor V' jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) existuje kone¢nd mnozina X C V tak, ze [X] = V;

(ii) kazda linearné nezavisla mnozina Y C V je konecna.



Steinitzova véta Il

Rikame, Ze vektorovy prostor V' je konecné rozmérny (konecné
dimenzionalni), pokud spliuje nékterou (tedy nutné obg)
z ekvivalentnich podminek (i), (ii) pravé dokazaného tvrzeni.



Steinitzova véta Il

Rikame, Ze vektorovy prostor V' je konecné rozmérny (konecné
dimenzionalni), pokud spliuje nékterou (tedy nutné obg)
z ekvivalentnich podminek (i), (ii) pravé dokazaného tvrzeni.

V opacném pripadé fikame, ze V je nekonecné rozmerny
(nekonecné dimenzionalni) vektorovy prostor.



Baze a dimenze |

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor.



Baze a dimenze |

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V' nazyvame kazdou linearné nezavislou usporadanou
n-tici (ug,...,u,) vektort z V, ktera generuje cely prostor V.



Baze a dimenze |

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V nazyvame kazdou linearné nezavislou usporadanou
n-tici (ug,...,u,) vektort z V, ktera generuje cely prostor V.

Rikame pak, ze vektory uq, ..., u, tvofi bazi prostoru V.



Baze a dimenze Il

Nasledujici tvrzeni je disledkem véty 4.4.4.

Tvrzeni
Necht' V je koneéné rozmérny vektorovy prostor. Potom



Baze a dimenze Il

Nasledujici tvrzeni je disledkem véty 4.4.4.

Tvrzeni
Necht' V je koneéné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) libovolnou linedrné nezavislou usporadanou k-tici (uy, . ..

vektord z V. miizeme doplnit do néjaké baze
(ug,...,Ux,...,u,) prostoru V;

,Ugk)



Baze a dimenze Il

Nasledujici tvrzeni je disledkem véty 4.4.4.

Tvrzeni

Necht' V je koneéné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) libovolnou linedrné nezavislou usporadanou k-tici (uy, ..., ux)
vektord z V. miizeme doplnit do néjaké baze
(ug,...,Ux,...,u,) prostoru V;

(b) z libovolné generujici usporadané m-tice (v1,...,vn) vektori

z V' miizeme vybrat néjakou bazi (vi,...,v;,) prostoru V.



Baze a dimenze Il

Véta
Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom



Baze a dimenze Il

Véta
Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) V ma alespon jednu bazi;



Baze a dimenze Il

Véta
Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom
(a) V ma alespon jednu bazi;

(b) libovolné dvé baze prostoru V' -maji stejny pocet prvki.



Baze a dimenze Il

Véta

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) V ma alespon jednu bazi;

(b) libovolné dvé baze prostoru V' -maji stejny pocet prvki.
Pravé dokazana véta nam umoziuje korektné definovat dimenzi

nebo téz rozmer konecné rozmérného vektorového prostoru V jako
pocet prvkil jeho libovolné baze.



Baze a dimenze Il

Véta

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) V ma alespon jednu bazi;

(b) libovolné dvé baze prostoru V' -maji stejny pocet prvki.
Pravé dokazana véta nam umoziuje korektné definovat dimenzi

nebo téz rozmer konecné rozmérného vektorového prostoru V jako
pocet prvkil jeho libovolné baze.

Dimenzi vektorového prostoru V' znaéime dimV/ .



Baze a dimenze |V

Pokud dimV = n, fikame, ze V je n-rozmérny vektorovy prostor.



Baze a dimenze |V

Pokud dimV = n, fikame, ze V je n-rozmérny vektorovy prostor.

Pokud V je nekoneéné rozmérny prostor, klademe dimV = oc.



Baze a dimenze |V

Pokud dimV = n, fikame, ze V je n-rozmérny vektorovy prostor.
Pokud V je nekoneéné rozmérny prostor, klademe dimV = oc.

V pripadé, ze bude potfebné zdaraznit tlohu Eiselného télesa K,
budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimy V.



Baze a dimenze |V

Pokud dimV = n, fikame, ze V je n-rozmérny vektorovy prostor.
Pokud V je nekoneéné rozmérny prostor, klademe dimV = oc.

V pripadé, ze bude potfebné zdaraznit tlohu Eiselného télesa K,
budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimy V.

Tedy V je konecné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.



Baze a dimenze V

Tvrzeni
Necht dimV = n, v1,...,v, € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:



Baze a dimenze V

Tvrzeni
Necht dimV = n, v1,...,v, € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:

(i) vektory vi,...,Vm jsou linedrné nezavislé;



Baze a dimenze V

Tvrzeni
Necht dimV = n, v1,...,v, € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:
(i) vektory vi,...,Vm jsou linedrné nezavislé;
(i) [vi,. . vm] = V;



Baze a dimenze V

Tvrzeni
Necht dimV = n, v1,...,v, € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:
(i) vektory vi,...,Vm jsou linedrné nezavislé;
(i) [vi,. . vm] = V;

(iii)) m = n.



Baze a dimenze V

Tvrzeni
Necht dimV = n, v1,...,v, € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:
(i) vektory vi,...,Vm jsou linedrné nezavislé;
(i) [vi,. . vm] = V;
(iii)) m = n.
To kromé jiného znamena, Ze na ovéreni, zda n vektorli vy, ...,v,

tvori bazi n-rozmérného vektorového prostoru V/, staci ovérit jen
jednu (a to libovolnou) z podminek (i), (ii).



Souradnice vektoru |

Nasledujici véta je specialnim pripadem véty z predchozi kapitoly o
linearni nezavislosti.



Souradnice vektoru |

Nasledujici véta je specialnim pripadem véty z predchozi kapitoly o
linearni nezavislosti.

Véta

Vektory uy, ..., u, tvofi bazi vektorového prostoru V' pravé tehdy,
kdyz kazdy vektor x € V. mizeme jednoznacné vyjadrit ve tvaru
linearni kombinace x = ciuy + ... + cpu,.



Souradnice vektoru |l

Existence aspon jednoho vyjadreni x = cju; + ...+ cyu, je
ekvivalentni s podminkou, ze vektory uy,...,u, generuji V.
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Existence aspon jednoho vyjadreni x = cju; + ...+ cyu, je
ekvivalentni s podminkou, ze vektory uy,...,u, generuji V.

Jednoznacnost tohoto vyjadreni je zase ekvivalentni s linearni
nezavislosti vektoréi uy, ..., u,.



Souradnice vektoru |l

Existence aspon jednoho vyjadreni x = cju; + ...+ cyu, je
ekvivalentni s podminkou, ze vektory uy,...,u, generuji V.

Jednoznacnost tohoto vyjadreni je zase ekvivalentni s linearni
nezavislosti vektoréi uy, ..., u,.

Tedy o = (uy,...,u,) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé
x € V existuje pravé jedno ¢ = (c1,...,c,) " € K" tak, ze

X=cu; +...+cpu, = -cC.



Souradnice vektoru |1

Uvédomme si, ze



Souradnice vektoru |1

Uvédomme si, ze



Souradnice vektoru |1

Uvédomme si, ze

x=a-c=(ug,...

,U,—,)'

al

Cn



Souradnice vektoru IV

Tento jednoznacné urceny sloupcovy vektor c € K" budeme
nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o



Souradnice vektoru IV

Tento jednoznacné urceny sloupcovy vektor c € K" budeme
nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o a oznacovat

c = (X)a-

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V' definuje
souradnicové zobrazeni x — (x)o z V do sloupcového
vektorového prostoru K".



Souradnice vektoru V

Tvrzeni
Necht o« = (u1, ..., u,) je baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V.



Souradnice vektoru V

Tvrzeni

Necht o« = (u1, ..., u,) je baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V.

Potom prislusné souradnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,



Souradnice vektoru V

Tvrzeni

Necht o« = (u1, ..., u,) je baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V.

Potom prislusné souradnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

t.j. pro libovolna a, b € K, x,y € V plati

(ax + by)a = a(X)a + b(Y)a-



Souradnice vektoru V

Tvrzeni

Necht o« = (u1, ..., u,) je baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V.

Potom prislusné souradnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

t.j. pro libovolna a, b € K, x,y € V plati
(ax + by)a = a(X)a + b(y)a-

K nému inverzni zobrazeni ()3t : K" — V je dané predpisem
C— a-C.



Souradnice vektoru VI

Zejména tedy pro libovolné x € V, c € K" plati

X=a:(X)a, (a-c)a=c.



Souradnice vektoru VI

Zejména tedy pro libovolné x € V, c € K" plati

X=a:(X)a, (a-c)a=c.

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat z dané
baze a a jeho soufadnic (x)q v této bazi;



Souradnice vektoru VI

Zejména tedy pro libovolné x € V, c € K" plati

X=a:(X)a, (a-c)a=c.

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat z dané
baze a a jeho soufadnic (x)q v této bazi;

druha, ze soufadnice linearni kombinace 7 ; ciui = a - ¢ v bazi
a = (uy,...,u,) tvoii pravé vektor (cp,...,c,)".



Souradnice vektoru VII

Takto zavedené souradnice mizeme nazvat sloupcovymi
souradnicemi vzhledem k dané bazi.



Souradnice vektoru VII

Takto zavedené souradnice mizeme nazvat sloupcovymi
souradnicemi vzhledem k dané bazi.

Podobnym zpiisobem miizeme zavést i radkové souradnice a
dokazat pro né analogicka tvrzeni jako pro sloupcové.



Souradnice vektoru VIII

Priklad
Oznaéme egn) = s;(l,) € K" sloupcovy vektor skladajici ze samych
nul, mimo i-té slozky, ktera je 1.



Souradnice vektoru VIII

Priklad
Oznaéme egn) = s;(l,) € K" sloupcovy vektor skladajici ze samych
nul, mimo i-té slozky, ktera je 1.

Potom (M = (e(ln), - ,eg,")) Jje baze sloupcového vektorového

prostoru K".



Souradnice vektoru VIII

Priklad
Oznaéme ef") = s;(l,) € K" sloupcovy vektor skladajici ze samych
nul, mimo i-té slozky, ktera je 1.

Potom (M = (e(ln), - ,eg,")) Jje baze sloupcového vektorového
prostoru K".

Nazyvame ji kanonickou bazi tohoto prostoru. Miizeme ji
ztotoznit s jednotkovou matici l,,.



Souradnice vektoru IX

Obcas budeme horni index (n) vynechavat a prislusnou bazi
oznacovat strucné € = (eq,...,ep).
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Obcas budeme horni index (n) vynechavat a prislusnou bazi
oznacovat strucné € = (eq,...,ep).

Pro libovolny vektor x = (xi,...,x,)" € K" plati
X = x1€1 + ...+ Xp€n,

proto (x)e = X,



Souradnice vektoru IX

Obcas budeme horni index (n) vynechavat a prislusnou bazi
oznacovat strucné € = (eq,...,ep).

Pro libovolny vektor x = (xi,...,x,)" € K" plati
X = x1€1 + ...+ Xp€n,

proto (x)e = X,

t.j. kazdy vektor x € K" splyva se svymi vlastnimi souradnicemi
v kanonické bazi.



Souradnice vektoru X

Kanonicka baze radkového vektorového prostoru K" je tvorena
radky jednotkové matice |, a znacime ji stejné jako v predchazejicim
piipadé (") = (eg"), . ,es,")) T hebo struéné e = (e1,...,en)7,

s tim rozdilem, ze (") = ¢ je sloupec vektorii a kazdé e; je Fadek
skladajici se ze samych nul, mimo i-té pozice, na které je 1.



Souradnice vektoru X

Kanonicka baze radkového vektorového prostoru K" je tvorena

radky jednotkové matice |, a znacime ji stejné jako v predchazejicim
piipadé (") = (eg"), . ,es,")) T hebo struéné e = (e1,...,en)7,
s tim rozdilem, ze (") = ¢ je sloupec vektorii a kazdé e; je Fadek

skladajici se ze samych nul, mimo i-té pozice, na které je 1.

Véta
Pro libovolné n € N plati dim K" = n.



Souradnice vektoru X

Priklad

Sloupce matice

= =
O = = =

[ RN
O O o

tvori bazi o sloupcového vektorového prostoru K*.



Souradnice vektoru XI|

Souradnice vektoru x = (x1, X2, x3,x3) " € K" v bazi a jsou dané
vztahem

(X = (xa,X3 — Xa, X2 — X3, X1 — X2) "



Souradnice vektoru XI|

Souradnice vektoru x = (x1, X2, x3,x3) " € K" v bazi a jsou dané

vztahem
(X = (xa,X3 — Xa, X2 — X3, X1 — X2) " .
Plati totiz
X1 1 1
X: 1 1
S Y B A C Rl I s
X4 1 0
1 1
(x2 — x3) é + (x1 — x2) 8
0 0



Souradnice vektoru XIlII

Priklad
Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 <[ < n oznaéme

ES(',”’") = Ey = (0jk6j1)mxn matici typu m x n nad télesem K, ktera

sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.



Souradnice vektoru XIlII

Priklad

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 <[ < n oznaéme
ES(',”’") = Ey = (0jk6j1)mxn matici typu m x n nad télesem K, ktera
sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.

Zrejmé kazdou matici A = (ay) € K™*" lze jednoznacné vyjadrit

ve tvaru
m n

A= ZZ ak,Ek/.

k=1 I=1



Souradnice vektoru XIV

Z toho vyplyva, ze matice ES(',”’"), 1< k<m,1</<n, tvori bazi
vektorového prostoru K™*" vsech matic typu m x n nad télesem K.



Souradnice vektoru XIV

Z toho vyplyva, ze matice ES(',”’"), 1< k<m,1</<n, tvori bazi
vektorového prostoru K™*" vsech matic typu m x n nad télesem K.

Specialnim pripadem je kanonicka baze (" v prostoru K”.



Souradnice vektoru XIV

Z toho vyplyva, ze matice ES(',”’"), 1< k<m,1</<n, tvori bazi

vektorového prostoru K™*" vsech matic typu m x n nad télesem K.
Specialnim pripadem je kanonicka baze (" v prostoru K”.

Dostavame tak vztah:

dim K™*" = mn.



Dimenze souctu a soucinu |

Véta
Necht S, T C V jsou koneéné rozmérné linearni podprostory
vektorového prostoru V.



Dimenze souctu a soucinu |

Véta
Necht S, T C V jsou koneéné rozmérné linearni podprostory
vektorového prostoru V.

Potom

dim(S+ T) =dimS + dim7 — dim(SN T).



Dimenze souctu a soucinu |l

Diisledek
Necht' S, T jsou koneéné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.



Dimenze souctu a soucinu |l

Diisledek
Necht' S, T jsou koneéné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.

Potom SN'T = {0}, t.j. soucet S+ T je direktni pravé tehdy, kdyz

dim(S + T) = dimS + dim T.



Dimenze souc¢tu a soucinu |l

Tvrzeni
Nech't V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad K.



Dimenze souctu a soucinu Il

Tvrzeni
Nech't V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad K.

Potom pro dimenzi jejich primého soucinu plati

dim(V x W) = dimV + dimW.
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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole prozkoumame pojem linearniho zobrazeni ,
které ndm umozni porovnavat struktury riznych
vektorovych prostord nad timz télesem.



Obsah prednasky

Linearni zobrazeni
Linearni zobrazeni
Jadro a obraz linearniho zobrazeni
Linearni izomorfismy
Matice linearniho zobrazeni
Prostory linearnich zobrazeni



Linearni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.



Linearni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Rikame, ze ¢ : V — U je linedrni zobrazeni, pokud ¢
zachovava operace vektorového souctu a skalarniho nasobku,



Linearni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Rikame, ze ¢ : V — U je linedrni zobrazeni, pokud ¢
zachovava operace vektorového souctu a skalarniho nasobku,

t.j. pokud pro libovolné x,y € V, ¢ € K plati

p(x+y) = o(x)+e(y),



Linearni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Rikame, ze ¢ : V — U je linedrni zobrazeni, pokud ¢
zachovava operace vektorového souctu a skalarniho nasobku,

t.j. pokud pro libovolné x,y € V, ¢ € K plati

(X +Y) @(X) + o(Y),
p(cx) = cp(x).



Linearni zobrazeni Il

Linearni zobrazeni zachovavaji nulovy vektor a opacné vektory,



Linearni zobrazeni Il

Linearni zobrazeni zachovavaji nulovy vektor a opacné vektory,

t.j. pro linearni zobrazeni ¢ : V — Uax € V plati

©(0)=0,  p(—x) = —p(X).



Linearni zobrazeni Il

Linearni zobrazeni zachovavaji nulovy vektor a opacné vektory,

t.j. pro linearni zobrazeni ¢ : V — Uax € V plati
©(0) =0,  o(=x) = —p(x).

Pro kazdy vektorovy prostor V je identické zobrazeni
idy : V — V, x — x linearni.



Linearni zobrazeni Il

Linearni zobrazeni zachovavaji nulovy vektor a opacné vektory,

t.j. pro linearni zobrazeni ¢ : V — Uax € V plati
©(0)=0,  ¢(—x) = —p(x).

Pro kazdy vektorovy prostor V je identické zobrazeni

idy : V — V, x — x linearni.

Pro libovolné vektorové prostory U, V nad télesem K zobrazeni
0: V — U, které kazdému vektoru x € V pfifadi nulovy vektor
0 € U, je linearni.



Linearni zobrazeni Il

Komutativita operace soucinu v télese a jeho distributivita
vzhledem na scitani znamena, Ze pro libovolny pevny skalar
a € K je pfifazenim x — ax definované linearni zobrazeni
K — K.



Linearni zobrazeni Il

Komutativita operace soucinu v télese a jeho distributivita
vzhledem na scitani znamena, Ze pro libovolny pevny skalar
a € K je pfifazenim x — ax definované linearni zobrazeni
K — K.

Linearni zobrazeni mizeme charakterizovat jako zobrazeni
mezi vektorovymi prostory (nad tim stejnym télesem), které
zachovavaji linearni kombinace.



Linearni zobrazeni IV

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
¢ : V — U je libovolné zobrazeni.



Linearni zobrazeni IV

Tvrzeni

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
¢ : V — U je libovolné zobrazeni.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:



Linearni zobrazeni IV

Tvrzeni

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
¢ : V — U je libovolné zobrazeni.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) ¢ je linearni zobrazeni;



Linearni zobrazeni IV

Tvrzeni

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
¢ : V — U je libovolné zobrazeni.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) ¢ je linearni zobrazeni;

(i) pre vsechnax,y € V, a,b € K plati
p(ax + by) = ap(x) + be(y);



Linearni zobrazeni IV

Tvrzeni

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
¢ : V — U je libovolné zobrazeni.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) ¢ je linearni zobrazeni;
(i) pre vsechnax,y € V, a,b € K plati
p(ax + by) = ap(x) + be(y);

(iii) pro libovolné n € N a vSechna xy,...,Xp € V,
Cy,...,Cn € K plati

o(C1X1 + ...+ CnXp) = Cro(X1) + ... + Cro(Xn).



Linearni zobrazeni V

Vyznamné vlastnosti linearnich zobrazeni jsou:



Linearni zobrazeni V

Vyznamné vlastnosti linearnich zobrazeni jsou:

kompozice (slozeni) linearnich zobrazeni je opét linearni
zobrazeni



Linearni zobrazeni V

Vyznamné vlastnosti linearnich zobrazeni jsou:
kompozice (slozeni) linearnich zobrazeni je opét linearni
zobrazeni

a obrazy i vzory linearnich podprostoru v linearnich
zobrazenich jsou téz linearni podprostory.



Linearni zobrazeni V

Vyznamné vlastnosti linearnich zobrazeni jsou:

kompozice (slozeni) linearnich zobrazeni je opét linearni
zobrazeni

a obrazy i vzory linearnich podprostoru v linearnich
zobrazenich jsou téz linearni podprostory.

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
v: W —V,p: V — Ujsoulinearni zobrazeni.



Linearni zobrazeni V

Vyznamné vlastnosti linearnich zobrazeni jsou:
kompozice (slozeni) linearnich zobrazeni je opét linearni
zobrazeni

a obrazy i vzory linearnich podprostoru v linearnich
zobrazenich jsou téz linearni podprostory.

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
v: W —V,p: V — Ujsoulinearni zobrazeni.

Potom i jejich sloZeni p o) : W — U je linearni zobrazeni.



Linearni zobrazeni VI

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
¢V — U je linearni zobrazeni.



Linearni zobrazeni VI

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
¢V — U je linearni zobrazeni.

(a) Je-li S linearni podprostor prostoru V, tak i o(S) je linearni
podprostor prostoru U.



Linearni zobrazeni VI

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
¢V — U je linearni zobrazeni.

(a) Je-li S linearni podprostor prostoru V, tak i o(S) je linearni
podprostor prostoru U.

(b) Je-li T linearni podprostor prostoru U, tak o~ 1(T) je
linearni podprostor prostoru V.



Linearni zobrazeni VII

Priklad
Necht K je téleso.



Linearni zobrazeni VII

Priklad
Necht K je téleso.

Distributivita soucinu matic vzhledem k jejich souctu a jeho
zameénitelnosti s operaci skalarniho nasobku Fika,



Linearni zobrazeni VII

Priklad
Necht K je téleso.

Distributivita soucinu matic vzhledem k jejich souctu a jeho
zameénitelnosti s operaci skalarniho nasobku Fika,

Ze pro pevné m, n,p € N a libovolnou matici A € K™*" je
pritazenim X — A - X definované linearni zobrazeni mezi
vektorovymi prostory matic K"<P — K™M*P,



Linearni zobrazeni VII

Priklad
Necht K je téleso.

Distributivita soucinu matic vzhledem k jejich souctu a jeho
zameénitelnosti s operaci skalarniho nasobku Fika,

Ze pro pevné m, n,p € N a libovolnou matici A € K™*" je
pritazenim X — A - X definované linearni zobrazeni mezi
vektorovymi prostory matic K"<P — K™M*P,

Podobné je prifazenimY — Y - A definované linearni zobrazeni
KPxm _, Kpxn



Linearni zobrazeni VIII

Specialné pro p = 1 je takto definované linearni zobrazeni
X — A - X mezi sloupcovymi vektorovymi prostory K" — K™,
resp. linearni zobrazeni'y — Yy - A mezi radkovymi vektorovymi

prostory K™ — K",



Linearni zobrazeni VIII

Specialné pro p = 1 je takto definované linearni zobrazeni
X — A - X mezi sloupcovymi vektorovymi prostory K" — K™,
resp. linearni zobrazeni'y — Yy - A mezi radkovymi vektorovymi

prostory K™ — K",

Kazdé linearni zobrazeni mezi kone¢né rozmérnymi
vektorovymi prostory nad K ma v podstaté takovyto tvar.



Linearni zobrazeni IX

Priklad
Necht K je téleso.



Linearni zobrazeni IX

Priklad
Necht K je téleso.

Prom,ne Napevné1 <i<m,1<j< njsoupredpisy



Linearni zobrazeni IX

Priklad
Necht K je téleso.

Prom,ne Napevné1 <i<m,1<j< njsoupredpisy

A —r;(A), A — s;(A) definovana linearni zobrazeni
Kmxn _, gixn resp. Kmxn _, gmx1



Linearni zobrazeni IX

Priklad

Necht K je téleso.

Prom,ne Napevné1 <i<m,1<j< njsoupredpisy
A —r;(A), A — s;(A) definovana linearni zobrazeni
Kmxn _, K1><n resp. Kmxn _, Km><1_

Rovnéz A — AT je linedrni zobrazeni K™ — Knxm.



Linearni zobrazeni X

Priklad
Necht' V je vektorovy prostor nad télesem K, X je mnoZina a
Xx € X je pevné zvoleny prvek.



Linearni zobrazeni X

Priklad
Necht' V je vektorovy prostor nad télesem K, X je mnoZina a
Xx € X je pevné zvoleny prvek.

Pripomerime, Ze VX je vektorovy prostor véech funkci
f: X — V. Dosazeni prvku x do funkce f, t.j. pfifazeni
f — f(x), je linedrni zobrazeni VX — V.



Linearni zobrazeni X

Priklad
Necht' V je vektorovy prostor nad télesem K, X je mnoZina a
Xx € X je pevné zvoleny prvek.

Pripomerime, Ze VX je vektorovy prostor véech funkci
f: X — V. Dosazeni prvku x do funkce f, t.j. pfifazeni
f — f(x), je linedrni zobrazeni VX — V.

Podobné, pro libovolnou podmnozZinu Y C X je zuzenif — f|Y
linearni zobrazeni VX — VY.



Linearni zobrazeni Xl

Priklad
Oznacme V mnoZinu vSetch konvergentnich posloupnosti
realnych cisel.



Linearni zobrazeni Xl

Priklad

Oznacme V mnoZinu vSetch konvergentnich posloupnosti
redlnych Cisel.

Zrejmé V je linedrni podprostor vektorového prostoru RY véech
posloupnosti realnych Cisel.



Linearni zobrazeni Xl

Priklad

Oznacme V mnoZinu vSetch konvergentnich posloupnosti
redlnych Cisel.

Zrejmé V je linedrni podprostor vektorového prostoru RY véech
posloupnosti realnych Cisel.

Pak zobrazeni V — R, ktereé posloupnostia = (an);, € V
priradi jeji limitu limn,_, an, je linearni.



Linearni zobrazeni XllI

Priklad

Uvazujme projekci 7 : R® — R? (



Linearni zobrazeni XllI
Priklad

X
Uvazujme projekci r : R® — R2 ( y ) LN ( ;
z




Linearni zobrazeni XllI
Priklad

X
UvaZujme projekci m : R3 — R? ( y ) 5 ( X ) .
z

Tato projekce je linearni zobrazeni, které neni prosté a je
surjektivni.



Linearni zobrazeni XllI

Priklad
X X
UvaZujme projekci m : R3 — R? ( y ) 5 ( y ) .
z

Tato projekce je linearni zobrazeni, které neni prosté a je
surjektivni.

TotiZ vzor néjakého vektoru v IR? je vertikalni pfimka vektort z
R3,



Linearni zobrazeni XII|

Priklad
Nésledujici linedrni zobrazeni h : R?> — R' dané predpisem



Linearni zobrazeni Xll|

Priklad
Nésledujici linedrni zobrazeni h : R?> — R' dané predpisem

x \ h
— X +
(y> Y

neni rovnéz prosteé.



Linearni zobrazeni XII|

Priklad
Nésleduijici linedrni zobrazeni h : R?> — R' dané predpisem

x\ n
— X +
(y) Y

neni rovnéZ prosté. Pro pevné w € R' je totiZ jeho vzor h~' (w)
mnoZina vsech vektort v rovine,

.

jejichz souradnice po secteni davaji pravé w.



Linearni zobrazeni XIV

Priklad
Vzory mohou samozrejmé byt jiné struktury nezZ vyse pouZzité
primky.



Linearni zobrazeni XIV

Priklad

Vzory mohou samozrejmé byt jiné struktury nezZ vyse pouZzité
primky.

Pro lineérni zobrazeni h : R® — R? definované predpisem




Linearni zobrazeni XIV

Priklad

Vzory mohou samozrejmé byt jiné struktury nezZ vyse pouZzité
primky.

Pro lineérni zobrazeni h : R® — R? definované predpisem

jsou prislusné vzory roviny x = 0, x = 1, atd., kolmé k ose x.



Jadro a obraz |

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.



Jadro a obraz |

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.

Jeho jadrem nazyvame mnozinu

Kerp = ¢ 1(0) = {x € V; ¢(x) = 0}.



Jadro a obraz |

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.

Jeho jadrem nazyvame mnozinu

Kerp = ¢ 1(0) = {x € V; ¢(x) = 0}.

Obrazem linearniho zobrazeni ¢ nazyvame mnozinu

Imp = (V) = {¢(x); x € V}.



Jadro a obraz Il

VySe zavedené oznaceni pochazi z anglickych slov kernel a
image.



Jadro a obraz Il

VySe zavedené oznaceni pochazi z anglickych slov kernel a
image.

Protoze {0} je linearni podprostor prostoru U a V je linearni
podprostor prostoru V, jako specialni pfipad tvrzeni o vzoru a
obrazu linearniho zobrazeni dostavame nésledujici vysledek.



Jadro a obraz Il

VySe zavedené oznaceni pochazi z anglickych slov kernel a
image.

Protoze {0} je linearni podprostor prostoru U a V je linearni
podprostor prostoru V, jako specialni pfipad tvrzeni o vzoru a
obrazu linearniho zobrazeni dostavame nésledujici vysledek.

Tvrzeni
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.



Jadro a obraz Il

VySe zavedené oznaceni pochazi z anglickych slov kernel a
image.

Protoze {0} je linearni podprostor prostoru U a V je linearni
podprostor prostoru V, jako specialni pfipad tvrzeni o vzoru a
obrazu linearniho zobrazeni dostavame nésledujici vysledek.

Tvrzeni
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory nad télesem K.

Potom Kery je linearni podprostor prostoru V a Imy je linearni
podprostor prostoru U.



Jadro a obraz Ili

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme charakterizovat
injektivni resp. surjektivni linearni zobrazeni.



Jadro a obraz Ili

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme charakterizovat
injektivni resp. surjektivni linearni zobrazeni.

Véta
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Potom



Jadro a obraz Ili

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme charakterizovat
injektivni resp. surjektivni linearni zobrazeni.

Véta
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Potom

(a) ¢ je injektivni prave tehdy, kdyZ Kerp = {0};



Jadro a obraz Ili

Pomoci pojmu jadra a obrazu muzeme charakterizovat
injektivni resp. surjektivni linearni zobrazeni.

Véta
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Potom

(a) ¢ je injektivni prave tehdy, kdyZ Kerp = {0};
(b) ¢ je surjektivni pravé tehdy, kdyZ Imyp = U.



Jadro a obraz IV

Véta
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je konecné rozmérny.



Jadro a obraz IV

Véta
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je konecné rozmérny.

Potom i Keryp a Imy jsou konecné rozmérné prostory a plati



Jadro a obraz IV

Véta
Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni, pficemz vektorovy
prostor V je konecné rozmérny.

Potom i Keryp a Imy jsou konecné rozmérné prostory a plati

dim V = dim Kery + dim Ime.



Jadro a obraz V

Dimenzi obrazu Imy nazyvdme hodnosti linearniho zobrazeni
p a znacime ji



Jadro a obraz V

Dimenzi obrazu Imy nazyvdme hodnosti linearniho zobrazeni
p a znacime ji

h(y) = dim Ime.



Jadro a obraz V

Dimenzi obrazu Imy nazyvdme hodnosti linearniho zobrazeni
p a znacime ji

h(y) = dim Ime.

Linearni zobrazeni ¢ : V — V vektorového prostoru V do sebe
nazyvame linearnim operatorem



Jadro a obraz V

Dimenzi obrazu Imy nazyvdme hodnosti linearniho zobrazeni
p a znacime ji
h(y) = dim Ime.

Linearni zobrazeni ¢ : V — V vektorového prostoru V do sebe
nazyvame linearnim operatorem

neboli linearni transformaci.



Jadro a obraz VI

Dasledek
Necht ¢ : V — V je linearni transformace konecne rozmérného
vektorového prostoru V.



Jadro a obraz VI

Dasledek
Necht ¢ : V — V je linearni transformace konecne rozmérného
vektorového prostoru V.

Potom ¢ je injektivni pravé tehdy, kdyZz je surjektivni.



Linearni izomorfismy |

Bijektivni lineérni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.



Linearni izomorfismy |

Bijektivni lineérni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,



Linearni izomorfismy |

Bijektivni lineérni zobrazeni ¢ : V — U mezi vektorovymi
prostory V, U nad timz télesem K nazyvame linearni
izomorfismus.

Rikame, Ze vektorové prostory V, U jsou linedrné izomorfni
nebo jen kratce izomorfni a piSeme V = U,

pokud existuje néjaky linearni izomorfismus ¢ : V — U.



Linearni izomorfismy Il

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.



Linearni izomorfismy Il

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.



Linearni izomorfismy Il

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.

(b) Je-lip : V — U linedrni izomorfismus, pakio=': U — V
je linearni izomorfismus.



Linearni izomorfismy Il

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K.

(a) idy : V — V je linearni izomorfismus.

(b) Je-lip : V — U linedrni izomorfismus, pakio=': U — V
je linearni izomorfismus.

(c) Jsou-liy): W — V, ¢ : V — U linearni izomorfismy, pak i
pot: W — U je linearni izomorfismus.



Linearni izomorfismy IlI

Z praveé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
disledek.



Linearni izomorfismy IlI

Z praveé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
disledek.

Disledek

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz telesem K
plati:



Linearni izomorfismy IlI

Z praveé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
disledek.

Disledek

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz telesem K
plati:

(a v=V;



Linearni izomorfismy IlI

Z praveé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
disledek.

Disledek

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz telesem K
plati:

(@ V=V;
b) VU= U=2V;



Linearni izomorfismy IlI

Z praveé dokazaného tvrzeni okamzité vyplyva nasledujici
disledek.

Disledek

Pro libovolné vektorové prostory U, V, W nad timz telesem K
plati:

(@ v=YV,;
b) VU= Ux=V;
O W=V&V=U-= W=U.



Linearni izomorfismy IV

Rikame, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivni, symetricky a
tranzitivni,



Linearni izomorfismy IV

Rikame, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivni, symetricky a
tranzitivni,

t.j. je vztahem ekvivalence.



Linearni izomorfismy IV

Rikame, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivni, symetricky a
tranzitivni,

t.j. je vztahem ekvivalence.

Z formalniho hlediska s nim mizeme pracovat podobné jako se
vztahem rovnosti =.



Linearni izomorfismy IV

Rikame, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivni, symetricky a
tranzitivni,

t.j. je vztahem ekvivalence.

Z formalniho hlediska s nim mizeme pracovat podobné jako se
vztahem rovnosti =.

Priklad
Necht' V je konecné rozmerny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vy,...,Vp) je néjaka jeho baze.



Linearni izomorfismy IV

Rikame, Ze vztah izomorfnosti 2 je reflexivni, symetricky a
tranzitivni,

t.j. je vztahem ekvivalence.

Z formalniho hlediska s nim mizeme pracovat podobné jako se
vztahem rovnosti =.

Priklad
Necht' V je konecné rozmerny vektorovy prostor nad télesem
K,dimV =napg = (vy,...,Vp) je néjaka jeho baze.

Potom souradnicové zobrazeni x — (X)a je linedrni
izomorfizmus V — K".



Linearni izomorfismy V

Plati, ze typ izomorfismu daného kone¢né rozmérného prostoru
je jednoznacné urceny jeho dimenzi.



Linearni izomorfismy V

Plati, ze typ izomorfismu daného kone¢né rozmérného prostoru
je jednoznacné urceny jeho dimenzi.

Véta
Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K.



Linearni izomorfismy V

Plati, ze typ izomorfismu daného kone¢né rozmérného prostoru
je jednoznacné urceny jeho dimenzi.
Véta

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K.

Potom
VU < dim V =dim U.



Linearni izomorfismy VI

Tedy konecné rozmérny vektorovy prostor V nad télesem K je
izomorfni se sloupcovym (fadkovym) vektorovym prostorem K"
pravé tehdy, kdyz n = dim V.



Linearni izomorfismy VI

Tedy konecné rozmérny vektorovy prostor V nad télesem K je
izomorfni se sloupcovym (fadkovym) vektorovym prostorem K"
pravé tehdy, kdyz n = dimV.

Pritom kazda baze 3 prostoru V urCuje jeden takovyto
izomorfismus V — K" —



Linearni izomorfismy VI

Tedy konecné rozmérny vektorovy prostor V nad télesem K je
izomorfni se sloupcovym (fadkovym) vektorovym prostorem K"
pravé tehdy, kdyz n = dimV.

Pritom kazda baze 3 prostoru V urCuje jeden takovyto
izomorfismus V — K" —

je jim soufadnicové zobrazeni X — (X)g.



Matice linearniho zobrazeni |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).



Matice linearniho zobrazeni |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, mizeme vytvorit matici



Matice linearniho zobrazeni |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, mizeme vytvorit matici

A = (<p(e1), 506 ,gO(en)) € Km><n’



Matice linearniho zobrazeni |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, mizeme vytvorit matici

A = (@(91), 506 ,gO(en)) € Kmxna

jejimiz sloupci jsou prave tyto vektory,



Matice linearniho zobrazeni |

Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : K" — K™. V prostoru K"
méame kanonickou bazi (") = (eq,...,ep).

Protoze obrazy ((e;) vektoru této baze jsou sloupcove vektory
z prostoru K™, mizeme vytvorit matici

A = (@(91), 506 ,gO(en)) € Kmxna

jejimiz sloupci jsou prave tyto vektory,
t.j. plati s;(A) = o(e;) pro1 <j < n.



Matice linearniho zobrazeni Il

Ukazeme, jak muzeme obraz ¢(x) libovolného vektoru
X=(xq,...,Xx;)T € K" vypoéitat pouze ze znalosti této matice.



Matice linearniho zobrazeni Il

Ukazeme, jak muzeme obraz ¢(x) libovolného vektoru
X=(xq,...,Xx;)T € K" vypoéitat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme



Matice linearniho zobrazeni Il

Ukazeme, jak muzeme obraz ¢(x) libovolného vektoru
X=(xq,...,Xx;)T € K" vypoéitat pouze ze znalosti této matice.
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Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

©(X) = p(x1e1+ ...+ xpen)
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Matice linearniho zobrazeni Il

Ukazeme, jak muzeme obraz ¢(x) libovolného vektoru
X=(xq,...,Xx;)T € K" vypoéitat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

©(X) = p(x1e1+ ...+ xpen)
= Xxip(e1) +...+ Xnp(en)

= (s1(A),...,8n(A)) - (X1, xn)T



Matice linearniho zobrazeni Il

Ukazeme, jak muzeme obraz ¢(x) libovolného vektoru
X=(xq,...,Xx;)T € K" vypoéitat pouze ze znalosti této matice.

Uvédomme si, Ze X = x1€4 + - - - + X,€p, a pocitejme

©(X) = p(x1e1+ ...+ xpen)
= Xxip(e1) +...+ Xnp(en)

= (s1(A),...,Sn(A) - (X1, .. xn)T
= A-X



Matice linearniho zobrazeni lli

Tedy kazZdé linearni zobrazeni ¢ : K" — K™ ma tvar
©(x) = A - x pro vhodnou matici A € K™*",
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Tedy kazZdé linearni zobrazeni ¢ : K" — K™ ma tvar
©(x) = A - x pro vhodnou matici A € K™*",

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,



Matice linearniho zobrazeni lli

Tedy kazZdé linearni zobrazeni ¢ : K" — K™ ma tvar
©(x) = A - x pro vhodnou matici A € K™*",

Protoze kazdy kone¢né rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem K je izomorfni s prostorom K" pro n = dimV,

pFi volbé pevnych bazi v kone¢né rozmérnych prostoroch U, V,
bude mozné libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U zakddovat
pomoci vhodné matice A.



Matice linearniho zobrazeni IV

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U=m,dim V =na a = (uy,...,uUp),
B =(Vi,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.



Matice linearniho zobrazeni IV

Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U=m,dim V =na a = (uy,...,uUp),
B =(Vi,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((¢(V1)as-- -, (¢(Vn))a) € K™,



Matice linearniho zobrazeni IV

Necht U, V jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U=m,dim V =na a = (uy,...,uUp),
B =(Vi,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((¢(V1)as-- -, (¢(Vn))a) € K™,

jejiz sloupce jsou tvoreny soufadnicemi obrazu ¢(v;) vektoru
baze 3 vzhledem k bazi «,



Matice linearniho zobrazeni IV

Necht U, V jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
télesem K, dim U=m,dim V =na a = (uy,...,uUp),
B =(Vi,...,Vp) jsou baze v U, resp. ve V.

Matici linearniho zobrazeni o : V — U vzhledem k bazim 3,
a nazyvame matici

A= ((¢(V1)as-- -, (¢(Vn))a) € K™,

jejiz sloupce jsou tvoreny soufadnicemi obrazu ¢(v;) vektoru
baze 3 vzhledem k bazi «,

t.j. plati s;(A) = (o(V}))a pro1 <j<n.



Matice linearniho zobrazeni V

Tuto matici znacime téz

A= (9)as



Matice linearniho zobrazeni V

Tuto matici zna¢ime téz

A= (9)as

(VS&imnéme si obracené poradi znaku bazi vuci poradi
vektorovych prostor( v oznaceni zobrazeni ¢ : V — U.)



Matice linearniho zobrazeni V

Tuto matici zna¢ime téz

A= (9)as

(VSimnéme si obracené poradi znaku bazi vuci poradi
vektorovych prostor( v oznaceni zobrazeni ¢ : V — U.)
Matici A ze zacatku tohoto paragrafu miizeme nazvat matici

linearniho zobrazeni o : K" — K™ vzhledem na kanonickou
bézi ("), g(m),



Matice linearniho zobrazeni VI

Pokud nefekneme jinak, budeme pod matici linearniho
zobrazeni ¢ : K" — K™ mezi sloupcovymi vektorovymi prostory
vzdy rozumeét matici (¢)m o zobrazeni ¢ vzhledem ke
kanonickym bazim.



Matice linearniho zobrazeni VI

Pokud nefekneme jinak, budeme pod matici linearniho
zobrazeni ¢ : K" — K™ mezi sloupcovymi vektorovymi prostory
vzdy rozumeét matici (¢)m o zobrazeni ¢ vzhledem ke
kanonickym bazim.

Matici linearni transformace ¢ : V — V vzhledem k bazi «
prostoru V tedy rozumime matici (¢)a.a-



Matice linearniho zobrazeni VII

Pfitom plati (v;)g = ej(.”) pro libovolny vektor v; baze
B = (v1,...,Vp) prostoru V.



Matice linearniho zobrazeni VII

Pfitom plati (v;)g = ej(.”) pro libovolny vektor v; baze
B = (v1,...,Vp) prostoru V.

Z toho je zfejmé, ze pro kazdou bazi 3 n-rozmérného
vektorového prostoru V plati



Matice linearniho zobrazeni VII

Pfitom plati (v;)g = ej(.”) pro libovolny vektor v; baze
B = (v1,...,Vp) prostoru V.

Z toho je zfejmé, ze pro kazdou bazi 3 n-rozmérného
vektorového prostoru V plati

(idv)as = (€™)y =In.



Matice linearniho zobrazeni VIII

Véta

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad ciselnym télesem K,
dimV = n, dimU = m a «, 3 jsou baze prostort U resp. V.



Matice linearniho zobrazeni VIII

Véta

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad ciselnym télesem K,
dimV = n, dimU = m a «, 3 jsou baze prostort U resp. V.

Potom pro vsechna x € V plati

(P(X))a = (Plaps - (X)s



Matice linearniho zobrazeni VIII

Véta

Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad ciselnym télesem K,
dimV = n, dimU = m a «, 3 jsou baze prostort U resp. V.

Potom pro vsechna x € V plati

(P(X))a = (Plaps - (X)s

a A = (¢)a,p je jedind matice touto viastnosti.



Matice linearniho zobrazeni IX

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.



Matice linearniho zobrazeni IX

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.

Véta
Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, a je baze U, 3 je baze V a~ je baze W.



Matice linearniho zobrazeni IX

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.

Véta
Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, a je baze U, 3 je baze V a~ je baze W.

Potom pro libovolné linearni zobrazeni+y - W — V, ¢ : V — U
plati



Matice linearniho zobrazeni IX

Skladani linearnich zobrazeni zodpovida nasobeni matic.

Véta
Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, a je baze U, 3 je baze V a~ je baze W.

Potom pro libovolné linearni zobrazeni+y - W — V, ¢ : V — U
plati

(po w)a,'y = (So)a,ﬁ : (w)ﬁ,’y'



Matice linearniho zobrazeni X

Priklad
Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R, : R? — R2.



Matice linearniho zobrazeni X

Priklad
Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R, : R? — R2.

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na kanonickou
bazi e budeme znacit rovnéz R,



Matice linearniho zobrazeni X

Priklad
Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R, : R? — R2.

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na kanonickou
bazi e budeme znacit rovnéz R,

tedy pro x € R? budeme psat R,(x) = Ry, - X.



Matice linearniho zobrazeni X

Priklad
Otoceni roviny okolo pocatku o thel o € R je linearni
zobrazeni R, : R? — R2.

Matici tohoto linearniho zobrazeni vzhledem na kanonickou
bazi e budeme znacit rovnéz R,
tedy pro x € R? budeme psat R,(x) = Ry, - X.

Jeji sloupce ziskame otoéenim vektortie; = (1,0)7,
e> = (0,1)7 o dhel a.



Matice linearniho zobrazeni Xl

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruZnice dostavame
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COS «
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Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
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Matice linearniho zobrazeni Xl

Z definice goniometrickych funkci sinus a cosinus pomoci
jednotkové kruZnice dostavame

COS «
otz = < Siﬂa) ’



Matice linearniho zobrazeni Xlli

To znamena, Ze



Matice linearniho zobrazeni Xlli

To znamena, Ze

cosa —Sina
R, = )
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Matice linearniho zobrazeni XllI

To znamena, Ze

< cosa —sina )

R. = .

sina  cosa

a obrazem libovolného vektoru (x,y)" € R? v otodeni R, je
vektor



Matice linearniho zobrazeni XllI

To znamena, Ze

cosa —Sina
R, = )
sina CcoS«

a obrazem libovolného vektoru (x,y)T € R? v otodeni R, je

vektor
R.(X)_ xcosa — ysina
*\y ) \ xsina+ycosa /°



Matice linearniho zobrazeni XllI
Matice

_ ( cos(w/6) —sin(n/6)
Rrr/e = < sin(x/6) cos(r/6) )



Matice linearniho zobrazeni XllI
Matice

([ cos(n/6) —sin(r/6) \ [ V3/2 -1/2
R7r/6_<sin(7r/6) cos(r/6) )_( 1/2 \@/2>



Matice linearniho zobrazeni XllI
Matice

([ cos(n/6) —sin(r/6) \ [ V3/2 -1/2
R“/6_< sin(7/6)  cos(r/6) )_< 1/2 \/5/2>

reprezentuje vzhledem ke standardni bazi transformaci
R/ : R? — R?, kterd oto&i vektory o w /6 radiand proti sméru
hodinovych rucicek.



Matice linearniho zobrazeni XllI
Matice

([ cos(n/6) —sin(r/6) \ [ V3/2 -1/2
R”/6_<sin(7r/6) cos(/6) )_( 1/2 \/5/2)

reprezentuje vzhledem ke standardni bazi transformaci
R, /s : R? — R?, kterd oto¢i vektory o /6 radiant proti sméru
hodinovych rucicek.




Matice linearniho zobrazeni XIV

Priklad
Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
pocatkem definuje zobrazeni' S, : R> — R?, kde o € R je uhel,

ktery svira osa soumérnosti s osou x.



Matice linearniho zobrazeni XIV

Priklad

Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
pocatkem definuje zobrazeni' S, : R> — R?, kde o € R je uhel,
ktery svira osa soumérnosti s osou x.

Pomoci obdobné tvahy jako v pripadé otoCeni miZzeme ovérit,
Ze i S, je linearni zobrazeni.



Matice linearniho zobrazeni XIV

Priklad

Osova soumeérnost roviny podle libovolné pfimky prochazejici
pocatkem definuje zobrazeni' S, : R> — R?, kde o € R je uhel,
ktery svira osa soumérnosti s osou x.

Pomoci obdobné tvahy jako v pripadé otoCeni miZzeme ovérit,
Ze i S, je linearni zobrazeni.

Jeho matici vzhledem ke kanonické bazi e budeme znadit
stejné tj. S,,.



Matice linearniho zobrazeni XV

Ziejmeé matice soumeérnosti podle osy x je

1.0
S°:<o —1>



Matice linearniho zobrazeni XV

Zrejmé matice soumeérnosti podle osy x je
1 0
So = < 0 —1 >

a osovou soumernost §, muZeme obdrZet jako sloZeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoéeni R,



Matice linearniho zobrazeni XV

Zrejmé matice soumeérnosti podle osy x je
1 0
So = < 0 —1 >

a osovou soumernost §, muZeme obdrZet jako sloZeni otoceni
R_., osové soumérnosti Sy a otoéeni R,

tJ.
S, =R.-So-R_g.



Matice linearniho zobrazeni XV

Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorct dostaneme



Matice linearniho zobrazeni XV

Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorct dostaneme

S — cos2a  sin2a
* \ sin2a —cos2a )’



Matice linearniho zobrazeni XV

Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorct dostaneme

S — cos2a  sin2a
* \ sin2a —cos2a )’

Tedy osova soumérnost S,, zobrazi vektor (x,y)T € R? na
vektor



Matice linearniho zobrazeni XV

Po vynasobeni pfislusnych matic z toho s vyuZitim
trigonometrickych vzorcu dostaneme

S — cos2a  sin2a
* \ sin2a —cos2a )’

Tedy osova soumérnost S,, zobrazi vektor (x,y)T € R? na
vektor

X X C0S2a + y sin 2«
S. - = . :
y X sin2a — y cos 2«



Matice linearniho zobrazeni XVI

Priklad
Stejnolehlost neboli téZ homotetie se stfedem v pocatku a
s koeficientem podobnosti 0 # ¢ € R je opét linearni zobrazeni

R? — R? s matici cly = diag(c, ¢).



Matice linearniho zobrazeni XVI

Priklad

Stejnolehlost neboli téZ homotetie se stfedem v pocatku a

s koeficientem podobnosti 0 # ¢ € R je opét linearni zobrazeni
R? — R? s matici cly = diag(c, ¢).

Tento priklad muZeme evidentnim zptsobem zevseobecnit na
libovolnou dimenzi n.



Matice linearniho zobrazeni XVII

Priklad
Zkoseni (krouceni, stfih) zptsobuje deformace tvard.



Matice linearniho zobrazeni XVII

Priklad
Zkoseni (krouceni, strih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZzeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.



Matice linearniho zobrazeni XVII

Priklad
Zkoseni (krouceni, strih) zpusobuje deformace tvard.

Vysledek transformace vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly
sloZzeny z mnoha vrstev, které jsou po sobé posouvany.

Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni
ve sméeruy.



Matice linearniho zobrazeni XVIII

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouZiva
transformacni matice urcena predpisem:
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AG D=l )=(25)(0)



Matice linearniho zobrazeni XVIII

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouZiva
transformacni matice urcena predpisem:

AG D=l )=(25)(0)

Je tak definovana linearni transformace roviny, ktera posouva
jeji kaZzdou "vodorovnou vrstvu" {(x,y); y = s}, s € K, o vektor
asey.



Matice linearniho zobrazeni XVIII

Pro zkoseni ve sméru x s parametrem a € K se pouZiva
transformacni matice urcena predpisem:

AG D=l )=(25)(0)

Je tak definovana linearni transformace roviny, ktera posouva
jeji kaZzdou "vodorovnou vrstvu" {(x,y); y = s}, s € K, o vektor
asey.

Analogické linearni transformace funguji i ve vicerozmérnych
prostorech K.



Prostory linearnich zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad Ciselnym télesem K.
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Necht U, V jsou vektorové prostory nad Ciselnym télesem K.

Uvazme vektorovy prostor UY v$ech zobrazeni f: V — U
s operacemi souctu a skalarniho nasobku definovanymi po
slozkach.



Prostory linearnich zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad Ciselnym télesem K.

Uvazme vektorovy prostor UY v$ech zobrazeni f: V — U

s operacemi souctu a skalarniho nasobku definovanymi po

slozkach.

Pak pro mnozinu £(V, U) v§ech linearnich zobrazeni
)

) vSec
p:V = Uplati £(V,U) C UY.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.
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Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UY .



Prostory linearnich zobrazeni Il

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UY .

Tedy L(V, U) je vektorovy prostor nad K.

Tvrzeni
Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K adimU = m, dimV = n.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UY .

Tedy L(V, U) je vektorovy prostor nad K.

Tvrzeni
Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K adimU = m, dimV = n.

Potom
L(V,U) = K™



Prostory linearnich zobrazeni Il

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom L(V, U) je linedrni podprostor vektorového prostoru UY .

Tedy L(V, U) je vektorovy prostor nad K.

Tvrzeni
Necht U, V jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K adimU = m, dimV = n.

Potom
L(V,U) = K™

tedy dim£L(V, U) = mn.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici () g S€ muzeme divat jako na soufadnice vektoru
v € L(V,U) v prostoru K™", vzhledem na dvojici bazi 3, a.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici (¢),s se muzeme divat jako na soufadnice vektoru
v € L(V,U) v prostoru K™", vzhledem na dvojici bazi 3, a.

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového prostoru V do
télesa K se nazyva linearni funkcional nebo téz linearni
formana V.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici (¢),s se muzeme divat jako na soufadnice vektoru
v € L(V,U) v prostoru K™", vzhledem na dvojici bazi 3, a.

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového prostoru V do
télesa K se nazyva linearni funkcional nebo téz linearni
formana V.

Vektorovy prostor £(V, K) v8ech linearnich forem na V se
nazyva dualni prostor nebo jen kratce dual vektorového
prostoru V.



Prostory linearnich zobrazeni Il

Zvolme bazi a v prostoru U a 3 v prostoru V.

Na matici (¢),s se muzeme divat jako na soufadnice vektoru
v € L(V,U) v prostoru K™", vzhledem na dvojici bazi 3, a.

Linearni zobrazeni ¢ : V — K z vektorového prostoru V do
télesa K se nazyva linearni funkcional nebo téz linearni
formana V.

Vektorovy prostor £(V, K) v8ech linearnich forem na V se
nazyva dualni prostor nebo jen kratce dual vektorového
prostoru V.

Budeme pouzivat oznaceni £(V,K) = V*.



Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v télese K budeme vzdy uvazovat pouze kanonickou
bazi sestavajici z jediného vektoru 1 € K,



Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v télese K budeme vzdy uvazovat pouze kanonickou
bazi sestavajici z jediného vektoru 1 € K,

libovolna baze 3 v kone¢né rozmérném prostoru V uréuje
linearni izomorfismus V* — V dany pfedpisem ¢ — (¢)1 3.



Prostory linearnich zobrazeni IV

Pokud v télese K budeme vzdy uvazovat pouze kanonickou
bazi sestavajici z jediného vektoru 1 € K,

libovolna baze 3 v kone¢né rozmérném prostoru V uréuje
linearni izomorfismus V* — V dany pfedpisem ¢ — (¢)1 3.

Plati tedy
Tvrzeni

Pro libovolny konecné rozmeérny vektorovy prostor V nad
telesem K plati V* = V.



Prostory linearnich zobrazeni V

Matice ()1 g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je fadkovy
vektor z prostoru K'*".



Prostory linearnich zobrazeni V

Matice ()1 g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je fadkovy
vektor z prostoru K'*".

P¥i volbé kanonické baze e v sloupcovém prostoru K™
muzeme fadkovy prostor K" ztotoznit s dualem (K™1)*
sloupcového prostoru K™<1,



Prostory linearnich zobrazeni V

Matice ()1 g linearniho funkcionalu ¢ : V — K je fadkovy
vektor z prostoru K'*".

P¥i volbé kanonické baze e v sloupcovém prostoru K™
muzeme fadkovy prostor K" ztotoznit s dualem (K™1)*
sloupcového prostoru K™<1,

|zomorfismus kone¢né rozmérného prostoru V a jeho dualu V*
zavisi od vybéru baze ve V.



Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,



Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,

t.j. od vybéru baze nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V**



Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,

t.j. od vybéru baze nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V**

dané predpisem x — X, kde



Prostory linearnich zobrazeni VI

Pro libovolny vektorovy prostor V muzeme definovat kanonické,

t.j. od vybéru baze nezavislé zobrazeni z prostoru V do jeho
druhého dualu V**

dané predpisem x — X, kde

X() = ¢(X)
proxe V,pe V"



Prostory linearnich zobrazeni VII

Tvrzeni
Nech V je vektorovy prostor nad telesem K.



Prostory linearnich zobrazeni VII

Tvrzeni
Nech V je vektorovy prostor nad telesem K.

Potom
(a) X — X je injektivni linedrni zobrazeni V — V**;



Prostory linearnich zobrazeni VII

Tvrzeni
Nech V je vektorovy prostor nad telesem K.

Potom

(a) X — X je injektivni linedrni zobrazeni V — V**;

(b) pokud je V konecné rozmérny, pak X — X je linearni
izomorfismus V — V**.



Prostory linearnich zobrazeni VIII

Kazdy vektor x € V definuje linearni funkcional X na dualnim
prostoru V*.



Prostory linearnich zobrazeni VIII

Kazdy vektor x € V definuje linearni funkcional X na dualnim
prostoru V*.

Konecné rozmeérny vektorovy prostor V muzeme pfifazenim
X — X pFirozené ztotoznit s dualem prostoru V*.
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Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.



Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.

Dale se nauCime pocitat inverzni matice a matice prechodu
z jedné souradné baze do druhé.



Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané

Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.

Dale se nauCime pocitat inverzni matice a matice prechodu
z jedné souradné baze do druhé.

Nakonec prozkoumame vliv zmény baze na matici linearniho
zobrazeni.



Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.

Dale se nauCime pocitat inverzni matice a matice prechodu
z jedné souradné baze do druhé.

Nakonec prozkoumame vliv zmény baze na matici linearniho
zobrazeni.

Prednaska zaCne pojmem hodnosti matice, ktery nam umozni
rozhodnout o existenci inverzni matice.



Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.

Dale se nauCime pocitat inverzni matice a matice prechodu
z jedné souradné baze do druhé.

Nakonec prozkoumame vliv zmény baze na matici linearniho
zobrazeni.

Prednaska zaCne pojmem hodnosti matice, ktery nam umozni
rozhodnout o existenci inverzni matice.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, m, n, p jsou kladna
cela cisla.



Obsah prednasky

Hodnost matice, inverzni matice a zména baze
Hodnost matice
Inverzni matice a inverzni linearni zobrazeni
Realizace ERO a ESO pomoci nasobeni matic
Vypocet inverzni matice
Matice prechodu
Matice linearniho zobrazeni vzhledem na rlizné baze



Hodnost matice |

V této Casti je potfebné rozliSovat mezi vektorovymi prostory
radkovych resp. sloupcovych vektorl. Prostor fadkovych

vektor(i budeme znadit K" a prostor sloupcovych vektor(
Kn><1_



Hodnost matice I

ri(A) € K" oznatuje i-ty fadek a sj(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&j)mxn-



Hodnost matice I

ri(A) € K" oznatuje i-ty fadek a sj(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&j)mxn-

Tuto matici mdzeme zapsat blokové jako
ri(A)
r2(A)
A= : = (s1(A),s2(A),...,sn(A)).

rm&A)



Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K'*7
generovaného radky matice A.



Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K17
generovaného radky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti hs(A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového prostoru K™
generovaného sloupci matice A.



Hodnost matice Il

Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K17
generovaného radky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti hs(A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového prostoru K™
generovaného sloupci matice A.

Tedy
h(A) = dim[r{(A),rz2(A),...,rn(A)],
hs(A) = dim[sq(A),s2(A),...,sn(A)].



Hodnost matice IV

Oznaéme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(X) =A-xprox c K™,



Hodnost matice IV

Oznaéme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(X) =A-xprox c K™,

Hodnosti linearniho zobrazeni ¢ nazyvame dimenzi jeho
obrazu, t.j. h(y) = dim Ime.



Hodnost matice IV

Oznaéme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(X) =A-xprox c K™,

Hodnosti linearniho zobrazeni ¢ nazyvame dimenzi jeho
obrazu, t.j. h(y) = dim Ime.

Ztejmeé plati h(y) = hs(A), protoze linearni podprostor
Imy C K™ je generovany sloupci matice A.



Hodnost matice V

Lemma
Necht A € K™,



Hodnost matice V

Lemma
Necht A € K™,

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni radkové operace (ERO). Pak

[F1(A), r2(A), ..., tm(A)] = [r1(B), F2(B), ..., Fm(B)].



Hodnost matice V

Lemma
Necht A € K™,

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni radkové operace (ERO). Pak

[F1(A), r2(A), ..., tm(A)] = [r1(B), F2(B), ..., Fm(B)].

(b) Necht matice C vznikne z matice A vykonanim jedné
elementarni sloupcové operace (ESO). Pak

[51(A), S2(A), ..., sn(A)] = [81(C),s2(C), ..., sn(C)].



Hodnost matice VI

Tvrzeni
Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).



Hodnost matice VI

Tvrzeni
Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.



Hodnost matice VI

Tvrzeni
Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.

Ztejmeé pro A € K™ je h(A) < min(m, n).



Hodnost matice VI

Tvrzeni
Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.

Ztejmeé pro A € K™ je h(A) < min(m, n).

Tvrzeni
Necht A € K™<". Potom h(A) = h(AT).



Hodnost matice VII

Tvrzeni
Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takovd, Ze sj(A) =u; pro1 <j < n.



Hodnost matice VII

Tvrzeni

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takovd, Ze sj(A) =u; pro1 <j < n.

Potom

(a) uq,...,up jsou linearné nezavislé prave tehdy, kdyz

h(A) = n;



Hodnost matice VII

Tvrzeni
Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takovd, Ze sj(A) =u; pro1 <j < n.
Potom
(a) uq,...,up jsou linearné nezavislé prave tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,uy] = K™ pravé tehdy, kdyz h(A) = m.



Hodnost matice VII

Tvrzeni
Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) =u;pro1 < j < n.
Potom
(a) uq,...,up jsou linearné nezavislé prave tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,uy] = K™ pravé tehdy, kdyz h(A) = m.

Pripad (a) mlze nastat tehdy, kdyZz n < m; naopak, (b) muze
nastat jediné za predpokladu m < n.



Hodnost matice VIII

Tvrzeni
Necht A € KM™<" B ¢ K™P, Potom



Hodnost matice VIII

Tvrzeni
Necht A € KM™<" B ¢ K™P, Potom

h(A - B) < min(h(A), h(B)).



Inverzni matice |

Necht A € K™ t.j. A je ¢tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K"<" tak, ze

A-B=1,=B A



Inverzni matice |

Necht A € K™ t.j. A je ¢tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K% tak, ze

A-B=1,=B-A

Zrejme k dané Ctvercové matici A existuje nanejvys jedna
inverzni matice.



Inverzni matice |

Necht A € K™ t.j. A je ¢tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K% tak, ze

A-B=1,=B-A

Zrejme k dané Ctvercové matici A existuje nanejvys jedna
inverzni matice.

Tuto jednoznacéné uréenou matici (pokud existuje) budeme
znadit A",



Inverzni matice Il

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
dimU = dimV = n.



Inverzni matice Il

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou nejake baze v U, resp. ve V a A = (¢)a,3
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze 3,
(88



Inverzni matice Il

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou nejake baze v U, resp. ve V a A = (¢)a,3
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze 3,
(88

Potom k matici A existuje inverzni matice A~ pravé tehdy, kdyZ
k zobrazeni ¢ existuje inverzni zobrazeni p=!.



Inverzni matice Il

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou nejake baze v U, resp. ve V a A = (¢)a,3
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze 3,
(88

Potom k matici A existuje inverzni matice A~ pravé tehdy, kdyZ
k zobrazeni ¢ existuje inverzni zobrazeni p=!.

V tomto pripadé A~ je matici linedrniho zobrazeni
¢~ 1': U — V vzhledem na baze o, 33, t.j.



Inverzni matice Il

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou nejake baze v U, resp. ve V a A = (¢)a,3
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze 3,
(88

Potom k matici A existuje inverzni matice A~ pravé tehdy, kdyZ
k zobrazeni ¢ existuje inverzni zobrazeni p=!.

V tomto pripadé A~ je matici linedrniho zobrazeni
¢~ 1': U — V vzhledem na baze o, 33, t.j.

A" = (Pas) ' = (07 g



Inverzni matice lli

Rikame, ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.



Inverzni matice lli

Rikame, ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Véta
Matice A € K™ je regularni pravé tehdy, kdyz h(A) = n.



Inverzni matice lli

Rikame, ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Véta
Matice A € K™ je regularni pravé tehdy, kdyz h(A) = n.

Véta
Pro libovolné A, B € K™ plati A - B = |, prave tehdy, kdyz
B-A=1I,



Inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A, B € K™" jsou regularni matice.



Inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A, B € K™" jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:



Inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A, B € K™" jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:



Inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A, B € K™" jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:



Inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A, B € K™" jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a AT jsou requlrni a plati:



Realizace ERO a ESO |

Tvrzeni
Necht A € KM*",



Realizace ERO a ESO |

Tvrzeni
Necht A € K™,



Realizace ERO a ESO |

Tvrzeni
Necht A € KMx"n,

(a) Necht B e K™ vznikne z A provedenim jedné ERO.
Oznacme E matici, ktera vznikne z matice |, provedenim
stejné ERO. PotomB = E - A.



Realizace ERO a ESO |

Tvrzeni
Necht A € KMx"n,

(a) Necht B e K™ vznikne z A provedenim jedné ERO.
Oznacme E matici, ktera vznikne z matice |, provedenim
stejné ERO. PotomB = E - A.

(b) Necht C e K™" vznikne z A provedenim jedné ESO.
Oznacme F matici, ktera vznikne z matice 1, provedenim
stejné ESO. PotomC = A - F.



Realizace ERO a ESO Il

Ctvercové matice E € K", které vzniknou z jednotkové
matice |, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.



Realizace ERO a ESO Il

Ctvercové matice E € K", které vzniknou z jednotkové
matice |, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.

Libovolnou ERO (ESO) na matici A mizZeme realizovat
vynasobenim matice A vhodnou elementarni matici E (F) zleva
(zprava).



Vypocet inverzni matice |

Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici

A c KM

(A1) 559 (1,1 A1),



Vypocet inverzni matice |

Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici
A c K™

ERO _
(Alln) == (In|A7Y).
Tvrzeni
Necht A € K™ aEq,Eyp, ..., Ex € K™ jsou elementarni

matice tak, ZeEx - ... -E>-E{ - A=1,.



Vypocet inverzni matice |

Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici
A c K™

ERO _
(All)) = (I,|A).
Tvrzeni
Necht A € K™ aEq,Eyp, ..., Ex € K™ jsou elementarni
matice tak, ZeEx - ... -E>-E{ - A=1,.

PotomA~' =E,-...-Es-Ej.



Vypocet inverzni matice |

K stejnému cili vede téz postup reprezentovany schématem:

(=)




Vypocet inverzni matice |

K stejnému cili vede téz postup reprezentovany schématem:

(=)

Tvrzeni
Matice A € K"<"je regularni pravé tehdy, kdyZz ji muZeme
rozloZit na soucin A = E; - ... - Ex kone¢ného poctu

elementarnich maticE,, ... ,Ex € K™,



Vypocet inverzni matice Il

Tvrzeni
Pro libovolné A, B € K™*" plati:



Vypocet inverzni matice Il

Tvrzeni
Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je fadkové ekvivalentni s B prave tehdy, kdyZ existuje
regularni matice P € K<™ tak, Ze A =P - B;



Vypocet inverzni matice Il

Tvrzeni
Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je fadkové ekvivalentni s B prave tehdy, kdyZ existuje
regularni matice P € K<™ tak, Ze A =P - B;

(b) A je sloupcové ekvivalentni s B pravé tehdy, kdyZz existuje
regularni matice Q € K"*" tak, Ze A =B - Q.



Vypocet inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A € K™ P e K™M Qe K™", pficemz P, Q jsou
regularni matice.



Vypocet inverzni matice IV

Tvrzeni
Necht A € K™ P e K™M Qe K™" pricemzP, Q jsou
regularni matice.
Potom
h(A)=h(P-A)=h(A-Q)=h(P-A-Q).



Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava



Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava

Bud A € K™ regularnia B € K™, C e K™ libovolné.



Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava

Bud A € K™ regularnia B € K™, C e K™ libovolné.

Pak

(A[B) ER9 (1,]A" . B)



Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava

Bud A € K™ regularnia B € K™, C e K™ libovolné.

Pak

(A[B) ER9 (1,]A" . B)

(c)** (c)




Vypocet inverzni matice VI

Reseni soustavy linearnich rovnic



Vypocet inverzni matice VI

Reseni soustavy linearnich rovnic

(A|b) 559 (B]¢),



Vypocet inverzni matice VI

Reseni soustavy linearnich rovnic

ERO

(Alb) — (Bfc),

které ma pro regularni A € K™ tvar

(A1) 5 (1, A" -b).



Vypocet inverzni matice VII

Tvrzeni
Necht A € K™ b € K". Je-li A regularni, tak soustava
A - x = b m4 jediné fesenix = A= - b.



Matice prechodu |

Necht V je vektorovy prostor nad télesem K a
a=(uq,...,Uup), B=(vq,...,Vp) jsou jeho dve baze.

Matici prechodu z baze 3 do baze o nazyvame matici
identického zobrazeni idy : V — V vzhledem na bazi 3, «,
kterou znacCime P, g. Tedy



Matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,



Matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. $j(Pa,g) = (Vj))apro1 <j < n.



Matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pag) = (Vj)a Pro1 <j < n.

Tedy
Paﬁ = ((V1 )a; (VZ)OM cee (Vn)a)7



Matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. $j(Pa,g) = (Vj))apro1 <j < n.

Tedy
Paﬁ = ((V1 )a; (VZ)OM cee (Vn)a)7

a tato matice je jednoznacéné uréena podminkou transformace
souradnic

(X)a =Pap- (X)s
pro libovolné x € V.



Matice prechodu Il

Pokud do rovnosti x = a - (X)o, budeme za x postupné
dosazovat vektory vy, ..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme



Matice prechodu Il

Pokud do rovnosti x = a - (X)o, budeme za x postupné
dosazovat vektory vy, ..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme

Vi=a- (v/-)a = - sj(Pa,B) = Sj(oz -Pag)

pro kazdé 1 <j < n.



Matice prechodu Il

Pokud do rovnosti x = a - (X)o, budeme za x postupné
dosazovat vektory vy, ..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme

Vi=a- (Vj)a = S/(Pa,a) = Sj(a 0 Pa”@)
pro kazdé 1 <j < n.

Tedy
« - Pa“g = ,6



Matice pfechodu IV

Tvrzeni
Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.



Matice prechodu IV

Tvrzeni
Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:



Matice pfechodu IV

Tvrzeni
Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P = (idv)a,s, t.j. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
a;



Matice pfechodu IV

Tvrzeni

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P = (idv)a,s, t.j. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
a;

(i) (X)a =P - (X)g pro kazdex € V;



Matice pfechodu IV

Tvrzeni

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P = (idv)a,s, t.j. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
a;

(i) (X)a =P - (X)g pro kazdex € V;
(i) o - P = 8.



Matice prechodu V

Tvrzeni
Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.



Matice prechodu V

Tvrzeni
Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom
Pa,a — Ina



Matice prechodu V

Tvrzeni

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom
Pa,a — Ina

Pga =Pag ',



Matice prechodu V

Tvrzeni

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a — Ina

Pga =Pag ',

Pos P~y =Pasy.



Matice prechodu V

Tvrzeni
Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a — In,

Pﬁva = Pa,ﬁi"a
Pavﬂ : PB7‘Y — Pafy'

Z druhé z uvedenych podminek vidime, Ze matice prechodu
P.. g je vZdy regularni.



Matice prechodu V

Tvrzeni
Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad telesem K.

Potom
Pa,a — In,
Pﬁa = Paﬁ*‘l,
Pavﬂ : PBv’Y — POC,'Y'
Z druhé z uvedenych podminek vidime, Ze matice pfechodu
P.. g je vZdy regularni.

Naopak, kazda regularni matice P € K™*" je matici pfechodu
mezi vhodnou dvojici bazi.



Matice pfechodu VI

Tvrzeni
Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.



Matice pfechodu VI

Tvrzeni

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq, ..., Up) je néjaka baze ve V. PoloZme
Vi =a-sj(P),w;=a-sjP ") pro1<j<n,adile

B=(Vi,...,Vp) =P,



Matice pfechodu VI

Tvrzeni

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq, ..., Up) je néjaka baze ve V. PoloZme
Vi =a-sj(P),w;=a-sjP ") pro1<j<n,adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a- P



Matice pfechodu VI

Tvrzeni
Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq, ..., Up) je néjaka baze ve V. PoloZme
Vi =a-sj(P),w;=a-sjP ") pro1<j<n,adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a- P

Potom P je matici prechodu z baze 3 do baze o a zaroven
Z baze o do baze ~,



Matice pfechodu VI

Tvrzeni
Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht o = (uq, ..., Up) je néjaka baze ve V. PoloZme
Vi =a-sj(P),w;=a-sjP ") pro1<j<n,adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a- P
Potom P je matici prechodu z baze 3 do baze o a zaroven
z baze o do baze v, t. .

P=Pos=P,a.



Matice prechodu VII

Specialné, P je matici pfechodu z baze (s1(P),...

baze e = (eq,...,e,) v K”

, Sp(P)) do



Matice prechodu VII

Specialné, P je matici pfechodu z baze (s¢(P),..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,e,) v K”

a taktéz z baze e do baze (s1(P~'),...,s,(P™")).



Matice prechodu VII

Specialné, P je matici pfechodu z baze (s¢(P),..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,e,) v K”

a taktéz z baze e do baze (s1(P~'),...,s,(P™")).

Tvrzeni
Necht o = (uy,...,up), B = (Vy,...,Vp) jSou dvé baze
sloupcového vektorového prostoru K". Potom Py g =a~' - 3.



Matice prechodu VIII

Navod na vypocet matice prechodu pro baze o, 3
vektorového prostoru K"



Matice prechodu VIII

Navod na vypocet matice prechodu pro baze o, 3
vektorového prostoru K"

(] 8) BB (1| Pug) = (e o~ - B).



Matice LZ vzhledem na rizné baze |

Véta

Necht Vy, Vs jsou konecné rozmeérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, 31 jsou dvé
baze prostoru Vi a awp, B2 jsou dvé baze prostoru Vs.



Matice LZ vzhledem na rizné baze |

Véta

Necht V4, Vs jsou konecné rozmeérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, 31 jsou dvé
baze prostoru Vi a ao, 3 jsou dvé baze prostoru V.



Matice LZ vzhledem na rizné baze |

Véta

Necht V4, Vs jsou konecné rozmeérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, 31 jsou dvé
baze prostoru Vi a ao, 3 jsou dvé baze prostoru V.

Potom

(90)32,51 = Pﬁz,az : (90)0627&1 : POC1 B



Matice LZ vzhledem na rdizné baze Il

Vys$e uvedenou transformacni formuli si mizeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho diagramu:

A
(Vi,01) — (Vo, a2)

P0t1 yed P,@2,OC2

B
(V1,81) — (V2,82)



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Priklad
Necht ¢ : K" — K™ je linedrni zobrazeni a o, 3 jsou nejaké
baze prostori K™ resp. K.



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Priklad
Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a,p, M = (¢)(m o Matice zobrazeni

vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim
(n) g(m)
e\, 5 .



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Priklad
Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a,p, M = (¢)(m o Matice zobrazeni

vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim
(n) g(m)
e\, 5 .

Pak plati:
A=P, .m M-Png

)



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Priklad
Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a,p, M = (¢)(m o Matice zobrazeni
vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim

e glm),
Pak plati:

A=P, .m M-Png
a

M=P_m, A Pg.n-



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar

A=a ', M I B=a"1-M.3,



Matice LZ vzhledem na rtizné baze Il

Pokud ztotoznime kazdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar

A=a ', M I B=a"1-M.3,

M=I_"a-A-3 " Ih=a-A-g7".



Matice LZ vzhledem na ruzné baze IV

Véta
Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.



Matice LZ vzhledem na ruzné baze IV

Véta
Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:



Matice LZ vzhledem na ruzné baze IV

Véta
Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejného linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;



Matice LZ vzhledem na ruzné baze IV

Véta
Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejného linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(i) existuji reqularni matice P € K™™M Q € K™" tak, Ze
B=P-A-Q;



Matice LZ vzhledem na ruzné baze IV

Véta
Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmerny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejného linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(i) existuji reqularni matice P € K™™M Q € K™" tak, Ze
B=P-A-Q;

(iii) h(A) = h(B).



Matice LZ vzhledem na rizné baze V

Véta

Pro kazdé linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K miZeme
zvolit bazi 3 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze



Matice LZ vzhledem na rizné baze V

Véta

Pro kazdé linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K miZeme
zvolit bazi 3 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze

» ma vzhledem k bazim 3, o matici v blokovém tvaru

(©)es = < In On.n—n > 7

Om—hn Om_nn-n



Matice LZ vzhledem na rizné baze V

Véta

Pro kazdé linearni zobrazeni ¢ : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad télesem K miZeme
zvolit bazi 3 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze

» ma vzhledem k bazim 3, o matici v blokovém tvaru

(©)es = < In On.n—n ) 7

Om—hn Om_nn-n

kde n=dimV, m = dimU a h = h(y).
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Abstrakt prednasky |

V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrnoval véechny piimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici pocatkem.



Abstrakt prednasky |

V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrnoval véechny piimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici pocatkem.

Zavedeme tedy definici pojmu afinniho podprostoru nebo téz
linearni variety a pojmu afinniho zobrazeni .



Abstrakt prednasky |

V této kapitole zavedeme takovy pojem podprostoru, ktery by
napf. v R3 zahrnoval véechny piimky a roviny, tj. nejen ty
prochazejici pocatkem.

Zavedeme tedy definici pojmu afinniho podprostoru nebo téz
linearni variety a pojmu afinniho zobrazeni .

Tézistém kapitoly bude klasifikace vzajemné polohy linearnich
variet ve vektorovém prostoru.



Abstrakt prednasky |l

V celé kapitole K oznacuje pevné téleso, V oznacuje néjaky
pevny, ale jinak libovolny, vektorovy prostor nad télesem K, m,
n jsou prirozena Cisla.



Abstrakt prednasky |l

V celé kapitole K oznacuje pevné téleso, V oznacuje néjaky
pevny, ale jinak libovolny, vektorovy prostor nad télesem K, m,
n jsou prirozena Cisla.

V pripadé potfeby budeme micky predpokladat, ze
charakteristika naseho télesa bude riizna od 2, tj. 2- 1 # 0.



Obsah prednasky

Afinni podprostory a afinni zobrazeni
Body a vektory
Afinni podprostory
Prunik a spojeni afinnich podprostoru
Vzajemna poloha afinnich podprostort
Afinni zobrazeni



Body a vektory |

Na vektory se divame jako na orientované Usecky s poCatkem
v bodé 0.

Cely prostor chapeme jako homogenni, t.j. vSechny body
povazujeme za rovnocenné a nevyclenujeme v ném zadny
privilegovany bod za pocatek.



Body a vektory |l

Afinnim prostorem nad télesem K rozumime vektorovy
prostor V nad timto télesem (prvky se z vektor( staly opét body
a pocatek, t.j. nulovy vektor, ztratil svoje vysadni postaveni —
stal se z ného bod jako kazdy jiny).



Body a vektory |l

Afinnim prostorem nad télesem K rozumime vektorovy
prostor V nad timto télesem (prvky se z vektor( staly opét body
a pocatek, t.j. nulovy vektor, ztratil svoje vysadni postaveni —
stal se z ného bod jako kazdy jiny).

Presnéji:



Body a vektory |l

Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + V tak,
Ze plati:



Body a vektory |l

Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + V tak,
Ze plati:

1. p+ 0= p pro vSechny body p € P



Body a vektory |l

Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + Vv tak,
Ze plati:
1. p+ 0= p pro vSechny body p € P
2. p+(v+w)=(p+V)+ wpro vdechny vektory v,w € V,
peP



Body a vektory |l

Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime mnozinu P
spolu se zobrazenim + : P x V — P danym (p,Vv) — p + Vv tak,
Ze plati:
1. p+ 0= p pro vSechny body p € P
2. p+(v+w)=(p+V)+ wpro vdechny vektory v,w € V,
peP
3. pro kazdé dva body p, q € P existuje pravée jeden vektor
v ¢ P takovy, Ze p + Vv = q. Znacime jej pq nebo q — p.



Body a vektory IV

Bézné budeme uzivat znaceni p € A misto p € P, tj. nebudeme
rozliSovat mezi afinnim prostorem a jeho nosnou mnozinou.



Body a vektory IV

Bézné budeme uzivat znaceni p € A misto p € P, tj. nebudeme
rozliSovat mezi afinnim prostorem a jeho nosnou mnozinou.

Uvédomme si, ze mezi vektory z V a body z P existuje
vzajemneé jednoznacnd korespondence, miizeme tedy bez Ujmy
na obecnosti ztotoznit V' s P.



Afinni podprostory |

Pismeny p, q, r budeme (i s indexy) znacit vyluéné body, u, v,
w oznacuji zase vylucné vektory, X, y, z mohou podle potreby
oznacovat body i vektory.

Rovnéz se dohodneme, Ze rozdil dvou bodu budeme chapat
jako vektor a soucet bodu a vektoru jako bod.



Afinni podprostory |l

Necht p,q € V, p # q. PFimkou prochazejici nebo téz urCenou
body p, g rozumime mnoZinu ¢(p, q), kterou dostaneme tak, ze
do bodu p umistime vS§echny mozné skalarni nasobky vektoru

q-p.



Afinni podprostory |l

Necht p,q € V, p # q. PFimkou prochazejici nebo téz urCenou
body p, g rozumime mnoZinu ¢(p, q), kterou dostaneme tak, ze
do bodu p umistime vS§echny mozné skalarni nasobky vektoru

q-p.
Typicky bod primky ¢(p, q) mé tedy tvar

x=p+tq-p)=(1-1)p+1q,

kde t € K,



Afinni podprostory |l

Necht p,q € V, p # q. PFimkou prochazejici nebo téz urCenou
body p, g rozumime mnoZinu ¢(p, q), kterou dostaneme tak, ze
do bodu p umistime vS§echny mozné skalarni nasobky vektoru

q-p.
Typicky bod primky ¢(p, q) mé tedy tvar

x=p+tq-p)=(1-1)p+1q,

kde t € K, .

(p,q)={sp+tq;s,tc K&s+t=1} C V.



Afinni podprostory IlI

Tento vyraz ma smysl i pro p = q, tehdy vS§ak nejde o primku
ale o jednobodovou mnozinu 4(p, p) = {p}-



Afinni podprostory IlI

Tento vyraz ma smysl i pro p = q, tehdy vS§ak nejde o primku
ale o jednobodovou mnozinu 4(p, p) = {p}-

Z uvedeného tvaru ihned vidime, Ze

{(p,q) = ¢(a,p)
pro libovolné p,q € V.






Afinni podprostory IV

Podmnozinu M vektorového prostoru V nazyvame jeho
afinnim podprostorem nebo téz linearni varietou ve V,
pokud M =+ () a pre vSechna p,q € M plati ¢(p,q) C M.



Afinni podprostory IV

Podmnozinu M vektorového prostoru V nazyvame jeho
afinnim podprostorem nebo téz linearni varietou ve V,
pokud M =+ () a pre vSechna p,q € M plati ¢(p,q) C M.

Linearni kombinaci, t. . vyraz tvaru

foPg + P + ... + P, = ZIU:O tipj,

kdene N, pg,...,pp €V, o, t,...,In € K, nazyvdme afinni
kombinaci bodu py, P+, - - -, P, Pokud navic plati

to—l—t1—|—...+tn:1.



Afinni podprostory V

Afinni kombinaci bodl budeme chapat jako bod; jiné linearni
kombinace bodu nez afinni se v nasich Gvahach nevyskytuji.



Afinni podprostory V

Afinni kombinaci bodl budeme chapat jako bod; jiné linearni
kombinace bodu nez afinni se v nasich Gvahach nevyskytuji.

Kazda afinni kombinace je neprazdna, t. . obsahuje alespon
jeden Clen.



Afinni podprostory V

Afinni kombinaci bodl budeme chapat jako bod; jiné linearni
kombinace bodu nez afinni se v nasich Gvahach nevyskytuji.

Kazda afinni kombinace je neprazdna, t. . obsahuje alespon
jeden Clen.

Tvrzeni
Pro libovolnou neprazdnou mnoZinu M C V jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:



Afinni podprostory VI

(i) M je afinni podprostor ve V;



Afinni podprostory VI

(i) M je afinni podprostor ve V;
(i) prolibovolné p,q € M, s € K plati

sp+(1—s)qe M,



Afinni podprostory VI

(i) M je afinni podprostor ve V;
(i) prolibovolné p,q € M, s € K plati

sp+(1—s)qe M,

(iii) pro kazdé n € N a libovolné py,p4,...,pP, € M,
lo,ti ..., 1) € K takové, ze

t0+t1+...+tn:1,plat|’
t0p0+t1p1+...+tnanM.



Afinni podprostory VII

Véta
Necht M C V. Potom M je afinni podprostor ve V pravé tehdy,
kdyz existuje bod p € V a linearni podprostor S C V tak, Ze

M=p+S={p+uuec S}



Afinni podprostory VII

Véta
Necht M C V. Potom M je afinni podprostor ve V pravé tehdy,
kdyz existuje bod p € V a linearni podprostor S C V tak, Ze

M=p+S={p+uuec S}

V tomto pfipadé pro vsechny q,r € M, u € S plati
q-res, qtueM, M=q+S,



Afinni podprostory VII

Véta
Necht M C V. Potom M je afinni podprostor ve V pravé tehdy,
kdyz existuje bod p € V a linearni podprostor S C V tak, Ze

M=p+S={p+uuec S}

V tomto pfipadé pro vsechny q,r € M, u € S plati

q-res, qtueM, M=q+S,
S={x—-q;xeM}={x-y; x,ye M}



Afinni podprostory VIII

Dusledek
KaZzdy linearni podprostor S vektoroveého prostoru V je jeho
afinnim podprostorem.



Afinni podprostory VIII

Dusledek
KaZzdy linearni podprostor S vektoroveého prostoru V je jeho

afinnim podprostorem.

Afinni podprostor M vektorového prostoru V je jeho linearnim
podprostorem prave tehdy, kdyz 0 € M.



Afinni podprostory VIII

Dusledek
KaZzdy linearni podprostor S vektoroveého prostoru V je jeho
afinnim podprostorem.

Afinni podprostor M vektorového prostoru V je jeho linearnim
podprostorem prave tehdy, kdyz 0 € M.

Zamérenim nebo téz smérovym podprostorem afinniho
podprostoru M C V nazyvame linearni podprostor

DitM = {x—-vy; x,ye M} C V.



Afinni podprostory IX

DirM je jediny linearni podprostor ve V takovy, Zze
M = p + DirM pro néjaké (pro kazdé) p € M.



Afinni podprostory IX

DirM je jediny linearni podprostor ve V takovy, Zze
M = p + DirM pro néjaké (pro kazdé) p € M.

Pro kazdé p € M plati

DirM = {x — p; x € M}.



Afinni podprostory IX

DirM je jediny linearni podprostor ve V takovy, Zze
M = p + DirM pro néjaké (pro kazdé) p € M.

Pro kazdé p € M plati

DirM = {x — p; x € M}.

Zejména je tedy kazdy afinni podprostor afinnim prostorem ve
smyslu odstavce 1.



Afinni podprostory X

Pro libovolnou uspofadanou (n + 1)-tici bodl (py, - - -, P,)
vektorového prostoru V, pfipadné pro jeho konecnou
podmnozinu {py,...,P,} # 0, oznacme

E(pow"’pn):
{lopg+---+tPpi lo,....0neEK&l+...+th=1}

mnozinu vSech afinnich kombinaci bodl pg, . .., P,-



Afinni podprostory Xl

Z pravé dokazaného tvrzeni vyplyva, ze {(py, - - -, P,) j€
nejmensi afinni podprostor ve V, ktery obsahuje vSechy body

pO')"'7pn;



Afinni podprostory Xl

Z pravé dokazaného tvrzeni vyplyva, ze {(py, - - -, P,) j€
nejmensi afinni podprostor ve V, ktery obsahuje vSechy body
Po:---»Pn;

nazyvame ho afinni obal bodl nebo i afinni podprostor
generovany body pg,...,pP,-



Afinni podprostory Xl

Z pravé dokazaného tvrzeni vyplyva, ze {(py, - - -, P,) j€
nejmensi afinni podprostor ve V, ktery obsahuje vSechy body
Po:---»Pn;

nazyvame ho afinni obal bodl nebo i afinni podprostor
generovany body pg,...,pP,-

Pro kazdou neprazdnou mnozinu X C V muzeme definovat jeji
afinni obal ¢(X), nazyvany téz afinni podprostor generovany
mnozinou X, jako mnozinu v§ech (koneCnych) afinnich
kombinaci bodu z X.



Afinni podprostory XlI

Opét plati, ze ¢(X) je nejmensi afinni podprostor ve V tak, ze
X CUX).



Afinni podprostory XlI

Opét plati, ze ¢(X) je nejmensi afinni podprostor ve V tak, ze
X CUX).

Tvrzeni
Necht pg, P+, ...,P, € V. Potom

U(Po,P1:---,Pn) = Po+ [P1—Po:---:Pr—Po |,
Dirl(Pg, P1,---:Pn) = [P1—Pos---:Pn—Po |-



Afinni podprostory XllI

Dimenzi nebo téZ rozmérem afinniho podprostoru M C V,
piSeme dimM, nazyvame dimenzi jeho zamefeni, tedy

dimM = dimDirM.



Afinni podprostory XllI

Dimenzi nebo téZ rozmérem afinniho podprostoru M C V,
piSeme dimM, nazyvame dimenzi jeho zamefeni, tedy

dimM = dimDirM.
Body pg., P+, - - -, P, Vektorového prostoru V nazyvame afinné

nezavislé, pokud vektory p; — py, - .-, P, — Po jSOu linearné
nezavislé.



Afinni podprostory XIV

Z nasledujiciho oCividného tvrzeni vyplyva, ze body
Po,P1,---,P, € V jsou afinné nezavislé pravé tehdy,



Afinni podprostory XIV

Z nasledujiciho oCividného tvrzeni vyplyva, ze body
Po,P1,---,P, € V jsou afinné nezavislé pravé tehdy,

kdyZ pro néjake (pro kazdé) 0 < k < nvektory p; — pj, kde
0 <j < naj+#k,jsou linearné nezavislé.



Afinni podprostory XIV

Z nasledujiciho oCividného tvrzeni vyplyva, ze body
Po,P1,---,P, € V jsou afinné nezavislé pravé tehdy,

kdyZ pro néjake (pro kazdé) 0 < k < nvektory p; — pj, kde
0 <j < naj+#k,jsou linearné nezavislé.

Tvrzeni
Body py, P+, ---,P, € V jsou afinné nezavislé pravé tehdy, kdyz

dimf(pg, P1,---,Pp) = N.



Afinni podprostory XV

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou prave vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.



Afinni podprostory XV

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou prave vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.



Afinni podprostory XV

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou prave vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.

Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rGzné) body p,q € V.



Afinni podprostory XV

Ztejmeé 0-rozmeérné afinni podprostory ve V jsou prave vSechny
body p € V (pfesnéji, vSechny jednobodové podmnoziny ve V).
Tyto afinni podprostory nazyvame téz trivialni.

Jednorozmeérné afinni podprostory ve V nazyvame primkami.
Kazdéa pfimka ma skutecné tvar ¢(p, q) pro ne€jaké afinné
nezavislé (i.j. rGzné) body p,q € V.

Dvojrozmérné afinni podprostory ve V nazyvame rovinami.



Afinni podprostory XVI

Samotny prostor V je svym neviastnim afinnim podprostorem.

Pokud dimV = n, tak (n — 1)-rozmérné afinni podprostory ve V
nazyvame nadrovinami.

Pojmy "bod", "pfimka" a "rovina" jsou absolutni v tom smyslu,
Ze zavisi jen na dimenzi prislusného afinniho podprostoru.
Pojem nadroviny je relativni, protoze zavisi na vztahu dimenzi
afinniho podprostoru a celého prostoru.



Afinni podprostory XVII

Pokud dimV = 1 (t.j. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.



Afinni podprostory XVII

Pokud dimV = 1 (t.j. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (t.j. v roviné) jsou zase
vSechny prfimky.



Afinni podprostory XVII

Pokud dimV = 1 (t.j. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (. j. v roviné) jsou zase
vSechny prfimky.

V trojrozmérném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splyvaji.



Afinni podprostory XVII

Pokud dimV = 1 (t.j. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (. j. v roviné) jsou zase
vSechny prfimky.

V trojrozmérném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splyvaji.

V Ctyfrozmérném prostoru jsou nadrovinami trojrozmeérné
podprostory; atd.



Afinni podprostory XVII

Pokud dimV = 1 (t.j. pokud samotné V je pfimka), tak kazdy
bod ve V je zaroven nadrovinou.

Nadrovinami v dvojrozmérném prostoru (. j. v roviné) jsou zase
vSechny prfimky.

V trojrozmérném prostoru V pojmy roviny a nadroviny splyvaji.

V Ctyfrozmérném prostoru jsou nadrovinami trojrozmeérné
podprostory; atd.

V 0-rozmérném (1. j. jednobodovém) prostoru V nejsou primky,
roviny ani nadroviny.



Pranik a spojeni AP |

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.



Prunik a spojeni AP |

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.

Potom M N N je afinni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz
MnN #0Q.



Prunik a spojeni AP |

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.

Potom M N N je afinni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz
MnN #0Q.

V tomto pfipadé

Dir(M N N) = DirM N DirN.



Prunik a spojeni AP |

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.

Potom M N N je afinni podprostor ve V pravé tehdy, kdyz
MnN #0Q.

V tomto pfipadé

Dir(M N N) = DirM N DirN.

Neprazdnost praniku M N N mazeme zarucit za pfedpokladu,
Ze linearni prostor DirM + DirN je dostatecné velky.



Pranik a spojeni AP Il

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.



Prunik a spojeni AP Il

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom

DitM + DitN = V = M N # 0.



Prunik a spojeni AP Il

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom

DitM + DitN = V = Mn N # 0.

Spojenim afinnich podprostord M, N C V, piSeme M LI N,
nazyvame afinni obal jejich sjednoceni.



Prunik a spojeni AP Il

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory. Potom

DitM + DitN = V = Mn N # 0.

Spojenim afinnich podprostord M, N C V, piSeme M LI N,
nazyvame afinni obal jejich sjednoceni.
Tedy

MUN=/{¢{MUN).



Priinik a spojeni AP |II

Ztejmé M U N je nejmenSi afinni podprostor ve V, ktery
obsahuje M i N, a pro linearni podprostory S, T C V plati
SuT=S+T.



Pranik a spojeni AP IV

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.



Pranik a spojeni AP IV

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.

(a) Pokud M0 N £ 0, tak

Dir(M U N) = DirM + DirN,

MUN =M + DirtN = N + DirM.



Pranik a spojeni AP IV

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou afinni podprostory.

(a) Pokud M0 N £ 0, tak

Dir(M U N) = DirM + DirN,
MUN =M+ DirN = N + DirM.

(b) Pokud M N =0, tak prop € M, q € N plati
Dir(MUN) = [q—p | + DirM + DirN,

MUN=M+(|q—p]|+DitN)=N+( [q—p |+ DirM).



Pranik a spojeni AP V

Poznamka Obé rovnosti z (b) jsou splnéné i za predpokladu
MN N # Q.



Pranik a spojeni AP V

Poznamka Obé rovnosti z (b) jsou spinéné i za predpokladu
MN N # Q.

V tomto pripadé vSak pro libovolné r €¢ M N N plati
g—-p=(r—p)+(g—r) € DirM + DirN,

takZe vektor q — p mizeme vynechat.



Prunik a spojeni AP VI

Dusledek
Necht M, N C V jsou konec¢ne rozmérné afinni poaprostory.



Pranik a spojeni AP VI

Dusledek
Necht M, N C V jsou konec¢ne rozmérné afinni poaprostory.

Potom

dimM + dimN — dim(M N N), proM AN # 0,

dim(MUIN) = { dimM + dimN — dim(DirM N DirN) + 1, pomnn=0.



Priinik a spojeni AP VII

Priklad
Ve vektorovém prostoru V uvaZujme konecné rozmeérné afinni
podprostory

M=p+ [uj,....,un|, N=q+ [vi,...,Vn |



Priinik a spojeni AP VII

Priklad
Ve vektorovém prostoru V uvaZujme konecné rozmeérné afinni
podprostory

M=p+ [uj,....,un|, N=q+ [vi,...,Vn |

Potom

. p+[U,...,Un,Vq,...,Vnl, pro M N # (),
MUN =
p+[q_pau17-~,um7V1w~7Vn]7 prOMﬂN:Q),



Pranik a spojeni AP VII|

dim[uq,...,Um, Vy,...,Vp], pro M N £ 0,

dim(M U N)=
o ) {dim[q—p,u1,...,um,v1,...,vn], pro MN N = 0.



Pranik a spojeni AP IX

Pokud predpokladame, ze jak vektory uy, ..., un, tak vektory
Vi,...,Vpjsou linearné nezavislé, pak
, [ m+n—k, pro MN N # 0,
dim(MUN) = { m+n—k+1, poMnN =0,

kde k = dim([uq, ..., um] N [V1,...,V5]).



Pranik a spojeni AP X

Priklad

V sloupcovém prostoru R* jsou dané vektory x = (1,2,3,4)7,
y=(0,-3,1,-1)7,z=(1,1,0,0)7,u=(0,-2,4,3)7,
v=(2,6,2,5",w=(0,0,1,1)" a bliZe neuréené body p, q.



Pranik a spojeni AP X

Priklad

V sloupcovém prostoru R* jsou dané vektory x = (1,2,3,4)7,
y=(0,-3,1,-1)7,z=(1,1,0,0)7,u=(0,-2,4,3)7,
v=(2,6,2,5",w=(0,0,1,1)" a bliZe neuréené body p, q.

Potom S = [x,y,2], T = [u,V,W] jsou linearni podprostory a
M=p+ S, N=q+ N jsou afinni podprostory v R*.



Pranik a spojeni AP X

Priklad

V sloupcovém prostoru R* jsou dané vektory x = (1,2,3,4)7,
y=(0,-3,1,-1)7,z=(1,1,0,0)7,u=(0,-2,4,3)7,
v=(2,6,2,5",w=(0,0,1,1)" a bliZe neuréené body p, q.

Potom S = [x,y,2], T = [u,V,W] jsou linearni podprostory a
M=p+ S, N=q+ N jsou afinni podprostory v R*.

Najdeme dimenze linearnich podprostori S+ T, SN T a
afinnich podprostord M N N, M LI N v zavislosti na p, q.



Pranik a spojeni AP XI

Linearni podprostor S + T je generovany sloupci blokové
matice



Pranik a spojeni AP XI

Linearni podprostor S + T je generovany sloupci blokové
matice

1 0 1 0 20
2 31| -2620
3 1 0 4 2 1 |’
4 -1 0 3 5 1



Pranik a spojeni AP XI

Linearni podprostor S + T je generovany sloupci blokové
matice

1 0 1 0 20
2 31| -2620
3 1 0 4 2 1 |’
4 -1 0 3 5 1

pricemz sloupce levého bloku generuiji linearni podprostor S a
sloupce pravého bloku linearni podprostor T.



Priinik a spojeni AP XII

Tato matice je fadkové ekvivalentni s nasledujici blokovou
matici



Priinik a spojeni AP XII

Tato matice je fadkové ekvivalentni s nasledujici blokovou
matici

10 1 0 2 0
01 -3 4 -4 0
0 0 3 -3 3 1
00 O 0O 0 1

ve stupnovitém tvaru, jejiz fadky maji vedouci prvky
ve sloupcich 1, 2, 3 a 6.



Pranik a spojeni AP XII|

Vidime, ze vektory x,y, z tvoii bazi S a vektory x,y, z, w bazi
S+T.



Pranik a spojeni AP XII|

Vidime, ze vektory x,y, z tvoii bazi S a vektory x,y, z, w bazi
S+T.

Doupravenim pravého bloku na fadkové ekvivalentni stupnovity
tvar



Pranik a spojeni AP XII|

Vidime, ze vektory x,y, z tvoii bazi S a vektory x,y, z, w bazi
S+ T.

Doupravenim pravého bloku na fadkové ekvivalentni stupnovity
tvar

o OO s

0
0
1
0

O O N

se mlzeme presvedCit, Ze i vektory u, v, w jsou linearné
nezavislé, tedy tvori bazi T.



Pranik a spojeni AP XIV

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S+ T) = 4.



Prinik a spojeni AP XIV

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S+ T) = 4.

Odtud dle véty o dimenzi souctu a pruniku vyplyva
dim(SNT)=3+3-4=2.



Prinik a spojeni AP XIV

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S+ T) = 4.

Odtud dle véty o dimenzi souctu a pruniku vyplyva
dim(SNT)=3+3-4=2.

Tedy S+ T = R*. Odtud pak M N N # 0.



Prinik a spojeni AP XIV

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S+ T) = 4.

Odtud dle véty o dimenzi souctu a pruniku vyplyva
dim(SNT)=3+3-4=2.

Tedy S+ T = R*. Odtud pak M N N # 0.

Proto dim(M N N) =dim(SNT) = 2.



Prinik a spojeni AP XIV

Celkem dimS = dimT = 3, dim(S+ T) = 4.

Odtud dle véty o dimenzi souctu a pruniku vyplyva
dim(SNT)=3+3-4=2.

Tedy S+ T = R*. Odtud pak M N N # 0.

Proto dim(M N N) =dim(SNT) = 2.
Odtud dim(M U N) = dim(S+ T) = 4.



Vzajemna poloha AP |

Polohu netrividlnich vlastnich afinnich podprostoru (linearnich
variet) M, N C V budeme klasifikovat na zakladé dvou kritérii:



Vzajemna poloha AP Il

(A) Pokud plati DirM C DirNVv DirN C DirM, fikame, ze M, N
jsou rovnobézné a piseme M || N.



Vzajemna poloha AP Il

(A) Pokud plati DirM C DirNVv DirN C DirM, fikame, ze M, N
jsou rovnobézné a piseme M || N.
V opacném pripadé, t.j. pokud plati
DirM € DirN & DirN ¢ DirM, fikame, ze M, N nejsou
rovnobézné, a piseme M |/ N.



Vzajemna poloha AP llI

(B) Pokud plati M n N # (), fikame, Ze M, N se protinaji.



Vzajemna poloha AP Il

(B) Pokud plati M n N # (), fikame, Ze M, N se protinaji.

V opacném piipadé, t.|. pokud MN N = (), fikame, ze M, N
se neprotinaji, neboli, Ze jsou disjunktni.



Vzajemna poloha AP IV

Celkové tedy dostavame Ctyfi moznosti:



Vzajemna poloha AP IV

Celkoveé tedy dostavame Ctyfi moznosti:

(1) M|| N& Mn N # 0, tj. M, N jsou rovnobézné a protinaji
se.



Vzajemna poloha AP IV

Celkoveé tedy dostavame Ctyfi moznosti:

(1) M|| N& Mn N # 0, tj. M, N jsou rovnobézné a protinaji
se.

V tomto pfipadé plati DirM C DitN & M C N a
DirN C DirtM < N C M.



Vzajemna poloha AP IV

Celkoveé tedy dostavame Ctyfi moznosti:

(1) M|| N& Mn N # 0, tj. M, N jsou rovnobézné a protinaji
se.

V tomto pfipadé plati DirM C DitN & M C N a
DirN C DirtM < N C M.

Tedy M C N nebo M C N. Rikdme, Ze jedna z linearnich
variet M, N je podvarietou druhé, neboli, ze M, N jsou ve
vztahu inkluze.



Vzajemna poloha AP V

(2) M||N& M N =0,tj. M, N jsou rovnobézné a neprotinaji
se.



Vzajemna poloha AP V

(2) M||N& M N =0,tj. M, N jsou rovnobézné a neprotinaji
se.

Tento pfipad nazyvame vztahem pravé rovnobéznosti.



Vzajemna poloha AP VI

(8) MJYN& Mn N # 0, tj. M, N nejsou rovnobézné a protinaji
se.



Vzajemna poloha AP VI

(8) MJYN& Mn N # 0, tj. M, N nejsou rovnobézné a protinaji
se.

Rikame, ze M, N jsou rtiznobézné.



Vzajemna poloha AP VII

(4) MJYN& Mn N =0, tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.



Vzajemna poloha AP VII

(4) MJYN& Mn N =0, tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.

V tomto pripadé jesté rozliSujeme dveé dalSi moznosti:



Vzajemna poloha AP VII

(4) MJYN& Mn N =0, tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.

V tomto pripadé jesté rozliSujeme dveé dalSi moznosti:

(4a) Ak DirMNDirN = {0}, fikdme, ze M, N jsou mimobézné.



Vzajemna poloha AP VII

(4) M|yN& Mn N =0,tj. M, N nejsou rovnobézné a
neprotinaji se.

V tomto pripadé jesté rozliSujeme dveé dalSi moznosti:
(4a) Ak DirMNDirN = {0}, fikdme, ze M, N jsou mimobézné.

(4b) Pokud DirM N DirN # {0}, fikame, ze M, N jsou cdstecné
rovnobézné.



Vzajemna poloha AP VIII

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou ¢astecné rovnobezné linearni variety.
Potom dimM > 2, dimN > 2 adimV > 4.



Vzajemna poloha AP VIII

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou ¢astecné rovnobezné linearni variety.
Potom dimM > 2, dimN > 2 adimV > 4.

Na druhé strané v libovolném vektorovém prostoru V dimenze
> 4 neni tézké najit priklady ¢asteCne rovnobeznych linearnich
variet.



Vzajemna poloha AP VIII

Tvrzeni
Necht M, N C V jsou ¢astecné rovnobezné linearni variety.
Potom dimM > 2, dimN > 2 adimV > 4.

Na druhé strané v libovolném vektorovém prostoru V dimenze
> 4 neni tézké najit priklady ¢asteCne rovnobeznych linearnich
variet.
Napr.

M = [eq, ], N =e4 + [, €3]

jsou &aste¢né rovnob&zné roviny v K*.



Afinni zobrazeni |

Necht U, V jsou vektorové prostory nad timz télesem K.
Rikame, ze f V — U je afinni zobrazeni, pokud pro libovolné
body p,q € V a skalar s € V plati

f(sp + (1 — s)q) = sf(p) + (1 — s)f(a).



Afinni zobrazeni Il

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.



Afinni zobrazeni |l

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom zobrazeni f V — U je afinni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
n € N, vsechny body py,...,p, € V askalary ty,...,th € K
takové, Ze ty + ... + th = 1, plati



Afinni zobrazeni |l

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.

Potom zobrazeni f V — U je afinni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
n € N, vsechny body py,...,p, € V askalary ty,...,th € K
takové, Ze ty + ... + th = 1, plati

f(toPo + - .. + tPp) = tof(Po) + - - - + taf(Pp)-



Afinni zobrazeni Ill

Posunutim neboli translaci vektorového prostoru V o vektor
u € V nazyvame zobrazeni V — V dané predpisem X — X+ u.



Afinni zobrazeni Ill

Posunutim neboli translaci vektorového prostoru V o vektor
u € V nazyvame zobrazeni V — V dané predpisem X — X+ u.

Ziejmé kompozici posunuti o vektor u € V a posunuti o vektor
v € V je posunuti o vektor u + v.



Afinni zobrazeni Ill

Posunutim neboli translaci vektorového prostoru V o vektor
u € V nazyvame zobrazeni V — V dané predpisem X — X+ u.

Ziejmé kompozici posunuti o vektor u € V a posunuti o vektor
v € V je posunuti o vektor u + v.

Kazdé posunuti je bijektivni zobrazeni; inverzni zobrazeni
k posunuti o vektor u je posunuti o opacny vektor —u.



Afinni zobrazeni IV

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.



Afinni zobrazeni IV

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.
Potom zobrazeni f : V — U je afinni pravé tehdy, kdyz existuje

vektoru € U a linearni zobrazeni ¢ : V — U takové, Ze pro
kazdé x € V plati



Afinni zobrazeni IV

Véta
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K.
Potom zobrazeni f : V — U je afinni pravé tehdy, kdyz existuje

vektoru € U a linearni zobrazeni ¢ : V — U takové, Ze pro
kazdé x € V plati



Afinni zobrazeni V

Duasledek
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom



Afinni zobrazeni V

Duasledek
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom

(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;



Afinni zobrazeni V

Duasledek
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom

(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;

(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;



Afinni zobrazeni V

Duasledek
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K. Potom

(a) Libovolna translace prostoru V je afinni zobrazeni;
(b) libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — U je afinni;

(c) afinni zobrazeni f : V — U je linearni pravé tehdy, kdyz
f(0) = 0.



Afinni zobrazeni VI

Ztejmé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné.



Afinni zobrazeni VI

Ztejmé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné.

Zobrazeni ¢ = f — f(0) nazyvame linedrni ¢éasti a vektor
u = f(0) absolutnim ¢lenem afinniho zobrazeni f.



Afinni zobrazeni VI

Ztejmé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné.

Zobrazeni ¢ = f — f(0) nazyvame linedrni ¢éasti a vektor
u = f(0) absolutnim ¢lenem afinniho zobrazeni f.

PiSeme téz f = ¢ + u.



Afinni zobrazeni VI

Ztejmé vektor u € U a linearni zobrazeni ¢ jsou podminkou
véty urCené jednoznacné.

Zobrazeni ¢ = f — f(0) nazyvame linedrni ¢éasti a vektor
u = f(0) absolutnim ¢lenem afinniho zobrazeni f.
PiSeme téz f = ¢ + u.

Afinni zobrazeni jsou zevSeobecnénim funkci f : K — K tvaru
f(x) = ax + b, kde a, b € K, které (v pfipadé K = R)
v matematické analyze nazyvame linearnimi.



Afinni zobrazeni VII

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
g:W—V,f:V — U jsou afinni zobrazeni.



Afinni zobrazeni VII

Tvrzeni

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
g:W-—V,f:V — Ujsou afinni zobrazeni.

Potom i jejich kompozice fo g : W — U je afinni zobrazeni.



Afinni zobrazeni VII

Tvrzeni

Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
g:W-—V,f:V — Ujsou afinni zobrazeni.

Potom i jejich kompozice fo g : W — U je afinni zobrazeni.

(fog)(2) = o((2) + V) +u = (p o) (2) + (V) + u.



Afinni zobrazeni VII

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem K a
g:W-—V,f:V — Ujsou afinni zobrazeni.

Potom i jejich kompozice fo g : W — U je afinni zobrazeni.

(fog)(2) = o((2) + V) +u = (p o) (2) + (V) + u.

Pro linearni zobrazeni¢y: W — V, ¢ : V — U a vektory v € V,
u < U plati

(p+u)o (v +V)=(pop))+ (p(V)+u).



Afinni zobrazeni VIII

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K, f : V — U
je afinni zobrazenia M C V, N C U jsou afinni podprostory.



Afinni zobrazeni VIII

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K, f : V — U
je afinni zobrazenia M C V, N C U jsou afinni podprostory.

Potom f(M) je afinni podprostor v U a f=1(N) je afinni
podprostor ve V nebo prazdna mnoZzina.



Afinni zobrazeni VIII

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K, f : V — U
je afinni zobrazenia M C V, N C U jsou afinni podprostory.

Potom f(M) je afinni podprostor v U a f=1(N) je afinni
podprostor ve V nebo prazdna mnoZzina.

Protoze kazdé posunuti je bijekce, afinni zobrazeni
f=¢+u:V — Uslinearni ¢asti ¢ je injektivni pravé tehdy,
kdyzZ ¢ je injektivni.



Afinni zobrazeni VIII

Tvrzeni
Necht U, V jsou vektorové prostory nad telesem K, f : V — U
je afinni zobrazenia M C V, N C U jsou afinni podprostory.

Potom f(M) je afinni podprostor v U a f=1(N) je afinni
podprostor ve V nebo prazdna mnoZzina.

Protoze kazdé posunuti je bijekce, afinni zobrazeni
f=¢+u:V — Uslinearni ¢asti ¢ je injektivni pravé tehdy,
kdyzZ ¢ je injektivni.

Podobné, f je surjektivni pravé tehdy, kdyz ¢ je surjektivni.



Afinni zobrazeni IX

Véta
Necht' f . V — U je afinni zobrazeni, pficemz V je kone¢né
rozmérny vektorovy prostor.



Afinni zobrazeni IX

Véta
Necht' f . V — U je afinni zobrazeni, pficemz V je kone¢né
rozmérny vektorovy prostor.

Potom pro libovolnéy € Imf plati

dimV = dimf~'(y) 4+ dimImf.



Afinni zobrazeni IX

Véta
Necht' f . V — U je afinni zobrazeni, pficemz V je kone¢né
rozmérny vektorovy prostor.

Potom pro libovolnéy € Imf plati

dimV = dimf~'(y) 4+ dimImf.

Afinni transformaci vektorového prostoru V nazyvame
libovolné afinni zobrazeni f: V — V.



Afinni zobrazeni X

Dusledek
Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérneho
vektorového prostoru V.



Afinni zobrazeni X

Dusledek
Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérneho
vektorového prostoru V.

Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.



Afinni zobrazeni X

Dusledek
Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérneho
vektorového prostoru V.

Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.

Tvrzeni
Necht f : V — U je afinni zobrazeni s linedrni ¢asti ¢ a
u = f(0).



Afinni zobrazeni X

Dusledek
Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérneho
vektorového prostoru V.

Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.

Tvrzeni
Necht f : V — U je afinni zobrazeni s linedrni ¢asti ¢ a
u = f(0).

Potom f je bijektivni pravé tehdy, kdyz o je bijektivni.



Afinni zobrazeni X

Dusledek
Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérneho

vektorového prostoru V.
Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.

Tvrzeni

Necht f : V — U je afinni zobrazeni s linedrni ¢asti ¢ a

u = f(0).

Potom f je bijektivni pravé tehdy, kdyz o je bijektivni.

V tomto pfipadé i inverzni zobrazeni =1 : U — V je afinni a
plati f~1 = =1 — o1 (u).



Afinni zobrazeni X

Dusledek
Necht f : V — V je afinni transformace konecné rozmérneho

vektorového prostoru V.
Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.

Tvrzeni

Necht f : V — U je afinni zobrazeni s linedrni ¢asti ¢ a

u = f(0).

Potom f je bijektivni pravé tehdy, kdyz o je bijektivni.

V tomto pfipadé i inverzni zobrazeni =1 : U — V je afinni a
plati f~1 = =1 — o1 (u).

Tedy f~' je kompozici linedrniho zobrazeni o~ a posunuti
o vektor —p~ 1 (u).



Afinni zobrazeni Xl

Necht U, V jsou kone¢né rozmeérné vektorové prostory a «, 3
jsou baze v U resp. ve V.



Afinni zobrazeni Xl

Necht U, V jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory a «, 3
jsou baze v U resp. ve V.

Rozsifenou matici afinniho zobrazeni f : V — U s linearni
Casti ¢ a absolutnim ¢lenem u vzhledem na baze 3, a
nazyvame blokovou matici

(Nas = ((P)as | (UWa)-



Afinni zobrazeni XI|

Pokud dimU = m, dimV = n, A = (¢)a,g j© matice linearniho
zobrazeni ¢ v bazich 8 = (v1,...,Vp), « aa = (u), je vektor
souradnic vektoru u v bazi «,



Afinni zobrazeni XI|

Pokud dimU = m, dimV = n, A = (¢)a,g je matice linearniho
zobrazeni ¢ v bazich 8 = (v1,...,Vp), « aa = (u), je vektor
souradnic vektoru u v bazi «,

tak rozsSifenou matici afinniho zobrazeni f v bazich 3, « je
blokova matice

(Nas = ((£(V1))a:-- - (#(Vn))a | (W)a) = (A]a).



Afinni zobrazeni XIII

Souradnice bodu x € V v bazi 3 a soufadnice jeho obrazu
f(x) € U v bazi a jsou tak spojené rovnosti

(f(X)a = (P)a,p - (X)g+ (U)o = A - (X)s +a.



Afinni zobrazeni XIII

Souradnice bodu x € V v bazi 3 a soufadnice jeho obrazu
f(x) € U v bazi a jsou tak spojené rovnosti

(f(X)a = (P)a,p - (X)g+ (U)o = A - (X)s +a.

Je-li f linearni zobrazeni, t.j. pokud f = p au =0, nema
vyznam rozSifovat matici (), 0 nulovy sloupec.



Afinni zobrazeni XIV

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K a «, 3, v jsou nejaké baze prostorta U, V, resp. W.



Afinni zobrazeni XIV

Tvrzeni
Necht U, V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad
télesem K a «, 3, v jsou nejaké baze prostorta U, V, resp. W.

(a) Jsou-lig: W — V, f: V — U afinni zobrazeni, které maji
v pfislusnych bazich roz$ifené matice (9)s~ = (B |b),
(fla,s = (A|a), tak jejich kompozice fo g: W — U ma
v bazich v, o rozsifenou matici

(fog)ay=(A-B|A-b + a).



Afinni zobrazeni XV

(b) Je-li f: V — U afinni bijekce s rozSifenou matici
(fla,s = (A|a) v bazich 8, «, tak k ni inverzni zobrazeni je
afinni bijekce ~' : U — V, kterd ma v bazich o, 3
rozSifenou matici

(Fga=(AT"-A"a).
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Abstrakt prednasky

V této kapitole se budeme opét vénovat soustavam linearnich
rovnic.



Abstrakt prednasky

V této kapitole se budeme opét vénovat soustavam linearnich
rovnic.

Dokazeme, ze mnozina reSeni kazdé linearni (homogenni)
soustavy tvori afinni (linearni) podprostor vhodného
sloupcového prostoru K"



Abstrakt prednasky

V této kapitole se budeme opét vénovat soustavam linearnich
rovnic.

Dokazeme, ze mnozina reSeni kazdé linearni (homogenni)
soustavy tvori afinni (linearni) podprostor vhodného
sloupcového prostoru K"

a obracené, kazdy takovy afinni (linearni) podprostor Ize popsat
jakozto mnozinu feSeni vhodné linearni (homogenni) soustavy.



Abstrakt prednasky

V této kapitole se budeme opét vénovat soustavam linearnich
rovnic.

Dokazeme, ze mnozina reSeni kazdé linearni (homogenni)
soustavy tvori afinni (linearni) podprostor vhodného
sloupcového prostoru K"

a obracené, kazdy takovy afinni (linearni) podprostor Ize popsat
jakozto mnozinu feSeni vhodné linearni (homogenni) soustavy.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, m, n jsou pfirozena
Cisla.



Obsah prednasky

Afinni podprostory a soustavy lineérnich rovnic
Podprostor feSeni homogenni soustavy a jeho baze
Frobeniova véta a feSeni nehomogenni soustavy
Parametrické a vSeobecné rovnice afinnich podprostoru
Rovnice pruniku a spojeni afinnich podprostoru



Podprostor reseni |

Necht A € K™ b € K™. Uvazujme homogenni soustavu
linearnich rovnic s matici A

A -x=0.



Podprostor reseni |l

Dale uvazme nehomogenni soustavu s matici A a pravou
stranou b
A-x=b.



Podprostor reseni |l

Dale uvazme nehomogenni soustavu s matici A a pravou
stranou b

A-x=b.
Mnoziny jejich feSeni oznacime

R(A)={xe K": A-x=0},



Podprostor reseni |l

Dale uvazme nehomogenni soustavu s matici A a pravou
stranou b

A-x=b.
Mnoziny jejich feSeni oznacime

R(A)={xe K": A-x=0},

resp.
R(A|b)={xe K": A-x=Db}.



Podprostor reseni Il

Pfedpisem ¢(x) = A - x je definované linearni zobrazeni
p: K" — K™, pficemz R(A) = Kerep.



Podprostor reseni Il

Pfedpisem ¢(x) = A - x je definované linearni zobrazeni
p: K" — K™, pficemz R(A) = Kerep.

Z toho okamzité vyplyva

Tvrzeni

Pro libovolnou matici A € K™*™ mnoZina R(A) feSeni
homogenni soustavy A - x = 0 tvori linearni podprostor
vektorového prostoru K".



Podprostor reseni IV

KaZdou bazi prostoru R(A) nazyvame fundamentalnim
systémem reseni soustavy A - x = 0.



Podprostor reseni IV

KaZdou bazi prostoru R(A) nazyvame fundamentalnim
systémem reseni soustavy A - x = 0.

Potom kazdé feSeni prisluSné homogenni soustavy mizeme
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
z fundamentalniho systému reseni,



Podprostor reseni IV

KaZdou bazi prostoru R(A) nazyvame fundamentalnim
systémem reseni soustavy A - x = 0.

Potom kazdé feSeni prisluSné homogenni soustavy mizeme
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
z fundamentalniho systému reseni,

a naopak, kazda linearni kombinace vektort fundamentalniho
systému je feSenim prislusné soustavy.



Podprostor reseni IV

KaZdou bazi prostoru R(A) nazyvame fundamentalnim
systémem reseni soustavy A - x = 0.

Potom kazdé feSeni prisluSné homogenni soustavy mizeme
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
z fundamentalniho systému reseni,

a naopak, kazda linearni kombinace vektort fundamentalniho
systému je feSenim prislusné soustavy.

Fundamentélni systém feSeni najdeme nasledujicim postupem:



Podprostor reseni V

Matici A upravime pomoci ERO na redukovany stupriovity tvar
B € K™xN,



Podprostor reseni V

Matici A upravime pomoci ERO na redukovany stupnovity tvar
B € K™,

Mnozinu {1, ..., n} rozdélime na dvé podmnoziny J a J', podle
toho, zda se v j-tém sloupci matice B nachazi nebo nenachazi
vedouci prvek néjakého jejiho radku.



Podprostor reseni V

Matici A upravime pomoci ERO na redukovany stupnovity tvar
B € K™,

Mnozinu {1, ..., n} rozdélime na dvé podmnoziny J a J', podle
toho, zda se v j-tém sloupci matice B nachazi nebo nenachazi
vedouci prvek néjakého jejiho radku.

Oznaéme k pocCet prvkd mnoziny J' a zapiSme ji ve tvaru
J={ji<jp<...<j}



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
V), = (V1/, cey Vn/)T € K" takto:



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
V), = (V1/, cey Vn/)T € K" takto:

Zvolime vj; =1av, =0proi#I.



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
Vi = (vi),..., V)" € K" takto:

Zvolime vj; =1av, =0proi#I.

Pro j € J vypocitame hodnoty vj k uvedenym hodnotam
parametr( v;,, . .., v tak, aby cely vektor v, vyhovoval
podmince B - v, = 0.



Podprostor reseni VI

Pro kazdy index j; € J' sestrojime vektor
Vi = (vi),..., V)" € K" takto:

Zvolime vj; =1av, =0proi#I.

Pro j € J vypocitame hodnoty vj k uvedenym hodnotam
parametrd v, .. ., vj, tak, aby cely vektor v, vyhovoval
podmince B - v, = 0.

Potom vektory v, Vo, ..., Vg tvofi bazi podprostoru feseni
R(A). Pfitom zfejmé plati k = n — h(A).



Podprostor reseni VII

Priklad
Predpokladejme, Ze jsme matici A pomoci ERO uz upravili na
redukovany stupriovity tvar

1200 —1/3
B_| 0010 12
0001 -2
0000 O

Vedouci prvky radki se nachazeji ve sloupcich 1, 3 a 4.



Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.



Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.

Nase prvni volba je xo = 1, x5 = 0. Tomu odpovida vektor
vy =(-2,1,0,0,0)".



Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.

Nas$e prvni volba je x» = 1, x5 = 0. Tomu odpovida vektor
vy =(-2,1,0,0,0)".

Druha volba parametru je X = 0, x5 = 1. Tomu odpovida vektor
vo =(1/3,0,-1/2,2,1)T.



Podprostor resSeni VIII

Tedy neznamé x» a x5 si zvolime za parametry a neznamé xi,
X3 a X4 Si vyjadiime s jejich pomoci.

Nas$e prvni volba je x» = 1, x5 = 0. Tomu odpovida vektor
vy =(-2,1,0,0,0)".

Druha volba parametru je X = 0, x5 = 1. Tomu odpovida vektor
vo =(1/3,0,-1/2,2,1)T.

Potom vektory v, v, tvoii bazi podprostoru (fundamentalni
systém) feseni R(A) = R(B) C R®.



Podprostor reSeni IX

Tvrzeni
Pro libovolnou matici A € K™*" plati

dimR(A) = n — h(A).



Podprostor reSeni NS |

Tvrzeni
Necht A € K" b c KM,



Podprostor reSeni NS |

Tvrzeni
Necht A € K" b c KM,

(a) Pokudy,z € R(A|), paky —z € R(A).



Podprostor feSeni NS |

Tvrzeni
Necht A € K" b c KM,

(a) Pokudy,z € R(A|), paky —z € R(A).
(b) Pokudz € R(A|b),x € R(A), pakz+x € R(A|b).



Podprostor feSeni NS |

Tvrzeni
Necht A € K" b c KM,

(a) Pokudy,z € R(A|), paky —z € R(A).
(b) Pokudz € R(A|b),x € R(A), pakz+x € R(A|b).

R(A|b) =z+R(A)={z+x; xc R(A)}
=z+[Vq,...,Vp]
={Z+4+ Vi + ...+ CkVk; C1,...,Ck € K}.



Podprostor reseni NS Il

Tvrzeni
Necht A € K™ b e K™M.



Podprostor reseni NS |l

Tvrzeni
Necht A €¢ K< b c K™,

Pokud soustava A - x = b ma aspori jedno feseni, tak R(A|b)
je afinni podprostor v K" se zaméerenim R(A).



Podprostor reseni NS |l

Tvrzeni
Necht A €¢ K< b c K™,

Pokud soustava A - x = b ma aspori jedno feseni, tak R(A|b)
je afinni podprostor v K" se zaméerenim R(A).
To znamena, Ze

DirR(A | b) = R(A)

dimR(A|b) = dimR(A) = n— h(A).



Frobeniova véta |

Véta

(Frobenius) Necht A € K™ b e K™.

Potom nehomogenni soustava A - x = b ma feseni praveé tehady,
kdyZ h(A |b) = h(A).



Frobeniova véta Il

Soustava A - x = b ma alespon jedno feSeni z € K" pravée
tehdy, kdyZ b € Imy (kde ¢(x) = A - x). Pak
R(A|b) =z +R(A).



Frobeniova véta Il

Soustava A - x = b ma alespon jedno feSeni z € K" pravé
tehdy, kdyZ b € Imy (kde ¢(x) = A - x). Pak
R(A|b) =z +R(A).

Frobeniova véta fika: nehomogenni soustava A - x = b nema
feSeni prave tehdy, kdyz se pfi Uprave jeji rozSitené matice

(A | b) na redukovany stupnovity tvar objevi néjaky fadek tvaru
(0,...,0]d) € K™ kde 0 # d € K. Takovyto Fadek totiz
zodpovida rovnici 0 = d.



Frobeniova véta lll

Pokud upravime pomoci ERO rozS8ifenou matici (A|b) na
redukovany stupnovity tvar (B |c), kde B € K™ a ¢ € K™, tak
B je téz v redukovaném stupnovitém tvaru.



Frobeniova véta lll

Pokud upravime pomoci ERO rozS8ifenou matici (A|b) na
redukovany stupnovity tvar (B |c), kde B € K™ a ¢ € K™, tak
B je téz v redukovaném stupnovitém tvaru.

Potom R(A |b) = R(B|c) # () pravé tehdy, kdyz se zadny
vedouci prvek néjakého fadku matice (B | ¢) nenachazi
v poslednim, t.j. n+ 1-nim sloupci.



Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.



Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.

Nech J, J’ a k maji dfive uvedeny vyznam.



Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.
Nech J, J' a k maji dfive uvedeny vyznam.

Jedno fedeni z = (zy,..., z,)" nehomogenni soustavy
dostaneme volbou parametrd z;, = ... =z, =0proji € J'.



Frobeniova véta IV

Bazi prostoru feSeni R(A) = R(B) najdeme postupem
popsanym v paragrafu 9.1.
Nech J, J' a k maji dfive uvedeny vyznam.

Jedno fedeni z = (zy,..., z,)" nehomogenni soustavy
dostaneme volbou parametrd z;, = ... =z, =0proji € J'.

Zbyvaijici hodnoty z; potom vypocitame tak, aby z vyhovovalo
podmince B-z=c¢,1t.j. z;=¢jproj € J.



Frobeniova véta V

Priklad
Predpokladejme, Ze jsme matici (A | b) pomoci ERO uz upravili
na redukovany stupriovity tvar

100 3 1/4 0 2
0104 2 —1/| -1
Ble)=1l0011 5 6 | 27
0000 0 O 0



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.

Vedouci prvky fadku se nachazeji ve sloupcich 1,2 a 3.



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.
Vedouci prvky fadku se nachazeji ve sloupcich 1,2 a 3.

Tedy neznamé x4, X5 a Xg Si zvolime za parametry a neznameé
Xq, X2 @ X3 Si vyjadfime pomoci nich.



Frobeniova véta VI

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, tedy R(A|b) = R(B|c) # 0.
Vedouci prvky fadku se nachazeji ve sloupcich 1,2 a 3.

Tedy neznamé x4, X5 a Xg Si zvolime za parametry a neznameé
Xq, X2 @ X3 Si vyjadfime pomoci nich.

Prvni volbé x4 = 1, x5 = xg = 0 odpovida vektor
vy = (-3, —4,—1,1,0,0)7.



Frobeniova véta VII

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".



Frobeniova véta VIl

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".

Treti volbou x4 = x5 = 0, Xxg = 1 ziskame vektor
vz =(0,1,-6,0,0,1)".



Frobeniova véta VIl

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".

Treti volbou x4 = x5 = 0, Xxg = 1 ziskame vektor
vz =(0,1,-6,0,0,1)".

Potom vektory vy, v, v3 tvofi bazi podprostoru reseni
R(A) = R(B) C RE prislusni homogenni soustavy.



Frobeniova véta VIl

Druha volba x4, = 0, x5 = 1, X = 0 nam da vektor
Vo = (—1/4,-2,5,0,1,0)".

Treti volbou x4 = x5 = 0, Xxg = 1 ziskame vektor
vz =(0,1,-6,0,0,1)".

Potom vektory vy, v, v3 tvofi bazi podprostoru reseni
R(A) = R(B) C RE prislusni homogenni soustavy.

Konecné volbou parametrd x4, = x5 = Xg = 0 ziskdme jedno
feSeniz=(2,-1,-2/7,0,0, O)T nehomogenni soustavy.



Frobeniova véta VI

Vysledek mizeme zapsat do tabulky:

X1
X2
X3
X4
X5
X6

V1
-3
—4
—1
1
0
0

Vo
-1/4
-2

O = OO




Parametrické a vSeobecné rovnice |

Kazdy afinni podprostor M C K" m4 tvar
M=p+[uy,....u] =p+[c]

pro n&jaky bod p = (ps,...,pn)" € M a vhodnou uspofadanou
k-tici & = (uy, ..., uk) vektort z K", kde u; = (uyj, ..., up)".



Parametrické a vSeobecné rovnice I

To znamena, Ze pro libovolné x € K™ plati x € M prave tehdy,
kdyZ existuje t = (y,...,t%)" € KX tak, Ze

X=p+a-t,

kde jsme usporadanou k-tici a jako obycejné ztotoznili s matici
(uj) € K™K se sloupci uy, . ..., Ug.



Parametrické a vSeobecné rovnice Il

Rovnost x = p + « - t je maticovym zapisem parametrickych
rovnic afinniho podprostoru M C K".



Parametrické a vSeobecné rovnice Il

Rovnost x = p + « - t je maticovym zapisem parametrickych
rovnic afinniho podprostoru M C K".

Vektor t € K" nazyvame vektorem parametru a jeho slozky
ti,..., Ik € K parametry.



Parametrické a vSeobecné rovnice IV

Po rozepsani do slozek

Xi =Pp1+ Uil + Ugplo + ..+ Ugkli
Xo = P2+ Ut + Uoalo + ... + Unklk

Xn = Pn+ Unty + Un2tn + ... + Upkl

dostaneme obvyklejsi tvar, se kterym jsme sa v dimenzi n =2
resp. n = 3 uz potkali v sttedoSkolské analytické geometrii.



Parametrické a vSeobecné rovnice V

Jsou-li navic vektory uy, ..., u, linearné nezavislé, coz
muzeme vzdy dosahnout vynechanim "nadbytecnych vektord",
pak parametrické rovnice podprostoru M nam pfimo ukazi jeho
dimenzi: dimM = k.



Parametrické a vSeobecné rovnice VI

Zapis afinniho podprostoru M C K" ve tvaru M = p + [a], kde
p € M a a je nejaka usporadana k-tice, ktera generuje jeho
zameéreni DirM (mGzeme si dovolit predpokladat, ze « je
dokonce baze v DirM), budeme nazyvat jeho parametrickym
vyjadrenim.



Parametrické a vSeobecné rovnice VI

Zapis afinniho podprostoru M C K" ve tvaru M = p + [a], kde
p € M a a je nejaka usporadana k-tice, ktera generuje jeho
zameéreni DirM (mGzeme si dovolit predpokladat, ze « je
dokonce baze v DirM), budeme nazyvat jeho parametrickym
vyjadrenim.

Parametrické vyjadfeni M = p + [«] afinniho podprostoru
muzeme primo prepsat do jeho parametrickych rovnic
X=p+a-t, (t e KX). Naopak, z jeho parametrickych rovnic
muzeme okamzité ziskat jeho parametrické vyjadrfeni.



Parametrické a vSeobecné rovnice VII

Kazda soustava linearnich rovnic A - x = b s rozSifenou matici
(A|b) € K™ (1) (pokud mé Fedeni), popisuje afinni
podprostor R(A |b) C K".



Parametrické a vSeobecné rovnice VII

Kazda soustava linearnich rovnic A - x = b s rozSifenou matici
(A|b) € K™ (1) (pokud mé Fedeni), popisuje afinni
podprostor R(A |b) C K".

Vyresit soustavu linearnich rovnic A - x = b znamena vlastne
najit néjaké pékné parametrické rovnice afinniho podprostoru
R(A|b).



Parametrické a vSeobecné rovnice VIII

Necht tedy M = p + [a] je afinni podprostor v K", dany bodom
p € K" a usporddanou k-tici a = (uq, ..., ux) vektort z K,
kterou ztotoZznime s matici e = (uj;) € K™ se sloupci u;.



Parametrické a vSeobecné rovnice IX

Parametrické rovnice x = p + « - t podprostoru M, kde

X=(xq,...,X%)T € K" je vektor neznamych a
t=(4,...,t%)" € KX je vektor parametrd, mizeme pfepsat do
tvaru

Ih x=a-t+p,

ktery Ize reprezentovat pomoci blokové matice

(In|e|p)-



Parametrické a vSeobecné rovnice X

Nase metoda bude zalozena na eliminaci parametra t,, . . ., tx
Upravou této matice pomoci ERO.



Parametrické a vSeobecné rovnice X

Nase metoda bude zalozena na eliminaci parametra t,, . . ., tx
Upravou této matice pomoci ERO.

Matici (I, | o | p) budeme upravovat na fadkové ekvivalentni
matici tak, aby prostfedni blok vo vysledné matici byl
ve stupnovitém tvaru. Mohou pak nastat dvé moznosti



Parametrické a vSeobecné rovnice Xl

(1) h() = n, coz pozname podle toho, ze vS§echny radky
prostfedniho bloku vysledné matice jsou nenulové.



Parametrické a vSeobecné rovnice Xl

(1) h() = n, coz pozname podle toho, ze vS§echny radky
prostfedniho bloku vysledné matice jsou nenulové.

V tomto pfipadé M = V a vSeobecné rovnice tohoto
podprostoru tvofi prazdna soustava (1. j. soustava, ktera
neobsahuje Zadnou rovnici).



Parametrické a vSeobecné rovnice XllI

(2) h(a) < n. Pak mazeme prostfedni blok vysledné matice
rozdélit do dvou pod sebou umisténych bloku (%) kde

horni blok D je stupfiovitad matice typu h(a) x k, ktera ma
vSechny fadky nenulové, tedy dolni nulovy blok ma rozmér
(n— h(a)) x k.



Parametrické a vSeobecné rovnice Xll|

Toto rozdéleni prostfedniho bloku indukuje rozdéleni celé
vysledné matice do bloku



Parametrické a vSeobecné rovnice XllI

Toto rozdéleni prostfedniho bloku indukuje rozdéleni celé
vysledné matice do bloku

(%fos),



Parametrické a vSeobecné rovnice XllI

Toto rozdéleni prostfedniho bloku indukuje rozdéleni celé
vysledné matice do bloku

A" D|b
Al0O|b /)’
Potom A - x = b jsou v§eobecné rovnice afinniho
podprostoru M, t.j. plati M = p + [a] = R(A|b).



Parametrické a vSeobecné rovnice XIV

Popsany algoritmus mdzeme stru¢né shrnout do nasledujiciho

schématu &bl b
ERO
(Ih|a|p) — <T‘T‘T>’



Parametrické a vSeobecné rovnice XIV

Popsany algoritmus mdzeme stru¢né shrnout do nasledujiciho

schématu &bl b
ERO
(Ih|a|p) — <T‘T‘T>’

kde D je matice v stupriovitém tvaru s nenulovymi radky (jejichz
pocet je tedy nutné h(D) = h(a)).



Parametrické a vSeobecné rovnice XV

Z k-tice a mUzeme vybrat bazi zaméreni DirM = [a]: je
tvofena vektory u;,,...,u;, kde 1 < j; < ... < jj < k jsou indexy
téch sloupcli matice D, ve kterych se nachazeji vedouci prvky
jejich radka.



Parametrické a vSeobecné rovnice XVI

Tvrzeni
Necht B € K™™ C e K™K ap e K".



Parametrické a vSeobecné rovnice XVI

Tvrzeni
Necht B € K™™ C e K™K ap e K".

Pokud blokova matice (B | C | p) je fadkove ekvivalentni

s blokovou matici
A'|D|b
A0 b /°



Parametrické a vSeobecné rovnice XVI

Tvrzeni
Necht B € K™™ C e K™K ap e K".

Pokud blokova matice (B | C | p) je fadkove ekvivalentni

s blokovou matici
A'|D|b
A0 b /°

kde D je matice v stupriovitém tvaru s nenulovymi radky, tak

R(A|b) = {x € K™, 3te K)B-x=C-t+ p)}.



Rovnice praniku a spojeni afinnich podprostort

Uvazujme tfi moznosti zadani pavodnich podprostoru:

(1) Oba podprostory jsou zadané vSeobecnymi rovnicemi.
(2) Oba podprostory jsou zadané parametricky.

(3) Jeden podprostor je zadany pomoci vSeobecnych rovnic a
druhy parametricky.



(1) Necht afinni podprostory M, N C K" maji vSeobecné
rovnice A-x=bresp.B-x=c,kde A e K™ be K",

B € K" ¢ € K!. Potom veobecnymi rovnicemi priniku M N N
je soustava

A-x =b
B-x =c¢
s rozSifenou matici
Alb
Blc /°




Parametrické vyjadreni priniku M N N mizeme ziskat
vyreSenim této soustavy.



Parametrické vyjadreni priniku M N N mizeme ziskat
vyreSenim této soustavy.

Parametrické vyjadreni podprostoru M LU N mizeme ziskat tak,
Ze nejprve najdeme parametricka vyjadreni podprostord M a N
a pouzijeme Uvahy z predchozi kapitoly. Nasledné pak mizeme
odvodit vSeobecné rovnice podprostoru M LI N.



Priklad
Afinni podprostory M, N vektorového prostoru Q* jsou dané
soustavami

X{+Xo— Xz +X4g = 9

X{—Xo+Xs—X4 = —3
resp.

Xy +3x+2x3—x4 = 0

Xy —3X —2X3+X4 = 6



Upravme rozsifené matice puvodnich soustav:

1 3 2 1[0\ (10 0
1 -3 2 1|6 01 2/3



Z upravenych matic okamzité dostavame parametrické
vyjadreni puvodnich podprostorl (matice v hranatych
zavorkach oznacuje linearni podprostor generovany jejimi
sloupci)

3 0 o0 3 00
6 1 1 1 2 1
M=1oT11 of'N=| o |T] 30
0 0o 1 0 03



Pokud napiSeme obé upravené rozsirené matice vSeobecnych
rovnic podprostori M a N do bloku pod sebe, dostaneme
rozSifenou matici véeobecnych rovnic podprostoru M N N.



Pokud napiSeme obé upravené rozsirené matice vSeobecnych
rovnic podprostori M a N do bloku pod sebe, dostaneme
rozSifenou matici véeobecnych rovnic podprostoru M N N.

Jeji upravou na redukovany stupnovity tvar vyjde

100 0 3
010 1/5 9/5
001 —4/5 —21/5
000 0 0



Odtud uz pfimo vyplyva parametrické vyjadreni

3 0
| 9 1
MON=1 215 | 7] 4

0 5



Odtud uz pfimo vyplyva parametrické vyjadreni

3 0

| 9 1
MON=1 215 | 7] 4
0 5

Zjistili jsme, Ze dvojrozmérné afinni podprostory M, N maji
jednorozmérny prunik, tedy jsou rdznobezné. Preto téz
dim(MUN)=2+2-1=3.



Dame-li vedle sebe generatory smérovych podprostort DirM a
DirN, Upravou prislusné matice zjistime, Ze prvni tfi jsou
linearné nezavislé a posledni z nich je linearni kombinaci
predchazejicich.



Dame-li vedle sebe generatory smérovych podprostort DirM a
DirN, Upravou prislusné matice zjistime, Ze prvni tfi jsou
linearné nezavislé a posledni z nich je linearni kombinaci
predchazejicich.

Tedy sloupce matice

00 0
11 2
B=11 0 3
0 1 o0

tvofi bazi zaméreni afinniho podprostoru M U N.



Jeho parametrické vyjadreni je
MUN =p+ 8],

kde p = (3,9/5,—21/5,0)7.



Jeho parametrické vyjadreni je
MUN =p+ 8],
kde p = (3,9/5,-21/5,0)".

Upravou blokové matice (I4 | 3| p) podle naseho algoritmu,
vymenou prvého a posledniho fadku dostaneme vSeobecné
rovnice podprostoru M LI N:

Xy =3.



(2) Necht M = p + [a], N = q + [B] jsou parametrické vyjadreni
dvou afinnich podprostort v K.



(2) Necht M = p + [a], N = q + [B] jsou parametrické vyjadreni
dvou afinnich podprostort v K.
Potom MU N = p + [q — p, a, 3] a vynechanim vhodnych

sloupctl z blokové matice (q — p, a, 3) muzeme dostat bazi
zamereni Dir(M U N).



(2) Necht M = p + [a], N = q + [B] jsou parametrické vyjadreni
dvou afinnich podprostort v K.

Potom MU N = p + [q — p, a, 3] a vynechanim vhodnych
sloupctl z blokové matice (q — p, a, 3) muzeme dostat bazi
zamereni Dir(M U N).

VSeobecné rovnice podprostoru M LI N dostaneme Upravou
blokové matice (I,|q — p, a, 3| p), pfipadné matice, v které je
prostfedni blok nahrazeny bazi zaméfeni Dir(M LI N) podle
naseho algoritmu.



VSeobecné rovnice pruniku M N N, ziskame tak, ze
parametrické rovnice kazdého z podprostora M, N pfevedeme
na v8eobecné rovnice a ty pak spojime dohromady.



VSeobecné rovnice pruniku M N N, ziskame tak, ze
parametrické rovnice kazdého z podprostora M, N pfevedeme
na v8eobecné rovnice a ty pak spojime dohromady.

Parametrické vyjadfeni pruniku M N N dostaneme vyreSenim
jeho v8eobecnych rovnic.



Jina cesta k parametrickym rovnicim praniku M N N: Ize pfi ni
jako vedlejsi produkt ziskat baze zaméreni DirM, DirN,
Dir(M U N), tedy i parametrické rovnice spojeni M LI N.



Jina cesta k parametrickym rovnicim praniku M N N: Ize pfi ni
jako vedlejsi produkt ziskat baze zaméreni DirM, DirN,
Dir(M U N), tedy i parametrické rovnice spojeni M LI N.

Metoda: blokovou matici (a | 3|q — p) upravujeme pomoci
ERO na stupnovity tvar

A|B|c
< 0 B|c ) ’
kde matice A’ ma v8echny fadky nenulové (tedy linearné
nezavislé a jejich pocet je h(A’) = h(a) = dimM).



Pranik M N N je tvofeny véemix = q + 3 -t € N, které patfi
zaroven do M, t.|. existuje vektor parametrl s tak, ze

X = p + «-s. Hledame tedy v§echny vektory parametru t, ke
kterym existuje nejaky vektor parametrl s tak, Ze plati

a-s=p-t+(q-p).



K danému t existuje takovéto s pravé tehdy, kdyz B - t = c.



K danému t existuje takovéto s pravé tehdy, kdyz B - t = c.

VyfeSenim této soustavy dostaneme parametrické vyjadieni
t=r + ~v-2,

které dosadime do parametrickych rovnic podprostoru N.



K danému t existuje takovéto s pravé tehdy, kdyz B - t = c.

VyfeSenim této soustavy dostaneme parametrické vyjadieni
t=r + ~v-2,

které dosadime do parametrickych rovnic podprostoru N.

Dostaneme tak parametrické rovnice
X=q+8-((+7-2)=(@+B-1)+(8-7) 2
podprostoru M N N.



Priklad
Necht

Mmoo o ™m0 o
NN O < NN O
— N O™ — AN ®»
L ] L ]

+ +
— —
oOAN AN M — — AN AN
N— N—

I I

hayl QY]

< <
< — O

Jsou afinni podprostory v R*.



Ztejmé DirN; = DirN,; ozna¢me tento linearni podprostor D.
Obé ulohy o dvojicich podprostort M, N; i M, N> budeme reSit
soucasné.



Ztejmé DirN; = DirN,; ozna¢me tento linearni podprostor D.
Obé ulohy o dvojicich podprostort M, N; i M, N> budeme reSit
soucasné.

Plati
1 1(1 2 3|0 1 1 1(1 2 3|0 1
1 4|2 2 8|2 1 0 3|1 0 5|2 0
1 1/5 0 9|2 2 O 0|4 -2 6|2 1
2 5|3 4 11|13 2 0 0|0 0O Of1T O



Pokud si z matice na pravé strané odmyslime krajni pravy blok,
po vynechani rovnice 0 = 0 z ni dostaneme soustavu

4t — 2t + 613 = 0.



Pokud si z matice na pravé strané odmyslime krajni pravy blok,
po vynechani rovnice 0 = 0 z ni dostaneme soustavu

4t — 2 + 613 = 0.
Linearni podprostor DirM N D je tvofeny pravé véemi linearnimi

kombinacemi 3 - t, kde 3 je matice generatort D (a jeho baze)
a t vyhovuje uvedené homogenni rovnici.



Pokud si z matice na pravé strané odmyslime krajni pravy blok,
po vynechani rovnice 0 = 0 z ni dostaneme soustavu

4t — 2t + 613 = 0.

Linearni podprostor DirM N D je tvofeny pravé véemi linearnimi
kombinacemi 3 - t, kde 3 je matice generatort D (a jeho baze)
a t vyhovuje uvedené homogenni rovnici.

Tedy dim(DirM N D) = dimDirM = 2. Proto DirM C D a plati
MH N; aMH No.



Soustava
4t — 2t + 613 =2
0 =1,

které musi vyhovovat vektor parametri t = (;, f, t3) 7, aby jim
urceny bod z Ny patfil i do M, nema feseni.



Soustava
4t — 2t + 613 =2
0 =1,

které musi vyhovovat vektor parametri t = (;, f, t3) 7, aby jim
urceny bod z Ny patfil i do M, nema feseni.

Proto M Ny = 0 a M, N; jsou pravé rovnobeZky.



Naopak, analogicka soustava pro dvojici M, N, vede
na jedinou, ocCividné fesitelnou rovnici

44 — 2k + 613 = 1.



Naopak, analogicka soustava pro dvojici M, N, vede
na jedinou, ocCividné fesitelnou rovnici

44 — 2k + 613 = 1.

Tedy M C N-.



(3) Necht afinni podprostor M C K" je dany vS§eobecnymi
rovnicemi A - x = b a afinni podprostor N =q + [3] C K" je
dany parametricky.



(3) Necht afinni podprostor M C K" je dany vS§eobecnymi
rovnicemi A - x = b a afinni podprostor N =q + [3] C K" je
dany parametricky.

Pokud hledame vSeobecné rovnice praniku M N N, staci najit

vSeobecné rovnice podprostoru N a pfidat je k soustavé
A-x=b.



(3) Necht afinni podprostor M C K" je dany vS§eobecnymi
rovnicemi A - x = b a afinni podprostor N =q + [3] C K" je
dany parametricky.

Pokud hledame vSeobecné rovnice praniku M N N, staci najit

vSeobecné rovnice podprostoru N a pfidat je k soustavé
A-x=b.

Jejich vyfeSenim potom mizZeme obdrzet i parametrické
vyjadfeni M N N.



vvvvv

vSeobecné rovnice podprostoru M a z parametrickych vyjadreni
obou podprostort M, N sestavit parametrické vyjadieni M L N.



vvvvv

vSeobecné rovnice podprostoru M a z parametrickych vyjadreni
obou podprostort M, N sestavit parametrické vyjadieni M L N.

Eliminaci parametri dostaneme vSeobecné rovnice
podpriestoru M LI N.



Jind metoda, jak najit parametrické vyjadreni priniku M N N
spociva v dosazeni parametrického vyjadreni podprostoru N do
vS§eobecnych rovnic podprostoru M.



Jind metoda, jak najit parametrické vyjadreni priniku M N N
spociva v dosazeni parametrického vyjadreni podprostoru N do
vS§eobecnych rovnic podprostoru M.

Tim dostaneme soustavu



Jind metoda, jak najit parametrické vyjadreni priniku M N N
spociva v dosazeni parametrického vyjadreni podprostoru N do
vS§eobecnych rovnic podprostoru M.

Tim dostaneme soustavu
A-(q+pB-t)=b,
nebo po Upravé s ni ekvivalentni soustavu
(A-B)-t=b - A-q,
které musi vyhovovat vektor parametra t, aby jim uréeny bod

X=q + B-te N patfil i do podprostoru M, tedy do priniku
Mn N.



Uvedenou soustavu vyfeSime Upravou jeji rozSifené matice
(A-B|b — A-q).



Uvedenou soustavu vyfeSime Upravou jeji rozSifené matice
(A-B|b — A-q).
Podobné jako v pfipadé (2) feSeni dostaneme v parametrickém

tvaru
t=r+~v-2

a dosadime ho do parametrickych rovnic podprostoru N.



Uvedenou soustavu vyfeSime Upravou jeji rozSifené matice
(A-B|b — A-q).

Podobné jako v pfipadé (2) feSeni dostaneme v parametrickém
tvaru
t=r+~v-2

a dosadime ho do parametrickych rovnic podprostoru N.

Tak ziskame parametrické rovnice
X=q+8:-(r+v-2)=(Q+8-1)+(B-7) 2

podprostoru M N N.



Priklad
Afinni podprostor M C R* m4 vseobecné rovnice

Xt —Xe+X3— X4 =1
X1+ Xo— Xz + X4 =3.



Priklad
Afinni podprostor M C R* m4 vseobecné rovnice

X{—Xo+X3—X4 =1
X1+ Xo— Xz + X4 =3.

Afinni podprostor N C R* je uréeny jako afinni obal
N = K(P,q,r»s) bOd[jp = (3a071a 1)7—! q= (43 _172a2)T7
r=(4,1,2,0)" as=(7,3,4,5)".



Priklad
Afinni podprostor M C R* m4 vseobecné rovnice

Xt —Xe+X3— X4 =1

X1+ Xo— Xz + X4 =3.

Afinni podprostor N C R* je uréeny jako afinni obal
N = E(P,q,r»s) bOd[jp = (3a071a 1)7-! q= (43 _172a2)T7
r=(4,1,2,0)" as=(7,3,4,5)".

Jeho parametrické vyjadreni potom je

N =p+[q-p,r—p,s—pl

—
—_ = A
A W0OWS



Protoze



Protoze

AW WS
I
VRS

—_ a2 O W
Il
7N
|
©n
N—

bod tvaru p + t1(q — p) + (r — p) + t3(s — p) € N patfi do
praniku M N N pravé tehdy, kdyz pfislusny vektor parametrt
t = (4, b, t3)7 vyhovuje soustavé s rozsifenou matici

2 2 3|-2 11 0| -1
0 0 8/0 0010 /°



Podprostor feSeni této soustavy méa parametrické vyjadreni

(2)-7)



Podprostor feSeni této soustavy méa parametrické vyjadreni

(¢)Ls]

Dosazenim do parametrického vyjadreni N dostaneme

4

3 1)
1 o |+

- 0

4

w

1 1
1 1
-

MnAN = 1

_l’_

—_ - O

—1

A OWOWHS




Tedy



Tedy

MNN =

DO =N
o N O

adim(MON) =1.

Hodnost matice soustavy podprostoru M je 2, proto
dimM =4 -2 =2, adimN = 3.



Tedy

MNN =

DO =N
o N O

adim(MON) =1.

Hodnost matice soustavy podprostoru M je 2, proto
dimM =4 -2 =2, adimN = 3.

Z tohoto duvodu M N N je vlastni podprostor jak v M tak v N, tj.
M, N jsou riznobézné.
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Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme determinanty Ctvercovych matic
libovolného rozmeéru n x n nad pevnym télesem K, fekneme si
jejich zakladni vlastnosti a nau¢ime se je vypocitat véetné
prikladu jejich aplikace.



Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme determinanty Ctvercovych matic
libovolného rozmeéru n x n nad pevnym télesem K, fekneme si
jejich zakladni vlastnosti a nau¢ime se je vypocitat véetné
prikladu jejich aplikace.

V celé kapitole K oznacuje pevné téleso, m, n jsou pfirozena
Cisla.



Obsah prednasky

Determinanty
Permutace
Orientovany objem a multilinearni alternujici funkce
Definice a zakladni vlastnosti determinantu
Charakterizace determinantu a regularnich matic
Laplaceulv rozvoj determinantu
Vypocet determinantu
Inverzni matice a Cramerovo pravidlo



Permutace |

Necht X je libovolna mnozina. Permutaci mnoziny X
rozumime libovolné bijektivni zobrazeni o : X — X.

MnozZinu vSech permutaci mnoziny X znacime S(X).



Permutace Il

Je-li X kone¢na mnozina, tak pocet prvki mnoziny S(X) je
dany znamym vztahem
#S(X) = (#X)!,

kde n! =1-2-.... nje faktorial pfirozeného Cisla n (pfitom
ol =11=1).



Permutace Il

Transformace f : X — X konecné mnoziny X je injektivni
pravé tehdy, kdyz je surjektivni.



Permutace Il

Transformace f : X — X konecné mnoziny X je injektivni
praveé tehdy, kdyz je surjektivni.

Protoze sloZeni o o 7 dvou permutaci o, 7 € S(X) davéa opét
permutaci mnoziny X, kompozice o je asociativni binarni
operace na mnoziné S(X) a idx je jeji neutralni prvek.



Permutace Il

Transformace f : X — X konecné mnoziny X je injektivni
praveé tehdy, kdyz je surjektivni.

Protoze sloZeni o o 7 dvou permutaci o, 7 € S(X) davéa opét
permutaci mnoziny X, kompozice o je asociativni binarni
operace na mnoziné S(X) a idx je jeji neutralni prvek.

Snadno se muzeme presvédcit, ze — mimo pfipad, kdyz
# X < 2, — tato operace neni komutativni.



Permutace IV

Pro X ={1,2,...,n} misto S(X) piSeme S.



Permutace IV

Pro X ={1,2,...,n} misto S(X) piSeme S.

Permutaci ¢ € S, obvykle zapisujeme ve tvaru

“—(oa)aé)f:a&))



Permutace V

Prvky mnoziny S, t.j. permutace mnoziny {1,2, 3}, si mizeme
predstavit jako symetrie rovnostranného trojahelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.



Permutace V

Prvky mnoziny S, t.j. permutace mnoziny {1,2, 3}, si mizeme
predstavit jako symetrie rovnostranného trojahelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.

Oznacme si identickou permutaci této mnoziny jako ¢,



Permutace V

Prvky mnoziny S, t.j. permutace mnoziny {1,2, 3}, si mizeme
predstavit jako symetrie rovnostranného trojahelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.

Oznacme si identickou permutaci této mnoziny jako ¢,

v v v

otoCeni kolem tézisté trojuhelnika proti sméru resp. ve sméru
hodinovych ruci¢ek o uhel /3 jako o resp. o,



Permutace V

Prvky mnoziny S, t.j. permutace mnoziny {1,2, 3}, si mizeme
predstavit jako symetrie rovnostranného trojahelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.

Oznacme si identickou permutaci této mnoziny jako ¢,

v v v

otoCeni kolem tézisté trojuhelnika proti sméru resp. ve sméru
hodinovych ruci¢ek o uhel /3 jako o resp. o,

a osovou soumernost podle osy prochazejici i-tym vrcholem a
stfedem protilehlé strany jako o;, proi =1, 2, 3.



Permutace VI

Mnozina permutaci S3 se bude skladat z permutaci

(123 (123
L_<123>’ Q‘<231>’
4 (123 (123
¢ _<312>"’1_<132>’

12 3 (123
"2:<321>"’3_<213>‘



Permutace VII




Permutace VIlII

Multiplikativni tabulka binarni operace o na mnoziné S3 ma
nasledujici tvar:

0 0 |© 03 | 01 | 02
oo v | 0|02 03] oy
o1 |01 |02 | 03| L o o
o2 | oo os | a1 [0 ¢ 0




Permutace IX

Permutaci o € S(X) nazyvame transpozici, pokud existuji
x,ye Xtak,ze x #y,o(x)=y,0(y) =xao(z) =z pro
kazdé z € X ~ {x,y}.



Permutace IX

Permutaci o € S(X) nazyvame transpozici, pokud existuji
x,ye Xtak,ze x #y,o(x)=y,0(y) =xao(z) =z pro
kazdé z € X ~ {x,y}.

Jinak fe€eno, transpozice je vyména dvou prvkd mnoziny X.



Permutace IX

Permutaci o € S(X) nazyvame transpozici, pokud existuji
x,ye Xtak,ze x #y,o(x)=y,0(y) =xao(z) =z pro
kazdé z € X ~ {x,y}.

Jinak fe€eno, transpozice je vyména dvou prvkd mnoziny X.

Ziejme o4, 02,03 € S3 jsou transpozice.



Permutace IX

Permutaci o € S(X) nazyvame transpozici, pokud existuji
x,ye Xtak,ze x #y,o(x)=y,0(y) =xao(z) =z pro
kazdé z € X ~ {x,y}.

Jinak fe€eno, transpozice je vyména dvou prvkd mnoziny X.
Ziejme o4, 02,03 € S3 jsou transpozice.

Z nazoru je zfejmé, ze kazdou permutaci o kone¢né mnoziny X
muzeme obdrzet postupnymi vyménami dvojic prvkd, je tedy
kazda takovato permutace je kompozici transpozic.



Permutace X

Tento rozklad na transpozice neni jednoznacny:



Permutace X

Tento rozklad na transpozice neni jednoznacny:

napr. . € S3 mizeme vyjadrit jako ¢, t.j. kompozici 0 transpozic,
a rovnéz jakozto



Permutace X

Tento rozklad na transpozice neni jednoznacny:
napr. . € S3 mizeme vyjadrit jako ¢, t.j. kompozici 0 transpozic,
a rovnéz jakozto

L= 01001 = 02002 = 03003,

t.j. alespon tfemi dalSimi moznostmi jakozto kompozici dvou
transpozic.



Permutace XI

Délkou permutace o kone¢né mnoziny X nazveme nejmensi
pocCet transpozic, na jejichz kompozici mizeme o rozlozit, a
oznacime ji |o|.



Permutace XI

Délkou permutace o kone¢né mnoziny X nazveme nejmensi
pocCet transpozic, na jejichz kompozici mizeme o rozlozit, a
oznacime ji |o|.

Samotna délka |o| neni ve skuteCnosti dulezita, vyznam ma
pouze parita tohoto &isla, t.j. vlastné vyraz sgno = (—1)l°l,
ktery nazyvame znaménkem permutace o.



Permutace XlI

Permutace o kone¢né mnoziny X sa nazyva suda resp. licha,
je-li Cislo |o| sudé resp. liché, t.j. pokud jeji znak je 1 resp. —1.



Permutace XlI

Permutace o kone¢né mnoziny X sa nazyva suda resp. licha,
je-li Cislo |o| sudé resp. liché, t.j. pokud jeji znak je 1 resp. —1.

Z nasledujici véty vyplyva, ze pfi urCovani znaménka
permutace o muzeme pouzit jeji libovolny rozklad na
transpozice o = 11 o ... o 7x @ nemusime sa starat o to, zda
tento rozklad je skute¢né nejkratsi



Permutace XlI

Permutace o kone¢né mnoziny X sa nazyva suda resp. licha,
je-li Cislo |o| sudé resp. liché, t.j. pokud jeji znak je 1 resp. —1.
Z nasledujici véty vyplyva, ze pfi urCovani znaménka
permutace o muzeme pouzit jeji libovolny rozklad na

transpozice o = 71 o ... o 7¢ @ nemusime sa starat o to, zda
tento rozklad je skute¢né nejkratsi

— pro libovolny takovyto rozklad totiz plati

(=1} = (1)~



Permutace XllII

Véta
Necht X je kone¢na mnozina. Potom pro libovolné o, € S(X)
plati

(=1)leeml = (=1)lel. (=1)Il.



Permutace XllI

Véta
Necht X je kone¢na mnozina. Potom pro libovolné o, € S(X)
plati

(=1)leeml = (=1)lel. (=1)Il.

Clen o(j) — o (i) je zaporny pravé tehdy, kdyz i < ja o (i) > o(j),
— kazdou takovouto dvoijici (i, j) nazyvame inverzi permutace
o.



Orientovany objem a MAF |

Orientovany objem a multilinearni alternujici funkce

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro plosny obsah rovnobézniku
v roviné v R?, jehoZ dvé sousedni strany tvofi vektory
u= (U17U2)T, vV =(w, V2)T?



Orientovany objem a MAF I

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem rovnobéznosténu
v prostoru R3, jehoz tfi sousedni hrany tvofi vektory
u=(u, U, u3)7,v=_vi,v2,v3)", W= (wy, wp, w3)"?



Orientovany objem a MAF I

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem rovnobéznosténu
v prostoru R3, jehoz tfi sousedni hrany tvofi vektory
u=(u, U, u3)7,v=_vi,v2,v3)", W= (wy, wp, w3)"?

Ujasnime si vlastnosti takovychto vzorcu. Uvidime, ze tyto
vlastnosti uz jednoznacné (az na volbu jednotkového obsahu Ci
objemu) urCuji hledané vzorce nejen v roviné Ci v tfirozmérném
prostoru.



Orientovany objem a MAF I

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem rovnobéznosténu
v prostoru R3, jehoz tfi sousedni hrany tvofi vektory
u=(u, U, u3)7,v=_vi,v2,v3)", W= (wy, wp, w3)"?

Ujasnime si vlastnosti takovychto vzorcu. Uvidime, ze tyto
vlastnosti uz jednoznacné (az na volbu jednotkového obsahu Ci
objemu) urCuji hledané vzorce nejen v roviné Ci v tfirozmérném
prostoru.

Zobecnime je na n-rozmérné vektorové prostory K" nad
libovolnym télesem K.



Orientovany objem a MAF IlI

Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.



Orientovany objem a MAF Il

Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.

Ziejmé P(X) je vzdy nezaporné redlné Cislo a pro shodné
atvary X, Y plati P(X) = P(Y).



Orientovany objem a MAF Il

Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.

Ziejmé P(X) je vzdy nezaporné redlné Cislo a pro shodné
atvary X, Y plati P(X) = P(Y).

Obsabh je navic aditivni funkce, t.j. pro Utvary X, Y takové, ze
P(XNY)=0, plati

P(XUY)=P(X)+ P(Y).



Orientovany objem a MAF Il

Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.

Ziejmé P(X) je vzdy nezaporné redlné Cislo a pro shodné
atvary X, Y plati P(X) = P(Y).

Obsabh je navic aditivni funkce, t.j. pro Utvary X, Y takové, ze
P(XNY)=0, plati

P(XUY)=P(X)+ P(Y).

Konecéné, P(X) = 0 pro libovolnou UsecCku X.



Orientovany objem a MAF IV

Obsah rovnobéZnika {au + bv; a, b € (0, 1)} urCeného vektory
u,v € R? budeme znagdit P(u, v).



Orientovany objem a MAF IV

Obsah rovnobéZnika {au + bv; a, b € (0, 1)} urCeného vektory
u,v € R? budeme znagdit P(u, v).

Plati pak rovnosti
P(u,v) = P(v,u),  P(cu,v)=|c|P(u,v)

pro libovolné u,v € R?, ¢ € Z.



Orientovany objem a MAF V

Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim obrazku.



Orientovany objem a MAF V

Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim obrazku.




Orientovany objem a MAF V

Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim obrazku.

u 3u

Platnost druhé rovnosti pro vSechna ¢ € Q plyne z platnosti pro
vSechna n € N a m € Z. Platnost pre vSechna ¢ € R plyne ze
spojitosti obsahu.



Orientovany objem a MAF VI

Uvazme nésledujici dva obrazky.



Orientovany objem a MAF VI

Uvazme nésledujici dva obrazky.




Orientovany objem a MAF VII

V prvnim pfipadé urcuji vektory x +y, v rov-
nobéznik OABC, vektory y, v rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektort x, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.




Orientovany objem a MAF VII

V prvnim pfipadé urcuji vektory x +y, v rov-
nobéznik OABC, vektory y, v rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektort x, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.

Ze shodnosti trojuhelniki OAD, CBE potom na zakladé
uvedenych vlastnosti obsahu vyplyva rovnost

P(x+y,v) = P(x,v) + P(y, V)



Orientovany objem a MAF VIII

V druhém ptipadé urcuji vektory x, v rovno-
béznik OABC, vektory X + Yy, Vv rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektor( y, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.




Orientovany objem a MAF VIII

V druhém ptipadé urcuji vektory x, v rovno-
béznik OABC, vektory X + Yy, Vv rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektor( y, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.

Ze shodnosti trojuhelniki ODA, CEB vyplyva
P(x,v) = P(x+y,v)+ P(y,v), tedy

P(x+vy,v) =P(x,v) — P(y,v),

coZ je nepfijemné prekvapeni, urcité bychome dali pfednost
stejnému vzorci.



Orientovany objem a MAF IX

VSimnéme si vSak, ze krat§i otoCeni vektoru y do vektoru v je
orientované proti krat§im otocenim vektort x i x +y do vektoru
V.



Orientovany objem a MAF IX

VSimnéme si vSak, ze krat§i otoCeni vektoru y do vektoru v je
orientované proti krat§im otocenim vektort x i x +y do vektoru
V.

V druhém pripadé by sa nam proto hodilo, aby obsah
rovnobéznika ur¢eného vektory y, v mél z tohoto divodu
opacné znaménko nez obsahy rovnobéznikl pfislusejicich
vektorim X, v resp. X + Y, V.



Orientovany objem a MAF X

Tento cil mizeme dosahnou, pokud misto ploSného obsahu
vektorovych rovnobézniki budeme uvazovat jejich orientovany
plosny obsah, ktery méni znaménko zaménou poradi dvou
vektoru, tedy muze nabyvat i zaporné hodnoty.



Orientovany objem a MAF X

Tento cil mizeme dosahnou, pokud misto ploSného obsahu
vektorovych rovnobéznikl budeme uvazovat jejich orientovany
plosny obsah, ktery méni znaménko zaménou poradi dvou
vektoru, tedy muze nabyvat i zaporné hodnoty.

Puvodni nezaporny plosny obsah potom dostaneme jako
absolutni hodnotu orientovaného obsahu.



Orientovany objem a MAF X

Tento cil mizeme dosahnou, pokud misto ploSného obsahu
vektorovych rovnobézniki budeme uvazovat jejich orientovany
plosny obsah, ktery méni znaménko zaménou poradi dvou
vektoru, tedy muze nabyvat i zaporné hodnoty.

Puvodni nezaporny plosny obsah potom dostaneme jako
absolutni hodnotu orientovaného obsahu.

Tento pfistup ndm navic umozni zbavit se absolutni hodnoty
v rovnosti P(cu, V) = |c|P(u, V).



Orientovany objem a MAF Xl

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym télesem K,
provedené Uvahy nas pfivadi k nasledujicim definicim.



Orientovany objem a MAF Xl

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym télesem K,
provedené Uvahy nas pfivadi k nasledujicim definicim.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem Ka1 < ne N.



Orientovany objem a MAF Xl

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym télesem K,
provedené Uvahy nas pfivadi k nasledujicim definicim.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem Ka1 < ne N.

Rikame, ze zobrazeni F: V" — K je
(a) n-linearni nebo téz multilinearni,



Orientovany objem a MAF Xl

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym télesem K,
provedené Uvahy nas privadi k nasledujicim definicim.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem Ka1 < ne N.
Rikame, ze zobrazeni F : V" — K je
(a) n-linearni nebo téz multilinearni,

pokud pro kazdé 1 < j < n a libovolné vektory

U,...,Ui_1,Ujq,...,Uy € V pfitazeni

X— F(uq,...,uji_1,X, U q,...,Up)



Orientovany objem a MAF XII

definuje linearni zobrazeni V — K, t.j. pro v8echna
x,y eV, abe K plati

F(uy,...,uj_q,ax+ by, Uj q,...,Up)
=aF(uq,...,Uj_1,X,Ujq,...,Up)
+ bF(uy,...,Uji_1,Y,Uj4q,...,Up);



Orientovany objem a MAF XIllI

(b) antisymetrické, pokud pro vSechna1 <i<j<na
vSechny vektory u4,...,u, € V plati

F(uy,...,u;,...,uj,...,Up) =

—F(uq,... U U0, Up).



Orientovany objem a MAF XIV

(c) alternujici, pokud pro vSechna 1 < i < j < na vSechny
vektory uq,...,u, € V z podminky u; = u; vyplyva

F(uy,...,u;,...,u;...,up) =0.



Orientovany objem a MAF XV

Lemma
Necht F : V" — K je libovolné zobrazeni, K téleso, V
vektorovy prostor nad K.

(a) Je-licharK # 2 a F je antisymetrické, tak F je alternujici.
(b) Je-li F je multilinearni a alternujici, je F je antisymetricke.



Orientovany objem a MAF XVI

Lemma
Necht F : V" — K je funkce, K téleso, V' vektorovy prostor nad
K, uq,...,u, € V ao je libovolné zobrazeni mnoZiny {1, ..., n}

do sebe.



Orientovany objem a MAF XVI

Lemma
Necht F : V" — K je funkce, K téleso, V' vektorovy prostor nad
K, uq,...,u, € V ao je libovolné zobrazeni mnoZiny {1, ..., n}
do sebe.

(a) Je-lioc permutace a F je antisymetrické, tak
F(UJ(1), soog Ua(n)) = (—1)|U|F(U1 90009 Un),'



Orientovany objem a MAF XVI

Lemma
Necht F : V" — K je funkce, K téleso, V' vektorovy prostor nad
K, uq,...,u, € V ao je libovolné zobrazeni mnoZiny {1, ..., n}
do sebe.

(a) Je-lioc permutace a F je antisymetrické, tak
F(UJ(1), soog Ua(n)) = (—1)|U|F(U1 90009 Un),'

(b) Pokud o neni permutace a F je alternujici, tak

F(UU(1), o6 .,ua(n)) =0.



Orientovany objem a MAF XVII

Lemma
Necht F : V" — K je multilinearni alternujici funkce. Potom pro
libovolné v, ... ,v, € V plati:



Orientovany objem a MAF XVII

Lemma
Necht F : V" — K je multilinearni alternujici funkce. Potom pro
libovolné v, ... ,v, € V plati:

(a) PripoCtenim skalarniho nasobku néjakého z vektoru k
jinému vektoru se hodnota F(v4,...,Vn) nezméni, t.j. pro
libovolné c € K ai,j < n plati

F(Vi,...,Vj...,Vj+CVj,...,Vp)
=F(Vy,. ., Vi V), V).



Orientovany objem a MAF XVII

(b) Pokud jsou vektory vy, ..., v, linearné zavislé, tak
F(vy,...,vp) =0.



Orientovany objem a MAF XVII

(b) Pokud jsou vektory vy, ..., v, linearné zavislé, tak
F(vy,...,vp) =0.

Jak vypadaji vSechny bilinearni (1. j. 2-linearni) alternuijici
funkce F : K2 x K? — K? nad télesem K?



Orientovany objem a MAF XVIII

Zvolme libovolné vektory u = uieq + uses, V= vi€q + Voes
z K2



Orientovany objem a MAF XVIII

Zvolme libovolné vektory u = uieq + uses, V= vi€q + Voes
z K2.

Pokud dvakrat po sobé vyuzijeme bilinearitu a na zaveér
alternaci a antisymetrii F, postupné dostaneme



Orientovany objem a MAF XVIII

Zvolme libovolné vektory u = uieq + uses, V= vi€q + Voes
z K2.

Pokud dvakrat po sobé vyuzijeme bilinearitu a na zaveér
alternaci a antisymetrii F, postupné dostaneme

F(u,v)=F(uieq + usep, v) = u F(e1,v) + u-F(ez,v)
=U F(e1, vieq + Vgeg) aF U2F(eg, Vieq + v2e2)
=uyviF(eq,eq) + uyvoF(eq,e2)

“+U>o V4 F(eg,e1) aF U2V2F(62,62)
u

=F(e1,€2) - (U1vo — Uovy) = F(eq,€2) .

)



Orientovany objem a MAF XIX

kde vyraz
Uy
U
je determinant matice
_ [ U
)= ( 4

Vi
Vo

Vi

) = K2><2.



Orientovany objem a MAF XX

Podobnym zplsobem mizeme odvodit tvar libovolné n-linearni
alternujici funkce F : K™ — K.



Orientovany objem a MAF XX

Podobnym zplsobem mizeme odvodit tvar libovolné n-linearni
alternujici funkce F : K™ — K.

Necht A = (g;) € K™ je matice se sloupci

n
Sj(A) = aijer + ...+ ayen = » _ aje;.

i=1



Orientovany objem a MAF XXI

S vyuzitim n-linearity F pro kazdy z n sloupct matice A
muUzeme vyraz F(A) postupné roznasobit, ¢imz dostaneme
soucet n" ¢lend tvaru

8y(1)1 - - Ao(n)nF (€51 - - - s €0(m));

z kterych kazdy odpovida pravé jednomu zobrazeni o mnoziny
{1,...,n} do sebe.



Orientovany objem a MAF XXII

Podle predchoziho lemmatu o nulové hodnoté alternujici funkce
sCitance pfislusejici zobrazenim o ¢ S, jsou vS8echny rovné 0



Orientovany objem a MAF XXII

Podle predchoziho lemmatu o nulové hodnoté alternujici funkce
sCitance pfislusejici zobrazenim o ¢ S, jsou vS8echny rovné 0

aproo € Sy plati

F(€,(1):---+€0(n) = (—1)/F(e1,...,en).



Orientovany objem a MAF XXII

Podle predchoziho lemmatu o nulové hodnoté alternujici funkce
sCitance pfislusejici zobrazenim o ¢ S, jsou vS8echny rovné 0

aproo € Sy plati

F(€,(1):---+€0(n) = (—1)/F(e1,...,en).

Na zaveér tak dostavame

F(A): F(e17 000 »en) ZO’GSn(_1 )‘U|a0(1)1 0o aa(n)n
= F(In) EUESH(_1 )|0|aa(1)1 000 aa(n) ns

kde pfislusna suma obsahuje n! s€itancu, jeden pro kazdou
permutaci o € Sp.



Zakladni vlastnosti determinantu |

Determinantem Ctvercové matice A = (a;) € K™ nazyvame
vyraz

a{ ... ain

detA = — Z(—1)“’|a0(1)1...aa(n)n.
an1 . e ann O'ESn



Zakladni vlastnosti determinantu Il

Pokud nehrozi zaména s absolutni hodnotou, pouzivame téz
oznaceni |A|.



Zakladni vlastnosti determinantu |l

Pokud nehrozi zaména s absolutni hodnotou, pouzivame téz
oznaceni |A|.

Determinant ¢tvercové matice fadu n budeme nazyvat
determinant radu n.



Zakladni vlastnosti determinantu |l

Pokud nehrozi zaména s absolutni hodnotou, pouzivame téz
oznaceni |A|.

Determinant ¢tvercové matice fadu n budeme nazyvat
determinant radu n.

Pro matici (a;) € K3*3 dostavame vzorec
a1 a2 a3
821 dgp a3 |= 811822833 + 821832413 + 831412423

a31 dsz2 ass
— dgq8ppdi3 — dp1d12d833 — d1148324a23,

znamy jako Sarrusovo pravidlo.



Zakladni vlastnosti determinantu IlI

Tvrzeni
Determinant transponované matice sa rovna determinantu
puvodni matice, t. j.

detA” = detA

pro libovolnou matici A € K",



Zakladni vlastnosti determinantu IlI

Tvrzeni
Determinant transponované matice sa rovna determinantu
puvodni matice, t. j.

detA” = detA

pro libovolnou matici A € K",
V8echny vysledky o determinantech matic si zachovaji svou

platnost, pokud v nich kazdy vyskyt slova "sloupec" nahradime
slovem "fadek" a naopak.



Zakladni vlastnosti determinantu IV

Tvrzeni
Necht1 < m< naA e K"™" je blokova matice tvaru

B C
A~(05):
kde B € Km<m C e Kmx(n—m) g p ¢ K(n—mx(n-m) Potom

det A = detB - detD.



Zakladni vlastnosti determinantu V

(1) Pokud Aq,..., Ak jsou Ctvercové matice, tak
detdiag(A1 9000 ,Ak) —detAq -...-detAg.
(2) Matice A € K™ se nazyva horni (dolni) trojuhelnikova
matice, pokud a; = 0 pro i < j (resp. pre i > j). Pro horni i
dolni trojuhelnikové matice (tedy i diagonalni) plati

detA: 311 ...ann,

t.j. determinant takové matice je soucinem jejich
diagonalnich prvkd.



Charakterizace determinantu |

Véta

Determinant fadu n je n-linearni alternujici funkce K"™" — K
sloupcu matice.

Navic, pro kazdy skalar c € K existuje jediné multilinearni
alternujici zobrazeni F : K™ " — K sloupcu matice tak, Ze
F(,) =c.

Toto F je dané predpisem

F(A) = cdetA.



Charakterizace determinantu Il

Determinant det : K™ — K je jednoznacné urceny jako
n-linearni alternujici funkce sloupcu matice tak, ze

detl, = det(eq,...,e,) = 1.



Charakterizace determinantu Il

Determinant det : K™ — K je jednoznacné urceny jako
n-linearni alternujici funkce sloupcu matice tak, ze

detl, = det(eq,...,e,) = 1.

Tato rovnost koresponduje s pfirozenou volbou jednotky
orientovaného n-rozmérného objemu v K" — je ji orientovany
objem rovnobéznosténu urc¢eného vektory ey, ..., e, (vtomto
poradi).



Charakterizace determinantu Il

Véta
(Cauchyho véta o determinantu soucinu matic)
Pro libovolné matice A, B € K"™" plati

det(A - B) = detA - detB;



Charakterizace determinantu Il

Véta
(Cauchyho véta o determinantu soucinu matic)
Pro libovolné matice A, B € K"™" plati

det(A - B) = detA - detB;

t.j. determinant soucinu matic se rovna soucinu jejich

determinantu.



Charakterizace determinantu IV

Véta
Ctvercova matice A € K™ " je reqularni pravé tehdy, kdy?
detA # 0. Vtomto



Charakterizace determinantu IV

Véta
Ctvercova matice A € K™ " je reqularni pravé tehdy, kdy?
det A # 0. V tomto pripadé

det(A~") = (detA)~".



Laplaceuv rozvoj determinantu |

Pro n = 0,1 neni co dokazovat. Budeme v dalSim
predpokladat, ze n > 2.

Duikaz véty o charakterizaci determinantu Nejprve
dokazeme, Ze determinant je alternujici funkce.
Necht A € K™ je takova matice, Ze

pro néjaké i < j.



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).

Pro vSechna k, /| < n plati

agl = ar(k)l-



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).

Pro vSechna k, /| < n plati

agl = ar(k)l-

Mnozinu vSech sudych permutaci mnoziny {1, ..., n} budeme
oznacovat jako T € A,.



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).

Pro vSechna k, /| < n plati

agl = ar(k)l-

Mnozinu vSech sudych permutaci mnoziny {1, ..., n} budeme
oznacovat jako T € A,.

Ztejme prifazenim o — 7 o o je dana bijekce A, — Sp.



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
S oes, (=N asy1 - @smyn



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
S oes, (=N asy1 - @smyn

Y oed, Bo(1)1 - Bo(nyn = DveSy— A, Bo(1)1

- 8s(n)n



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
S oes, (=N asy1 - @smyn

Y oed, Bo(1)1 - Bo(nyn = DveSy— A, Bo(1)1

Y oed, Bo(1)1 -+ Ao(n)n — 2ved, Aroo)(1) 1

- 8s(n)n

<+ @(ro0)(n) n



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
= Yoes,(=Nay 1)1 @s(nyn

Y oved, o(1)1 - Bo(n)n = Dves,— A, Bo(1)1 -+ - 8o(n)n
deAn As(1)1 -+ - 8o(n)n — deAn A(ro5)(1)1 - - - A(roc)(n) n

> ved, (Bs(1)1- -+ 8o(nyn — 8(roo)(1)1 - - - A(roc)(n)n)



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
= Yoes,(=Nay 1)1 @s(nyn

= Doed, @o(1)1 - Bo(n)n ~ 2ogeSy—Ay Ao(1)1 -+ - 8o(n)n

— EUeAn a0(1)1 cee aa(n) n— ZUEAn a(TOO’)(1)1 e a(’TOO’)(n) n
= EgeAn (30(1)1 -+ 8y(nyn — Q(ro0)(1)1 - - - A(r00)(n) n)

= 0.



Laplaceuv rozvoj determinantu IV

DokaZeme, ze det A je linearni funkce j-tého sloupce
(31/', oo anj)T-



Laplaceuv rozvoj determinantu IV

DokaZeme, ze det A je linearni funkce j-tého sloupce
(a1ja 000 g anj)T-

Pro i < nozna¢me Sy(i,j) = {o € Sp; i = o(j)} a polozme

8 = Loes,(i) (=17 8o(1)1 -+ o(1)j-18o(1) 1 - - o)



Laplaceuv rozvoj determinantu IV

DokaZeme, ze det A je linearni funkce j-tého sloupce
(a1ja 000 g anj)T-

Pro i < noznacme Sy(i,j) = {0 € Sp; i = o(j)} a polozme

Bj = Y sesn(i) (=170 (1)1 -+ Bo(1)j-18o(i 1) 41 - - - Bo(m) -

Potom ziejmé
det A= 27:1 é,-,-a,-,- = (é”, e, énj) . (a1j, c, a,,j)T,

coz dokazuje linearitu.



Laplacelv rozvoj determinantu V

Determinant je rovnéz multilinearni alternujici funkce radku
matice a (protoze o € Sp(i,j) < o' € Sp(j, i) pro i-ty Fadek
(ajt,- .., ain) matice A jeji determinant ma rozvoj



Laplaceuv rozvoj determinantu V

Determinant je rovnéz multilinearni alternujici funkce radku
matice a (protoze o € Sp(i,j) < o' € Sp(j, i) pro i-ty Fadek
(ajt,- .., ain) matice A jeji determinant ma rozvoj

det A= 2721 a,'jé,'j
= (ait,---amn) - (3,.--,an)".

se stejné definovanymi koeficienty a;.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.

Matici A = (@jj)nxn Nazyvame matici algebraickych doplnku
k matici A.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.

Matici A = (@jj)nxn Nazyvame matici algebraickych doplnku
k matici A.

Tvrzeni
Necht Aj; oznacuje matici fadu n — 1, ktera vznikne z matice
A € K™ yynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.

Matici A = (@jj)nxn Nazyvame matici algebraickych doplnku
k matici A.

Tvrzeni
Necht Aj; oznacuje matici fadu n — 1, ktera vznikne z matice
A € K™ yynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.

Potom -
é,,- = (—1)’+fyA,-jy.



Laplaceuv rozvoj determinantu VII

Determinanty matic, které vzniknou vynechanim nékterych
radku a stejného poctu sloupct z matice A € K™ nazyvame
jejimi minory, pfipadné subdeterminanty determinantu |A|.



Laplaceuv rozvoj determinantu VIII

Véta
(Laplaceova véta o rozvoji determinantu)
Necht A € K™*" 1 < k,| < n. Potom

A= Zl 1(= )k+jak/ Al
=3 1( 1)*|A;| aj.



Laplaceuv rozvoj determinantu VIII

Véta
(Laplaceova véta o rozvoji determinantu)
Necht A € K™*" 1 < k,| < n. Potom

A= Zl 1(= )k+jak/ Al
=YL 1( 1) Ay ay.

Uvedené soucty nazyvame Laplaceovymi rozvoji
determinantu |A| — prvni podle k-tého fadku, druhy podle /-tého
sloupce.



Vypocet determinantu |

Kazdy determinant je multilinearni alternujici funkci jak radku
tak i sloupct matice.

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna soucinu jejich
diagonalnich prvka.



Vypocet determinantu |l

(1) Vyménou poradi dvou fadku nebo sloupct matice se
hodnota jejiho determinantu zméni na opacnou.
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(1) Vyménou poradi dvou fadku nebo sloupct matice se
hodnota jejiho determinantu zméni na opacnou.

(2) Vynasobenim néjakého radku nebo sloupce matice
nenulovym skalarem c¢ € K sa jeji determinant zméni na
c-nasobek plvodni hodnoty.



Vypocet determinantu |l

(1) Vyménou poradi dvou fadku nebo sloupct matice se
hodnota jejiho determinantu zméni na opacnou.

(2) Vynasobenim néjakého radku nebo sloupce matice
nenulovym skalarem c¢ € K sa jeji determinant zméni na
c-nasobek plvodni hodnoty.

(3) Pripoctenim skalarniho nasobku néjakého fadku matice
K jejimu jinému fadku, resp. nasobku néjakého jejiho
sloupce k jinému sloupci se hodnota jejiho determinantu
nezmeni.



Vypocet determinantu Ill

(4) Pokud matice obsahuje nulovy fadek nebo sloupec,
pripadné dva stejné fadky nebo sloupce, tak jeji
determinant je 0.



Vypocet determinantu Ill

(4) Pokud matice obsahuje nulovy fadek nebo sloupec,
pripadné dva stejné fadky nebo sloupce, tak jeji
determinant je 0.

(5) Necht v§echny prvky i-tého fadku pfipadné j-tého sloupce
matice A s vyjimkou prvku a; jsou rovné 0. Potom

A| = (—1)"a; |A;l.



Vypocet determinantu Ill

(4) Pokud matice obsahuje nulovy fadek nebo sloupec,
pripadné dva stejné fadky nebo sloupce, tak jeji
determinant je 0.

(5) Necht v§echny prvky i-tého fadku pfipadné j-tého sloupce
matice A s vyjimkou prvku a; jsou rovné 0. Potom

A| = (—1)"a; |A;l.

air a2
az{ do2

(6)

= ay1dx2 — az1ai2.




Vypocet determinantu IV

Vypocitame tzv. Vandermonduv determinant fadu n

2 n—1
1 x3 x5 ... x11

| X2 X o .. X
\/ 2 2
Dn(X ’X27"‘7Xn) o

2 =
1 X0 X5 ... Xp



Vypocet determinantu V

Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadku dostaneme

1 X1 X2 L X
0 Xo—Xx1 X5—x2
2 — X
VDn(X1, X0, ..., Xn)= : :

0 Xp—X1 Xa—x2 ... x5 '—x



Vypocet determinantu VI

Naslednym rozvojem podle prvniho sloupce dostaneme

Xo—Xx1 X8 —x¢ ... x§'—x!
VDn(X1, X0, ..., Xn) = : :
Xn—X1 X5—x2 ... xp ' —x"?



Vypocet determinantu VI

Naslednym rozvojem podle prvniho sloupce dostaneme

Xo—Xx1 X8 —x¢ ... x§'—x!
VDn(X1, X0, ..., Xn) = : :
Xn—X1 X5—x2 ... xp ' —x"?

Odectéme nyni od kazdého sloupce pocinaje druhym
X1-nasobek predchazejiciho sloupce.



Vypocet determinantu VII
V determinantu, ktery ziskdme, je na misté (/, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

K K k=1 k—1 k—1
(X1 = x0) = xa(Xiiq — X7 ) = Xy (Xigr — 1)



Vypocet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

k K k=1 k-1 k—1
(X —x0) = x (X — X7 ) = X (Xigt — X4).

Pokud vytkneme z i-tého fadku Cinitel x;, 1 — x1, postupné ndm
vyjde

Xo— X1 Xe(Xe—X1) ... X§2(%—xi)

VDn(X1, X2, ..., Xp) =



Vypocet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

k K k=1 k-1 k—1
(X —x0) = x (X — X7 ) = X (Xigt — X4).

Pokud vytkneme z i-tého fadku Cinitel x;, 1 — x1, postupné ndm
vyjde

Xo— X1 Xe(Xe—X1) ... X§2(%—xi)

VDn(X1, X2, ..., Xp) =



Vypocet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

k K k=1 k-1 k—1
(X —x0) = x (X — X7 ) = X (Xigt — X4).

Pokud vytkneme z i-tého fadku Cinitel x;, 1 — x1, postupné ndm
vyjde

Xo— X1 Xe(Xe—X1) ... X§2(%—xi)
VDn(X1, X2, ..., Xp) =

Xn— X1 Xp(Xn—X1) ... X,’77_2(Xn — Xq)



Vypocet determinantu VIII

VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)

Xo ...

n—2



Vypocet determinantu VIII

VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)

Xo ...

n—2



Vypocet determinantu VIII

VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)



Vypocet determinantu VIl

1 X X3
VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)
1 xp ek
= (x2—X1)...(Xn—x1) VDp_1(X2, ..., Xn)
Podobné
VDp 1(X2,...,Xn) = (X3 — X2) ... (Xn — X2) VDp_2(X3, ..., Xn),

atd.



Vypocet determinantu IX

Protoze zejména VD (x,) = 1, dostaneme vysledek

VDn(X1, X2, ..., Xn) = H (X — xi),

1<i<j<n

kde symbolom [] oznacujeme soucin prislusnych CinitelQ.



Inverzni matice a Cramerovo prav. |

Necht A € K™" a1 < i k < njsou rizné indexy. Oznacme B
matici, kterd vznikne z matice A nahrazenim jejiho k-tého
fadku i-tym radkem.

Potom matice B ma (aspon) dva radky stejné, a to i-ty a k-ty,
proto |B| = 0.

Na druhé strané se matice A a B li§i nanejvys v k-tém fadku,
proto Ay = By pro kazdée 1 < j < n.



Inverzni matice a Cramerovo prav. Il

Z tohoto duvodu jsou algebraické doplnky odpovidajicich si
prvkl k-tych fadkd obou matic stejné:

by = (— 1)k |By| = (—1) Ay = &



Inverzni matice a Cramerovo prav. Il

Z tohoto duvodu jsou algebraické doplnky odpovidajicich si
prvkl k-tych fadkd obou matic stejné:

bij = (—1)<|Byj| = (— 1)< |Ay| = &.

Rozvineme-li determinant matice B podle jejiho k-tého fadku,
dostaneme

detB = Zbk,bk, Za,,ak,fo
j=1



Inverzni matice a Cramerovo prav. ll|

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem determinantu
matice A podle k-tého fadku dava

2721 a,-,-ék,- = I‘,'(A) % (A) U



Inverzni matice a Cramerovo prav. ll|

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem determinantu
matice A podle k-tého fadku dava

P agay = ti(A)-r(A)T



Inverzni matice a Cramerovo prav. ll|

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem determinantu
matice A podle k-tého fadku dava

P agay = ti(A)-r(A)T

Jinak receno,



Inverzni matice a Cramerovo prav. IV

Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici A potom dostaneme
tak, ze transponovanou matici jejich algebraickych doplnku
vydélime determinantem |A]|.



Inverzni matice a Cramerovo prav. IV

Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici A potom dostaneme
tak, ze transponovanou matici jejich algebraickych doplnku
vydélime determinantem |A]|.

Véta
Necht A € K™" je regularni matice. Potom
1 =7

A= __A
A



Inverzni matice a Cramerovo prav. V

Priklad
Najdéme inverzni matici k realné matici

a=(s 5 )



Inverzni matice a Cramerovo prav. V

Priklad
Najdéme inverzni matici k realné matici

a=(s 5 )

Jeji determinant a matici algebraickych doplriku vypocteme
snadno:

A|=1-(=3)—5.(-2) =7, A:<_23 ‘15>.



Inverzni matice a Cramerovo prav. VI

Proto



Inverzni matice a Cramerovo prav. VIl

Véta

(Cramerovo pravidlo)

Necht A € K™" je regularni matice,b € K" apro1 <j<n
necht Ajb oznacuje matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho j-tého sloupce sloupcovym vektorem b.



Inverzni matice a Cramerovo prav. VIl

Véta

(Cramerovo pravidlo)

Necht A € K™" je regularni matice,b € K" apro1 <j<n
necht Ajb oznacuje matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho j-tého sloupce sloupcovym vektorem b.

Potom soustava A - x = b ma jediné reseni

)

AP AR 1AD

X = : e :
Al A A|
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Abstrakt prednasky

V této kapitole se pokusime o naplnéni linearni algebry
geometrickym obsahem ve vektorovych prostorech nad
Ciselnym télesem R.
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V této kapitole se pokusime o naplnéni linearni algebry
geometrickym obsahem ve vektorovych prostorech nad
Ciselnym télesem R.

P¥i naSich dosavadnich Uvahach o vektorovych prostorech jsme
pomoci operaci scitani vektorli a nasobeni Cisla s vektorem
vySettovali pojmy jako byla linearni zavislost a nezavislost
vektoru, generovatelnost, souradnice vektoru, atd.
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P¥i naSich dosavadnich Uvahach o vektorovych prostorech jsme
pomoci operaci scitani vektorli a nasobeni Cisla s vektorem
vySettovali pojmy jako byla linearni zavislost a nezavislost
vektoru, generovatelnost, souradnice vektoru, atd.

Prozatim jsme v§ak neméli moznost ve vektorovych prostorech
"méfit", tzn. zjiStovat a porovnavat délky vektoru, resp. odchylky
(tj. velikosti Uhld), coz jsou pojmy, které hraji podstatnou roli
napf. v geometrii.



Abstrakt prednasky

V této kapitole se pokusime o naplnéni linearni algebry
geometrickym obsahem ve vektorovych prostorech nad
Ciselnym télesem R.

P¥i naSich dosavadnich Uvahach o vektorovych prostorech jsme
pomoci operaci scitani vektorli a nasobeni Cisla s vektorem
vySettovali pojmy jako byla linearni zavislost a nezavislost
vektoru, generovatelnost, souradnice vektoru, atd.

Prozatim jsme v§ak neméli moznost ve vektorovych prostorech
"méfit", tzn. zjiStovat a porovnavat délky vektoru, resp. odchylky
(tj. velikosti Uhld), coz jsou pojmy, které hraji podstatnou roli
napf. v geometrii.

Ukazuje se, Ze celou zakladni geometrickou strukturu, véetné
délek a uhli, mizeme odvodit z pojmu skalarniho soucinu.



Skalarni soucin |
Skalarni soucin

Skalarni nebo téz vnitfinim soucinem na realném vektorovém
prostoru V rozumime binarni operaci V x V — R, ktera kazdé
dvojici (X, y) vektorl z V prifadi redlné Cislo (x,y), takové, ze
pro vSechny X, ¥, X1, Xo € V alibovolné ¢ € R plati:

<x1 + X2, y> = <X1 ) y> + <x27 y> (adlthIta),

(cx,y) = c(x,y) (homogenita),
(x,y) ={y,X) (symetrie),
Xx#0= (x,x) >0 (kladna

definitnost).



Skalarni soucin Il

Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu nam dava
jeho linearitu jako funkci prvni proménné (pfi pevné druhé
promenné).



Skalarni soucin Il

Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu nam dava
jeho linearitu jako funkci prvni proménné (pfi pevné druhé
proménng).

Ze symetrie plyne i linearita skalarniho soucinu jako funkce
druhé proménné (pfi pevné prvni promeénné), t. . rovnosti

(X, Y1 + ¥Y2)=(X,¥p) + (X, ¥2),
(x, cy)=c(x,y),

pro vSechna X,y,,Y, € Vac € R.



Skalarni soucin Il

Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu nam dava
jeho linearitu jako funkci prvni proménné (pfi pevné druhé
proménng).

Ze symetrie plyne i linearita skalarniho soucinu jako funkce
druhé proménné (pfi pevné prvni promeénné), t. . rovnosti

(X, Y1 + ¥Y2)=(X,¥p) + (X, ¥2),
(x, cy)=c(x,y),

pro vSechna X,y,,Y, € Vac € R.

Z (bi)linearity plyne podminka kladné definitnosti
(X, X) > 0& ((x,x) =0 < x=0)

pro kazdé x € V.



Skalarni soucin Il

Prvni ¢ast této podminky nam umoznuje definovat normu
neboli délku vektoru X rovnosti

X[l = v/ (x, %).



Skalarni soucin Il

Prvni ¢ast této podminky nam umoznuje definovat normu
neboli délku vektoru X rovnosti

X[l = v/ (x, %).

Euklidovskym prostorem nazyvame libovolny konecné
rozmérny realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.



Skalarni soucin IV
Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.



Skalarni soucin IV
Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.

Lehce se miZeme presvédCit, Ze stejny vzorecek funguje pro
kazdé n, t.j. prox = (x1,.... %)), ¥y = (y1,....yn)" je
predpisem

n
xy)=x"-y=> xy
i=1



Skalarni soucin IV
Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.

Lehce se miZeme presvédCit, Ze stejny vzorecek funguje pro
kazdé n, t.j. prox = (x1,.... %)), ¥y = (y1,....yn)" je
predpisem

n
xy) =xy=3 xy,
i=1

definovany skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru
R".



Skalarni soucin IV
Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.
Lehce se miZeme presvédCit, Ze stejny vzorecek funguje pro
kazdé n, t.j. prox = (x1,.... %)), ¥y = (y1,....yn)" je

predpisem
n
xy) =x"-y=>"xy,
i=1

definovany skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru
R". V pripadé radkového prostoru R" mame

x,y)=x-y’ Zx,y,



Skalarni soucin V

Takovyto skalarni soucin budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R".



Skalarni soucin V

Takovyto skalarni soucin budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R".

Standardni skalarni soucin vektort x,y € R" (at uz jde o
radkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaci x - y.



Skalarni soucin V

Takovyto skalarni soucin budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R".

Standardni skalarni soucin vektort x,y € R" (at uz jde o
radkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaci x - y.

Délka vektoru x vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu
je

i = vix= (34F)

i=1



Skalarni soucin V

Takovyto skalarni soucin budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R".

Standardni skalarni soucin vektort x,y € R" (at uz jde o
radkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaci x - y.

Délka vektoru x vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu
je

i = vix= (34F)

i=1

V ramci analytické geometrie se pro nenulové vektory x, y
dokazuje znamy vztah

x -y = x|l [lyl[cos a,

ktery spojuje standardni skalarni souéin v R? &i v R® s délkou
prisluSnych vektort a jimi sevienym thlem a.



Skalarni soucin VI

Priklad
PolozZime-li

<U, V> =4u1vy + 2U1 Vo + 2Uo vy + 3Us Vs,

pak jsou opét spinény axiomy skalarniho soudinu, tzn. R?
s timto skalarnim soucinem je euklidovskym prostorem.



Skalarni soucin VI

Priklad
PolozZime-li

<U, V> =4u1vy + 2U1 Vo + 2Uo vy + 3Us Vs,

pak jsou opét spinény axiomy skalarniho soudinu, tzn. R?
s timto skalarnim soucinem je euklidovskym prostorem.

Srovname-li vyse uvedeny skalarni soucin se standardnim
skalarnim soucinem, je vidét, Ze i kdyZ se v obou pfipadech
jedné o tentyZ vektorovy prostor R?, jsou definované skalérni
souciny razné, a tedy ruzné jsou pak i pomoci nich ziskané
euklidovské prostory.



Skalarni soucin VII

Kazdy podprostor vektorového prostoru V nad T je sam
vektorovym prostorem nad T. Je-li specielné V euklidovskym
prostorem, tzn. je realny s definovanym skalarnim soucinem,
pak zfejmé axiomy skalarniho soucinu budou jisté splnény i
v jeho libovolném (vektorovém) podprostoru.



Skalarni soucin VII

Kazdy podprostor vektorového prostoru V nad T je sam
vektorovym prostorem nad T. Je-li specielné V euklidovskym
prostorem, tzn. je realny s definovanym skalarnim soucinem,
pak zfejmé axiomy skalarniho soucinu budou jisté splnény i
v jeho libovolném (vektorovém) podprostoru.

To znamena, Ze kazdy (vektorovy) podprostor euklidovského

prostoru V je sdm euklidovskym prostorem. Budeme jej
struné nazyvat podprostor euklidovského prostoru.



Skalarni soucin VIlI

Priklad
Necht' V = Ry[x] a necht f = f(x),g = g(x) € Ry[x] jsou
libovolné vektory — polynomy. PoloZime-li

(f,9) = [y f(x) - g(x)dx,

pak rozepsanim (uzitim zakladnich vét o integrovani znamych
z analyzy) se ovéri platnost axiomi skalarniho soucinu.



Skalarni soucin VIlI

Priklad
Necht' V = Ry[x] a necht f = f(x),g = g(x) € Ry[x] jsou
libovolné vektory — polynomy. PoloZime-li

(t.9) = Jy f(x) - g(x) dx,

pak rozepsanim (uzitim zakladnich vét o integrovani znamych
z analyzy) se ovéri platnost axiomi skalarniho soucinu.

Tedy Rp[x] s timto skalarnim soucinem je euklidovsky prostor.



Skalarni soucin IX

Véta
V kazdém realném vektorovém prostoru V Ize definovat
Skalarni soucin.



Skalarni soucin IX

Véta
V kazdém realném vektorovém prostoru V Ize definovat
Skalarni soucin.

Muzeme tedy prohlasit, Ze z kazdého realného vektorového
prostoru Ize utvofit euklidovsky prostor, obecné vSak nikoliv
jedinym zplGsobem.



Skalarni soucin IX

Véta
Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
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2. (u,r-v) =r-(u,v),
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Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
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Sl=



Skalarni soucin IX

Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
2. (u,r-v) =r-(u,v),

3. <<I§P/'Ui>,<ifj'vj>> ZZP/U (Ui, v)),

Sl=

. (0,u) = (u,0) =0,

SN



Skalarni soucin IX

Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
2. (u,r-v)=r-{(uv),

o ((Spew). (£r-w)) = £ S wiv)

Sl=

SN
©
c
S~
I
3
o
I
o



Skalarni soucin IX

Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
2. (u,r-v) =r-(u,v),

3. <<I§P/'Ui>,<ifj'vj>> ZZP/U (Ui, v)),

Sl=

4. (0,u) = (u,0) =0,
5 (uuu)=0<u=0
prou,v,w,u;, v, eV, r p; r € R libovolna.



Skalarni soucin X

Definice
Necht'V je euklidovsky prostor, u € V. Pak nezaporné realné
cislo:

lull = v/{u,u)

se nazyva délka nebo téz velikost ¢i norma vektoru u.



Skalarni soucin X

Definice
Necht'V je euklidovsky prostor, u € V. Pak nezaporné realné

cislo:
Jul] = v/(u,u)
se nazyva délka nebo téz velikost ¢i norma vektoru u.

Je-li |ju]| = 1, pak fikdme, Ze vektor u je normovany.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova nerovnost |

Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova nerovnost

Necht a = (uq,...,uk) je libovolnd usporéddana k-tice vektord
ve vektorovém prostoru V se skalarnim soucinem. Témeér
vSechny podstatné informace o téchto vektorech jsou ukryté
v tzv. Gramove matici

G(a) = G(uy,...,uk) = ((Ui U)o

vektorl uy, . .., Ug.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova nerovnost |l

Determinant Gramovy matice

detG(a) = |G(uy,...,uy)|

(uj,ug) ... (uq,ug)

<Uk,.U1> (Uk;Uk>

se nazyva Gramovym determinantem vektor( uq, ..., U.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Il|

Tvrzeni

Necht uy, . .., uk jsou libovolné vektory ve vektorovém prostoru
V se skalarnim soucinem. Potom

(a) G(uy,...,ux) je symetrickd matice tak, 2ec-G-¢c’ >0

pro libovolny vektor ¢ = (cy, ..., ck) € RX;



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Il|

Tvrzeni
Necht uy, . .., uk jsou libovolné vektory ve vektorovém prostoru
V se skalarnim soucinem. Potom
(a) G(uy,...,ux) je symetrickd matice tak, 2ec-G-¢c’ >0
pro libovolny vektor ¢ = (cy, ..., ck) € RX;

(b) vektory uy, ..., Uy jsou linearné nezavislé pravé tehdy,
kdyZ G(uy,...,ux) jec-G-c” > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy, ..., Cx) € RX.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IV

Dikaz. Oznatme G = G(uy,...,U).
(a) Symetrie matice G je pfimym dusledkem symetrie
skalarniho soucinu.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IV

Dikaz. Oznatme G = G(uy,...,U).

(a) Symetrie matice G je pfimym dusledkem symetrie
skalarniho soucinu.

Zbyva dokazat, Ze pro libovolny vektor ¢ = (¢, ..., ck) € RX
platic-G-c¢’ > 0.

PoloZme v = cjuq + ... + cxUuk. Potom z bilinearity a kladné
definitnosti skalarniho soucinu vyplyva

K k
c-G-c" = Y, >j—1 Cici(uj, u;)



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IV

Dikaz. Oznatme G = G(uy,...,U).

(a) Symetrie matice G je pfimym dusledkem symetrie
skalarniho soucinu.

Zbyva dokazat, Ze pro libovolny vektor ¢ = (¢, ..., ck) € RX
platic-G-c¢’ > 0.

PoloZme v = cjuq + ... + cxUuk. Potom z bilinearity a kladné
definitnosti skalarniho soucinu vyplyva

k k
c-G- CT = Z,‘T(1 Z/‘:1 CiC/{<Ui7 UI>
= (i cu, Yy gup) = (v,v) > 0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. V

(b) Necht' uyq,...,uk jsou linearné nezavislé a predpokladejme,
Ze existuje nenulovy vektor ¢ = (cy,...,ck) € R¥ tak, ze
c-G-c"=0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. V

(b) Necht w4, ..., u, jsou linearné nezavislé a predpokladejme,
Ze existuje nenulovy vektor ¢ = (cy,...,ck) € R¥ tak, ze
c-G-¢c’"=0.

Polozme v = cjuq + ... + ckug. Pak

P Z_;(:1 cicj(ui,uj) = (v,v) =0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. V

(b) Necht w4, ..., u, jsou linearné nezavislé a predpokladejme,
Ze existuje nenulovy vektor ¢ = (cy,...,ck) € R¥ tak, ze
c-G-¢c’"=0.

Polozme v = cjuq + ... + ckug. Pak

P Z/"(=1 cicj(ui,uj) = (v,v) =0.

Protoze (—, —) je skalarni soucin, je nutné v = 0 tj. z linearni
nezavislosti vektord uy, ..., u, mame, ze ¢ = (¢y,...,cx) = 0.
Spor.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Necht G(uy,...,ux)jec-G-c’ > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy,...,cx) € RX.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Necht G(uy,...,ux)jec-G-c’ > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy,...,cx) € RX.
Jsou-liug, ..., uk linearné zavislé, tak v R" existuje vektor

c=(cy,...,ck) #0takovy, ze v=cius + ...+ cxux = 0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Necht G(uy,...,ux)jec-G-c’ > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy,...,cx) € RX.

Jsou-liug, ..., uk linearné zavislé, tak v R" existuje vektor
c=(cy,...,ck) #0takovy, ze v=cius + ...+ cxux = 0.

Potom podle (a)

c-G-c’=(v,v) =(0,0) =0,

spor.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Dusledek
Pro libovolné uy, . .., u, € V plati

|G(U1,...,Uk)| > 0.

Pritom |G(uy, ..., ux)| = 0 prave tehdy, kdyZ vektory uy, ...

jsou linedarné zavislé.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Dusledek
Pro libovolné uy, . .., u, € V plati

|G(U1,...,Uk)| > 0.

Pritom |G(uy, ..., ux)| = 0 prave tehdy, kdyZ vektory uy, ..., ux
jsou linedarné zavislé.

Dukaz. Kazda symetricka matice Ize zapsat ve tvaru
P™.D P, kde P je regularni matice a D je diagonalni matice.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Dusledek
Pro libovolné uy, . .., u, € V plati

|G(U1,...,Uk)| > 0.

Pritom |G(uy, ..., ux)| = 0 prave tehdy, kdyZ vektory uy, ..., ux
jsou linedarné zavislé.

Dukaz. Kazda symetricka matice Ize zapsat ve tvaru
P™.D P, kde P je regularni matice a D je diagonalni matice.

Protoze ¢-G-¢’ > 0 pro libovolny vektor ¢ = (¢, ..., cx) € RX,
ma matice D na diagondle nezdporné prvky.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIl

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.
Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé

sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.
Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé

sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.

Tedy si(G(a)) = >_;; ¢;8j(G(cx)) pro vhodné koeficienty ¢;, zde
ci=—1.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.

Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé
sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.

Tedy si(G(a)) = >_;; ¢;8j(G(cx)) pro vhodné koeficienty ¢;, zde
Ci = —1.

Odtud

0=, ¢8i(G(a)) = (51(G(a)), .- ., Sk(G(x))) - (c1,. -, )



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.
Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé
sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.

Tedy s;(G(a)) = Z#,- ¢;sj(G(a)) pro vhodné koeficienty ¢;, zde
ci=—1.

Odtud

0=13",¢8(G(c)) = (51(G()), - .., 8k(G())) - (c1, .-, k)T
Celkem

0= (C1 50000 Ck) . (S1 (G(a)), 500 T Sk(G(a))) . (C1 So000¢ Ck)T, tj.
vektory Uy, ..., U, jsou linearné zavislé.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IX

Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Guvl — |



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IX

Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Guvl — |

= (u,u){v,v) — (u,v)(v,u)



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IX

Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Guvl — |

= (u,u){v,v) — (u,v)(v,u)
lulZ[[v]|® = (u,v)? >0,



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IX

Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Gyl — |

= (u,u){v,v) — (u,v)(v,u)
lulZ[[v]|® = (u,v)? >0,

pricemz rovnost nastane prave tehdy, kdyz vektory U, Vv jsou
linearné zavislé.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. X

Tim je dokazand tzv. Cauchyho-Schwarzova nerovnost:

Tvrzeni
Pro libovolné vektory u,v € V v prostoruV se skalarnim
soucinem plati

[(u, V)| < Jluffiv]],

pricemZ rovnost nastane praveé tehdy, kdyZz vektory u, V jsou
linearné zavislé.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Xl

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost ¢asto zapisujeme
v ekvivalentnim tvaru:

((u, v))? < [lu® - [|v]|?.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Xl

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost ¢asto zapisujeme
v ekvivalentnim tvaru:

((u, )2 < [lul|- v,

Poznamenejme jesté, Ze pro tuto nerovnost se v literature
pouziva téz pojmenovani "Cauchyho nerovnost", resp.
"Cauchyho-Bunjakovského nerovnost", event. "Schwarzova
nerovnost".



Délka vektoru a uhel dvou vektoru |

Délka vektoru a uhel dvou vektoru

Normou na realném vektorovém prostoru V rozumime libovolné
zobrazeni || — || : V — R, které vektoru x € V pfifadi reélné Cislo
||x||, nazyvané normou nebo téz délkou vektoru X, takove, ze
pro v8echny X,y € V alibovolné ¢ € R plati

Ix+yll <|x|+ Iyl (trojuhelnikova
nerovnost),
lex|[ = lef [Ix] (pozitivni
homogenita),

IIx|=0 = x=0 (oddélitelnost).



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z pozitivni homogenity plati ||0|| = 0 a ||—x|| = ||x]|,



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z pozitivni homogenity plati ||0|| = 0 a ||—x|| = ||x]|,
s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

1

1 1
1]} = 5 (Il + I=xI)) > 5 Ix — x| = 5 0]l =0.

N



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z pozitivni homogenity plati ||0|| = 0 a ||—x|| = ||x]|,
s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

1

1 1
1]} = 5 (Il + I=xI)) > 5 Ix — x| = 5 0]l =0.

N

Z oddélitelnosti mame ||X|| > 0 pro kazdé 0 # x € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Il

Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Ill
Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektora.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Il

Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektoru.

Tti definujici podminky pro normu zarucCuji, ze takovéto méreni
délek, t.j. pfifazeni x — ||x||, m& rozumné vlastnosti, jaké od
délek oCekavame.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Il

Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektoru.

Tti definujici podminky pro normu zarucCuji, ze takovéto méreni
délek, t.j. pfifazeni x — ||x||, m& rozumné vlastnosti, jaké od
délek oCekavame.

Vzdalenosti bodu X,y ve vektorovém prostoru V s normou || - ||
nazyvame délku vektoru x — vy, t.j. islo || x — y||.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Ill
Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektoru.

Tti definujici podminky pro normu zarucCuji, ze takovéto méreni
délek, t.j. pfifazeni x — ||x||, m& rozumné vlastnosti, jaké od
délek oCekavame.

Vzdalenosti bodu X,y ve vektorovém prostoru V s normou || - ||
nazyvame délku vektoru x — vy, t.j. islo || x — y||.

Pomoci vzdalenosti bodi mazeme trojuhelnikovou nerovnost
vyjadfit jinym, ekvivalentnim zplsobem:

X =yl +1ly -2l =[x - 2|

pre vSechny x,y,z € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti

x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti

x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Rovnosti
[1X[| = v/ {x,x)
je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

dostavame
IX+y|? =(x+y,x+y)



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV
Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti
[1X[| = v/ {x,x)

je definovana norma na V.
Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
dostavame

% +y|[?

(X+Yy,x+Yy)
(%, %) + (X, y) + (¥, %) +(y,y)



Délka vektoru a uhel dvou vektora 1V
Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti
x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.
Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
dostavame
Ix+y[? = (x+y,x+y)
= (X,X) + (X, ¥) + (¥, X) +(V,Y)

= x| +2(x,y) + [lyl[®



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti

x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
dostavame
Ix+y[? = (x+y,x+y)
= (X,X) + (X, ¥) + (¥, X) +(V,Y)
= [Ix[I? +2(x,y) +[ly|[?

< [Ix]12 +2|Ix] {Iyll + Iyl



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Rovnosti
X[ = v/ (X, X)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

dostavame

Ix+y[Z = (x+y,x+y)
= <X,X> + <X,y> + <y,X> + <y7y>

= [IX]12 + 2(x, y) + ||y
<[] + 2 ||| [yll + Iy
= (IIxll + [yl



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Rovnosti
X[ = V/(x,X)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

dostavame

Ix+y[Z = (x+y,x+y)
= <X,X> + <X,y> + <y,X> + <y7y>

= [IX]12 + 2(x, y) + ||y
<[] + 2 ||| [yll + Iy
= (IIxll + [yl

To dokazuje trojuhelnikovou nerovnost. |



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati

(x,y)

< ¥ <o,
1] {lyll



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati
< XY
Iyl

Proto existuje jediné realné Cislo « takové, ze 0 < a < ma

k)
Iy




Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati

(x,y)

< ¥ <o,
1] {lyll

Proto existuje jediné realné Cislo « takové, ze 0 < a < ma

0o XY
I 1yl

Cislo o nazyvame dhlem nebo téZ odchylkou vektorti x, y a
znacime ho a = <(X,y).



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati

(x,y)

< ¥ <o,
1] {lyll

Proto existuje jediné realné Cislo « takové, ze 0 < a < ma

0o XY
I 1yl

Cislo o nazyvame dhlem nebo téZ odchylkou vektorti x, y a
znacime ho a = <(X,y).

Ze symetrie skalarniho soucinu vyplyva <(x,y) = <(y, X), to
znamena, Ze se jedna o neorientovany uhel.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru V

P¥i této definici Uhlu dvou nenulovych vektort zlistava vztah

(x,y) = [/ lyl cos <(x,y),

platny pro standardni skalarni sougin v R? a R3, zachovany
v libovolném prostoru se skalarnim soucinem.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru V

Pfi této definici Uhlu dvou nenulovych vektord zlistava vztah

(x,y) = [/ lyl cos <(x,y),

platny pro standardni skalarni sougin v R? a R3, zachovany
v libovolném prostoru se skalarnim soucinem.

Rikame, ze vektory X,y € V jsou (navzajem) kolmé nebo téz
ortogonalni, piSeme X Ly, pokud (x,y) = 0.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VI

Tvrzeni
Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VI

Tvrzeni
Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) (kosinova véta)

1% + YHZZIIXIIE + IIVIIZ +2|x] [l cos <(x,y),
1% = ylI==Ix[I= + llylI= — 2 [Ix][ [ly[l cos <(x, y);



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VI

Tvrzeni
Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) (kosinova véta)
1+ y[2=1x[1> + [|yl|* + 2 [|x[| [ly]| cos <t(x. y),
I — yl2=[|x][* + [ly[|* — 2] [[y] cos <(x,y);
(b) (Pythagorova véta)

XLy =
1%+ yl[2=[x — y|[* = [[x][* + [yl



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VII

(c) (pravidlo rovnobéznika)

X +y[12 -+ 11x = yl12 = 2(]Ix]* + [ly]I?);



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VII

(c) (pravidlo rovnobéznika)

X +y[12 -+ 11x = yl12 = 2(]Ix]* + [ly]I?);

(d) (uhlopricky kosostvorce jsou na sebe kolmé)

X =1yl = x+y Lx-y.



Ortogonalni podprostory |

Ortogonalnost

Definice
Necht' V je euklidovsky prostor a necht’:

Uq,...,Ug (1)

Jje koneéna posloupnost vektorti z V. Rekneme, Ze:
» posloupnost (1) je ortogonalni (nebo strucnée, Ze vektory
uq,...,Ux jsou ortogonalni), jestlize je:
(uj,uj)) =0 prokazdei,j=1,...,k N i#],



Ortogonalni podprostory Il

» posloupnost (1) je ortonormalni (nebo strucné, ze vektory
Us,..., U, jsou ortonormalni), je-li ortogondlni a kazdy jeji
vektor je normovany,



Ortogonalni podprostory Il

» posloupnost (1) je ortonormalni (nebo strucné, ze vektory
Us,..., U, jsou ortonormalni), je-li ortogondlni a kazdy jeji
vektor je normovany,

» posloupnost 1 je ortogonalni baze (resp. ortonormalni
baze) euklidovského prostoru V, jestlize je ortogonalni
(resp. ortonormalni) a navic je bazi prostoru V.



Ortogonalni podprostory Il

Rozebereme-li si definici ortogonalnosti pro nejjednodussi
pripady, pak vidime, ze pro:

k = 1: Posloupnost sestavajici z jednoho vektoru je vzdy
ortogonalni (bez ohledu na to, zda napf. dany vektor je
nulovy €i nikoliv).



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.

V tomto pfipadé budeme psat u; L us nebo u, | uy
(zfejmé zde nezéalezi na poradi vektoru).



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.
V tomto pfipadé budeme psat u; L us nebo u, | uy
(zfejmé zde nezéalezi na poradi vektoru).

Dale, jsou-li oba vektory uq, u, nenulové, pak ziejme jsou
ortogonalni, prave kdyz jejich odchylka je 5 (plyne
z definice odchylky).



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.

V tomto pfipadé budeme psat u; L us nebo u, | uy
(zfejmé zde nezéalezi na poradi vektoru).

Dale, jsou-li oba vektory uq, us nenulové, pak zfejmé jsou
ortogonalni, prave kdyz jejich odchylka je 5 (plyne

z definice odchylky).

Na druhé strané, dva vektory, z nichz alespon jeden je
nulovy, jsou vzdy ortogonalni (pfiCemz jejich odchylka
samozrfejmé neni definovana).



Ortogonalni podprostory V

Véta
Necht'V je euklidovsky prostor. Pak pro vektory z V plati:
. uLu<su=o0,

2. ulxprokazdéxeV < u=o,

k
B.ulw;proi=1,....k & ul <Zr,~-w,~) pro kazde
i=1

r € R.



Ortogonalni podprostory VI

Véta
Nenulové ortogonalni vektory euklidovského prostoru V jsou
linearné nezavislé.



Ortogonalni podprostory VI

Véta
Nenulové ortogonalni vektory euklidovského prostoru V jsou
linearné nezavislé.

Poznamenejme, Ze predpoklad nenulovosti vSech vektoru je
v predchozi vété podstatny a bez néj véta neplati. Jinak
feceno, jsou-li ortogonalni vektory z V linearné zavislé,
znamena to, ze alespon jeden z nich musi byt nulovy.



Ortogonalni podprostory VII

Véta

Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:

[u1,...,uk]:[e1,...,ek].



Ortogonalni podprostory VII

Véta

Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:

[u1,...,uk]:[e1,...,ek].

€ =P1-€1 + -+ Pk-1-©€k1+ U,



Ortogonalni podprostory VII

Véta
Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:
[u1,...,uk] = [e1,...,ek].
€ =PpP1 €1+ -+ Pk1- €1+ U, (2)

(ex.e)) =0=p;-((ej,e))+ ((ux, &),



Ortogonalni podprostory VII

Véta
Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:
[U1,...,Uk] = [e1,...,ek].
€ =PpP1 €1+ -+ Pk1- €1+ U, (2)

(ex.e)) =0=p;-((ej,e))+ ((ux, &),

o= 1 —ee)  jelie; # 0
-

libovolné je-lie; = o.




Ortogonalni podprostory VII

» Dukaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtuv ortogonalizacni proces
(pouziva se pii feSeni konkrétnich prikladd!).



Ortogonalni podprostory VII

» Dukaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtuv ortogonalizacni proces
(pouziva se pii feSeni konkrétnich prikladd!).

» V predchozi vété se nic nepredpoklada o linearni zavislosti
nebo nezavislosti vektort uy, . .., uk. Proto vysledné
ortogonalni vektory eq, ..., e, mohou, ale nemusi byt
vS§echny nenulové.



Ortogonalni podprostory VIII

Pfesnégji feceno, je-li dim[uq,. .., ux] = r (< k), pak tedy i
dim[eq,...,ex] = r, coz znamena, Ze prave (k — r) z vektorl
eq,...,€ex je nulovych a zbyvajicich r vektorl je nenulovych a
tvofi ortogonalni bazi podprostoru [uq, . .., Uk], tj. podprostoru
generovaného vektory uy, ..., Ugk.



Ortogonalni podprostory VIII

Pfesnégji feceno, je-li dim[uq,. .., ux] = r (< k), pak tedy i
dim[eq,...,ex] = r, coz znamena, Ze prave (k — r) z vektorl
eq,...,€ex je nulovych a zbyvajicich r vektorl je nenulovych a
tvofi ortogonalni bazi podprostoru [uq, . .., Uk], tj. podprostoru
generovaného vektory uy, ..., Ugk.

Specialné tedy, jsou-li vektory uy, ..., ugk linedrné nezavislé, tzn.
tvofi bazi podprostoru [uy, ..., uk], pak vektory ey, ..., e, tvofi
ortogonalni bazi tohoto podprostoru.






Ortogonalni podprostory X

Véta
V kazdém nenulovém euklidovském prostoru V existuje
ortogonalni baze (resp. ortonormalni baze).



Ortogonalni podprostory Xl

Priklad
V euklidovském prostoru R* se skalérnim souc¢inem
definovanym:

(X1, X2, X3, Xa), (V1, Y2, Y3, Ya)) = X1Y1 + XoYo + X3Y3 + Xa Y4

naleznéte ortogonalni bazi podprostoru W generovaného
vektory uq, U, Us. Pritom:

ur =(0,1,2,1), up =(-1,1,1,1), us3 = (1,0,1,0).



Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =Uy = (0,1,2,1).



Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =UuUy = (0,1,2 1)

eg_p e +up kdep=— %z—%.Tedy

=(-1.3,~3 3)-



Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =UuUy = (0,1,2 1)
eg_p e + Uz, kde p = — (@281 = 2 Tedy
==l =22
= P1-€1+ p2- €+ Ug, kde P1 :?7:3 =-1,
po = — %2 _ { Tedye; = —1-es+ex+usz=(0,0,0,0)=o.

<627e2>




Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =UuUy = (0,1,2 1)

eg_p e + Uy, kde p = — 281 — _2 Tedy

1 11 G
( 1737 §7§)

= P1-€1+ p2- €+ Ug, kde P1 :?7:3 =-1,
po=— 1322 —1.Tedy g = —} -1+ €z +ug = (0,0,0,0) = o.

Vysledek: ortogonalni bazi podprostoru W tvofi napf. vektory
e, eo.



Ortogonalni podprostory XllI

Definice
Necht A, B jsou libovolné podmnoZiny euklidovského prostoru

V. Je-li:
(a,b) =0 prokaZdéac A, b € B,

pak fikame, Ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme
A 1 Bnebo B 1 A.



Ortogonalni podprostory XllI

Definice
Necht A, B jsou libovolné podmnoZiny euklidovského prostoru

V. Je-li:

(a,b) =0 prokaZdéac A, b € B,
pak fikame, Ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme
A 1 Bnebo B 1 A.

Jinak feCeno, A, B jsou ortogonalni mnoziny, pravé kdyz a,b
jsou ortogonalni vektory pro kazdé a € A, b € B.



Ortogonalni podprostory XllI

Definice
Necht A, B jsou libovolné podmnoZiny euklidovského prostoru
V. Je-li:

(a,b) =0 prokaZdéac A, b € B,

pak fikame, Ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme

A 1 Bnebo B 1 A.

Jinak fec¢eno, A, B jsou ortogonalni mnoziny, pravé kdyz a,b
jsou ortogonalni vektory pro kazdé a € A, b € B.

Ve specialnich pfipadech: prazdna mnozina, resp. mnozina {o}
jsou zfejmé ortogonalni ke kazdé podmnoziné ve V. Dale z de-
finice plyne, ze:

Al B=— AnB=0nebo An B = {o}.



Ortogonalni podprostory XIV

Véta
Necht A, B jsou podmnoZiny euklidovského prostoru V. Pak
plati:

ALl B < [A LB

tzn. dvé mnoZiny jsou ortogonalni, pravé kdyZz jsou ortogonalni
podprostory generované témito mnoZzinami.



Ortogonalni podprostory XV

Definice
Necht W je podmnoZina (podprostor) euklidovského prostoru
V. Pak mnozina:

Wt ={xe V:(x,w) =0 prokazdéw c W}

se nazyva ortogonalni doplnék podmnoziny (podprostoru)
W (veV).



Ortogonalni podprostory XV

Definice
Necht W je podmnoZina (podprostor) euklidovského prostoru
V. Pak mnozina:

Wt ={xe V:(x,w) =0 prokazdéw c W}

se nazyva ortogonalni doplnék podmnoziny (podprostoru)
W (veV).

Zfejmé plati W L. W+ a ve specidlnich pfipadech pfimo
z definice dostavame, ze V+ = {o}, resp. {o}+ = V.



Ortogonalni podprostory XVI

Véta
Necht W je podmnoZina euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. W je podprostor ve V,



Ortogonalni podprostory XVI

Véta
Necht W je podmnoZina euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. W je podprostor ve V,

2. je-liW podprostorV, mame V = W & W=, tzn. prostor V je
pfimym souctem podprostorti W a W-.



Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. ¢asti predchozi
veéty a podle definice pfimého souctu podprostortl) se libovolny
vektor u € V da napsat, a to jedinym zplisobem, ve tvaru:

Uu=x-+y,
kdex e W,y € W,



Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. ¢asti predchozi
veéty a podle definice pfimého souctu podprostortl) se libovolny
vektor u € V da napsat, a to jedinym zpusobem, ve tvaru:

Uu=Xx+y,
kdex e W,y € W,

Poznamenejme, ze vektor x z tohoto vyjadfeni se nazyva
ortogonalni projekce vektoru u do podprostoru W.



Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. ¢asti predchozi
veéty a podle definice pfimého souctu podprostortl) se libovolny
vektor u € V da napsat, a to jedinym zpusobem, ve tvaru:

Uu=Xx+y,
kdex e W,y € W,

Poznamenejme, ze vektor x z tohoto vyjadfeni se nazyva
ortogonalni projekce vektoru u do podprostoru W.

PiSeme x = uyy-



Ortogonalni podprostory XVIII

Véta
Necht' W je podprostor euklidovskeho prostoru V, necht' x

(resp. X') je ortogonalni projekce vektoru u (resp. u’) do
podprostoru W a necht' r € R libovolné. Pak plati:

1. (x + X') je ortogonalni projekce vektoru (u + u’) do W,



Ortogonalni podprostory XVIII

Véta
Necht' W je podprostor euklidovskeho prostoru V, necht' x

(resp. X') je ortogonalni projekce vektoru u (resp. u’) do
podprostoru W a necht' r € R libovolné. Pak plati:

1. (x + X') je ortogonalni projekce vektoru (u + u’) do W,
2. r - X je ortogonalni projekce vektorur -u do W.



Ortogonalni podprostory XIX

Véta
Necht' W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

T (WHt=w,



Ortogonalni podprostory XIX

Véta
Necht' W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

1. (WhHt =w,

2. (W+S)t =wtnst,



Ortogonalni podprostory XIX

Véta
Necht' W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

T (WHt=w,

2. (W+S)t =wtnst,

3. (WNS)t =w+ 48+,



Ortogonalni podprostory XX

Véta

Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem, S je jeho
konecnérozmérny vektorovy podprostor s bazi o = (uy, ..., Ug)
axeV. Potomproc = (cy,...,cx)" € R¥ plati

Xs = CiUq + ... + CxUy praveé tehdy, kdyZ c je feseni soustavy
linearnich rovnic
G(a)-c= (x,a)",

kde (x, ) oznacuje fadkovy vektor ((X,uq), ..., (X, ux)) € R¥.



Ortogonalni podprostory XXI

Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
prave tehdy, kdyz pro vSechna i < k mame

0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).



Ortogonalni podprostory XXI
Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
prave tehdy, kdyz pro vSechna i < k mame
0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

..., Cx)Si(G(a)) 1.



Ortogonalni podprostory XXI
Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
prave tehdy, kdyz pro vSechna i < k mame
0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

Tedy (x,si(a)) = (¢, .., C)Si(G()) 4.
(x,8i(a))” =ri(G(a)7) - c.

Jinak re¢eno, ¢ musi vyhovovat soustavé

G(a)" -c=(x,a)".



Ortogonalni podprostory XXI
Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
pravé tehdy, kdyz pro v§echna i < k mame
0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

Tedy (x,si(a)) = (¢, .., C)Si(G()) 4.
(x,8i(a))” =ri(G(a)7) - c.

Jinak re¢eno, ¢ musi vyhovovat soustavé
G(a)" -c=(x,a)".

Ale G(a)” = G(a) vzhledem na symetrii Gramovy matice.



Ortogonalni podprostory XXI

Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
pravé tehdy, kdyz pro v§echna i < k mame

0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

Tedy (x,si(a)) = (¢, .., C)Si(G()) 4.
(x,8i(a))” =ri(G(a)7) - c.

Jinak re¢eno, ¢ musi vyhovovat soustavé
G(a)" -c=(x,a)".

Ale G(a)” = G(a) vzhledem na symetrii Gramovy matice.
Protoze matice G(a) je regularni (« je baze S), ma tato
soustava jediné feseni.
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