
Øe¹ení pøíkladù z poslední kapitoly uèebníh textù Lineárí algebra doenta Slováka. Na øe¹ení se

podíleli David Hole, Jan Mysliveèek, Ondøej Pøibyla a Luká¹ Vokøínek.

14.2. Vektory a poèítání s matiemi

1. Rozepsáním pro prvníh pár èlenù dospìjeme k hypotéze

A

k

=

�

os k� � sin k�

sin k� os k�

�

Doká¾eme ji matematikou indukí:
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2) Pøedpokládejme, ¾e A

k

je po¾adovaného tvaru. Potom:
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Dìlitelé nuly jsou napøíklad matie:
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2. Viz. 14.9.1.
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BACE �BFB
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= (BA)(CE) � (BF )B
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4. Viz. skripta.
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6. Nejprve pro matii B :
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Nyní následují matie z pøíkladu 3 :
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V matiíh A

k

je v¾dy nìkteré z èísel sin(k�), os(k�) nenulové, neh» je to napøíklad os(k�). V

opaèném pøípadì by se pøíklad øe¹il analogiky, se stejným výsledkem.
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Poslední je matie D ze zadání :
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7. Nejprve vypoèteme inverzní matii, tu mù¾eme okam¾itì psát pomoí algebraiky adjungované

matie, my provedeme výpoèet pomoí jednotkové matie
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14.3. Vektorové prostory, lineární závislost
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1. Aby se jednalo o VP, musí být splnìny vlastnosti KG1-KG4, a V1-V4.

(KG1) (x� y)� z = (x � y) � z = x � (y � z) = (x � y)� z

(KG2) x� y = x � y = y � x = y � x

(KG3) x� 1 = x � 1 = x

(KG4) x�

1

x

= x:

1

x

= 1

(V 1) a� (x� y) = (x � y)

a

= x

a

� y

a

= (a� x)� (a� y)

(V 2) (a+ b)� x = x

a+b

= x

a

� x

b

= (a� x) � (b� x)

(V 3) a� (b� x) = (x

b

)

a

= x

a�b

= (a � b)� x

(V 4) 1� x = x

1

= x

Naví v¹ehny operae jsou na mno¾inì uzavøené. Jde tedy o VP.

2. Hledáme bijektivní zobrazení f : R

+

! R

1

. Má být lineární, tzn. f(a � x) = f(x

a

) = af(x),

f(x � y) = f(xy) = f(x) + f(y). Lze nahlédnout, ¾e tyto vlastnosti splòuje napøíklad funke

logaritmus o libovolném základu. Pro volbu báze b 2 R

+

a 1 2 R

1

dostáváme f = log

b

. Na

druhou stranu je ale zobrazení urèeno obrazy bázovýh vektorù, je to tedy zároveò jediný takový

izomor�zmus.

3.

a) hMi � h(1; 0); (0; 1)i = R

2

, ale na druhou stranu M � R

2

. Proto musí být hMi = R

2

.

M tedy není vektorový prostor, proto¾e M 6= hMi.

b) M = f(x; x) = x � (1; 1) 2 R

2

;x 2 Rg, v¹ehny vektory z M jsou tedy násobky vektoru (1; 1).

Je tedy nutnì hMi = h(1; 1)i = fx � (1; 1) 2 R

2

;x 2 Rg = M , proto je také M vektorovým

prostorem.

) hMi � h(1; 0); (0; 1)i = R

2

, ale na druhou stranu M � R

2

. Proto musí být hMi = R

2

.

M tedy není vektorový prostor, proto¾e M 6= hMi.

d) hMi � h(�1; 0); (0; 1)i = R

2

, ale na druhou stranu M � R

2

. Proto musí být hMi = R

2

.

M tedy není vektorový prostor, proto¾e M 6= hMi.

4. Vektory zapí¹eme do matie a pou¾ijeme na ni Gaussovu eliminai. Poèet nenulovýh øádkù

bude roven poètu nezávislýh vektorù. Nejprve pro reálná èísla :

0

�

1 1�

p

2 1

�

p

2 2 �

p

2� 1

�1 1 +

p

2 �

p

2� 1

1

A

�

0

�

1 1�

p

2 1

0

p

2 �1

0 0 0

1

A

Nad reálnými èísly jsou tedy vektory závislé. Dokone je vidìt, ¾e øe¹ením této soustavy je

vektor (�1; 1;

p

2). Díky tomu mù¾eme sestavit jejih nulovou lineární kombinai

(�1) � (1;�

p

2;�1) + 1 � (1�

p

2; 2; 1 +

p

2) +

p

2 � (1;�

p

2� 1;�

p

2� 1) = 0

Pro raionální skaláry je ji¾ situae tì¾¹í. Pou¾ijeme pøímo de�nii a z toho, ¾e je nìjaká lineární

kombinae nulová doká¾eme, ¾e musí být i koe�ienty nulové :

a � (1;�

p

2;�1) + b � (1�

p

2; 2; 1 +

p

2) +  � (1;�

p

2� 1;�

p

2� 1) = 0 )

)

a + b � (1�

p

2) +  = 0

a � (�

p

2) + 2b +  � (�

p

2� 1) = 0

�a + b � (1 +

p

2) +  � (�

p

2� 1) = 0

)
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)

a+ b+  = b

p

2

2b�  = (a+ )

p

2

�a+ b+  = (� b)

p

2

Nyní ji¾ je jasné, ¾e musí být obì strany v¹eh rovností nulové

1

a tedy musí nutnì být a = b =  = 0.

To ale znamená, ¾e jsou vektory lineárnì nezávislé nad tìlesem Q.

5.

1. 1 + x; 1� x; 2 + x+ x

2

. Jsou evidentnì nezávislé. Porovnáním koe�ientù toti¾ dostaneme:

a(1 + x) + b(1� x) + (2 + x+ x

2

) = 0) a = 0; b = 0;  = 0

2. 1� x; x� x

2

; x

2

� 1. Jsou lineárnì závislé, nebo» (1� x) + (x� x

2

) + (x

2

� 1) = 0 a pøitom

koe�ienty jsou nenulové.

6. Viz. øe¹ené pøíklady: pøíklad è. 3.

7. Platí

p

8 = 2

p

2, tedy

p

8 2 h1;

p

2i. Druhé tvrzení neplatí, o¾ doká¾eme sporem. Pøedpoklá-

dejme, ¾e

p

3 2 h1;

p

2i, tedy, ¾e existují koe�ienty a; b 2 Q tak, ¾e

p

3 = a � 1 + b �

p

2. Pøedpo-

kládejme nejprve, ¾e a = 0, potom vynásobením této rovnosti èíslem

p

2 dostáváme

p

6 = 2b 2 Q,

o¾ není mo¾né. Pokud by bylo b = 0, potom dostáváme pøímo

p

3 = a 2 Q, o¾ je opìt spor.

Uva¾me nakone pøípad ab 6= 0. Umonìním na¹í rovnosti potom dostáváme 3 = a

2

+2b

2

+2ab

p

2,

z ní¾ obdr¾íme

p

2 =

3�a

2

�2b

2

2ab

2 Q, o¾ je spor. Taková èísla a; b 2 Q tedy neexistují, èím¾ jsme

dokázali tvrzení.

8. Vektor (1; 1; 1; 1) patøí do podprostoru generovaného tøemi vektory, je-li jejih lineární kombi-

naí. Napí¹eme-li v¹ehny ètyøi vektory do matie, je to vpodstatì problém najít koe�ienty a, b,

 tak, aby au

1

+ bu

2

+ u

3

= (1; 1; 1; 1)

0

B

B

�

1 0 0 1

0 0 1 1

1 1 0 1

2 3 2 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

A

Tak¾e vektor do daného podprostoru nepatøí (poslední rovnie toti¾ znamená 0=1). Analogiky

0

�

1 �2 0 �2 �1 �1

�2 1 �3 �5 �1 �4

3 �1 5 3 2 �7

1

A

�

0

�

1 �2 0 �2 �1 �1

0 1 1 3 1 2

0 0 0 3 0 �7

1

A

a daný vektor patøí do daného vektorového podprostoru.

9.

1. M = f(1;�1; 0; 2); (0; 2; 1; 3); (2; 0; 1; 7)g. Kdy¾ si napí¹eme vektory do øádkù matie, mù-

¾eme elementárními úpravami velmi jednodu¹e provìøovat lineární nezávislost tìhto vektorù.

0

�

1 �1 0 2

0 2 1 3

2 0 1 7

1

A

�

0

�

1 �1 0 2

0 2 1 3

0 2 1 3

1

A

elementárními úpravami jsme dostali dva øádky matie stejné. Z toho plyne, ¾e pùvodní

vektory jistì byly lineárnì závislé. Proto¾e báze musí být lineárnì nezávislá podmno¾ina,

nemù¾eme doplnìním pùvodní mno¾iny získat bázi.

1

jinak by napøíklad

p

2 =

a+b+

b

2 Q
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2. M = f(�1; 1; 0; 0); (0;�1; 1; 0); (0; 0;�1; 1)g

0

�

�1 1 0 0

0 �1 1 0

0 0 �1 1

1

A

je vidìt, ¾e ka¾dým vektorem (0; 0; 0; a); a 2 R n f0g mù¾eme pùvodní mno¾inu doplnit do

báze, vznikne toti¾ nezávislá ètyøprvková podmno¾ina R

4

(dimR

4

= 4) a musí jít tedy o

bázi.

14.4. Báze vektorovýh prostorù

1. Zadaná mno¾ina je

M = f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) 2 R

n

; x

1

+ x

2

+ � � �+ x

n

= 0g

Podle vazebné podmínky vyjádøíme poslední slo¾ku

x

n

= �x

1

� x

2

� � � � � x

n�1

Tedy obený vektor z M je tvaru

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n�1

;�x

1

� x

2

� � � � � x

n�1

) = x

1

(1; 0; 0; : : : ; 0;�1)+

+x

2

(0; 1; 0; : : : ; 0;�1) + : : :+ x

n�1

(0; 0; 0; : : : ; 1;�1)

Odtud plyne, ¾e mno¾ina je generována napø. následovnì:

M = h(1; 0; 0; : : : ; 0;�1); (0; 1; 0; : : : ; 0;�1); : : : ; (0; 0; 0; : : : ; 1;�1)i

Pøidáme-li vektor (0; 0; 0; : : : ; 0; 1), znamená to v podstatì, ¾e jsme prvníh n � 1 vektorù

standardní báze nahranili n � 1 vektory báze M a poslední nám zùstal. Dodejme je¹tì, ¾e jsme

mohli nehat libovolný z vektorù standardní báze.

2. Snadno ovìøíme, ¾e vektory mno¾iny M

1

jsou lineárnì nezávislé, stejnì jako vektory mno¾iny

M

2

. Je tedy dimP

1

= dimP

2

= 3. Najdeme nyní bázi prostoru P

1

\ P

2

. Budeme hledat vektory v

takové, ¾e v 2 P

1

^ v 2 P

2

. Tyto vektory budou právì øe¹eními rovnie

�

1

� (4; 0;�2; 6) + �

2

� (2; 1;�2; 3) + �

3

� (3; 1;�2; 4) =

=�

1

� (1;�1; 0; 2) + �

2

� (2; 2;�1; 3) + �

3

� (0; 1; 1; 0)

Tuto rovnii mù¾eme rozepsat do slo¾ek a øe¹it jako homogenní soustavu ètyø lineárníh rovni o

¹esti neznámýh, její¾ matie je

0

B

B

�

4 2 3 �1 �2 0

0 1 1 1 �2 �1

�2 �2 �2 0 1 �1

6 3 4 �2 �3 0

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 0 0 �1 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

1

C

C

A

Proto¾e je dimenze prostoru øe¹ení soustavy rovna 2, je té¾ dimenze prùniku P

1

\ P

2

rovna 2,

pøièem¾ je podle poslední matie popsána rovnií �

2

+ �

3

= 0 (tj. �

3

= ��

2

). Obený vektor z

P

1

\ P

2

lze zapsat jako

v = �

1

� (1;�1; 0; 2) + �

2

� (2; 2;�1; 3)� �

2

� (0; 1; 1; 0) = �

1

� (1;�1; 0; 2) + �

2

� (2; 1;�2; 3)

Tímto jsme dostali dimenzi i bázi P

1

\ P

2

. Proto¾e v¹ak dim(P

1

+ P

2

) = dimP

1

+ dimP

2

�

dim(P

1

\ P

2

) = 3 + 3 � 2 = 4, platí P

1

+ P

2

= R

4

, lze tedy volit napøíklad standardní bázi

((1; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 0); (0; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 1)).

3. Øe¹eno

4.

6



1. v = (2; 1; 1) 2 R

3

; u = ((2; 7; 3); (3; 9; 4); (1; 5; 3)). Musí platit (2; 1; 1) = a(2; 7; 3)+b(3; 9; 4)+

(1; 5; 3) a vzniká systém rovni

2a+ 3b+  = 2

7a+ 9b+ 5 = 1

3a+ 4b+ 3 = 1

o¾ je v matiovém zápisu

0

�

2 3 1

7 9 5

3 4 3

1

A

�

0

�

a

b



1

A

=

0

�

2

1

1

1

A

0

�

2 3 1 2

7 9 5 1

3 4 3 1

1

A

�

0

�

1 0 0 �5

0 1 0 4

0 0 1 0

1

A

Vektor (2; 1; 1) má v bázi u souøadnie (�5; 4; 0).

2. v = (2; 1; 1) v bázi u = ((1; 0; 1); (1; 0; 0); (1; 1; 1))

Naprosto stejnì jako v pøedhozí èásti pøíkladu získáme souøadnie (0; 1; 1).

3. v = x

3

+ x

2

+ x+ 1 v bázi u = (1 + x

3

; x+ x

3

; x

2

+ x

3

+ x

4

; x

3

)

u není bází

4. v = (

1 0 �1

2 1 4

) v bázi u =

�

(

1 0 0

0 0 0

); (

1 1 0

0 0 0

); (

1 1 1

0 0 0

); (

0 0 0

�1 0 0

); (

0 0 0

�1 �1 0

); (

0 0 0

�1 �1 �1

)

�

v = u

1

+ u

2

� u

3

� u

4

+ 3u

5

� 4u

6

14.5. Souøadnie a lineární zobrazení

1.

a) a(�1; 0; 0; 0) + b(�1;�1; 0; 0)+ (�1;�1;�1; 0) + d(0; 0; 1;�1) = (1; 1; 1; 1)

0

B

B

�

�1 �1 �1 0 1

0 �1 �1 0 1

0 0 �1 1 1

0 0 0 �1 1

1

C

C

A

=)

d = �1

 = �2

b = 1

a = 0

=) (1; 1; 1; 1)

std

= (0; 1;�2;�1)

u

b) a(0; 0; 0; 5) + b(1; 2; 3; 1) + (1; 0;�1; 0) + d(0; 1; 1; 0) = (1; 1; 1; 1)

0

B

B

�

0 1 1 0 1

0 2 0 1 1

0 3 �1 1 1

5 1 0 0 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

5 1 0 0 1

0 3 �1 1 1

0 1 1 0 1

0 1 �1 0 0

1

C

C

A

�

0

B

B

�

5 1 0 0 1

0 3 �1 1 1

0 1 1 0 1

0 0 2 0 1

1

C

C

A

=)

=)

 =

1

2

b =

1

2

d = 0

a =

1

10

=) (1; 1; 1; 1)

std

= (

1

10

;

1

2

;

1

2

; 0)

v

2.

a) Zobrazení není lineární, nebo» napø. f [a(x; y)℄ = f(ax; ay) = (ax; a

2

y

2

) 6= (ax; ay

2

) =

a(x; y

2

) = af(x; y) 8ay 6= 0

b) Zobrazení je lineární, o¾ doká¾eme ve dvou kroíh, zahování souètu vektorù a zahování

násobení skalárem

f [(x

1

; y

1

) + (x

2

; y

2

)℄ =f(x

1

+ x

2

; y

1

+ y

2

) = (2(x

1

+ x

2

) + 3(y

1

+ y

2

); (x

1

+ x

2

)� (y

1

+ y

2

)) =

=(2x

1

+ 3y

1

; x

1

� y

1

) + (2x

2

+ 3y

2

; x

2

� y

2

) = f(x

1

; y

1

) + f(x

2

; y

2

)

f [a(x; y)℄ =f(ax; ay) = (2ax+ 3ay; ax� ay) = a(2x+ 3y; x� y) = af(x; y)

Tím je linearita dokázána.

), d) Analogiky èásti b).
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3. Matii zobrazení dostaneme tak, ¾e do jejíh sloupeèkù budeme psát postupnì obrazy jednot-

livýh bázovýh vektorù.

� Identiké zobrazení má v¾dy jednotkovou matii.

E =

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A

f(x; y; z) = (x; y; z)

� Vzhledem k tomu, ¾e v¹ehny vektory jsou ve standardní bázi navzájem kolmé, prùmìty

ostatníh bázovýh vektorù jsou nulové, samotný vektor, podle kterého zobrazujeme, zùstane

zahován. Výsledkem je

M =

0

�

1 0 0

0 0 0

0 0 0

1

A

f(x; y; z) = (x; 0; 0)

� Analogiky pøedházejíí èásti se zahovávají poslední dva bázové vektory, první se zobrazí

na nulu. Matiovì

N =

0

�

0 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A

f(x; y; z) = (0; y; z)

� Bázové vektory pouze vynásobíme skalárem a. Potom

P =

0

�

a 0 0

0 a 0

0 0 a

1

A

f(x; y; z) = (ax; ay; az)

4. Zobrazení, pokud ho bereme nad polem R je obenì násobení matií

�

a b

 d

�

, zatímo nad polem

C je to násobení matií (

�+�i

). Dohromady pak musí platit

'

R

2

((x; y)) � '

C

(x+ iy)

�

ax+ by

x+ dy

�

=

�

a b

 d

��

x

y

�

� (� + i)(x+ iy) = (�x � y) + i(x+ �y)

=) a = d = �;  = �b = 

Vzhledem k tomu, ¾e ¹lo v¹ude o ekvivalene, je to jak nutná, tak postaèujíí podmínka.

5. Komplexní èísla nad R tvoøí vektorový prostor isomorfní s R

2

. Koplexní èísla proto mù¾eme

reprezentovat jako uspoøádané dvojie reálnýh èísel. V této reprezentai dostáváme:

C 3 p = (a; b)) ip = (�b; a)

C

2

3 (p; q) = ((a; b); (; d)) = (a; b; ; d) 7! (ip; iq) = ((�b; a); (�d; )) = (�b; a;�d; )

8



Hledaná matie zobrazení proto je

0

B

B

�

0 �1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

1

C

C

A

6. Matie zobrazení ( id

R

4

)

u;e

, kde e je standardní báze v R

4

, je zøejmì

A

u;e

=

0

B

B

�

�1 �1 �1 0

0 �1 �1 0

0 0 �1 1

0 0 0 �1

1

C

C

A

pro matii zobrazení ( id

R

4

)

v;e

potom

A

v;e

=

0

B

B

�

0 1 1 0

0 2 0 1

0 3 �1 1

�5 1 0 0

1

C

C

A

Pro skládání zobrazení platí ( id

R

4

)

u;v

= ( id

R

4

)

e;v

Æ ( id

R

4

)

u;e

= ( id

R

4

)

�1

v;e

Æ ( id

R

4

)

u;e

, matiovì

A

u;v

= A

�1

v;e

A

u;e

=

0

B

B

B

�

1

10

�

1

10

1

10

�

1

5

1

2

�

1

2

1

2

0

1

2

1

2

�

1

2

0

�1 2 �1 0

1

C

C

C

A

0

B

B

B

�

�1 �1 �1 0

0 �1 �1 0

0 0 �1 1

0 0 0 �1

1

C

C

C

A

=

=

0

B

B

B

�

�

1

10

0 �

1

10

3

10

�

1

2

0 �

1

2

1

2

�

1

2

�1 �

1

2

�

1

2

1 �1 0 �1

1

C

C

C

A

Analogiké vztahy platí pro matii zobrazení ( id

R

4

)

v;u

, která je

A

v;u

= A

�1

u;e

A

v;e

=

0

B

B

�

�1 1 0 0

0 �1 1 1

0 0 �1 �1

0 0 0 �1

1

C

C

A

0

B

B

�

0 1 1 0

0 2 0 1

0 3 �1 1

�5 1 0 0

1

C

C

A

=

0

B

B

�

0 1 �1 1

�5 2 �1 0

5 �4 1 �1

5 �1 0 0

1

C

C

A

Pou¾ití mati je jasné :

8w 2 R

4

: v(w) = A

u;v

u(w) 8w 2 R

4

: u(w) = A

v;u

v(w)

7. Zobrazíme-li bázové vektory v a ty zapí¹eme do sloupeèkù matie, okam¾itì dostaneme pro

pøehod od v k u matii

0

B

B

�

1 1 0 0

1 �1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 �1

1

C

C

A

Pro pøehod opaèným smìrem potøebujeme matii inverzní. Tu získáme snadno pomoí úprav s

jednotkovou matií, èi pomoí algebraiky adjungované matie

2

. Výsledkem je matie pøehodu

2

tato metoda je pomìrnì výhodná díky spoustì nul v matii.
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od u k v

0

B

B

B

�

1

2

1

2

0 0

1

2

�

1

2

0 0

0 0

1

2

1

2

0 0

1

2

�

1

2

1

C

C

C

A

Zobrazování je trivální násobení sloupeèkem souøadni zprava, proto jej pøeneháváme na ètenáøi.

8. Zobrazení si pøevedeme do standardní báze. Podle pøedhozího vièení

Tu(w) =

0

B

B

B

�

1

2

1

2

0 0

1

2

�

1

2

0 0

0 0

1

2

1

2

0 0

1

2

�

1

2

1

C

C

C

A

u(w) = v(w)

) f(w) = Av(w) = ATu(w) =

 

3

2

�

1

2

7

2

�

1

2

7

2

1

2

3

2

1

2

!

u(w)

2x� x

3

: AT

0

B

B

�

0

2

0

�1

1

C

C

A

=

 

�

1

2

1

2

!

) f(2x� x

3

) =

1

2

x�

1

2

f(1 + x

2

) = 5x+ 5 f(1 + x+ x

2

+ x

3

) = 6x+ 4

9. Zobrazení f : R

3

! R

5

je dáno matií A. Zobrazení g : R

5

! R

3

je dáno matií B. Zobrazení

f Æ g : R

5

! R

5

je dáno matií C.

C = AB =

0

B

B

B

B

�

1 2 �1

1 0 1

3 2 0

�1 1 0

�2 0 1

1

C

C

C

C

A

0

�

�2 1 0 1 2

1 3 0 7 1

1 0 0 0 1

1

A

=

0

B

B

B

B

�

�1 7 0 15 3

�1 1 0 1 3

�4 9 0 17 8

3 2 0 6 �1

5 �2 0 �2 �3

1

C

C

C

C

A

jCj = 0, nebo» matie obsahuje nulový sloupe. Proto¾e neexistuje jCj

�1

, neexistuje ani inverzní

zobrazení s matií C

�1

a tedy se nejedná o isomor�smus.

Zobrazení g Æ f : R

3

! R

3

je dáno matií D.

D = BA =

0

�

�2 1 0 1 2

1 3 0 7 1

1 0 0 0 1

1

A

0

B

B

B

B

�

1 2 �1

1 0 1

3 2 0

�1 1 0

�2 0 1

1

C

C

C

C

A

=

0

�

�6 �3 5

�5 9 3

�1 2 0

1

A

jDj = 5

�

�

�

�

�5 9

�1 2

�

�

�

�

� 3

�

�

�

�

�6 �3

�1 2

�

�

�

�

= 5(�10+ 9)� 3(�12� 3) = 45� 5 = 40

Existuje jDj

�1

, tedy existuje i D

�1

, a proto se jedná o isomor�smus.

14.6. Lineární zobrazení II

1. Napí¹eme si vedle sebe bázi vzorového vektorového prostoru (vpravo) a obrazy jeho pøíslu¹nýh
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bázovýh vektorù (vlevo). Pokud budeme provádìt øádkové elementární transformae, zùstane

toto zahováno. Lze tedy psát

0

B

B

�

1 4 1 1 1 0 0 0

2 3 �2 1 0 1 0 0

3 2 3 1 0 0 1 0

4 1 �1 1 0 0 0 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 4 1 1 1 0 0 0

0 �5 �4 �1 �2 1 0 0

0 �10 0 �2 �3 0 1 0

0 �15 �5 �3 �4 0 0 1

1

C

C

A

�

�

0

B

B

�

1 4 1 1 1 0 0 0

0 �5 �4 �1 �2 1 0 0

0 0 8 0 1 �2 1 0

0 0 7 0 2 �3 0 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 4 1 1 1 0 0 0

0 �5 �4 �1 �2 1 0 0

0 0 8 0 1 �2 1 0

0 0 0 0 9 �10 �7 8

1

C

C

A

První tøi øádky jsou nezávislé a tvoøí tedy bázi Im f . Naopak je ètvrtý vektor nulový, jeho vzorem

je podprostor generovaný posledním novým bázovým vektorem vzorového prostoru, je to tedy

Ker f . Dohromady máme

Im f = h(1; 4; 1; 1); (0;�5;�4;�1); (0; 0; 1; 0)i Kerf = h(9;�10;�7; 8)i

vektor (0; 0; 8; 0) jsme nahradili vektorem (0; 0; 1; 0) pouze kvùli jednoduhosti. V tomto pøípadì

lze doplnit báze Im f na bázi elého R

4

bází Ker f , ale obenì nikoli, napøíklad pro zobrazení

dané matií

B =

�

0 0

1 0

�

je Im f = Ker f = h(0; 1)i. Zbývá urèit matii zobrazení f v nové bázi. Urèíme nejprve matii

pøehodu od nové báze ke staré. Ta je jednodu¹e

T =

0

B

B

�

1 0 0 9

4 �5 0 �10

1 �4 1 �7

1 �1 0 8

1

C

C

A

Pro matii A

0

zobrazení f v nové bázi platí

A

0

= T

�1

AT =

0

B

B

�

16 �26 3 0

9 �16 2 0

15 �39 8 0

0 0 0 0

1

C

C

A

kde

A =

0

B

B

�

1 2 3 4

4 3 2 1

1 �2 3 �1

1 1 1 1

1

C

C

A

je matie zobrazení f v pùvodní bázi.

2. Zobrazení je izomor�smus, pouze je-li hodnost matie zobrazení rovna dimenzi vzoru. K tomu

pou¾ijeme Gaussovu eliminai, matii budeme upravovat spoleènì s jednotkovou matií, abyhom

zjistili matii inverzního zobrazení.

A =

0

�

�1 0 �1 1 0 0

0 �1 1 0 1 0

�1 1 0 0 0 1

1

A

�

0

B

�

1 0 0 �

1

2

�

1

2

�

1

2

0 1 0 �

1

2

�

1

2

1

2

0 0 1 �

1

2

1

2

1

2

1

C

A

11



Jde o izomor�smus s inverzní matií

0

B

�

�

1

2

�

1

2

�

1

2

�

1

2

�

1

2

1

2

�

1

2

1

2

1

2

1

C

A

3. Ve standardníh bazíh R

4

[x℄ a R

8

[x℄ urèete zobrazení, které je de�nováno jako násobení pevnì

zvoleným polynomem g 2 R

4

[x℄.

Neh» g = ax

4

+ bx

3

+ x

2

+ dx+ e, z R

4

[x℄ vezmìme

h = �

4

x

4

+ �

3

x

3

+ �

2

x

2

+ �

1

x+ �

0

Potom f(h) = g � h = a�

4

x

8

+ (a�

3

+ b�

4

)x

7

: : : e�

0

Porovnáním koe�ientù:

f(h) = g � h =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

a 0 0 0 0

b a 0 0 0

 b a 0 0

d  b a 0

e d  b a

0 e d  b

0 0 e d 

0 0 0 e d

0 0 0 0 e

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

�

�

4

�

3

�

2

�

1

�

0

1

C

C

C

C

A

Proto¾e je okruh reálnýh polynomù obor integrity, má jádro v¾dy dimenzi 1, pokud je g 6= 0, v

pøípadì nulového polynomu má jadro dimenzi 4. Tím je jasné, ¾e má podprostor hx

2

+ x

3

; x� x

4

i

obraz dimenze 2, respektive 0 pro g = 0.

4. Oznaème A 2 Mat

2

(C ) libovolnou matii. Oznaème g zobrazení de�nované jako násobení matií

�

1 1

4 4

�

zprava a h násobení zleva.

a)

g : A =

�

a b

 d

�

7!

�

a b

 d

��

1 1

4 4

�

=

�

a+ 4b a+ 4b

+ 4d + 4d

�

Aby byla A 2 Kerg, musí být

a+ 4b = 0 a+ 4b = 0

+ 4d = 0 + 4d = 0

)

a = �4b

 = �4d

tedy matie A musí být tvaru

�

�4b b

�4d d

�

= b

�

�4 1

0 0

�

+ d

�

0 0

�4 1

�

Jádro zobrazení g je generováno dvìma vektory. Proto

dim Ker g = 2

a potom i

dim Im g = 2

b) Analogiky dim Kerh = dim Imh = 2.

12



5. Proto¾e je V

1

= h(2;�1;�1; 1); (�2; 3; 1;�1)i = h(0; 2; 0; 0); (�2; 3; 1;�1)i, je zøejmé, ¾e V

1

\

V

2

= h(0; 2; 0; 0)i = h(0; 1; 0; 0)i. Potom je ale

Im f j

V

1

\V

2

=

*

0

B

B

B

B

�

1 2 3 1

2 �3 �1 �12

�1 1 0 5

0 �1 �1 �2

2 �3 �1 �12

1

C

C

C

C

A

0

B

B

�

0

1

0

0

1

C

C

A

+

= h(2;�3; 1;�1;�3)i

Obraz je zjevnì jednorozmìrný. Pro urèení dimenze vzoru podprostoru W � R

5

generovaného

vektorem (1; 1; 1; 1; 1) budeme øe¹it soustavu rovni s roz¹íøenou matií soustavy

0

B

B

B

B

�

1 2 3 1 1

2 �3 �1 �12 1

�1 1 0 5 1

0 �1 �1 �2 1

2 �3 �1 �12 1

1

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

�

1 0 1 �3 0

0 1 1 2 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

Proto¾e nemé soustava øe¹ení, neexistuje ¾ádný vektor, který by se zobrazil na ¾ádaný vektor, tím

pádem ani na libovolný jeho násobek (tedy kromì nulového vektoru). Vzor podprostoru W má

potom dimenzi jádra. Proto¾e je ale hodnost matie 2, musí být dimenze jádra také 2.

14.7. Permutae a determinanty

1. Chyba v zadání, nejspí¹e re¹eno.

2. Ka¾dý yklus délky k je souèinem k � 1 transpozi. Proto má paritu stejnou, jako je parita

k � 1. Ka¾dá transpozie má toti¾ lihou paritu, proto¾e èísla mezi tìmi dvìma prohazovanými

se vyskytují právì ve dvou inverzíh (s obìma tìmito èísly), na paritu tedy vliv nemají. Pouze

ona prohazovaná dvojie "vytváøí" lihý poèet transpozi. Parita transpozie je proto �1 a poèet

transpozi urèuje paritu.

3. Oznaème par� =

Q

i>j

�(i)��(j)

i�j

. Pøitom ale nemusíme dìlat souèin pøes i > j, ale staèí ka¾dou

dvojii i 6= j zapoèítat právì jednou. Potom dostáváme

par � Æ � =

Y

� Æ �(i)� � Æ �(j)

i� j

=

Y

�(�(i)) � �(�(j))

�(i)� �(j)

�

Y

�(i)� �(j)

i� j

= par� � par�

proto¾e je � bijeke, a proto v souèinu pøes v¹ehny rùzné dvojie i, j mù¾eme pøejít k souèinu pøes

v¹ehny mo¾né rùzné dvojie �(i), �(j). Zbytek ji¾ plyne z toho, ¾e ka¾dou permutai � mù¾eme

zapsat jako souèin transpozi �

1

; : : : ; �

k

, pro které platí sgn�

i

= par�

i

. Proto platí i

par� = par�

1

� � � par�

k

= sgn�

1

� � � sgn�

k

= sgn�

4.

a) Permutae obsahuje pouze jeden yklus

1! 9! 10! 7! 8! 3! 5! 6! 2! 4! 1

její paritu spoèteme podle vièení 2.

sgn (�) = (�1)

10�1

= �1

13



b) Permutae je slo¾ena z následujííh yklù

1! 9! 12! 1

2! 19! 7! 20! 14! 16! 2

3! 5! 10! 15! 8! 3

4! 18! 6! 13! 4

11! 11

17! 17

Podle vièení 2 je potom sgn (�) = (�1)

20�6

= 1.

5. Budeme poèítat poèet inverzí

� Ka¾dý prvek je vìt¹í ne¾ v¹ehny, o stojí za ním. Poèet inverzí je tedy p = (n� 1) + (n�

2) + � � �+ 2 + 1 =

n(n�1)

2

. Parita je pak

(�1)

n(n�1)

2

� Permutae obsahuje nejprve n lihýh èísel seøazenýh vzestupnì (není mezi nimi ¾ádná

inverze) a poté také vzestupnì seøazeno n sudýh èísel (opìt ¾ádná inverze). Zbývá urèit,

kolik vìt¹íh lihýh èísel je pøed men¹ími sudými èísly. Ka¾dé lihé èíslo je pøitom pøed

ka¾dým sudým, poèet inverzí pøíslu¹nýh èíslu 2k+1 je poèet men¹íh sudýh èísel, tedy k.

Potom p = 1 + 2 + : : : n� 1 =

n(n�1)

2

a parita je opìt

(�1)

n(n�1)

2

� Pov¹imnìme si, ¾e tato permutae je tvoøena trojiemi, které jsou jako elky uspoøádané od

nejmen¹í po nejvìt¹í, ov¹em þve vnitøÿ stojí v¾dy 3j � 1 pøed 3j � 2 a také 3j pøed 3j � 2.

Ka¾dá trojie pøispìje do souètu poètem 2, troji je elkem n a výsledná permutae je tedy

sudá, nebo»

(�1)

2n

= 1

6.

�

�

�

�

�

�

�

�

1 0 0 1

0 2 3 1

1 0 �1 1

2 �3 1 0

�

�

�

�

�

�

�

�

= (�1)

0

(1 � 2 � �1 � 0) + (�1)

1

(1 � 2 � 1 � 1) + (�1)

1

(0 � 0 � �1 � 0) + � � � = 1

Poèítáním determinantu metie øádu n podle de�nie je nutno seèíst n!, tedy v na¹em pøípadì 24

èlenù.

7.

a)

�

�

�

�

3 4

1 2

�

�

�

�

= 6� 4 = 2

b)

�

�

�

�

1 + i i

3� i 2 + i

�

�

�

�

= (2 + 3i+ i

2

)� (3i� i

2

) = 0

)

�

�

�

�

sinx � osx

osx sinx

�

�

�

�

= sin

2

x+ os

2

x = 1

14



d)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3 4 �3 �1 2

�5 6 5 2 3

4 �9 �3 7 �5

�1 �4 1 1 �2

�3 7 5 2 3

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3 4 �3 �1 2

�5 6 5 2 3

4 �9 �3 7 �5

�1 �4 1 1 �2

2 1 0 0 0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

= (�1)

1+5

:2:

�

�

�

�

�

�

�

�

4 �3 �1 2

6 5 2 3

�9 �3 7 �5

�4 1 1 �2

�

�

�

�

�

�

�

�

+ (�1)

2+5

:1:

�

�

�

�

�

�

�

�

3 �3 �1 2

�5 5 2 3

4 �3 7 �5

�1 1 1 �2

�

�

�

�

�

�

�

�

=

= 2:

�

�

�

�

�

�

�

�

4 �3 �1 2

6 5 2 3

�9 �3 7 �5

0 �2 0 0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3 0 2 2

�5 0 �3 3

4 1 11 �5

�1 0 0 �2

�

�

�

�

�

�

�

�

= (�1)

2+4

:(�2):2:

�

�

�

�

�

�

4 �1 2

6 2 3

�9 7 �5

�

�

�

�

�

�

�

�(�1)

2+3

:

�

�

�

�

�

�

3 2 2

�5 �3 3

�1 0 �2

�

�

�

�

�

�

= �4(�40 + 27 + 84 + 36� 84� 30) + (18� 6� 6� 20) = 14

e)

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 1 1

1 2 3 4

1 4 9 16

1 8 27 64

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

1 1 1 1

0 1 2 3

0 3 8 15

0 7 26 63

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

1 2 3

3 8 15

7 26 63

�

�

�

�

�

�

= 2:3:

�

�

�

�

�

�

1 1 1

3 4 5

7 13 21

�

�

�

�

�

�

= 6:

�

�

�

�

�

�

1 0 0

3 1 2

7 6 14

�

�

�

�

�

�

=

= 6:

�

�

�

�

1 2

6 14

�

�

�

�

= 6:(14� 12) = 12

14.8. Výpoèet determinantù a inverzníh mati

1.

a)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 0 0 0 5

2 1 �1 3 4

1 0 0 0 7

3 1 �1 4 1

5 �2 3 6 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 0 0 �2

2 1 �1 3 4

1 0 0 0 7

3 1 �1 4 1

5 �2 3 6 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= (�2)

�

�

�

�

�

�

�

�

2 1 �1 3

1 0 0 0

3 1 �1 4

5 �2 3 6

�

�

�

�

�

�

�

�

=

= (�2) � (�1)

�

�

�

�

�

�

1 �1 3

1 �1 4

�2 3 6

�

�

�

�

�

�

= 2

�

�

�

�

�

�

0 0 �1

1 �1 4

�2 3 6

�

�

�

�

�

�

= 2 � (�1)

�

�

�

�

1 �1

�2 3

�

�

�

�

= �2(3� 2) = �2

b)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 0 2 0 3 0

2 3 3 4 4 5

4 0 5 0 6 0

5 6 6 7 7 8

1 0 �1 0 1 0

1 1 �1 �1 1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 3 0 2 0

2 3 3 4 4 5

4 0 5 0 6 0

5 6 6 7 7 8

1 0 �1 0 1 0

1 1 �1 �1 1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

3 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 4 4 5

4 0 0 6 0

5 6 7 7 8

1 0 0 1 0

1 1 �1 1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

+ 2 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 3 4 5

4 0 5 0 0

5 6 6 7 8

1 0 �1 0 0

1 1 �1 �1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=
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= 3 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 4 4 5

0 0 0 2 0

5 6 7 7 8

1 0 0 1 0

1 1 �1 1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

+ 2 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 3 4 5

0 0 9 0 0

5 6 6 7 8

1 0 �1 0 0

1 1 �1 �1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

= 3 � 2 �

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 4 5

5 6 7 8

1 0 0 0

1 1 �1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

+ 2 � (�9) �

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 4 5

5 6 7 8

1 0 0 0

1 1 �1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

=

= (�12) �

�

�

�

�

�

�

�

�

2 3 4 5

5 6 7 8

1 0 0 0

1 1 �1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

= (�12) � 1 �

�

�

�

�

�

�

3 4 5

6 7 8

1 �1 1

�

�

�

�

�

�

= 144

2. Øe¹eno

3.

a)

�

8 5 1 0

11 7 0 1

�

�

�

1 0 7 �5

0 1 �11 8

�

b)

A =

0

�

1 1 1

2 3 3

�1 �3 �2

1

A

a platí detA = 1. Algebraiky adjungovaná matie má prvky (b

ij

): b

11

= (�1)

0

det(

3 3

�3 �2

),

b

12

= (�1)

1

det(

2 3

�1 �2

), atd. Inverzní matie je

A

�1

=

0

�

3 �1 0

1 �1 �1

�3 2 1

1

A

)

0

B

B

�

1 4 �2 3

2 9 3 �2

�1 �6 �11 4

0 �1 �6 0

1

C

C

A

�1

=

0

B

B

�

154 �179 �205 235

�36 42 48 �55

6 �7 �8 9

1 �1 �1 1

1

C

C

A

14.9. Systémy lineárníh rovni I

1.

1. Matie soustavy je

0

�

4 3 6 1

3 5 4 10

1 �2 2 �9

1

A

�

0

�

1 �2 2 �9

3 5 4 10

0 0 0 0

1

A

�

0

�

1 �2 2 �9

0 11 �2 37

0 0 0 0

1

A

Nad Z: Aby vy¹lo z druhé rovnie v upravené matii eloèíselné x

3

, musí být 37�11x

2

sudé,

tzn. x

2

musí být lihé. Potom x

2

= 2k + 1, k 2 Z a

(x

1

; x

2

; x

3

) 2 f(19� 18k; 2k+ 1; 11k � 13); k 2 Zg
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Nad Q:

(x

1

; x

2

; x

3

) 2

��

28� 9t; t;�

37� 11t

2

�

; t 2 Q

�

Nad R: dostáváme stejný tvar mno¾iny øe¹ení jako nad Q, ale parametr t bude tentokrát

z R.

2.

0

�

12 �1 5 30

3 �13 2 21

7 2 3 15

1

A

�

0

�

12 �1 5 30

0 51 �3 �54

0 31 1 �30

1

A

�

0

�

12 �1 5 30

0 17 �1 �18

0 1 0 �1

1

A

Nad Z, Q, R:

(x

1

; x

2

; x

3

) = (2;�1; 1)

3.

0

B

B

B

B

�

2 �3 17 �29 �36 22

2 �3 18 �27 33 21

12 �18 102 �174 �216 132

2 �3 21 �24 �30 20

2 �3 24 �21 �27 19

1

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

�

2 �3 17 �29 �36 22

0 0 1 2 69 �1

0 0 0 3 270 �2

0 0 0 0 66 0

0 0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

Nad Z nemá soustava øe¹ení, nad Q, R:

(x

1

; x

2

; x

3

) 2

��

t� 3

2

;

t

3

;

1

3

;�

2

3

; 0

�

; t 2 K

�

2.

(1)

0

�

4 3 6

3 5 4

1 �2 2

1

A

�

0

�

1 �2 2

3 5 4

4 3 6

1

A

�

0

�

1 �2 2

0 11 �2

0 11 �2

1

A

�

0

�

1 �2 2

0 11 �2

0 0 0

1

A

Fundamentální systém øe¹ení je (�18; 2; 11). Soustava je buï neøe¹itelná nebo nedourèená.

(2)

0

�

12 �1 5

3 �13 2

7 2 3

1

A

�

0

�

3 �13 2

12 �1 5

21 6 9

1

A

�

0

�

3 �13 2

0 51 �3

0 97 �5

1

A

�

�

0

�

3 �13 2

0 17 �1

0 17 � 97 �85

1

A

�

0

�

3 �13 2

0 17 �1

0 0 12

1

A

�

Soustava má fundamentální systém øe¹ení ;, je øe¹itelná a dourèená.

(3)

0

B

B

B

B

�

2 �3 17 �29 �36

2 �3 18 �27 �33

12 �18 102 �174 �216

2 �3 21 �24 �30

2 �3 24 �21 �27

1

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

�

2 �3 17 �29 �36

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 4 5 6

0 0 7 8 9

1

C

C

C

C

A

�
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�

0

B

B

B

B

�

2 �3 17 �29 �36

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 �3 �6

0 0 0 �6 �12

1

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

�

2 �3 17 �29 �36

0 0 1 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

Soustava je opìt buï neøe¹itelná nebo nedourèená, její fundamentální systém øe¹ení je

(3; 2; 0; 0; 0); (�39; 0; 2;�4; 2).

3. Viz. pøíklad 19

4. Budeme pøímo upravovat matii:

0

�

1 1 � 1

1 � 1 1

� 1 1 1

1

A

�

0

�

1 1 � 1

0 �� 1 1� � 0

0 1� � 1� �

2

1� �

1

A

Pokud � = 1 pak má soustava triviální øe¹ení x

1

+ x

2

+ x

3

= 1, o¾ znamená (x

1

; x

2

; x

3

) 2

f(t; s; 1� t� s); t; s 2 Kg. Pokud � 6= 1, pak mù¾eme dolní dva øádky matie vydìlit (1��), jako

byhom dìlili kterýmkoliv jiným èíslem.

� � � �

0

�

1 1 � 1

0 �1 1 0

0 1 1 + � 1

1

A

�

0

�

1 1 � 1

0 �1 1 0

0 0 2 + � 1

1

A

a máme hned øe¹ení x

1

= x

2

= x

3

=

1

2+�

, samoøejmì za pøedpokladu, ¾e � 6= �2. Pokud � = �2,

soustava nemá øe¹ení. Pro K = Z pak soustava má øe¹ení pouze pro � = 1 a pro �, pro nì¾ je

�+ 2 invertibilní skalár, dohromady dostáváme � 2 f1;�1;�3g.

5.

1. Výpoèet inverzní matie:

0

�

1 �4 �3 1 0 0

1 �5 �3 0 1 0

�1 6 4 0 0 1

1

A

�

0

�

1 �4 �3 1 0 0

0 1 0 1 �1 0

0 1 1 0 1 1

1

A

�

�

0

�

1 �4 �3 1 0 0

0 1 0 1 �1 0

0 0 1 �1 2 1

1

A

�

0

�

1 0 0 2 2 3

0 1 0 1 �1 0

0 0 1 �1 2 1

1

A

Hledaná matie X potom je

X =

0

�

2 2 3

1 �1 0

�1 2 1

1

A

0

�

1 4 7

2 5 8

3 6 9

1

A

=

0

�

15 36 57

�1 �1 �1

6 12 18

1

A

2. Viz. øe¹ené pøíklady: pøíklad è. 20.

14.10. Systémy lineárníh rovni II

1.

0

�

1 2 �1 3

2 �5 4 �1

4 �1 2 5

1

A

�

0

�

1 2 �1 3

0 �9 6 �7

0 �9 6 �7

1

A

�

0

�

1 2 �1 3

0 �9 6 �7

0 0 0 0

1

A
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Nezávisle na okruhu skalárù je vektor (1;�2;�3), který dostaneme dosazením x

1

= 1, øe¹ením

zhomogenizovaného systému. V Z je soustava neøe¹itelná, nebo» (po úpraváh) druhá rovnie je

neøe¹itelná v Z. Její levá strana je toti¾ dìlitelná tøemi, pravá nikoli. To stejné platí pro Z

6

. Nad

okruhem Z

7

pak soustava øe¹itelná je :

0

�

1 2 �1 3

0 �9 6 �7

0 0 0 0

1

A

�

0

�

1 2 �1 3

0 �2 �1 0

0 0 0 0

1

A

Mo¾ným øe¹ením je napøíklad (3; 0; 0), v¹ehna øe¹ení získáme pøiètením vektorového prostoru

øe¹ení zhomogenizované soustavy øe¹ení, tedy

�

(3� t; 2t; 3t) 2 (Z

7

)

3

; t 2 Z

7

	

Gaussova eliminae lze pou¾ít v¾dy, narozdíl od Cramerova pravidla, které zde uplatnit nelze,

nebo» je determinant soustavy nulový, tedy neinvertibilní skalár.

2. Vektor, který le¾í v prùniku, musí le¾et ve V

1

i V

2

. Musí tedy splòovat

a(1; 1; 1; 1) + b(1; 0; 1; 0) = (1; 1; 0; 0) + d(0; 1; 1; 1) + e(0; 1; 1; 0)

Tuto homogenní soustavu zapí¹eme do matie a pøevedeme na shodovitý tvar.

0

B

B

�

1 1 �1 0 0

1 0 �1 �1 �1

1 1 0 �1 �1

1 0 0 �1 0

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 0 0 0 2

0 1 0 0 �1

0 0 1 0 1

0 0 0 1 2

1

C

C

A

V

1

\ V

2

je tedy jednorozmìrný, volbou e = 1 získáme fundamentální øe¹ení (�2; 1;�1;�2; 1).

Prostor øe¹ení soustavy je proto h(�2; 1;�1;�2; 1)i. Pro V

1

\ V

2

potom platí

V

1

\ V

2

= h(�2)(1; 1; 1; 1) + 1(1; 0; 1; 0)i = h(�1;�2;�1;�2)i = h(1; 2; 1; 2)i

Podle vìty o dimenzi je dimenze V

1

+ V

2

rovna 4. Proto musí být

V

1

+ V

2

= R

4

Cramerovo pravidlo pou¾ít nelze.

3. Nezávisle na okruhu skalárù je podle pøedhozího vièení

V

1

\ V

2

= h(1; 2; 1; 2)i

Pro K = Z

2

pak dostáváme trojprvkovou mno¾inu f(0; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 0)g, stejnì tak pro

K = Z

3

, kde jde o mno¾inu f(0; 0; 0; 0); (1; 2; 1; 2); (2; 1; 2; 1)g. V pøípadì K = C jde o nespoèetnou

mno¾inu.

4. Uva¾me standardní bázi na R

6

[x℄, tzn:

R

6

[x℄ = hx

0

; x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

i

Zadané prostory potom v této jsou:

V

1

= h(0; 0; 1; 2; 0; 0; 0; ); (0; 0; 0;�1; 0; 0; 1)i

V

2

= h(2; 0; 1; 0; 0; 0; 0); (�1; 0; 0; 0; 0; 0; 1); (0; 0; 1; 1; 2; 0; 0)i

V

3

= h(0; 0; 1; 0; 0; 0; 1); (1; 0; 0; 3; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 1; 0; 0; 0)i
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Vektor z prùniku V

1

\V

2

musí le¾et ve V

1

i ve V

2

, tedy musí být lineární kombinaí jak generátorù

V

1

, tak i V

2

.

a

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0

0

1

2

0

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

+ b

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0

0

0

�1

0

0

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= 

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

2

0

1

0

0

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

+ d

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�1

0

0

0

0

0

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

+ e

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0

0

1

1

2

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 0 �2 1 0

0 0 0 0 0

1 0 �1 0 �1

2 �1 0 0 �1

0 0 0 0 �2

0 0 0 0 0

0 1 0 �1 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

2 0 0 �1 0

0 1 0 �1 0

0 0 2 �1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Odtud dostáváme øe¹ení:

(a; b; ; d; e) 2 h(1; 2; 1; 2; 0)i

Dosadíme do rovnie vektorù prùniku:

V

1

\ V

2

= h1(2; 0; 1; 0; 0; 0; 0)+ 2(�1; 0; 0; 0; 0; 0; 1)i= h(0; 0; 1; 0; 0; 0; 2)i

Nyní ji¾ lze snadno nahlédnout, ¾e

(V

1

\ V

2

) \ V

3

= f(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)g

V

1

+V

2

+V

3

je generováno sjednoením generátorù jednotlivýh prostorù. Bázi urèíme Gaussovou

eliminaí.

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 0 1 2 0 0 0

0 0 0 �1 0 0 1

2 0 1 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0 1

0 0 1 1 2 0 0

0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 3 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

2 0 1 0 0 0 0

0 0 1 2 0 0 0

0 0 0 4 0 1 0

0 0 0 0 8 1 0

0 0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Odtud plyne

V

1

+ V

2

+ V

3

= h(2; 0; 1; 0; 0; 0; 0); (0; 0; 1; 2; 0; 0; 0); (0; 0; 0; 4; 0; 1; 0);

(0; 0; 0; 0; 8; 1; 0); (0; 0; 0; 0; 0; 1; 2); (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1)i

V

1

+ V

2

+ V

3

= h2 + x

2

; x

2

+ 2x

3

; 4x

3

+ x

5

; 8x

4

+ x

5

; x

5

+ 2x

6

; x

6

i = h1; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

i

proto¾e je to prostor dimenze 5, který neobsahuje v ¾ádném polynomu x.

14.11. Vlastní vektory a vlastní hodnoty I

1. Zvolme na prostoru R

3

bázi u = ((1; 0; 1); (1; 1; 1); (1; 0; 0)). Vektory u

2

; u

3

se zøejmì musí

zobrazit na nulový vektor, zatímo vektor u

1

se musí zobrazit na nìjaký vektor z ImA, proto¾e je

to v¹ak jednorozmìrný podprostor generovaný právì u

1

, musí se zobrazit na nìjaký jeho nenulový

násobek au

1

. Tím je zobrazení urèeno a má matii

A

u

0

�

a 0 0

0 0 0

0 0 0

1

A
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Nyní ji¾ staèí matii transformovat do standardní báze, matie pøehodu od báze u ke standardní

je

T =

0

�

1 1 1

0 1 0

1 1 0

1

A

Matie zobrazení A ve standardní bázi je potom

A

e

= TA

u

T

�1

=

0

�

0 �a a

0 0 0

0 �a a

1

A

Zároveò jsou to v¹ehna taková zobrazení, kde ov¹em a 6= 0.

2. Pokud by takové lineární zobrazení mìlo existovat, muselo by platit

A(1;�4; 5) = A(�3(1; 2;�3) + 2(2; 1; 2)) =

= �3A(1; 2;�3) + 2A(2; 1; 2) = �3(1; 2) + 2(2; 3) = (1;�3) 6= (1; 3)

Proto takové lineární zobrazení neexistuje.

3. Pomoí linearity zobrazení získáme:

f

�

1 0

0 0

�

=

1

2

f

�

0 1

0 0

�

=

1

2

f

�

0 0

1 0

�

= 2 f

�

0 0

0 1

�

= �1

) f

�

a b

 d

�

=

a

2

+

b

2

+ 2� d

) Im(f) = R; Ker(f) =

��

2 0

0 1

�

;

�

0 2

0 1

�

;

�

0 0

1 2

��

4.Derivae souètu je souèet derivaí. Konstantu lze z derivovaného výrazu vytknout. Tedy derivae

je lineární zobrazení. Zobrazení A je proto také lineární. Matie zobrazení D : R

4

[x℄ ! R

4

[x℄,

de�novaného pøedpisem D(P ) = P

0

, je

D =

0

B

B

B

B

�

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

Pro matii zobrazení A potom dostáváme

A = D

3

� 2D

2

=

0

B

B

B

B

�

0 0 �4 6 0

0 0 0 �12 24

0 0 0 0 �24

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

Výpoèet vlastníh hodnot:

jA� �Ej =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� 0 �4 6 0

0 �� 0 �12 24

0 0 �� 0 �24

0 0 0 �� 0

0 0 0 0 ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= ��

5
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Tedy zobrazení má jedinou vlastní hodnoru � = 0. Z tvaru matie A je vidìt, ¾e vlastní vektory

jí pøíslu¹né budou tvoøit vektorový podprostor

h(1; 0; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 0; 0)i

Zárovìò je tento podprostor jádrem zobrazení A, nebo» se jedná o vlastní vektory pøíslu¹né vlastní

hodnotì � = 0. V matii A máme ve sloupeèíh obrazy bázovýh vektorù, které generují obraz

zobrazení, staèí z nih vybrat bázi. Ta ale zjevnì je

Im A = h(1; 0; 0; 0; 0); (1;�2; 0; 0; 0); (0; 1;�1; 0; 0)i

5. Oznaème bázi prostoru K

3

ze zadání jako u. Nejprve urèíme vlastní hodnoty zobrazení f v této

bázi a nakone v¹e pøevedeme do standardní báze.

jA� �Ej =

�

�

�

�

�

�

4� � �5 7

1 �4� � 9

�4 0 5� �

�

�

�

�

�

�

=

=(4� �)(�4� �)(5� �) + 180 + 28(�4� �) + 5(5� �) =

=� �

3

+ 5�

2

� 17�+ 13 =

=� (� � 1)[�� (2� 3i)℄[�� (2 + 3i)℄

Dosazením � = 1 do A� �E získáme prostor vlastníh vektorù pøíslu¹ný vlastní hodnotì � = 1.

0

�

3 �5 7

1 �5 9

�4 0 4

1

A

�

0

�

1 0 �1

0 1 �2

0 0 0

1

A

Prostor vlastníh vektorù tedy je V

1

= h(1; 2; 1)

u

i. Pro pøevod do standardní báze pou¾ijeme

matii

T =

0

�

1 1 0

1 �1 0

0 0 1

1

A

Po transformai je V

1

= h(3;�1; 1)i. Nyní dosadíme hodnotu � = 2� 3i.

0

�

4� (2� 3i) �5 7

1 �4� (2� 3i) 9

�4 0 5� (2� 3i)

1

A

�

0

�

1 �6 + 3i 9

2 + 3i �5 7

�4 0 3 + 3i

1

A

�

�

0

�

1 �6 + 3i 9

0 16 + 12i �11� 27i

0 �24 + 12i 39 + 3i

1

A

�

0

�

1 �6 + 3i 9

0 400 �500� 300i

0 �24 + 12i 39 + 3i

1

A

�

�

0

�

1 �6 + 3i 9

0 4 �5� 3i

0 �24 + 12i 39 + 3i

1

A

�

0

�

4 �24 + 12i 36

0 4 �5� 3i

0 0 0

1

A

�

0

�

4 0 �3� 3i

0 4 �5� 3i

0 0 0

1

A

Prostor vlastníh vektorù je tedy V

2�3i

= h(3 + 3i; 5 + 3i; 4)

u

i, po transformai potom V

2�3i

=

h(8 + 6i;�2; 4)i = h(4 + 3i;�1; 2)i. Analogiky pro poslední vlastní hodnotu, pøí ní jde o tyté¾

matie, o vý¹e, pouze jsou komplexnì sdru¾ené, platí V

2+3i

= h(3�3i; 5�3i; 4)

u

i = h(4�3i;�1; 2)i.

Zároveò je vidìt, ¾e reálným skalárùm pøíslu¹í pouze jedna vlastní hodnota, a to � = 1 a pouze

jednorozmìrný prostor vlastníh vektorù V

1

pøíslu¹ný této vlastní hodnotì.
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6. Pro vlastní hodnoty � platí

�

�

�

�

�� �2

2 ��

�

�

�

�

= �

2

+ 4 = 0

Nad Z

5

dostaneme �

2

= �4 = 1, která má øe¹ení �

1;2

= �1. Vlastní vektory najdeme øe¹ením

�

�1 �2

2 �1

�

�

�

�1 �2

0 0

�

) U

1

= h(�2; 1)i

�

1 �2

2 1

�

�

�

1 �2

0 0

�

) U

4

= h(2; 1)i

Nad R nemá rovnie �

2

= �4 øe¹ení, zobrazení nemá vlastní hodnoty a tím pádem ani vlastní

vektory.

Nad C dostáváme øe¹ení 2i;�2i. Vlastní vektory najdeme øe¹ením

�

�2i �2

2 �2i

�

�

�

1 �i

0 0

�

) U

2i

= h(i; 1)i

�

2i �2

2 2i

�

�

�

1 i

0 0

�

) U

�2i

= h(�i; 1)i

14.12. Vlastní hodnoty a vlastní vektory II

1. V¹ehna tøi zobrazení mají trojnásobnou vlastní hodnotu 3, li¹í se v¹ak podprostorem vlastníh

vektorù. V pøípadì matie A je podprostor vlastníh vektorù elé R

3

, v pøípadì matie B jde o

h(1; 0; 0); (0; 0; 1)i a pro C vyhází h(1; 0; 0)i.

2.

a) Spoèteme vlastní hodnoty:

jA� �Ej =

�

�

�

�

�

�

5� � 2 �3

4 5� � �4

6 4 �4� �

�

�

�

�

�

�

= ��

3

+ 6�

2

� 11�+ 6

Charakteristiký polynom má koøeny

�

1

= 3; �

2

= 2; �

3

= 1

Ka¾dé vlastní hodnotì pøíslu¹í alespoò jeden vlastní vektor (a tím i podprostor vlastníh

vektorù dimenze alespoò 1). Vlastní vektory rùznýh vlastníh hodnot jsou lineárnì nezávislé.

Proto pokud jsme získali tøi rùzné vlastní hodnoty, budou generovat elý prostor K

3

.

b) Obdobným výpoètem zjistíme, ¾e vlastní hodnoty jsou:

�

1

= 1; �

2

= 2 + 3i; �

3

= 2� 3i

Stejnou úvahou jako v první èásti zjistíme, ¾e nad poli Q a R není matie A podobná

diagonální, nad polem C podobná je.

) Opìt spoèteme vlastní hodnoty:

jA� �Ej =

�

�

�

�

�

�

4� � 2 �5

6 4� � �9

5 3 �7� �

�

�

�

�

�

�

= ��

3

+ �

2

= ��

2

(� � 1)

Vlastní hodnoty jsou:

�

1;2

= 0; �

3

= 1
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Nyní musíme zjistit vlastní vektory pøíslu¹né vlastní hodnotì �

1;2

:

A� �

1;2

E =

0

�

4 2 �5

6 4 �9

5 3 �7

1

A

�

0

�

4 2 �5

0 4 �6

0 2 �3

1

A

�

0

�

4 2 �5

0 2 �3

0 0 0

1

A

Tedy vlastní vektory pøíslu¹né 0 tvoøí podprostor h(1; 3; 2)i Vlastní vektory generují pouze

podprostor dimenze 2, tedy nad ¾ádným z polí Q, R ani C není matie A podobná diagonální.

3. Neh» u je vlastní vektor zobrazení �, potom �(u) = �u 6= 0. Díky linearitì platí �(

1

�

u) =

1

�

� �u = u. Tedy �

�1

(u) =

1

�

u a u je vlastním vektorem zobrazení �

�1

. Dále je (�

�1

)

�1

= �,

platí tedy té¾, ¾e ka¾dý vlastní vektor �

�1

je té¾ vlastním vektorem �. Z toho plyne první tvrzení.

Zároveò je také vidìt, ¾e pokud je � vlastní hodnota �, pak �

�1

má vlastní hodnotu

1

�

a naopak.

Tím je dokázáno i druhé tvrzení.

4.

1. Charakteristiká matie a polynom

�

�

�

�

�

�

2� � �1 1

�1 2� � �1

0 0 1� �

�

�

�

�

�

�

= (1� �)(�

2

� 4�+ 3) = �(�� 1)

2

(�� 3)(�� 1)

Pro jednotlivé hodnoty dostaneme

A�E =

0

�

1 �1 1

�1 1 �1

0 0 0

1

A

�

0

�

1 �1 1

0 0 0

0 0 0

1

A

) U

1

= h(�1; 0; 1); (1; 1; 0)i

0

�

�1 �1 1

�1 �1 �1

0 0 �2

1

A

�

0

�

�1 �1 1

0 0 �2

0 0 0

1

A

) U

3

= h(�1; 1; 0)i

2. Charakteristiká matie

�

�

�

�

�

�

�

�

1� � 2 0 3

�1 �2� � 0 �3

0 0 2� � 0

1 2 0 3� �

�

�

�

�

�

�

�

�

= (2� �)

�

�

�

�

�

�

1� � 2 3

�1 �2� � �3

1 2 3� �

�

�

�

�

�

�

=

(2� �)

�

�

�

�

�

�

1� � 2 3

�� �� 0

0 �� ��

�

�

�

�

�

�

= (2� �)((1� �)�

2

+ 3�

2

� 2�

2

) = (�� 2)

2

�

2

Vlastní hodnoty jsou 0 a 2. Vlastní vektory najdeme analogiky pøedházejíím pøíkladùm,

proto ji¾ struènìji.

0

B

B

�

1 2 0 3

�1 �2 0 �3

0 0 2 0

1 2 0 3

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 2 0 3

0 0 2 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

A

) U

0

= h(�2; 1; 0; 0); (�3; 0; 0; 1)i

0

B

B

�

�1 2 0 3

�1 �4 0 �3

0 0 0 0

1 2 0 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

�1 2 0 3

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

A

) U

2

= h(0; 0; 1; 0); (1;�1; 0; 1)i

24



14.13. Vlastní hodnoty a vlastní vektory III

1. det(A � �E) = ��

3

+ 5�

2

+ 4� � 20, vlastním hodnotám 5; 2;�2 odpovídají vlastní podpro-

story h(1; 1;

�+�

3

)i; h(0; 0; 1)i; h(1;�

4

3

;

�

3

�

�

4

)i. Vlastní hodnoty na parametreh nezávisí, ale vlastní

vektory ano. Postup viz. 14.12.4.

Vlastní hodnoty B jsou �2; 5; 2+ �, vlastní podprostory pøíslu¹né tìmto hodnotám

��

�3

4 + �

3�� 4�

; 4

4 + �

3�� 4�

; 1

��

;

��

1; 1;�

�+ �

�� 3

��

; h(0; 0; 1)i

2.

1. Spoètìme vlastní hodnoty matie A:

jA� �Ej =

�

�

�

�

�

�

2� � 1 0

�1 4� � 0

5 7 3� �

�

�

�

�

�

�

= 27� 27�+ 9�

2

� �

3

= �(�� 3)

2

Tedy jediná vlastní hodnota je � = 3. Zjistíme vlastní vektory pøíslu¹né této hodnotì (postup

viz pøedhozí pøíklady), ty tvoøí podprostor h(0; 0; 1)i. Prostor vlastníh vektorù má dimenzi

1, Jordanova matie tedy bude obsahovat 1 blok:

J

A

=

0

�

3 1 0

0 3 1

0 0 3

1

A

2. Zela analogiky dostáváme, ¾e vlastní hodnota je � = 3. Jí pøíslu¹né vlastní vektory jsou:

h(1; 0; 0); (0; 0; 1)i

Dimenze prostoru vlastníh vektorù je 2, tedy Jordanova matie bude obsahovat dva bloky:

J

B

=

0

�

3 1 0

0 3 0

0 0 3

1

A

3. Dostáváme vlastní hodnoty:

�

1;2

= 1; �

3

= �1

Vlastní vektory pøíslu¹né hodnotì 1 tvoøí podprostor:

h(1; 1;�2)i

proto bude Jordanùv blok pøíslu¹ný hodnotì 1 pouze jeden.

J

C

=

0

�

1 1 0

0 1 0

0 0 �1

1

A

3. Nejprve urèíme vlastní hodnoty A a jim pøíslu¹né podprostory vlastníh vektorù. To samé

provedeme pro identiké zobrazení E.

jA� �Ej =

�

�

�

�

�

�

2� � �1 1

4 �2� � 2

2 �1 1� �

�

�

�

�

�

�

=

=(2� �)(�2� �)(1� �)� 4� 4� 2(�2� �) + 2(2� �) + 4(1� �) =

=� �

3

+ �

2

= ��

2

(� � 1)
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Nyní dosadíme vlastní hodnotu � = 0

0

�

2 �1 1

4 �2 2

2 �1 1

1

A

�

0

�

2 �1 1

0 0 0

0 0 0

1

A

Odpovídajíí podprostor vlastníh vektorù tedy je V

0

= h(1; 2; 0); (0; 1; 1)i. Toté¾ pro � = 1

0

�

1 �1 1

4 �3 2

2 �1 0

1

A

�

0

�

1 �1 1

0 1 �2

0 1 �2

1

A

�

0

�

1 �1 1

0 1 �2

0 0 0

1

A

Potom je V

1

= h(1; 2; 1)i. Pro identiké zobrazení E je zøejmì �

1;2;3

= 1 a podprostor vlastníh

vektorù pøíslu¹nýh vlastní hodnotì � = 1 je zøejmì elé V

1

= K

3

. Pro x

1

= (1; 2; 0) platí Ax

1

= 0,

Ex

1

= x

1

. Potom

Bx

1

= 3A

4

x

1

� 2A

3

x

1

+A

2

x

1

�Ax

1

+ 6Ex

1

= 6x

1

Pro x

2

= (0; 1; 1) analogiky Ax

2

= 0, Ex

2

= x

2

, tedy té¾ Bx

2

= 6x

2

. Nakone pro x

3

= (1; 2; 1)

platí Ax

3

= x

3

, Ex

3

= x

3

, je tedy x

3

té¾ vlastní vektor, nebo» Bx

3

= 7x

3

. Proto¾e x

1

; x

2

; x

3

generují elé K

3

, má B vlastní hodnoty : � = 6 s odpovídajíím podprostorem vlastníh vektorù

h(1; 2; 0); (0; 1; 1)i a � = 7 s podprostorem vlastníh vektorù h(1; 2; 1)i.

14.14. A�nní úlohy I

1. Podle de�nie

A

0

= 0 � A+

1

2

B +

1

2

C = A+

1

2

(B �A) +

1

2

(C �A))

) A

0

�A =

1

2

(B �A) +

1

2

(C �A)

Analogiky

B

0

�B =

1

2

(C �B) +

1

2

(A�B)

C

0

� C =

1

2

(A� C) +

1

2

(B � C)

Víme v¹ak, ¾e (X � Y ) = �(Y �X) a proto seètením dostaneme

(A

0

�A) + (B

0

�B) + (C

0

� C) = 0

2. p : 2x�3y�6 = 0. Parametriký popis z impliitního získáme snadno: jednu souøadnii polo¾íme

rovnu parametru a druhou dopoèítáme:

x = t! y =

2t� 6

3

�! p = f[t;

2t� 6

3

℄; t 2 Rg

Pøevod parametrikého tvaru na impliitní uká¾eme obenì. Pro pøímku q = f[a + bt;  + dt℄g

budeme hledat impliitní popis ve tvaru Ax+ By + C = 0. Do tohoto popisu dosadíme za x, y z

parametrikého popisu:

A(a+ bt) +B(+ dt) + C = 0) (Ab+Bd)t+ (Aa+B+ C) = 0

Proto¾e má být rovnost splnìna pro v¹ehna t, musí být oba koe�ienty nulové, toho dosáhneme

napøíklad volbou A = d, B = �b, C = b� ad. Rovnie pak má tvar

dx� by + (b� ad) = 0

Dodejme je¹tì, ¾e jinou volbou byhom dostali ekvivalentní rovnii.

3.
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1. Vzájemnou polohu pøímek v rovinì urèíme pomoí jejih prùniku. To znamená urèit body,

splòujíí obì rovnie pøímek.

�

2 �3 �4

3 2 7

�

�

�

2 �3 �4

0 13 26

�

Øe¹ením je

x = 1; y = 2

Prùnikem je jeden bod, jedná se tedy o rùznobì¾ky.

2. Dosadíme do rovnie pøímky q za x, y z parametrikého popisu p. Dostáváme

2(1 + t) + (�1� 2t)� 1 = 0) 0 = 0

Rovnie je splnìna pro v¹ehna t 2 R, jde tedy o shodné pøímky.

3. Budeme hledat mno¾inu parametrù t a s, pro nì¾ dostáváme stejné body:

(2; 1) + t(�1; 3) = (1; 3) + s(2;�6)

�

�1 �2 �1

3 6 2

�

�

�

1 2 1

0 0 1

�

Mno¾ina øe¹ení soustavy je ;, proto se jedná o nesplývajíí rovnobì¾ky.

4. Zjistíme, kolik bodù le¾í v prùniku tìhto dvou rovin

(1) Øe¹íme soustavu rovni

(1;�2; 3) + t(�1; 0; 1) + s(2; 1; 0) = (�1; 0; 1) + t

0

(1; 1; 2) + s

0

(�1; 3; 1)

pro neznámé t; s; t

0

; s

0

. Soustavu pøepí¹eme do rozsíøené matie

0

�

�1 2 �1 1 �2

0 1 �1 �3 2

1 0 �2 �1 �2

1

A

�

0

�

�1 2 �1 1 �2

0 1 �1 �3 2

0 2 �3 0 �4

1

A

�

0

�

�1 2 �1 1 �2

0 1 �1 �3 2

0 0 �1 6 �8

1

A

Proto¾e je prùnikem jednorozmìrný vektorový prostor, tedy pøímka, jsou roviny rùznobì¾né.

(2) Budeme dìlat toté¾, akorát dosadíme parametriký popis jedné roviny do impliitního popisu

druhé.

(2 + t+ s) + (�1 + t� s)� 2(1 + t) + 1 =0

0 =0

Proto¾e je nyní øe¹ením elé (t; s) 2 R

2

, tedy elá rovina �, jsou dané roviny shodné, tedy

rovnobì¾né.

(3) Prùnik tentokrát vyøe¹íme jako soustavu rovni

�

2 �1 1 9

1 1 �1 0

�

�

�

1 1 �1 0

0 �3 1 9

�

Prostor øe¹ení této rovnie má dimenzi 1, tedy je prùnikem nutnì pøímka, roviny jsou rùz-

nobì¾né.
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5. Obì rovnie zapí¹eme do matie a tu upravíme na shodovitý tvar

�

2 �1 1 9

1 1 �1 0

�

�

�

1 0 0 3

0 1 �1 �3

�

Tím dostáváme mno¾inu øe¹ení této soustavy jako souèet partikulárního øe¹ení (libovolné, napø.

(3;�3; 0)) a øe¹ení zhomogenizované soustavy, tj.

p = (3;�3; 0) + h(0; 1; 1)i = f(3;�3 + t; t); t 2 Rg

Svazek rovin je dán takovou lineární kombinaí danýh rovni

�

1

(2x� y + z � 9) + �

2

(x+ y � z) = 0; �

1

; �

2

2 R

pro kterou tato rovnie zùstane lineární, tj. pro (�

1

; �

2

) 6= (0; 0).

Parametriký popis pøímky dané body A;B získáme jednodu¹e jako

p = fA+ t

~

AB; t 2 Rg

Impliitní popis získáme rozepsáním parametrikého popisu do slo¾ek a vylouèením parametru,

dostaneme dvì nezávislé rovnie rovin.

Rovina by se øe¹ila analogiky, napø. parametriký popis

� = fA+ t

~

AB + s

~

AC ; s; t 2 Rg

6. Nejprve urèíme obì roviny hM;pi, hM; qi

� = hM;pi : (x; y; z) = (2;�1; 1) + t(1; 2; 1) + s(5; 1; 3)

� = hM; qi : (x; y; z) = (1; 1; 1) + t

0

(2;�1; 1) + s

0

(6;�1; 3)

Hledaná osa je o = �\�. Budeme tedy øe¹it soustavu (2;�1; 1)+ t(1; 2; 1)+ s(5; 1; 3) = (1; 1; 1)+

t

0

(2;�1; 1) + s

0

(6;�1; 3) o ètyøeh neznámýh t, s, t

0

, s

0

. Její roz¹íøená matie je

0

�

1 5 �2 �6 �1

2 1 1 1 2

1 3 �1 �3 0

1

A

�

0

�

1 0 0 2 2

0 1 0 �2 �1

0 0 1 �1 �1

1

A

Øe¹ením je (0; 1; 0; 1) + h(�2; 2; 1; 1)i. Po dosazení za t

0

, s

0

dostáváme

o = [(1; 1; 1) + 0(2;�1; 1) + 1(6;�1; 3)℄ + h1(2;�1; 1) + 1(6;�1; 3)i = (7; 0; 4) + h8;�2; 4i

neboli o : (x; y; z) = (7; 0; 4) + t(8;�2; 4). Pøíèka zadaná smìrem se øì¹í stejnì, a¾ na to, ¾e �, �

jsou zadány pøímkami a dal¹ím smìrovým vektorem, nikoli bodem.

14.16. Prostory se skalárním souèinem I

1. Ovìøím de�nièní vlastnosti skalárního souèinu na prvním pøíkladu, ostatní analogiky.

1.

g(x; y) = x

1

y

1

+ x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ x

2

y

2

(a) Symetrie

g(x; y) = x

1

y

1

+ x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ x

2

y

2

= y

1

x

1

+ y

1

x

2

+ y

2

x

1

+ y

2

x

2

= g(y; x) = g(y; x)

(b) Linearita násobení skalárem

g(ax; y) = ax

1

y

1

+ ax

1

y

2

+ ax

2

y

1

+ ax

2

y

2

= a(x

1

y

1

+ x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ x

2

y

2

) = ag(x; y)
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() Linearita sèítání vektorù

g(u+ x; y) = (u

1

+ x

1

)y

1

+ (u

1

+ x

1

)y

2

+ (u

2

+ x

2

)y

1

+ (u

2

+ x

2

)y

2

=

= (u

1

y

1

+ u

1

y

2

+ u

2

y

1

+ u

2

y

2

) + (x

1

y

1

+ x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ x

2

y

2

) = g(u; y) + g(x; y)

(d) Vlastnost reexivity

g(x; x) = x

1

x

1

+ x

1

x

2

+ x

2

x

1

+ x

2

x

2

= (x

1

+ x

2

)

2

> 0 pro nenulový x

Zobrazení je skalární souèin.

2. Zobrazení není skalární souèin, proto¾e není symetriké.

3. Zobrazení je skalární souèin.

2.

(1) V bázi u = ((1; 2); (2; 3)) má mít skalární souèin u � v pro libovolné vektory u, v tvar

u � v = x

0

T

�

1 0

0 1

�

y

0

kde x

0

a y

0

jsou souøadnie pøíslu¹nýh vektorù v bázi u. Po pøevodu do standardní báze

transformaèní matií

T =

�

1 2

2 3

�

dostáváme pro skalární souèin ve standardníh souøadniíh (x, y)

u � v = (T

�1

x)

T

E(T

�1

y) = x

T

�

(T

�1

)

T

ET

�1

�

y = x

T

�

13 �8

�8 5

�

y

Po rozepsání tohoto matiového násobení dostáváme skalární souèin jako zobrazení

g(x; y) = 13x

1

y

1

� 8x

1

y

2

� 8x

2

y

1

+ 5x

2

y

2

(2) Pro vektory u, v ze zadání platí

u � v = (�5; 2) � (10;�4) = (10;�4) � (�5; 2) = �2 [(�5; 2) � (�5; 2)℄ < 0

proto¾e pro vektor (�5; 2) 6= (0; 0) musí (podle posledního axiomu skalárního souèinu) platit

(�5; 2) � (�5; 2) > 0. Proto nemohou být vektory u, v kolmé.

3. Pøesnì podle Gramm-Shmidtova ortogonalizaèního proesu

1: v

1

= u

1

= (1; 1;�1;�1)

2: v

2

= u

2

+ �

1

v

1

; �

1

= �

u

2

�v

1

v

1

�v

1

= �

�2

4

=

1

2

v

2

= (1;�1; 1; 1) +

1

2

(1; 1;�1;�1) = (

3

2

;�

1

2

;

1

2

;

1

2

)

3: v

3

= u

3

+ �

1

v

1

+ �

2

v

2

;

�

1

= �

u

3

�v

1

v

1

�v

1

= 1; �

2

= �

u

3

�v

2

v

2

�v

2

= 0;

v

3

= (�1;�2; 0; 1) + (1; 1;�1;�1) = (0;�1;�1; 0)

Získali jsme ortogonální bázi, provedeme normování

tak, ¾e ka¾dý vektor podìlíme jeho velikostí

4: e

1

=

1

2

v

1

; e

2

=

1

p

3

v

2

; e

3

=

1

p

2

v

3
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4. Vyjdeme ze standardní báze: u

1

= 1; u

2

= x; u

3

= x

2

; u

4

= x

3

Nyní pou¾ijeme ortogonalizaèní

proes

e

1

= u

1

= 1 e

1

� e

1

=

1

Z

�1

dx = 2

e

2

= u

2

+ �e

1

� e

1

0 = u

2

� e

1

+ �e

1

� e

1

u

2

� e

1

=

1

Z

�1

xdx = 0 ) � = 0

e

1

= u

2

= x e

2

� e

2

=

1

Z

�1

x

2

dx =

2

3

e

3

= u

3

+ �e

2

+ �e

1

� e

1

0 = u

3

� e

1

+ �e

1

� e

1

u

3

� e

1

=

1

Z

�1

x

2

dx =

2

3

) � = �

1

3

e

3

= u

3

+ �e

2

+ �e

1

� e

2

0 = u

3

� e

2

+ �e

2

� e

2

u

3

� e

2

=

1

Z

�1

x

3

dx = 0 ) � = 0

e

3

= x

2

�

1

3

Dal¹ím zopakováním tohoto postupu na e

4

= u

4

+ �e

3

+ �e

2

+ e

1

získáme e

4

= x

3

�

3

5

x

Matie pøehodu od standardní báze je

T =

0

B

B

B

�

1 0 �

1

3

0

0 1 0 �

3

5

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

C

A

�1

=

0

B

B

B

�

1 0

1

3

0

0 1 0

3

5

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

C

A

5. Je vidìt, ¾e

h(�1; 1; 1); (1; 1; 1)i = h(1; 0; 0); (0; 1; 1)i

Druhý vektor je¹tì znormalizujeme

(0; 1; 1)

p

(0; 1; 1) � (0; 1; 1)

=

�

0;

1

p

2

;

1

p

2

�

Ortonormální báze podprostoru L je

L =

�

(1; 0; 0);

�

0;

1

p

2

;

1

p

2

��

Potom pro prùmìt vektoru u = (1; 2; 3) dostáváme

pr

L

(u) = ((1; 2; 3) � (1; 0; 0))(1; 0; 0) +

�

(1; 2; 3) �

�

0;

1

p

2

;

1

p

2

���

0;

1

p

2

;

1

p

2

�

=

�

1;

5

2

;

5

2

�

14.17. Prostory se skalárním souèinem II

1. Zápis skalárního souèinu vektoru u se souøadným vyjádøením x

0

= (x

0

1

� � �x

0

n+1

)

T

a vektoru v

se souøadným vyjádøením y

0

= (y

0

1

� � � y

0

n+1

)

T

v bázi ze zadání je

u � v = x

0

T

E y

0
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Pro pøevod ze standardní báze e = (1; x; : : : ; x

n

) do báze ze zadání pou¾ijeme transformaèní matii

T =

0

B

B

B

B

B

�

0! 0 : : : 0 0

0 1! : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : (n� 1)! 0

0 0 : : : 0 n!

1

C

C

C

C

C

A

Skalární souèin ve standardní bázi má pak vzhledem k x

0

= Tx a y

0

= Ty tvar

u � v = (Tx)

T

E (Ty) = x

T

(T

T

ET )y =

= x

T

�

0

B

B

B

B

B

�

0!

2

0 : : : 0 0

0 1!

2

: : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : (n� 1)!

2

0

0 0 : : : 0 n!

2

1

C

C

C

C

C

A

� y =

= 0!

2

� x

1

y

1

+ � � �+ n!

2

� x

n+1

y

n+1

=

n

X

k=0

[(k! � x

k+1

)(k! � y

k+1

)℄ =

n

X

k=0

h

u

(k)

(0) � v

(k)

(0)

i

kde u

(k)

(0), v

(k)

(0) znaèí k-té derivae u, v podle promìnné x v bodì 0.

2. Pøesnì podle Gramm-Shmidtova ortogonalizaèního proesu

1: v

1

= u

1

= (3; 2;�4;�6)

2: v

2

= u

2

+ �

1

v

1

; �

1

= �

u

2

� v

1

v

1

� v

1

= �

130

65

= �2

v

2

= (8; 1;�2;�16)� 2(3; 2;�4;�6) = (2;�3; 6;�4)

3: v

3

= (6; 4; 2; 3)

4: v

4

= (0; 0; 0; 0)

Nalezená báze má pouze tøi vektory, proto¾e pùvodní vektory byly závislé.

Nyní ji¾ pouze provedeme normování

5: e

1

=

1

p

65

v

1

; e

2

=

1

p

65

v

2

; e

3

=

1

p

65

v

3

3.

0

�

2 �1 5 7 0

4 �2 7 5 0

2 �1 1 �5 0

1

A

�

0

�

2 �1 5 7 0

0 0 1 3 0

0 0 0 0 0

1

A

 generátory prostoru øe¹ení rovni jsou u

1

= (1; 2; 0; 0); u

2

= (0;�8;�3; 1) Ty musíme jen

ortogonalizovat a normalizovat:

e

1

= u

1

; e

2

= u

2

+ �u

1

 � =

16

5

Ortonormalizovaný fundamentální systém øe¹ení je

(e

1

)

n

=

1

p

5

(1; 2; 0; 0) (e

2

)

n

=

r

5

114

�

16

5

;�

8

5

;�3; 1

�

4.
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1. Nejprve ovìøíme, zda jsou zadané vektory kolmé.

u � v = (2; 2; 1) � (�2; 1; 2) = �4 + 2 + 2 = 0

Hledaný vektor w = (a; b; ) musí být kolmý k obìma zadaným. Dostáváme následujíí

soustavu rovni:

2a+ 2b+  = 0

�2a+ b+ 2 = 0

�

2 2 1

�2 1 2

�

�

�

2 2 1

0 1 1

�

Bázi mù¾eme doplnit libovolným vektorem w 2 h(1;�2; 2)i

2. Opìt sestavíme soustavu a vyøe¹íme

�

�3 1 �2 2

4 2 �3 2

�

�

�

10 0 1 �2

0 10 �17 14

�

Zatímo v 1. èásti jsme mìli a¾ na velikost a orientai pouze 1 mo¾nost, zde mù¾eme za w,

x volit libovolné na sebe kolmé vektory z roviny

w; x 2 h(1;�7; 0; 5); (�1; 17; 10; 0)i

Jednou z mo¾nýh voleb je napøíklad dvojie

w 2 h(1;�15;�8; 1)i x 2 h(15;�31; 74; 112)i

5. Matie A 2 Mat

n

K je ortogonální právì tehdy, kdy¾ její sloupe tvoøí ortonormální bázi

prostoru K

n

se standardním skalárním souèinem. Dostáváme tak soustavu rovni pro neznáme

hodnoty a, b, . Nejprve musí být v¹ehny sloupe normované, dostáváme

1 = a

2

+

�

�

1

p

3

�

2

+ (�a)

2

= 2a

2

+

1

3

) jaj =

1

p

3

1 = 0

2

+ (2b)

2

+

�

�

1

p

2

�

2

= 4b

2

+

1

2

) jbj =

1

2

p

2

1 = (2)

2

+

�

1

p

6

�

2

+ 

2

= 5

2

+

1

6

) jj =

1

p

6

Z podmínek, ¾e sloupe musí být na sebe kolmé dostáváme, ¾e v¹ehna a, b,  musí mít stejná

znaménka, naopak obì trojie (a; b; ) = (

1

p

3

;

1

2

p

2

;

1

p

6

) a (a; b; ) = (�

1

p

3

;�

1

2

p

2

;�

1

p

6

) vyhovují,

dostáváme tak v¹ehna øe¹ení. Geometriké vlastnosti, viz. 14.18.4.

6. Oznaème matii zobrazení G, matii prvního skalárního souèinu A a druhého B. Pak heme,

aby pro v¹ehna u; v 2 R

3

platilo

u

T

Av = (Gu)

T

B(Gv) = u

T

(G

T

BG)v

Volme napøíklad matii druhého skalárního souèinu jednotkovou. Proto¾e pro matii G máme

0

�

1 1 1

�1 1 0

0 0 1

1

A
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dostaneme po patøièném vynásobení matii

A =

0

�

2 0 1

0 2 1

1 1 2

1

A

o¾ je matie skalárního souèinu, proto¾e je pozitivnì de�nitní a samoadjungovaná (pøíp. provìøte

axiomy skalárního souèinu).

14.18. Ortogonální prùmìty a ortogonální zobrazení

1. P = h(�1; 2; 0; 1); (3; 1;�2; 4); (�4; 1; 2;�4)i a hledáme takový (x; y; z; t) který je kolmý na

ka¾dý z generátorù P .

0

�

�1 2 0 1

3 1 �2 4

�4 1 2 �4

1

A

0

B

B

�

x

y

z

t

1

C

C

A

=

0

�

0

0

0

1

A

Øe¹ením tohoto systému rovni je P

?

= h(4; 2; 7; 0)i Dále urèíme prùmìty standardníh bázovýh

vektorù do P

?

:

(1; 0; 0; 0) = a(4; 2; 7; 0) + b(�1; 2; 0; 1) + (3; 1;�2; 4) + d(�4; 1; 2;�4)

Jestli¾e elou rovnii vynásobíme vektorem (4; 2; 7; 0), který je kolmý k ostatním, získáme

4 = 69a) a =

4

69

tedy prùmìt vektoru (1; 0; 0; 0) do P

?

je

4

69

(4; 2; 7; 0). Prùmìt do P urèíme jednodu¹e jako

(1; 0; 0; 0)�

4

69

(4; 2; 7; 0) =

�

53

69

;�

8

69

;�

28

69

; 0

�

Prùmìty dal¹íh vektorù urèíme analogiky:

(0; 1; 0; 0) =

2

69

(4; 2; 7; 0) +

�

�

8

69

;

65

69

;�

14

69

; 0

�

(0; 0; 1; 0) =

7

69

(4; 2; 7; 0) +

�

�

28

69

;�

14

69

;

20

69

; 0

�

(0; 0; 0; 1) = 0 � (4; 2; 7; 0) + (0; 0; 0; 1)

2.

1. Najdeme libovolný vektor, který je kolmý na u, v i w a ten bude generátorem L

?

.

x = (a; b; ; d)

0

�

5 1 3 3

3 �1 �3 5

3 �1 5 �3

1

A

�

0

�

5 1 3 3

1 0 0 1

0 0 1 �1

1

A

Øe¹ením je libovolné x 2 h(�1;�1; 1; 1)i. Potøebujeme bázi L

?

, vektor x proto hledáme

normovaný

x =

(�1;�1; 1; 1)

p

(�1;�1; 1; 1) � (�1;�1; 1; 1)

=

�

�

1

2

;�

1

2

;

1

2

;

1

2

�

Nyní ji¾ mù¾eme spoèítat projeki z do L

?

:

pr

L

?

(z) =

�

(4; 2;�5; 3) �

�

�

1

2

;�

1

2

;

1

2

;

1

2

���

�

1

2

;�

1

2

;

1

2

;

1

2

�

= (2; 2;�2;�2)
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Kolmý prùmìt do L ji¾ snadno dopoèítáme

pr

L

(z) = z � pr

L

?

(z) = (2; 0;�3; 5)

2. Postup øe¹ení je shodný s minulou èástí.

pr

L

?

(z) = (4; 2; 1;�1) pr

L

(z) = (�2; 3; 1;�1)

3. Oznaème hledanou matii A 2 Mat

2

C jako

A =

�

a b

 d

�

Vyu¾ijeme toho, ¾e matie je unitární právì tehdy, kdy¾ její øádky tvoøí ortonormální bázi prostoru

C

2

se standardním skalárním souèinem. Dostáváme tak podmínky

jaj

2

+ jbj

2

= 1 jj

2

+ jdj

2

= 1 a+ bd = 0

Pro velikosti tìhto èísel máme vztahy

jaj

2

+ jbj

2

= 1 jj

2

+ jdj

2

= 1 jajjj = jbjjdj

pøièem¾ z prvníh dvou mù¾eme dosadit vyjádøení jbj, jj do poslední rovnie umonìné na druhou

a dostaneme

jaj

2

� (1� jdj

2

) = (1� jaj

2

) � jdj

2

) jaj = jdj

proto¾e se jedná o nezáporná reálná èísla. Po dosazení zpìt do vztahù pro jbj, jj máme (pøi

oznaèení jaj = jdj = os�)

jbj = jj = sin�

kde � 2 h0;

�

2

i kvùli nezápornosti uva¾ovanýh èísel. Pro reálné skaláry ji¾ staèí pouze doplnit

znaménka. Ta dostaneme z rovnie a + bd = 0. Musí tedy být buï právì jedno z èísel nekladné

nebo právì jedno z èísel nezáporné. Pokud roz¹íøíme obor hodnot argumentu � na � 2 h0; 2�),

pak dostáváme pouze dva mo¾né tvary ortogonálníh mati, a to sie

�

os� � sin�

sin� os�

� �

os� sin�

sin� � os�

�

Tyto matie jsou po øadì matie otoèení o úhel � a slo¾ení pøeklopení podle osy x s tým¾ otoèením.

Potom je jasné, ¾e první typ musí mít determinant 1, tedy kladný a druhý typ determinant �1,

tedy záporný, oèem¾ se mù¾eme pøesvìdèit výpoètem. Pro pøípad unitárníh mati oznaème

a = os�(os�

1

+ i sin�

1

) b = sin�(os�

2

+ i sin�

2

)

 = sin�(os�

3

+ i sin�

3

) d = os�(os�

4

+ i sin�

4

)

Rovnii a+ bd = 0 lze pøepsat na ekvivalentní tvar

os� sin� [os(�

1

� �

3

) + i sin(�

1

� �

3

)℄ =

=os� sin� [os(� + �

2

� �

4

) + i sin(� + �

2

� �

4

)℄

Ta je zjevnì splnìna právì tehdy, kdy¾

�

1

� �

3

= � + �

2

� �

4

+ 2k�

kde k 2 Z. Tím jsou popsány v¹ehny takové matie.
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4. Nejprve urèíme harakteristiký polynom a vlastní hodnoty

jA� �Ej = �(�� 1)

�

�

2

�

�

1

p

6

+

1

p

3

+

1

p

2

� 1

�

x+ 1

�

A�E �

0

�

2 0 �

p

6�

p

2

0 1

p

2 + 1

0 0 0

1

A

Tím je urèená osa rotae, proto¾e je to podprostor s vlastní hodnotou 1. Tím je také jasné, ¾e se

jedná pouze o rotai, pro reexi by byla vlastní hodnota -1. Osa je podprostor

o =

D�

p

6 +

p

2;�2

p

2 + 1; 2

�E

Úhel otoèení urèíme z komplexního koøene harakteristikého polynomu.

os' = Re�

1;2

=

�

1

+ �

2

2

=

1

2

�

1

p

6

+

1

p

3

+

1

p

2

� 1

�

14.19. Bilineární a kvadratiké formy

1.

1. f(x; y) = x

1

y

2

je bilineární forma, není symetriká ani antisymetriká. Uká¾eme linearitu v

prvním argumentu:

f(ax+ bx

0

; y) = (ax

1

+ bx

0

1

)y

2

= af(x; y) + bf(x

0

; y)

2. f(x; y) = x

1

y

1

+ 2y

2

� 12 není bilineární forma, proto¾e není lineární

f(ax; y) = ax

1

y

1

+ 2y

2

� 12 6= af(x; y)

3. f(x; y) = x

1

y

2

� x

2

y

1

+ x

1

y

1

je bilineární formou, není symetriká, ani antisymetriká.

2.

1. Podle de�nie matie bilineární formy dostáváme (ve standardní bázi:

R

3

= h(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)i):

A =

0

�

1 0 0

2 �1 0

0 3 0

1

A

�

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 0

1

A

tedy hodnost bilineární formy je 2.

2. Matie pøehodu z báze u = ((1; 1; 1); (0; 1; 1); (1; 0; 1)) do standardní báze je

T =

0

�

1 0 1

1 1 0

1 1 1

1

A

Potom matie bilineární formy B v bázi u je

B = T

T

AT =

0

�

5 2 3

4 2 2

4 3 1

1

A

�

0

�

5 2 3

0 1 �1

0 0 0

1

A

Hodnost matie bilineární formy v bázi u je 2. Ke stejné matii B se samozøejmì dopraujeme

i pøímo z de�nie.
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3. Kvadratikou formu f(x) získáme dosazením x = y do bilineární formy h(x; y)

f(x) = h(x; x) = 2x

2

1

� 4x

1

x

2

� 3x

2

2

� 2x

2

x

3

� x

2

3

Polární formu g urèíme podle vztahu

g(x; y) =

1

2

(f(x+ y)� f(x)� f(y)) =

=2x

1

y

1

� 2x

1

y

2

� 2x

2

y

1

� 3x

2

y

2

� x

2

y

3

� x

3

y

2

� x

3

y

3

4. Zapí¹eme formu do matie a poté je hodnost formy rovna hodnosti matie. V R

5

nám pouze

pøibudou dva nulové øádky a dva nulové sloupe, které nemají ¾ádný vliv na hodnost. Nad obìma

prostory je hodnost matie

0

�

1 �1 4

�1 0 �1

�1 0 0

1

A

rovna 3, o¾ je i hodnost polární formy.

5.

a) f(x) = x

2

1

� 2x

1

x

2

+ 8x

1

x

3

� 2x

2

x

3

= (x

1

� x

2

+ 4x

3

)

2

� x

2

2

� 16x

2

3

+ 8x

2

x

3

� 2x

2

x

3

=

substitue (x

1

� x

2

+ 4x

3

) = y

1

; x

2

= y

2

; x

3

= y

3

= y

2

1

� y

2

2

+ 6y

2

y

3

� 16y

2

3

= y

1

� (y

2

� 3y

3

)

2

+ 9y

2

3

� 16y

2

3

=

substitue z

1

= y

1

; z

2

= y

2

� 3y

3

; z

3

= y

3

= z

2

1

� z

2

2

� 7z

2

3

b)

4x

2

1

+ 2x

2

2

+ 15x

2

3

+ 4x

1

x

2

� 4x

1

x

3

� 8x

2

x

3

= 4(x

1

+

x

2

2

�

x

3

2

)

2

+ (x

2

� 3x

3

)

2

+ 5x

2

3

)

f(x; y) = x

1

x

2

+ x

1

x

3

+ x

2

x

3

substitue x

1

= y

1

+ y

2

; x

2

= y

1

� y

2

; x

3

= y

3

= y

2

1

� y

2

2

+ 2y

1

y

3

= (y

1

+ y

3

)

2

� y

2

2

� y

2

3

14.20. Reálné a komplexní kvadratiké formy

1.

1. Daná forma je f(x) = 4x

2

1

+ 2x

2

2

+ 15x

2

3

+ 4x

1

x

2

� 4x

1

x

3

� 8x

2

x

3

. Matie formy je

0

�

4 2 �2

2 2 �4

�2 �4 15

1

A

�

0

�

2 1 1

0 1 �3

0 �2 �13

1

A

�

0

�

2 1 1

0 1 �3

0 0 7

1

A

tedy hodnost matie je 3. Proto je i hodnost kvadratiké formy f 3 a tudí¾ je kanoniký tvar

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A
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Pøevod formy do polární báze:

f(x) =

1

4

(4x

1

+ 2x

2

� 2x

3

)

2

+ x

2

2

+ 14x

2

3

� 6x

2

x

3

transformae: y

1

= 4x

1

+ 2x

2

� 2x

3

; y

2

= x

2

; y

3

= x

3

f(y) =

1

4

y

2

1

+ (y

2

� 3y

3

)

2

+ y

2

3

transformae: z

1

= y

1

; z

2

= y

2

� 3y

3

; z

3

= y

3

f(z) =

1

4

z

2

1

+ z

2

2

+ 5z

2

3

transformae: u

1

=

1

2

z

1

; u

2

= z

2

; u

3

=

p

5z

3

f(u) = u

2

1

+ u

2

2

+ u

2

3

Posbíráním transformaí dostáváme:

u

1

=

1

2

z

1

=

1

2

y

1

=

1

2

(4x

1

+ 2x

2

� 2x

2

) = 2x

1

+ x

2

� x

3

u

2

= z

2

= y

2

� 3y

3

= x

2

� 3x

3

u

3

=

p

5z

3

=

p

5y

3

=

p

5x

3

Tedy matie pøehodu do polární báze je

A =

0

�

2 1 �1

0 1 �3

0 0

p

5

1

A

Vypoètením inverzní matie dostaneme matii pøehodu od standartní báze k polární bázi.

Její sloupe budou pøímo bázové vektory polární báze.

A

�1

=

0

B

�

1

2

�

1

2

�

p

5

5

0 1

3

5

p

5

0 0

p

5

5

1

C

A

a polární báze je

 

�

1

2

; 0; 0

�

;

�

�

1

2

; 1; 0

�

;

 

�

p

5

5

;

3

5

p

5;

p

5

5

!!

2. Zela analogikým postupem následujíími trasformaemi dojdeme ke kanonikému tvaru:

z

1

= y

1

+

1

2

y

2

+ y

3

=

1

2

x

1

+

1

2

x

2

+ x

3

z

2

=

i

2

y

2

=

i

2

(x

2

� x

1

)

z

3

= iy

3

= ix

3

z

2

1

+ z

2

2

+ z

2

3

= 0

Matie transformae souøadni je

A =

0

�

1

2

1

2

1

�

i

2

i

2

0

0 0 i

1

A

Její inverze je

A

�1

=

0

�

1 i i

1 �i i

0 0 �i

1

A

tedy polární báze je

((1; 1; 0); (i;�i; 0); (i; i;�i))

2.

(1) Matie této kvadratiké formy je

A =

�

1 �

1

2

�

1

2

1

�

její¾ hlavní minory jsou v¹ehny kladné. Kvadratiká forma je potom pozitivnì de�nitní

(podle Sylvestrova kriteria).
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(2) Podle Lagrangeovy vìty upravíme f(x) na tvar

f(x) =

1

2

(x

1

+ x

2

+ 2x

3

)

2

�

1

2

(x

1

� x

2

� 2x

3

)

2

je tedy vidìt, ¾e je kvadratiká forma inde�nitní, o¾ by se dalo jednodu¹e ukázat také tak,

¾e byhom dosadili nìkteré hodnoty, napøíklad

f(1; 1; 0) = 2 > 0 > �2 = f(1;�1; 0)

(3) Opìt vyu¾ijeme, stejnì jako pro první kvadratikou formu Sylvestrova kriteria. Proto¾e je

jA

1

j = �2, jA

2

j = 15, jA

3

j = �15, je kvadratiká forma negativnì de�nitní. Aplikaí Lagran-

geovy vìty byhom získali

f(x) = �

1

2

(2x

1

� x

2

� 2x

3

)

2

�

15

2

x

2

2

� x

2

3

3. Sylvestrovo kritérium pou¾ívá k rozhodnutí výpoèet hlavníh minorù, z mati to v¹ak snadno

uvidíme

1.

0

�

0 2a

a

2

2

2a 1 0

a

2

2

0 1

1

A

Proto¾e hned první determinant je nulový, nemù¾e být forma ani negativnì ani pozitivnì

de�nitní.

2.

0

�

a 1 a

1 a 1

a 1 a� 3

1

A

Dostáváme postupnì A

1

= a;A

2

= a

2

� 1;

1

3

A

3

= �a

2

+ 1. Nejprve vyøe¹me pozitivní

de�nitnost, musí být z první podmínky a > 0, z druhé a > 1 nebo a < �1, z tøetí �1 < a < 1.

Vidíme, ¾e pozitivnì de�nitní být nemù¾e. Negativnì de�nitní je potom pro a < �1.

14.21. Metriké úlohy I

1. Obdélník ABCD urèíme bodem A a dvìma kolmými vektory u; v takto:

B = A+ u;C = a+ u+ v;D = A+ v; u?v

Pak u¾ jen upravujeme dokazovanou rovnost.

(B �M) � (D �M) = ((A�M) + u) � ((C �M)� u) =

vzhledem k linearitì skalárního souèinu v obou argumenteh

= (A�M) � (C �M)� (A�M) � u+ (C �M) � u� u

2

=

= (A�M) � (C �M)� (A�M) � u+ ((A �M) + u+ v) � u� u

2

= (1)

opìt za pou¾ití linearity

= (A�M) � (C �M)� (A�M) � u+ (A�M) � u+ u

2

+ v � u� u

2

= (A�M) � (C �M)
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Pøièem¾ u � v = 0, proto¾e jsou na sebe kolmé.

2. Uva¾me dva rùzné body nadroviny �: x = (x

1

; : : : ; x

n

) a y = (y

1

; : : : ; y

n

). Jejih rozdíl je vektor

rovnobì¾ný s nadrovinou �:

w = x� y = (x

1

� y

1

; : : : ; x

n

� y

n

)

Jde o body nadroviny �, proto musí vyhovovat rovnii, která ji zadává.

a

1

x

1

+ � � �+ a

n

x

n

+ a

0

= 0

a

1

y

1

+ � � �+ a

n

y

n

+ a

0

= 0

a

1

(x

1

� y

1

) + � � �+ a

n

(x

n

� y

n

) = 0

Uvá¾íme-li vektor v = (a

1

; : : : ; a

n

), potom vý¹e uvedená rovnost øíká, ¾e w ? v. Proto¾e toto platí

bez ohledu na volbu bodù x; y 2 �, je v kolmý na �. Jeliko¾ je dimenze nadroviny n� 1, musí být

dimenze ortogonálního doplòku nadroviny 1, tedy v jeho generátor

Uva¾me libovolný bod X nadroviny. Ten má souøadnie X = (x

1

; : : : ; x

n

). Potom vektor

~

AX

má souøadnie

~

AX = (y

1

� x

1

; : : : ; y

n

� x

n

)

Promítneme jej do ortogonálního doplòku nadroviny (ten je generován vektorem v, musíme ho ale

vynormovat). Potom promítnutý vektor pøímo realizuje vzdálenost a dostáváme

%(A; �) =

�

�

�

�

~

AX �

v

kvk

�

�

�

�

=

j

~

AX � vj

kvk

=

jy

1

a

1

� x

1

a

1

+ � � �+ y

n

a

n

� x

n

a

n

j

p

a

2

1

+ � � �+ a

2

n

=

=

ja

1

y

1

+ � � �+ a

n

y

n

+ a

0

j

p

a

2

1

+ � � �+ a

2

n

proto¾e a

1

x

1

+ � � �+ a

n

x

n

= �a

0

.

3.

(1) Pro nezáporná èísla je monìní ekvivalentní úpravou, dostáváme tak ekvivalentní podmínku

(u+ v) � (u+ v) = (u� v) � (u� v) , u � v = 0

Je tedy podmínka ze zadání ekvivalentní kolmosti vektorù u, v.

(2) Analogiky èásti (1) umoníme rovnii na druhou s tím ¾e pro kuk � kvk je to ekvivalentní

podmínka, v opaèném pøípadì není podmínka ze zadání splnìna nikdy.

2(u � v) = �2kuk kvk

Po vydìlení 2kuk kvk dostáváme

os'(u; v) = �1

Podmínka (2) je tedy ekvivalentní tomu, ¾e vektory u, v jsou lineárnì závislé, opaènì orien-

tované a vektor u je alespoò tak velký, o vektor v (tj. kuk � kvk).

(3) Nerovnost (3) lze pøepsat do podoby

ku+ vk+ k � vk � kuk

o¾ je trojúhelníková nerovnost mezi vektory u+ v a �v, která platí pro v¹ehny vektory.
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(4) Nerovnost opìt umoníme a analogiky èásti (1) dostaneme

u � v > 0

o¾ je ekvivalentní tomu, ¾e vektory spolu svírají ostrý úhel (tedy musí být pøedev¹ím ne-

nulové).

4. Pro bod C musí platit C = A+

~

AB+

~

AD, o¾ umo¾òuje snadno nalézt øe¹ení v rovinì. Podstatné

je ov¹em urèení vektoru

~

AE, ze kterého ji¾ snadno urèíme bod E a dal¹í body F;G;H prostým

pøièítáním vektorù k bodùm. Pro hledaný vektor

~

AE = (a; b; ) musí platit

~

AB ?

~

AE;

~

AE ?

~

AC; j

~

AEj = j

~

ACj = 9

Rovnie dávají tvar

2a+ b+ 2 = 0

�2a+ 2b+  = 0

a

2

+ b

2

+ 

2

= 9

Øe¹ení je vektor �(1; 2;�2) odkud snadno dopoèteme v¹ehny body.

C = (1; 2; 6) E = (2; 1; 1) F = (4; 2; 3) G = (2; 4; 4) H = (0; 3; 2)

resp. E = (0;�3; 5) F = (2;�2; 7) G = (0; 0; 8) H = (�2;�1; 6)

5. q :

p

3x � y + 3 = 0 ) q

?

= h(

p

3;�1)i Budeme hledat vektor v = (a; b), který má od

u = (

p

3;�1) po¾adovanou odhylku. Hledaná pøímka pak bude mít rovnii ax + by +  = 0.

Koe�ient  urèíme tak, aby pøímka proházela bodem M = (3; 2).

os

�

2

= 0 =

p

3a� b

p

4

p

a

2

+ b

2

) a = 1; b =

p

3;  = 2

p

3� 3

Rovnie má pak tvar x+

p

3y + (2

p

3� 3) = 0. Pro odhylku

�

3

dostáváme

os

�

3

=

1

2

=

p

3a� b

p

4

p

a

2

+ b

2

 a(a�

p

3b) = 0

) zde máme dvì øe¹ení: y � 2 = 0 a

p

3x+ y � (3

p

3 + 2) = 0

6.

Oznaème v = (4; 3;�1) smìrový vektor pøímky a dále M takový bod na pøíme, který splòuje

v ?

~

PM . Ten mù¾eme vypoèítat.

M = (�7 + 4t;�4 + 3t; 7� t)

~

PM = (�10 + 4t;�3 + 3t; 3� t)

0 = v �

~

PM = �40 + 16t� 9 + 9t� 3 + t = �52 + 26t

t = 2

M = (1; 2; 5)

Potom obraz v osové soumìrnosti bodu P je

P

0

= P + 2

~

PM = (�1; 5; 6)

7. Vektor v kolmý na smìrové vektory obou pøímek je v = (�3; 18; 8). Rovina � = p + hvi má

parametriký popis

� : (x; y; z) = (0;�15;�6) + t(2;�1; 3) + r(�3; 18; 8)
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Nyní staèí najít její prùnik s pøímkou q. Dostáváme soustavu rovni pro neznámé t, r, s, její¾

roz¹íøená matie je

0

�

2 �3 �4 3

�1 18 �2 19

3 8 3 8

1

A

�

0

�

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 �1

1

A

Rovnie osy je tedy o : (x; y; z) = (1; 1;�1) + r(�3; 18; 8).

14.22. Metriké úlohy II

1. Triviální pøípad, kdy nadroviny jsou rovnobì¾né, je elkem zøejmý. Pokud je jejih prùnik

nenulový, je to jistì útvar dimenze n � 2 a jeho ortogonální doplnìk dimenze 2. Pokud pøitom

provedeme prùnik s nadrovinou, dostaneme vektorový prostor dimenze 1, jeho¾ libovolný generátor

je normálovým vektorem druhé nadroviny. Prùnikem s druhým prostorem dostaneme normálový

vektor prvního prostoru. Z de�nie pak plyne trvzení.

2. Zvolme A = (0; 0; 0); B = (1; 0; 0) a dopoèítejme C a D tak aby ABCD byl pravidelný ètyøstìn

o déle hrany 1. Bod C mù¾eme volit v rovinì z = 0. Potom vyhází C = (

1

2

;

p

3

2

; 0). Pro poslední

bod D = (a; b; )platí rovnie

a

2

+ b

2

+ 

2

= 1

(a� 1)

2

+ b

2

+ 

2

= 1

�

a�

1

2

�

2

+

 

b�

p

3

2

!

2

+ 

2

= 1

Øe¹ením tìhto rovni je D = (

1

2

;

1

2

p

3

;�

q

2

3

)

Takto pøímo získáváme, ¾e vý¹ka ètyøstìnu o déle hrany 1 je

q

2

3

. Odhylka protilehlýh hran:

(B �A) � (D � C) = 0

Tedy protilehlé hrany jsou na sebe kolmé.

3. Nejprve si vyjádøíme vektory, které tvoøí rovnobì¾nostìn, jeho¾ je ètyøstìn èástí.

u

1

= B �A = (1; 1;�4)

u

2

= C �A = (2;�1;�2)

u

3

= D �A = (0; 2;�1)

Objem rovnobì¾nostìnu mù¾eme vypoèítat pomoí determinantu:

V =













1 1 �4

2 �1 �2

0 2 �1













= j � 9j = 9

Jedná se o ètyøstìn. Víme, ¾e u jehlanù je objem roven

1

3

Sv, kde S je obsah základny. Ten je

polovièní, ne¾ základna rovnobì¾nostìnu (místo kosodélníku trojúhelník). Celkem tedy hledaný

objem je

V

0

=

V

6

=

3

2

Povrh je souèet obsahù jednotlivýh stran. Budeme potøebovat je¹tì dva vektory u

4

= C�B =
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(1;�2; 2) a u

5

= D �B = (�1; 1; 3). Obsahy jednotlivýh stran vypoèteme následovnì:

S

ABC

=

1

2

j

~

AB �

~

BC j

S

ABC

1

2

ju

1

� u

2

j =

1

2

j(�6;�6;�3)j =

9

2

S

ABD

1

2

ju

1

� u

3

j =

1

2

j(7; 1; 2)j =

3

2

p

6

S

ACD

1

2

ju

2

� u

3

j =

1

2

j(�5;�2;�4)j =

3

2

p

5

S

BCD

1

2

ju

4

� u

5

j =

1

2

j(�8;�5;�1)j =

3

2

p

10

P =

3

2

(3 +

p

5 +

p

6 +

p

10) = 16; 27

4. Objem spoèítáme jako souèet objemu ètyøstìnu ABCV a ètyøstìnu ACDV . Nejprve zavedeme

oznaèení u

B

= B �A, u

C

= C �A, u

D

= D �A, u

V

= V �A. Potom bude pro objem V platit

V =

1

6

jVol P

3

(A;u

B

; u

C

; u

V

) + Vol P

3

(A;u

C

; u

D

; u

V

)j =

=

1

6

�

�

�

�

�

�

det

0

�

�2 �3 �1

1 1 3

3 3 �1

1

A

+ det

0

�

�3 2 �1

1 �2 3

3 �6 �1

1

A

�

�

�

�

�

�

=

1

6

j(�10) + (�40)j =

25

3

Analogiky spoèteme obsah podstavy jehlanu jako

S =

1

2

jVol P

2

(A;u

B

; u

C

) + Vol P

2

(A;u

C

; u

D

)j =

=

1

2

 

�

�

�

�

14 16

16 19

�

�

�

�

1

2

+

�

�

�

�

19 �26

�26 44

�

�

�

�

1

2

!

=

1

2

(

p

10 + 4

p

10) =

5

2

p

10

To, ¾e se obsahy seètou je zøejmé z výpoètu objemu, kde se tak stalo. Vý¹ka jehlanu je tedy

v =

6V

2S

=

50

5

p

10

=

p

10

K tomuto byhom se mohli té¾ dostat jako ke vzdálenosti bodu V od roviny podstavy, tedy od

roviny

� : �3y + z � 5 = 0

Podle 14.21.2 je potom vzdálenost rovna

v =

j � 3 � 2 + 1� 5j

p

(�3)

2

+ 1

2

=

p

10

Máme dále urèit odhylky pøímek V + hV �Ai, V + hV �Bi, V + hV �Ci, V + hV �Di od roviny

�. To jsou ale doplòky odhylek tìhto vektorù od normálového vektoru roviny � do

�

2

. Odhylku

hrany AV od podstavy je potom

�

2

� aros

j(V �A) � nj

kV �Ak knk

=

�

2

� aros

10

p

10

p

11

= arsin

p

110

11

_=72; 45

Æ

Dal¹í odhylky jsou po øadì arsin

p

210

21

, arsin

p

15

6

, arsin

p

590

59

14.23. Metriké úlohy III

1. Viz. vìta 9.15.3.

2. Ondra neudìlal.

3. V¹imneme si, ¾e pøímky p a q jsou rovnobì¾né (mají stejné normálové vektory). Proto støed
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kru¾nie bude le¾et na pøíme rovnobì¾né s p a q, která má od obou stejnou vzdálenost. Její

rovnie bude

o : x� y + 1 = 0

Vzdálenost %(o; p) = %(o; q) =

p

2. Obený bod na pøíme o má souøadnie [y�1; y℄. Hledáme bod

na pøíme o, který má vzdálenost

p

2 od bodu A:

(x� 1)

2

+ (y � 2)

2

= 2

(y � 2)

2

+ (y � 2

2

= 2

(y � 2)

2

= 1

y = 2� 1

x = 1� 1

a tedy mo¾né kru¾nie jsou dvì. Jejih rovnie jsou

(x� 2)

2

4

+

(y � 3)

2

4

= 1

x

2

4

+

(y � 1)

2

4

= 1

14.24. Adjungovaná zobrazení

1. Jak duální zobrazení, tak adjungované zobrazení má stejnou matii

A

�

=

0

�

1 1 0

�2 3 �1

1 3 �1

1

A

která je pouze transponovanou matií zobrazení '. Pro èást (3) musíme najít matii skalárního

souèinu ve standardní bázi. Ta je jednodu¹e

G =

0

B

�

2

1

2

0

1

2

2

1

2

0

1

2

1

1

C

A

Matie adjungovaného zobrazení vzhledem ke skalárnímu souèinu ze zadání je

B

�

= G

�1

A

�

G =

0

B

�

2

29

26

3

13

�3

7

13

1

13

5

149

26

6

13

1

C

A

proto¾e pøesnì podle dùkazu vìty o tvaru matie adjungovaného zobrazení je

h'(x); yi = (Ax)

T

Gy = x

T

GG

�1

A

T

Gy = x

T

GG

�1

A

T

Gy = hx; '

�

(y)i

matie adjungovaného zobrazení potom jistì musí být právì

B

�

= G

�1

A

T

G = G

�1

A

�

G

nebo» se naházíme v reálném poli skalárù.

2. Vzhledem k tomu, ¾e pro matii A samoadjungovaného zobrazení musí platit A = A

T

, dostá-

váme �; �; ; Æ 2 R.

3. Oznaèíme-li matii skalárního souèinu

G =

0

B

�

1

1

2

1

3

1

2

1

3

1

4

1

3

1

4

1

5

1

C

A

G

�1

=

0

�

9 �36 30

�36 192 �180

30 �180 180

1

A
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potom pro adjungované zobrazení k zobrazení danému matií A platí vztah

A

�

= G

�1

A

T

G = G

�1

A

T

G

Pro jednotlivá zobrazení ji¾ potom staèí urèit matii zobrazení. Derivování dle promìnné:

A

1

=

0

�

0 1 0

0 0 2

0 0 0

1

A

) A

�

1

=

0

�

�6 2 3

12 �24 �26

0 30 30

1

A

Násobení jiným polynomem ne¾ konstantním není zobrazení na R

2

[x℄. Operae zapomenutí mo-

nomu stupnì 2 má matii

A

2

=

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 0

1

A

) A

�

2

=

0

B

�

�9 �

15

2

�6

60 46 36

�60 �45 �35

1

C

A

4. Oznaème promítání na vybraný podprostor jako '. Potom platí

v 2 Ker'

�

, '

�

(v) = 0, 8u 2 R

3

: u � '

�

(v) = 0 ,

, 8u 2 R

3

: '(u) � v = 0, v 2 ( Im')

?

To ale znamená, ¾e Ker'

�

= ( Im')

?

. Ze stejného dùvodu platí i Ker' = Ker ('

�

)

�

= ( Im'

�

)

?

.

Vzhledem k tomu, ¾e jde o vektorové podprostory, znamená to, ¾e Im'

�

= (Ker')

?

. Nyní u¾ je

elkem zøejmé, ¾e pùjde opìt o promítání, tentokrát ve smìru ( Im')

?

na podprostor (Ker')

?

.

K tomu byhom je¹tì mìli dokázat, ¾e

'

�

Æ '

�

= '

�

Pøitom ale platí

8u; v 2 R

3

: ('

�

Æ '

�

(v)� '

�

(v)) � u = '

�

Æ '

�

(v) � u� '

�

(v) � u = v � ' Æ '(u)� v � '(u) = 0

pøièem¾ poslední rovnost platí, proto¾e je ' promítání. Tím jsme ale potøebné dokázali

3

.

Má-li být ' samoadjungované, musí být Ker' = Ker'

�

= ( Im')

?

, musí tedy jít o kolmé

promítání. Naopak, ka¾dé kolmé promítání je samoadjungované.

3

Platí toti¾ 8u; v 2 R

3

: ('

�

Æ '

�

(v)� '

�

(v)) � u = 0, 8v 2 R

3

: '

�

Æ '

�

(v) � '

�

(v) = 0, a to je ji¾ dokazované

tvrzení.
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