
Domáćı úkoly k předmětu M1130

1 Dělitelnost, rozklad na prvočinitele

Př́ıklad 1.1: Pro libovolná celá č́ısla dokažte

c 6= 0 =⇒ (a | b ⇐⇒ ac | bc) ,

a | b ∧ b > 0 =⇒ a ≤ b .

Př́ıklad 1.2: Nalezněte všechna celá č́ısla a 6= 3, pro která a− 3 | a3 − 3.

Př́ıklad 1.3: Dokažte, že pro libovolné n ∈ N plat́ı 9 | 4n + 15n− 1.

Př́ıklad 1.4: Dokažte, že pro libovolné n ∈ N plat́ı n2 | (n+ 1)n − 1.

Př́ıklad 1.5∗: Pro libovolné přirozené č́ıslo n ≥ 2 existuje mezi č́ısly n a n! prvoč́ıslo.

Př́ıklad 1.6∗: Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru 3k + 2.

Př́ıklad 1.7: Pro libovolná přirozená č́ısla a, b, c, d dokažte

(i) (a, b) · (c, d) = (ac, ad, bc, bd),

(ii) (ac, bc) = (a, b) · c,

(iii) (a, b) = 1 = (a, c) = 1 =⇒ (a, bc) = 1.

2 Kongruence

Př́ıklad 2.1: Pro libovolná a, b ∈ Z, m ∈ N jsou následuj́ıćıc podmı́nky ekvivalentńı:

(i) a ≡ b (mod m),

(ii) (∃t ∈ Z)(a = b+mt)

(iii) m | a− b.

Př́ıklad 2.2: Pro libovolná a, b, c ∈ Z, m, d ∈ N plat́ı:

(i) (a ≡ b (mod m) ∧ d | a ∧ d | b ∧ (d,m) = 1) =⇒ a

d
≡ b

d
(mod m),

(ii) (a ≡ b (mod m) ∧ d | a ∧ d | b ∧ d | m) =⇒ a

d
≡ b

d
(mod m

d
),

(iii) a ≡ b (mod m) =⇒ ac ≡ bc (mod mc).

Př́ıklad 2.3: Dokažte, že pro libovolné n ∈ N je č́ıslo 37n+2 + 16n+1 + 23n dělitelné 7.

Př́ıklad 2.4: Dokažte, že č́ıslo

(i) (8355 + 6)18 − 1 je dělitelné 12,

(ii) 260 + 730 je dělitelné 13.
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3 Polynomy

Př́ıklad 3.1: Nalezněte všechny racionálńı kořeny polynomu

(i) 2x4 + 11x3 + 11x2 − 15x− 9,

(ii) x5 + 2x4 + x3 + x2 + 2x+ 1,

(iii) 4x7 − 16x6 + x5 + 55x4 − 35x3 − 38x2 + 12x+ 8,

(iv) 8x6 + 28x5 + 18x4 − 9x3 + 4x2 − 4x,

(v) 18x4 − 27x3 − 26x2 + 12x+ 8,

(vi) x3 − 6x2 − x+ 30.

Př́ıklad 3.2: Označme c1, c2 kořeny polynomu 3x2 + 8x+ 4. Aniž danou rovnici řeš́ıte, určete č́ıslo m, kde

(i) m = c1 + c2,

(ii) m = c21 + c22,

(iii) m = c31 + c32,

(iv) m = 1

c1
+ 1

c2
,

(v) m = c1 − c2,

(vi) m = c21 − c22.

Př́ıklad 3.3: Označme c1, c2, c3 kořeny polynomu x3 + 2x2 + 3x + 4. Aniž danou rovnici řeš́ıte, určete č́ıslo
m, kde

(i) m = c1 + c2 + c3,

(ii) m = c1c2c3,

(iii) m = c1c2 + c2c3 + c3c1,

(iv) m = c21 + c22 + c23,

(v) m = c31 + c32 + c33,

(vi) m = 1

c1
+ 1

c2
+ 1

c3
.

Př́ıklad 3.4∗: Necht’ c1, c2, c3 jsou kořeny polynomu f = x3 − 2x2 + x − 11. Určete polynom g, který má
kořeny

(i) c21, c
2
2, c

2
3, (ii) c1 + c2, c2 + c3, c3 + c1.

Př́ıklad 3.5∗: Dokažte, že
3

√

3 ·
√
21 + 8− 3

√

3 ·
√
21− 8 = 1 .

Př́ıklad 3.6: Nalezněte kvadratický polynom s racionálńımi koeficienty, jej́ımž jedńım kořenem je
√
7−

√
3√

7 +
√
3
.

Př́ıklad 3.7: Necht’ a, b jsou racionálńı č́ısla, přičemž b > 0. Ukažte, že existuje kvadratický polynom s
racionálńımi koeficienty, jej́ımž jedńım kořenem je č́ıslo a+

√
b.

Př́ıklad 3.8∗: Ukažte, že neexistuje kvadratický polynom s racionálńımi koeficienty, jej́ımž jedńım kořenem
je č́ıslo

√
3−

√
2.
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Daľśı př́ıklady na procvičeńı kvadratické rovnice – viz soubor “seminar A.pdf” v ISu. Konkrétně:

str. 2. př. 6,7,8; str. 3. př. 12,13.

4 Kongruence - pokračováńı

Př́ıklad 4.1: Nalezněte všechna celá č́ısla x s vlastnost́ı:

(i) 29x ≡ 1 (mod 17),

(ii) 21x+ 5 ≡ 0 (mod 29),

(iii) 7x ≡ 3 (mod 13),

(iv) 21x+ 5 ≡ 0 (mod 14),

(v) 21x+ 35 ≡ 0 (mod 14).

Př́ıklad 4.2: V závislosti na parametru m ∈ N popǐste všechna celá č́ısla x s vlastnost́ı:

(i) 2x ≡ 1 (mod m),

(ii) 3x ≡ 1 (mod m).

Př́ıklad 4.3: Řešte v Z rovnici:

(i) 18x+ 20y + 15z = 1,

(ii) 14x+ 8y + 6z = 3,

(iii) 7x+ 14y + 10z = 3,

(iv) 14x+ 8y + 6z = 4,

(v) 20x+ 12y + 45z = 1,

(vi) 10x+ 11y + 12z + 13u = 14.

Př́ıklad 4.4∗: Dokažte, že pro libovolné prvoč́ıslo p > 2 plat́ı (p− 2)! ≡ 1 (mod p).

Př́ıklady na procvičeńı iracionálńıch rovnic a nerovnic najdete v souboru ‘seminar A.pdf’ v

ISu. Př́ıklady na procvičeńı exponenciálńıch, logaritmických a goniometrických funkćı najdete v

souboru ‘seminar B.pdf’.

5 Jednoduché d̊ukazy v matematické analýze

Př́ıklad 5.1: Uvažujme funkci sin 1

x
: R− {0} → R.

(a) Podle definice limity napǐste pomoćı kvantifikátor̊u, co znamená výrok

lim
x→0

sin
1

x
neńı rovna 0

a dokažte jej.

(b) Obdobně z definice limity pomoćı kvantifikátor̊u zapǐste výrok

lim
x→0

sin
1

x
neexistuje

a dokažte jej.
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Př́ıklad 5.2: Př́ımo z definice limity dokažte, že

lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

Př́ıklad 5.3: Pavel napsal definici spojitosti funkce f : R → R v bodě a ∈ R takto:

∀ε > 0 ∀x ∈ R ∃δ > 0 (|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

(a) Ukažte, že podle Pavlovy definice je v bodě a spojitá každá funkce f : R → R.

(b) Napǐste negaci výroku z definice.

Př́ıklad 5.4: Petr napsal definici spojitosti funkce f : R → R v bodě a ∈ R takto:

∃δ > 0 ∀ε > 0 ∀x ∈ R (|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

(a) Ukažte, že podle Petrovy definice je v bodě a spojitá každá konstantńı funkce f : R → R.

(b) Napǐste negaci výroku z definice.

(c) Ukažte, že funkce f(x) = x, neńı spojitá v a podle Petrovy definice.

(d∗) Jak lze charakterizovat funkce spojité v a podle Petrovy definice?

6 Jednoduché d̊ukazy v lineárńı algebře

Př́ıklad 6.1: Necht’ 0 < k < n a u1, u2, . . . , un jsou lineárně nezávislé vektory ve vektorovém prostoru U .
Dokažte, že vektory u1, u2, . . . , uk jsou rovněž lineárně nezávislé.

(a) Proved’te nepř́ımý d̊ukaz.

(b) Proved’te př́ımý d̊ukaz.

Př́ıklad 6.2: Necht’ ϕ : U → U je lineárńı zobrazeńı. Dokažte z definice nebo vyvrat’te pomoćı protipř́ıkladu
následuj́ıćı výroky:

(a) Jsou-li vektory u1, u2, . . . , uk ∈ U lineárně nezávislé, pak ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(uk) jsou rovněž lineárně
nezávislé.

(b) Jsou-li vektory ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(uk) lineárně nezávislé, pak u1, u2, . . . , uk ∈ U jsou rovněž lineárně
nezávislé.

Př́ıpadné d̊ukazy proved’te jak formou př́ımého, tak nepř́ımého d̊ukazu.

Př́ıklad 6.3: Necht’ W je vektorový prostor a U a V jeho dva podprostory. Dokažte, že podmı́nka

U ∩ V = {0}

je ekvivaletńı s podmı́nkou
∀w ∈ U + V ∃!u ∈ U ∃!v ∈ V (w = u+ v).

Napǐste negaci druhého výroku a dokazujte obě implikace nepř́ımo.

Př́ıklad 6.4: Dokažte z definice lineárńıho obalu, že pro každé tři vektory u, v, w ve vektorovém prostoru U

plat́ı
[u, v, w] = [u+ v, v − u, v + w].
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Př́ıklad 6.5: Jsou-li vektory u1, u2, . . . , uk ∈ U lineárně závislé, pak lze vybrat jeden z nich, označme jej ui,
tak, že plat́ı

[u1, u2, . . . , uk] = [u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , un].

Dokažte.

Př́ıklad 6.6∗: Necht’W je vektorový prostor konečné dimenze a U a V jeho dva podprostory. Necht’ f : U → W

a g : V → W jsou dvě lineárńı zobrazeńı taková, že f(w) = g(w) pro všechna w ∈ U ∩ V . Pomoćı vhodné báze
ve W definujte zobrazeńı F : U +V → W takové, že F (u) = f(u) pro všechna u ∈ U a F (v) = g(v) pro všechna
v ∈ U .
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