Domiéci tukoly k predmétu M1130

1 Délitelnost, rozklad na prvocinitele
Priklad 1.1: Pro libovolnd cela ¢isla dokazte
c#0 = (a|b < ac|be),

albAb>0 = a<b.

Piiklad 1.2: Naleznéte viechna celd &fsla a # 3, pro kterd a — 3 | a® — 3.

Piiklad 1.3: Dokazte, ze pro libovolné n € N plati 9 | 4™ 4+ 15n — 1.

Priklad 1.4: Dokazte, Ze pro libovolné n € N plati n? | (n + 1)" — 1.

Piiklad 1.5*: Pro libovolné piirozené ¢islo n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! prvoéislo.
Piiklad 1.6*: Existuje nekoneé¢né mnoho prvocisel tvaru 3k + 2.

Piiklad 1.7: Pro libovolnd prirozena ¢isla a, b, ¢, d dokazte
(i) (a,b)- (c,d) = (ac,ad, b, bd),
(ii) (ac,bc) = (a,b) - ¢,
(iii) (a,b) =1=(a,¢) =1 = (a,bc) = 1.

2 Kongruence
Priiklad 2.1: Pro libovolna a,b € Z, m € N jsou nésledujicic podminky ekvivalentni:
(i) a =b (mod m),
(il) (It € Z)(a=b+mt)
(i) m |a —0.
Piiklad 2.2: Pro libovolna a,b,c € Z, m,d € N plati:
(i) (@=b (mod m)Ad|and|bA(dm)=1) = % =2 (modm),
(i) (a=b(modm)Ad|and|bAd|m) = %=1 (mod 2),
(iil) a =b (mod m) = ac = be (mod mc).

Piiklad 2.3: Dokazte, Ze pro libovolné n € N je &fslo 37"+2 + 16"+ 4+ 23™ délitelné 7.

Piiklad 2.4: Dokazte, ze ¢islo
(i) (835° +6)8 — 1 je délitelné 12,

(i) 260 + 730 je dalitelné 13.



3 Polynomy

Piiklad 3.1: Naleznéte vSechny racionalni kofeny polynomu
(i) 22* + 1123 + 1122 — 152 — 9,
(i) o5+ 22 + 23 + 2% 4+ 22 + 1,
(iii) 427 — 162° + 25 + 552* — 3523 — 3822 + 12z + 8,
(iv) 828 + 2825 4+ 18x* — 92° + 42? — 4x,
(v) 18z* — 2723 — 2622 + 122 + 8,
(vi) 2% — 622 — z + 30.

Piiklad 3.2: Oznaéme c;, ¢ kofeny polynomu 3x2 + 8z + 4. Aniz danou rovnici fesite, uréete éislo m, kde

(i) m = ¢ + co,

Piiklad 3.3: Oznacme ci, ¢z, c3 kofeny polynomu z3 + 222 4 32 + 4. Aniz danou rovnici fesite, urcete ¢islo
m, kde

(i) m=e¢1 + ¢ + cs,
(ii) m = cicacs,
(iil) m = cico + cacs + c3cq,
(iv) m=c? +c3+ 2,
) m=ci+c+c,
) m= % + é + é
Piiklad 3.4*: Nechf ci,cy,c3 jsou kofeny polynomu f = 3 — 222 + x — 11. Urcete polynom g, ktery mé

kofeny
N 2 2 2 .
(i) i, e3, c3, (ii) 1 + ¢, c2 +c3, 3 + 1.

Piiklad 3.5*: Dokazte, ze

{’/3-\/5+8—§/3-\/ﬁ—8=1.

Priklad 3.6: Naleznéte kvadraticky polynom s racionalnimi koeficienty, jejimz jednim kotfenem je

VT -3
VT+V3

Piiklad 3.7: Nechtf a,b jsou raciondlni éisla, pficemz b > 0. UkaZte, Ze existuje kvadraticky polynom s
raciondlnimi koeficienty, jejimz jednim kofenem je &slo a + v/b.

Priklad 3.8": Ukazte, ze neexistuje kvadraticky polynom s raciondlnimi koeficienty, jejimz jednim kofenem

je cislo V3 — /2.



Dalsi priklady na procviceni kvadratické rovnice — viz soubor “seminar A.pdf” v ISu. Konkrétné:
str. 2. pr. 6,7,8; str. 3. pr. 12,13.

4 Kongruence - pokracovani

Priklad 4.1: Naleznéte vSechna celd ¢isla = s vlastnosti:
(i) 29z =1 (mod 17),
(ii) 21z +5 =0 (mod 29),
(iii) 7z =3 (mod 13),
(iv) 21z 45 =0 (mod 14),
(v) 21z + 35 =0 (mod 14).

Priklad 4.2: V zavislosti na parametru m € N popiste vSechna cela ¢isla x s vlastnosti:
(i) 2z =1 (mod m),
(ii) 3z =1 (mod m).

Piiklad 4.3: Reste v Z rovnici:
(1) 18z +20y + 15z =1,
(ii) 14z + 8y + 62 =3,
(iii) 7z + 14y + 10z = 3,
(v

(vi

)
)

(iv) 14z + 8y + 62 = 4,
) 20z + 12y + 45z =1,
)

10z + 11y + 122 + 13u = 14.

Priklad 4.4*: Dokazte, Ze pro libovolné prvoéislo p > 2 plati (p —2)! =1 (mod p).

Priklady na procvi€eni iraciondlnich rovnic a nerovnic najdete v souboru ‘seminar A.pdf’ v
ISu. Priklady na procviceni exponencialnich, logaritmickych a goniometrickych funkci najdete v
souboru ‘seminar B.pdf’.

5 Jednoduché diikazy v matematické analyze

Piiklad 5.1: Uvazujme funkei sinl : R — {0} — R.

(a) Podle definice limity napiste pomoci kvantifikdtoru, co znamend vyrok

1
lim sin — neni rovna 0
x—0 €T
a dokazte jej.
(b) Obdobné z definice limity pomoci kvantifikitoru zapiste vyrok
o1 .
lim sin —neexistuje
x—0 €T

a dokazte jej.



Piiklad 5.2: Piimo z definice limity dokazte, ze

lim zsin — = 0.
x—0 x

Piiklad 5.3: Pavel napsal definici spojitosti funkce f : R — R v bodé a € R takto:
Ve>0 VeeR 30>0 (z—a|<d=|f(z)- fla)] <e.
(a) Ukazte, Ze podle Pavlovy definice je v bodé a spojitd kazda funkce f: R — R.

(b) Napiste negaci vyroku z definice.

Piiklad 5.4: Petr napsal definici spojitosti funkce f : R — R v bodé a € R takto:
>0 Ve>0 VeeR (Jz—a|l<d=|f(z)— fla)| <e.

a) Ukazte, ze podle Petrovy definice je v bodé a spojitd kazda konstantni funkce f: R — R.

(a)
(b) Napiste negaci vyroku z definice.

(c) Ukazte, ze funkce f(x) = x, nenf spojitd v a podle Petrovy definice.
)

(d*) Jak lze charakterizovat funkce spojité v a podle Petrovy definice?

6 Jednoduché diikazy v linearni algebre

Piiklad 6.1: Necht 0 < k < n a ug,us,...,u, jsou linedrné nezdvislé vektory ve vektorovém prostoru U.
Dokazte, ze vektory ui,us, ..., ux jsou rovnéz linedrné nezavislé.

(a) Proved'te neptimy dikaz.
(b) Proved'te piimy dukaz.

Piiklad 6.2: Nechf ¢ : U — U je linedrni zobrazeni. Dokazte z definice nebo vyvratte pomoci protipiikladu
nasledujici vyroky:

(a) Jsou-li vektory uj,us,...,ur € U linedrné nezavislé, pak o(uy),¢(ug),...,p(uxr) jsou rovnéz linedrné
nezavislé.

(b) Jsou-li vektory o(u1),p(uz),...,e(u) linedrné nezavislé, pak uq,us,...,ur € U jsou rovnéz linedrné
nezavislé.

Pifpadné dikazy provedte jak formou pifmého, tak nepiimého dikazu.

Piiklad 6.3: Necht W je vektorovy prostor a U a V jeho dva podprostory. Dokazte, Ze podminka
Unv ={0}

je ekvivaletni s podminkou
VweU+V FuelU FweV (w=u+0v).

Napiste negaci druhého vyroku a dokazujte obé implikace neptimo.
Piiklad 6.4: Dokazte z definice linedarniho obalu, ze pro kazdé tii vektory w,v,w ve vektorovém prostoru U

plati
[u, v, w] = [u+v,v —u,v+ w.



Priklad 6.5: Jsou-li vektory wuy,us,...,ux € U linedrné zavislé, pak lze vybrat jeden z nich, oznac¢me jej u;,
tak, ze plati
[’U,h’u,z, ce ,uk} = [uh ey U1, Ug41y e - - ,un].

Dokazte.

Piiklad 6.6*: Nechf W je vektorovy prostor koneéné dimenze a U a V jeho dva podprostory. Necht f : U — W
a g:V — W jsou dvé linedrn{ zobrazeni takové, ze f(w) = g(w) pro vsechna w € U N'V. Pomoci vhodné baze
ve W definujte zobrazeni F' : U4V — W takové, ze F(u) = f(u) pro véechna u € U a F'(v) = g(v) pro vSechna
vel.



