1. Uvod do studia stochastickych procesi

1.1. Motivace: V této kapitole
zavedeme pojem stochastického procesu,
naucime se rozliSovat stochasticky proces
s diskrétnim ¢asem a spojitym Casem
a stochasticky proces
s diskrétnimi stavy a spojitymi stavy,
budeme definovat pravdépodobnostni rozlozeni stochastického procesu,
pozname vlastnosti pravdépodobnostniho rozlozeni stochastického procesu,

naucime se klasifikovat stochastické procesy podle riznych kritérii.



1.2. Definice: Definice stochastického procesu (SP)

Necht’ (y je méfitelny prostor, R mnozina realnych ¢isel, o 7 neprazdna mnoZina (nejcastéji ji prisuzujeme vyznam
¢asu). Necht’ zobrazeni X . mad tyto dvé vlastnosti:

a)  Je X(.,t) nahodna veli¢ina vzhledem k jevovému poli A. Znaci se X..

b) je X(w,.) prvkem mnoziny vSech realnych funkci definovanych na T.

Zobrazeni X s témito dvéma vlastnostmi se nazyva stochasticky proces definovany na T. Znaci se gg;t -

1.3. Definice: Definice slozky SP, realizace SP a realizace slozky SP ptisluSné moZznému vysledku
Necht gﬂ;t ~ Jestochasticky proces.

a) Pro libovolné, ale pevné dané t _ se ndhodna velic¢ina X(.,t) = X nazyva t-ta slozka stochastického procesu.
b) Pro libovolné, ale pevné dané ,,  se redlnd funkce X(m,.) nazyva realizace stochastického procesu ptislusna

k moznému vysledku o.

¢) Pro libovolna, ale pevnédana t —~ a ,,  se &islo X(w,t) nazyva realizace t-té slozky stochastického procesu

ptislusna k moznému vysledku o.



1.4. Priklad: Vyvoj hmotnosti novorozenych déti

Necht ~ je mnozina novorozencti, ® novorozenec, T: Q 0 casovy interval poc¢itany od narozeni novorozence, t je Casovy
okamzik. Zavedeme stochasticky proces 3@;'[ ~ > ktery popisuje prabéh hmotnosti kter¢hokoliv nahodné vybrancho
novorozence.

a) X;= X(.,t) je ndhodna veli¢ina udavajici hmotnost kteréhokoliv nahodné vybraného novorozence v okamziku t (fixovany

okamzik, libovolny novorozenec).
b) X(m,.) je realna funkce popisujici pribch hmotnosti daného novorozence » (libovolny okamzik, fixovany novorozenec).
c) X(m,t) je Ciselna realizace nahodné veli€iny X pfislusnd k moznému vysledku o, tj. konkrétni hmotnost dané¢ho

novorozence v dany casovy okamzik (fixovany okamzik, fixovany novorozenec).



1.5. Definice: Definice casové fady a nahodné funkce

Necht’ gg;t ~ Je stochasticky proces.

a) Je-li mnoZina T spocetna a linearn€ uspotfadana, tj. ty<t; <..., jde o stochasticky proces s diskrétnim casem
(tj. o Casovou fadu).

b) Je-li mnoZina T interval, jde o stochasticky proces se spojitym ¢asem (tj. 0 ndhodnou funkci).

1.6. Definice: Definice SP s diskrétnimi stavy a spojitymi stavy

Necht’ 3@;'[ ~ Jestochasticky proces.

a) Jestlize pro \y  je ndhodna veli¢ina X, diskrétni, jde o stochasticky proces s diskrétnimi stavy.
b) Jestlize pro \y  je ndhodna veli¢ina X, spojitd, jde o stochasticky proces se spojitymi stavy.

Mnozina vSech hodnot, jichz miize ndhodna veli¢ina X; nabyvat, se nazyva mnozina stavii a znaci se J.



1.7. Priklad: Priklad stochastického procesu s diskrétnim ¢asem a diskrétnimi stavy:

Dva hraci, ozna¢me je A a B, dali do hry dohromady vklad 5 K¢, z toho hra¢ A 3 K¢ a hra¢ B 2 K¢. Hra€ A héazi minci.
KdyzZ padne lic, vyhraje 1 K&, kdyz rub, prohraje 1 K¢. Hra trva tak dlouho, az je jeden z hrac¢i ruinovan. Zavedeme
stochasticky proces gﬂ;t = -kdet=1,2, .. je pofadove Cislo hodu minci a X = j, kdyz hra¢ A ma po t-tem hodu j K¢,
tedy J = {0, 1,2, 3, 4, 5}.

Napft. pro posloupnost hodu {L, R, R, L, R, R, R} je odpovidajici realizace stochastické¢ho procesu
x(t)=1{4,3,2,3,2,1,0}.

Grafické znazornéni:
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1.8. Priklad: Piiklad stochastického procesu s diskrétnim ¢asem a spojitymi stavy:

Po ur¢ité vyrobni operaci métime velikost opotiebeni obrabéciho noze. NiiZ se po N vyrobnich operacich vyméni.
Stochasticky proces nabyva hodnot, které odpovidaji opotifebeni noze. Mame tedy stochasticky proces gﬂ;t —
kde T = {1, 2, ..., N} (t je pofadové ¢&islo vyrobni operace), X - - kde J: ~ )< < ,pfi¢emz a je maximalni
opotiebeni obrabéciho noze.

Grafické znazornéni:
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1.9. Priklad: Ptiklad stochastického procesu se spojitym ¢asem a diskrétnimi stavy:
Sledujeme urcité zatizeni, které mize byt v kazdém okamziku bud’ v provozu (stav 1) nebo v opraveé (stav 0).

Zavedeme stochasticky proces gg;t = | kde 'l: t> A )Q - , =10, 1}.

Grafické znazornéni: Ozna¢me ty, t,, ... okamziky poruch, t; , t,, ... okamziky oprav.
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1.10. Priklad: Piiklad stochastického procesu se spojitym Casem a spojitymi stavy:
Sledujeme Sumové napéti na vystupu néjakého elektrického ptistroje. Stochasticky proces nabyva hodnot, které odpovidaji

tomuto Sumovému napéti. Zavedeme stochasticky proces X ,kde'l_ t- , ,kde J__ X_ .
p yp 't = — > [ — 2N ¢ I

Grafické znazornéni:
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1.11. Definice: Definice pravdépodobnostniho rozlozeni SP

Necht’ gg,t —  je stochasticky proces. Pro \ 1ze pravdépodobnostni rozloZeni ndhodné veliiny X; popsat

distribu¢ni funkei: \W/ (D — x <

(Tato distribu¢ni funkce je obecné funkci dvou proménnych t a x a popisuje jednorozmérné rozlozeni stochastického
procesu. Nepodava vsak Gplny popis pravdépodobnostniho chovani stochastického procesu, protoze neobsahuje informace o
zavislostech ndhodnych veli¢in X, pti rtiznych hodnotach t. Uplny popis pravdépodobnostniho chovani stochastického

procesu podava teprve systém distribu¢nich funkci.)

~ ~
Necht’ ):19- . 7tn — Je uspoiadana n-tice indexd, ‘?% 9 -7)% je marginalni vektor daného stochastického

~

procesu. Pro \o/ .6 ~ omatme (P... 2(19- -,-Xn\: Kq < A A <<  margindlni
~N
distribu¢ni funkci ndhodného vektoru Aao -7)%. :

. | . )
Systém 11[‘ — ... 2(19- -;-Xl\;n: 5o -;-tb- °7tn e se nazyva pravdépodobnostni rozlozeni

stochastického procesu gg,t ~



1.12. Véta: V<éta o vlastnostech pravdépodobnostniho rozlozeni SP
Necht Fr je pravdépodobnostni rozlozeni stochastického procesu T~ . Pak systém Fr mé tyto vlastnosti:

a) Fr je symetricky systém distribu¢nich funkci, tj.

V o 7 ot 7 X i @y e ke Tk

je libovolna permutace mnoZiny indexti 5- . ,11

b) Fr je konzistentni systém distribucnich funkei, . je-li Yo oo\ ) - A "+ «od1 disjunktni rozklad mnoziny
. A n x ~
indext L- -yrl,pak CI) ((U 7)(-] — Ab ((b :
% -
RN

Diikaz: plyne z vlastnosti distribu¢ni funkce.

1.13. Véta: Kolmogorovova véta

Kazdy systém distribu¢nich funkci, ktery je symetricky a konzistentni, je pravdépodobnostnim rozlozenim néjakého

stochastického procesu.

1.14. Definice: Definice stochasticky ekvivalentnich SP

Rekneme, Ze dva stochastické procesy jsou stochasticky ekvivalentni, maji-li stejné pravdépodobnostni rozloZeni.



1.15. Priklad: Odvozeni pravdépodobnostniho rozlozeni SP

Necht’ X je ndhodna veli¢ina s distribucni funkci W(x) a f(t) je redlna funkce takova, ze
a) f(t) > 0 pro

b) f(t) <0 pro .
Pro s  polozme X; = f(t)X. Odvod’te pravdépodobnostni rozloZeni stochastického procesu 3&;’[ c
Reseni:

< = X on WS

b b)) Ca) )
- \'S’af%f'))'\ ’:Slaff\@\)

Je-1i X spojita nahodna veli¢ina, pak B(X ax. ) =0.

| L)



1.16. Poznamka: Dé€leni SP podle riznych kritérii

a) Rozd¢leni stochastickych procesii podle zavislosti jejich pravdépodobnostniho rozloZeni na Case

— striktné stacionarni procesy (je pro n¢ charakteristickd urcita stalost v case): D forD— ) b S kde h>0
— evolucni procesy (maji vyrazny ¢asovy trend)

b) Rozdéleni stochastickych procest podle toho, zda k uréeni jejich pravdépodobnostniho rozlozeni staci znat pouze
dvourozmérné distribu¢ni funkce ¢i nikoliv:

— definitni procesy

— hereditni procesy

c¢) Rozd¢leni definitnich procesii podle toho, zda jejich pravdépodobnostni rozlozeni zavisi pouze na rozdilu ¢asovych
okamzik, nikoliv na jejich umisténi na ¢asové ose

— homogenni procesy

— nehomogenni procesy.



2. Funkcionalni charakteristiky stochastickych procesu

2.1. Motivace: V této kapitole

zavedeme trend, rozptyl a smérodatnou odchylku stochastického procesu,
autokovarian¢ni a autokorelacni funkci stochastického procesu,

pozname vlastnosti téchto funkcionélnich charakteristik,

budeme definovat centrovany a standardizovany stochasticky proces

slab¢ stacionarni stochasticky proces.



2.2. Definice: Definice stfedni hodnoty a rozptylu SP, definice centrovaného a standardizované¢ho SP
Necht’ gi;t ~ Jestochasticky proces.

a) Jestlize pro \y  existuje sttedni hodnota J:“'XD, pak zavedeme realnou funkci vztahem:

X/ = Vx‘\- ”

Tato funkce se nazyva stredni hodnota (trend) SP. (|,  charakterizuje polohu realizaci SP na Casové ose.)

b) Jestlize pro \~ existuje rozptyl D‘Xp, pak zavedeme redlnou funkci o~ " vztahem:
— - “K\
\W/ N = :

Tato funkce se nazyva rozptyl SP. Funkce v — =~ “se nazyva smérodatnd odchylka SP.

e

( r; ' charakterizuje variabilitu realizaci stochastického procesu kolem trendu.)

c¢) Necht’ stochasticky proces ma sttedni hodnotu a rozptyl r; ', ktery je kone¢ny a nenulovy.

Transformovany stochasticky proces th — kde X — — , S€ nazyva centrovany SP.

S

X
Transformovany stochasticky proces é)t c— kde Z p— -_» se nazyva standardizovany SP.

(oY
(Lze snadno ukazat, ze centrovany SP ma nulovou stfedni hodnotu a rozptyl stejny jako ptivodni SP. Standardizovany SP

ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.)



2.3. Priklad:
Necht’ ndhodné veli¢ina X ma stiedni hodnotu E(X) = 2 a rozptyl D(X) = 9.
Zavedeme SP gg;t = »kde X;=X.cos wt, ® > 0 je konstanta. Najdéte stfedni hodnotu a rozptyl tohoto SP.

ReSeni:

“. = “Pg‘\: ‘Eg fom ](ﬂ '>§: :S)(ﬂ
G = P{\: P‘ Om )?Em “’IX\: :O%m

Napft. pro ® = 1 dostaneme:
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2.4. Poznamka: Dalsi funkcionalni charakteristiky stochastického procesu

Podobné jako u ndhodnych veli€in lze pro stochasticky proces zavést dalsi momentové charakteristiky, napt. Sikmost a
Spicatost. VSechny tyto charakteristiky, které vychazeji ze znalosti jednorozmérného rozlozZeni stochastického procesu, vSak
nepostacuji k popisu pravdépodobnostniho chovani stochastického procesu, protoze neobsahuji informace o zavislostech

mezi sloZzkami stochastického procesu.

2.5. Definice: Definice autokovarian¢ni a autokorela¢ni funkce SP

Necht’ gg;t ~ Je stochasticky proces. Predpokladame, Ze pro \,  existuje stfedni hodnota J‘_“‘XS a E?Q\ -

a) Redlnou funkci A/ [9t2\ dvou proménnych danou vztahem

t ~ ~N ' "~ )
Y/ ! vy b2 — ng)gcz — fg:. _ P% _ nazveme autokovarianéni funkci

stochastického procesu.

b) Realnou funkci .t~ dvou proménnych danou vztahem

N

T X x bt2
v ! e D ’ ~ nazveme autokorelacni funkci stochastického procesu.

(Autokovariancni funkce j e zobecnénim variancni matice nahodného vektoru a autokorelacni funkce je zobecnénim

korelacni matice nahodného vektoru. Tyto funkce obsahuji informace o linearnich zavislostech mezi slozZkami SP.)



2.6. Véta: Véta o vlastnostech autokovariancni funkce SP

Pro autokovarian¢ni funkci stochastického procesu plati:

a) 7/ \/ ’t\:
D\ ' v btz\: ATh

c) \v/ ) c v [,t2T< 'Y ‘ (zobecnénd Cauchyho — Schwarzova — Bunakovského nerovnost)

Diikaz: Plyne z vlastnosti kovariance.

2.7. Priklad:

Najdéte autokovarian¢ni a autokorelaéni funkci SP z prikladu 2.3. V tomto ptikladu byl SP zaveden vztahem X, = X.cos wt,

pficemz E(X) =2, D(X) =9

Reseni:

y b gg,xzj: l’f-jow 304 -y 9y {Q(\:

— Jm N = “Om Um g g
6 /5 —%O(D S0 -

p 2= o = %R X, °

\ €)) )



2.8. Véta: Véta o stiedni hodnoté a autokovarian¢ni funkci transformovaného SP

Necht 3@;'[ ~ Jestochasticky proces se stiedni hodnotou | ™ a autokovarianéni funkci A/ J;l,tz\. Necht f{(t) je
realna funkce definovand na T.
a) Zavedeme stochasticky proces ¥t — , kde Y, =X, + f(t). Pak plati:

~ ~ ~

\W/ | — 4
v e v éb— b

b) Zavedeme stochasticky proces ¥t _ ,kde Y,=f(t) X,. Pak plati:

~

\v4 L — i '
v e v éu— 11f, Bt

Diikaz: Plyne z vlastnosti stfedni hodnoty a kovariance.



2.9. Definice: Definice slabé stacionarniho SP

Stochasticky proces gg,t ~ senazyva slabé stacionarni, jestlize plati:

a) \/ | — (trend je konstantni)
b) \_]i 1: -v2 - _ (rozptyl je konecny)
O ' 4 v tz 1 — ,9t2\ (kovariance libovolnych dvou slozek SP zavisi pouze na jejich vzdalenosti

na ¢asové ose a nikoliv na jejich umisténi na asové ose)

2.10. Poznamka: Vztah mezi striktni a slabou stacionaritou SP, zavedeni autokovarian¢ni funkce slabé
stacionarniho SP

a) Je-1i stochasticky proces striktné staciondrni, je i slabé stacionarni.

. " o t~ ), o
b) Je-li stochasticky proces slabé staciondrni, pak pro 7/ '~ ; V2 — 2 .Znamenato, Ze
autokovariancni funkce zavisi pouze na rozdilu argumenta t, — t; =: h. V tomto ptipad¢ zavadime funkci jedné proménné,

kterou znac¢ime rovnéz symbolem A, vztahem \~/ \/ l\: MT . Je to autokovarian¢ni funkce slabé

stacionarniho SP.



2.11. Véta: Véta o vlastnostech autokovarian¢ni funkce slabé stacionarniho SP
Autokovarian¢ni funkce slab¢€ stacionarniho stochastického procesu ma tyto vlastnosti:

~

a) o ~ @ — ’)\: (vSechny slozky SP maji tyz rozptyl)

b) I N/ l\: _  (autokovariané¢ni funkce je suda)

0 by <
Diikaz: Diikaz vlastnosti a) , b) je trividlni.
Ad ¢) Uvazme centrovany slab¢ stacionarni SP gﬂ;t = (G.pro 7/ 1 — ) Pak
R X
[ @ Y — p— — :
Dale N/ [\: )t_l_ — %‘Dx_l: \: m. ‘-I: b
Pocitame
EAX++_ + AP TEY TS T

Protoze EI{—F N > , plyne odtud, Ze \v/ n "‘\/- t’~<



2.12. Priklad:
Necht’ Y, Z jsou standardizované ndhodné veli¢iny (tj. E(Y) =0, E(Z) =0, D(Y) =1, D(Z) = 1), které jsou stochasticky

nezavislé. Zavedeme SP ggfpt — »kde X =Y.cos ot +Z.sin ot, ® > 0 je konstanta. Najdéte stfedni hodnotu a rozptyl

tohoto SP a ukazte, Ze je slabé staciondrni.

Reseni:
1 = ,Xp: Y- /0 l'Um Jm IY\—l— N S

[ |
G = Pi\: 'IY Om LN )?Em “,IY\—I— 12Jm jz\: )?Em B :

(f))

Aby byl SP slab¢ stacionarni, musi mit konstatntni sttedni hodnotu, kone¢ny rozptyl a pro jeho autokovarian¢ni funkci musi

platit y(h) = v(t, t+h). Prvni dv€ podminky jsou splnény, ovétime treti:

,)g _ .o, MY 0p, | B,

7

'y —
_ )CN ul./f_|_ (, .»11+/'J€€+

+ ' - . . -
;Jr , Y _ul )g_ ,;)‘Z:: )t. :o‘t;+ + i '.nﬁ =



2.13. Véta: Véta o vlastnostech autokorelaéni funkce slabé stacionarniho SP

Pro autokorelaéni funkci slabé stacionarniho SP plati:

- —_— - . [:
vV = F
Dikaz:
— 6> - D
~ Y : X : LS4 ~ ~ ~ ~
VA= > ,t2 — _ - Je-li SP slab¢ stacionarni, pak ,, _,t2 _ B~ — b tedy p = <
2.14. Priklad:

Necht je dan SP gﬁ;t = »Kkde nahodné veliCiny Xq,)%,. . jsou stochasticky nezavislé a maji vSechny stejnou distribu¢ni
funkci @(x). Urcete stiedni hodnotu, rozptyl a autokorelacni funkci tohoto SP.

ReSeni: Protoze ndhodné veli¢iny X, t T maji vSechny stejnou distribu¢ni funkci ®(x), maji 1 stejnou stfedni hodnotu

. c2prad _t
J:,Xp_ a stejny rozptyl DA\_ . Déle pogitame autokovarianéni funkci ,Ytl,tz\_C?i ,X S @)II)' Qq T 2 Jedna
a a = . +2

tlatQ\ dpr‘j —t2

se tedy o slab¢ stacionarni SP. Nyni spo¢teme autokorelacni funkci tl,tQ S L —, . Znamena to, Ze
PTE =1 2‘__Oprq itz

g L W ]

neexistuje zadna zavislost mezi realizacemi SP ve dvou riiznych okamzicich.



