14. Poisso#iv proces

14.1. Definice:Definice Poissonova procesu
Nech {X ;tOT} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocateenich pravépodobnostp(0) = (1, O, ...) a matici intenzittpchodu

-A A 0 0 .. Prechodovy diagram:
0O -A A 0 ..
Q= 0 0 A A , kde A >0 je konstanta, nazyvéa sgenzita

Tento HVR se nazyv&oissoiiv proces(s parametrerh).
(Vidime, Ze v Poisson@wrocesu je mozné jen setrvani v dosavadnim stelva gfechod do nejblizSiho vySSiho stavu.)

Vysvétleni: Poissofiv proces popisuje napmahodné a navzajem nezavislé udalosti. NahodigineX , 0{01,...} udava
pocet udalosti, které nastanou v interv(ﬂ),l) . Fitom st¥edni hodnota pidu udalosti, které nastanou &esovou jednotku,
je konstanta\ >0. Pravépodobnost gt) = €" vyjadiuje, Ze v intervaIL(O, t> nenastala zadna udalost. Qdnee-li S dobu

gekani na zrnu mezi stavy (tj. dobtiekani na fichod udalosti resp. dobu setrvani ve stavu), 8kcR) = &', tedy

{1—e‘“,t20

ol . To znamena, Ze je-li rozlozenigho udalosti, které nastaly v interva(l@qt) Poissonovo, je
<

P(S<t)=

rozlozeni dobyekani na zrénu resp. doby setrvani ve stavu exponencialni.



Priklady uvazovanych udalosti:

- dopadycastic kosmického Zani zaznamenavaréacem castic
- rozpady radioaktivniho prvku

- vyzvy pichazejici do telefonni Gstdny

- dopravni nehody registrované ngakém silnénim Useku

- poruchy automatického stroje

- prichody zakaznik do rejakeho systému obsluhy apod.

Upozorreni: U &chto praktickych fikladia neni splgn predpoklad, Ze intenzita vyskytu udaldsie nezavisla naase.
Provoz v telefonni Usedre je jis zivéjSi dopoledne nez ¥er; silniéni provoz zalezi jak na denni dotak na dnu v tydnu;
mnoZzstvi radioaktivni latkgasem ubyva a tedy ubyva i intenzita rozpadu jgioimni; poruchovost stroje setibe zvySove
s jeho opaebenim apodCasto se ale sleduje vyskythto udalosti jen posfakou omezenou dobughem niz Ize

predpokladat nesmnost intenzity\.



14.2. \Kta: Véta o pravdpodobnostnim rozlozeni slozek Poissonova procesu

]
Neclt {Xt;tDT} je Poissofiv proces s parametrelmPak plati:0t 0T Oj0 J:p, (t) = @e‘“ :
J

Vysvétleni: Nahodna vetiina X, ktera udava nd@ppccet zakaznil, ktetri prijdou do fronty v intervaIL(O, t>, seridi
rozloZenim PA¢). Cislo p(t) = € udava pravépodobnost, Ze v interval(.(D, t) nenastane zadna &na.
Diikaz: Sestavime systém evehich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateni podminkowp(0) = (1, 0, ...).

A A 0 0 ..\ p,/(t)==-Ap,(t)
(R (OA 0 0. )=mO0R0.) o o L 7 ] BE R0

......

Pti feSeni &chto rovnic pouzijeme LT.

Obraz 1. rovniceza(z)-po(oxzq:-Apo(z):»po(z):ﬁjpo(t):u{ 1 ):e—m

Z+A

- R RE= - L[m] M

0= r)= =0 N = sy

Obraz 2. rovnicezR(z) - p,(0)=0 =AP,(2)

A
(z+A)

Obraz 3. rovnicezP,(z) - p,(0)=0 =AP,(2)

j
Obecs: p (t) :%e‘“, j=012,...



14.3. Riklad: Maijitel obchodu s potravinami zjistil, Ze v raripicce @ichazi do obchodu pmerng 20 zakaznik za 5

minut. Majitelova manzelka se domniva, ze #ghu 10 minut nize aiekavat v piiméru 30 zakaznik, zatimco

Reseni:
Prichody zakaznik do obchodu Ize modelovat Poissonovym proce{éém DT}, kde X = |, kdyz zatasovy intervaI(O, t>
piijde do obchodu pr&j zakaznik, j=0, 1, 2, ...

Parametr procesu (intenzita procesux 2—50 = 4 zakaznicizalminutu.

i
Podle gedpokladu: X~ Po(4t), tedyP(X, = j)=@e-4t

Odhad manzelkyP(x.. =30)= 4 20?) e =p, (L0)=0,01847
V MATLABU: poisspdf(30,40)

40
Odhad manzelaP(X , = 40)= %e“m =p,,(10)=0,06297

V MATLABU: poisspdf(40,40)

Optimisticky odhad majitele je prasodobrjSi nez opatrny odhad jeho manzelky.



14.4. \gta: V¢éta o pravdpodobnostechiipchodu v Poisson@wprocesu

j-i
: - . . (M) e’ proj=i
Neclt {X ;tOT} je Poissofv proces s parametreknPak plati:0t0T Oi, jOJ:p, (t) =1 (j —i ) .
Oproj<i

Dikaz: Z matice intenzit fechodu plyne, Ze jedinygchod sxenulovou pravébodobnosti je fechod do stavu o 1 vysSil

0N
" Aot : . . . —/ e proj =i

Pritom paateini stav je nulovy, tedy;ft) = py(t). V disledku homogenityp, (t)=p, ., (t)=1 (j i) .

Oproj<i

14.5. \Wta: V¢éta o stedni hodnat a rozptylu Poissonova procesu
Necht {X,;tOT} je Poissofiv proces s parametrekn Pak E(X) = At, D(X;) = At.

Diikaz: Plyne z vlastnosti Poissonova rozlozeni, protoze Roft).

14.6. \&ta: Véta o rozlozeni doby setrvafgizce v daném stavu
Neclt {Xt;t DT} je Poissonfiv proces s parametreln Ozn&me S dobu, kterodetézec setrva ve stavu j-1, j= 1, 2, ... Pak
S ~ Ex(.) a stedni hodnota doby setrvémiczce ve stavu j-1 j(%.

Diikaz: Plyne z ¥ty 12.8.

14.7. \Bta: Véta o nezavislosti dob setrvamittzce v danych stavech
Nahodneé vetliiny S, j =1, 2, ... jsou stochasticky nezavislé.

Dikaz: Nebudeme provatl



14.8. Riklad: Na autobusovou zastavkiijizdgji autobusy linek. 1 a¢. 2. Redpokladame, Zeffpezdy autobus obou
linek tvari udalosti Poissonovych prodes parametry, A,, pficemz tyto procesy probihaji nezavisle naésMypoctéte
pravcEpodobnost, ze z&asovy interval délky tijede na zastavku prak autobus.

Resent:

i
Ozname % poity pifiezdi linky ¢. 1 v intervalu(0,t), X, ~ Pogat), P(X, = j):@e‘xlt ,j=0,1,2, ...
j!

j
Ozname Y, poity pifjezdi linky ¢. 2 v intervalu(0,t), Y, ~ Pogst), P(Y, = j):@e‘“, j=0,1,2, ...
j!

Dale ozname Z poity prijezdi autobus obou linek v intervaIL(O, t), Z, = X;+ Y. Mame peitat P(Z=k), k=0, 1, 2, ...

Podle ¥ty o rozlozeni sotiu dvou stochasticky nezavislych nahodnychéueldostavame:

kJ(Alt)j (1) =Bt A

j k!

i k—j —(Ag+A, )t
P(z, = k):_zklp(xt = )P(Y, =k - j):_zk:()\_lt) ot ()\zt)_ o :e_zk:(
= =] (k—j) kI =

Znamena to, zeZ Po(f.y + ) ).



14.9. \Wta: V¢éta o bodovém a intervalovém odhadu paramefPoissonova procesu
Nech’ v intervalu{O,T) byl sledovan Poissé@m proces s neznamym parametrembylo pozorovano n udalosti.

, pricemz E(X)=A (). A je nestranny odhad) D(X)z%.

A~

a) Bodovy odhad parametkye dan vzorcemaA =$

b) 100(1e))% empiricky interval spolehlivosti proméa mezed = %x%/z(Zn +2), h= %le_alz(Zn +2).
14.10. Riklad: Na ugitém z&izeni byly po dobu 580 h sledovany poruchy. Za tlatbu jich nastalo 22. Zagdpokladt

Ze poruchy tvti udalosti Poissonova procesu s paramefteothadste tento parametr a n&je pro i) 95% empiricky

interval spolehlivosti.

Reseni:
T =580, n = 22, tedi = =22 = 0,0379
T~ 58C
d =ix2m(2n +2) =Lx20,025(46) =1 592-00252
2T 2 (B8C 116¢

h= i)(21—01/2(2“ + 2) — LX20,975(46) = i66,6 =0,0574
2T 2[58C 116(

0,0252 <\ < 0,0574 s pravbodobnosti aspo0,95.



14.11. PoznamkaPoissoiiv proces lze v MATLABuU simulovat pomoci funkce Pmie.m:
function [v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]JsBon(CPS,lambda,t)
%vstupni parametry

%CPS ... celkovy pocet simulovanych prichodu zakazn

%lambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku

%t ... casovy krok

%vystupni parametry

%V ... vektor variant poctu zakazniku

%abscet ... abs. cetnosti jednotlivych variant

%relcet ... relativni cetnosti jednotlivych variant

%p ... pravdepodobnosti jednotlivych variant

%tabulkal ... empiricke a teoreticke charaktenssiknulovaneho poctu
%zakazniku

%tabulka? ... empiricke a teoreticke charaktenstikby simulace

Tuto funkci pouzijeme i feSeni nasledujicihaiggladu.



14.12. Riklad: V sobotu v dob od 8 do 20 h sledujeme provoz v klidné ulici viewe ¢tvrti mésta. V tomto obdobi

------

exponencialnim rozlozenim. Pomoci MATLABuU simulwjezd 20 aut do této ulice.

Reseni:V tomto @ipact jsou vstupni parametry tyto: CPS = 20, lambda3scHsovy krok zvolime napt = 8.
Teoreticka celkova doba simulace bylabyt 20.8 = 160 min, gmeér = 8 min, smrodatna odchylka = 8 min.)
[v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]=Poisson(@@Hda,t)

Pctet aut, kterd vjizgi vzdy bthem 8 minut Abs. ¢etnost| Rel. cetnost] pravdEpodobnos;
0 15 0,5357 0,3679
1 6 0,2143 0,3679
2 6 0,2143 0,1839
4 1 0,0357 0,0153
Praimeérny paet aut zatasovy krok: 0,7857 Realizace Poissonova procesu:
Stredni hodnota pdu aut zatasovy krok: 1 "

Pozorovana s#n. odch. pétu aut za&asovy krok: 1,0313 =
Smeérodatna odchylka @u aut zatasovy krok: 1
Celkova doba simulace: 214,7869 ur
Teoreticka celkova doba simulace: 20*8 = 160
Praimérna doba mezi vjezdy aut: 10,7393

Stredni hodnota doby mezi vjezdy aut: 8

Pozorovana sin. odch. doby mezi vjezdy aut: 14,8255
Smerodatna odchylka doby mezi vjezdy aut: 8

o N S ) <)




15. Proces vzniku a zaniku

15.1. Motivace:Budeme se zabyvat popisem kolisani rozsahu sowlbjeuti v case za fedpokladu, Ze

a) v ndhodnych okamzZicich vstupuji do tohoto soulmmrve objekty, icemz pravédpodobnost, Ze v interval(l,t + h)

vstoupi do souboru rozsahu j novy objekt\ja +o(h), kdek; > 0 jeintenzita vstupu do stavy |

b) v nahodnych okamzZicich vystupuji z tohoto souljimii objekty, gicemz pravdpodobnost, Ze v interval(l,t + h>

vystoupi ze souboru rozsahu j jeden objekfs je+o(h), kdey; > 0 jeintenzita vystupu ze stavy |

C) vstupy a vystupy objektjsou stochasticky nezavislé jevy;
d) behem kratkéh@asového intervalutstava rozsah souboru tyz nebo se j@dnzwtsi¢i zmensi.

Bude nas fedevsim zajimat, jak se chova rozsah tohoto soyimdostaténé dlouhé dob, tj. po odez#ni vlivu

pocateEnich podminek.



15.2. Definice Definice procesu vzniku a zaniku
Nech {X ;tOT} je homogenni markovsktizec se spojityndasem, ktery ma mnoZinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocateenich pravépodobnostp(0) = (1, O, ...) a matici intenzitfpchodu

=N, A, 0 0
meo —(+A) A 0 .. . - -
Q= , kdeA, >0,j=0,1,2,.. apy, >0, j=1,2,.. jsou konstanty.
0 H, _(uz +)\2) )\2 c

Tentorettzec se nazyvaroces vzniku a zanik(resp. mnozeni a umrti).

Prechodovy diagram:

Upozornéni: Je Zejmeé, Ze Poissa@ proces je specialnintipadem procesu vzniku a zaniku, smg
K=0,j=1,2,...4=2,j=0,1,2, ...



15.3. Wta: Stacionarni rozlozeni procesu vzniku a zaniku

Nech’ {Xt;tDT} je proces vzniku a zaniku s intenzitami vzni?lgu> 0,j=0,1,2,.. aintenzitami zémikquj >0,j]=1,2,..

AN L IA 1
Pak stacionarni rozlozeni tohoto procesu je danccem:Jjd J:a = kdea, = za
J 1|_12|:] m ao 1+§:)\0)\1D D\
= M, O m
predpokladu, zéadaz = absoluti konverguje. Jinak stacionarni rozlozeni neexistuje
= IJ'1IJ'Z
Diikaz: HledamereSeni systému rovnixQ =0, ax+a+..=11.
_)\0 )\O 0 0 _)\oao+p'1a1=0:>a1:&ao
(3aa,.) s BN A0 (g0 ) 1
4 A, 0 uz _(u2+)\2) )\2 ACAC Y _Aj_la (u +)\ )a_ +p’j+1 ]+1=01j:1121'°':>
_ + A
a,=-——a,+ R a,
a,+ta+a, +...=1 M M
a,ta +ta, +...=1
Necitj=1:4a, = —ﬁaO s T A a =——a, PR T +Alﬂao A a,
M2 M2 H> P MM
AN LLIA, @ © AAL L TN
Obecrs: a, =—— Za,, pricemz1= Za a, +Za =g, +> — ! ~a, = a, = 1 , pokud
MM, U L—Iui =R, |——|J-l 1+ i)\o)\1 L. D\j—l
= MM, O |——|uj

[...IA.
radaz Ay = absolutg konverguije.

= MM, L




15.4. Fiklad: Nectht {X ;tOT} je proces vzniku a zaniku s mnoZinou étaw {0,1}, intenzitou vznikuk a intenzitou
zanikup. Najdste:

a) vektor absolutnich praspodobnostp(t)

b) matici pravédpodobnosti flechoduP(t)

C) stacionarni rozlozeai

ReSeni:Matice intenzit pechodu:Q = (_M)\ —)\IJ

Ad a) Sestavime systém evaich diferencialnich rovnig'(t) =p(t)Q s paatesni podminkowp(0) = (1,0).

(po-(t),p;(t»=(po(t),pl(t»[‘uA }Hj,po(mpl(t)=1:p1(t)=1—po(t)

D, '(t) = ~Apy, () + 1P, (£) = p,'(t) = -Ap, (1) + = pp, () = p,'(t) + (A + )P, (t) = P, (0) =1

" A
Laplacélvobraz:zP(z)—p(o]:j+(A+u)p(z)=E_jp(z): A+ ~p( )==7\+p. A+
0 0 0 2 0 Z(Z+)\+H) 0 . Z+ A+
K A
_af At A+ _ M A —(A+)t _ _ A A ~(A+p)t
t)=L = , p.t)=1-p,(t)= - .
pl() z +Z+)\+u )\+u+)\+ue pl() po() )\+l—l )\+|J-e

Celkem:p(t) = (1 + A& A = Ae o))

A+U



Ad b) Pravé@podobnosti pechodu wime nap. ze systému Kolmogorovovych retrospektivnich @ifeialnich rovnic
P'(t)=QP(t) s paatesni podminkowP(0) =1.
'(t "t -A A t t 10
[po".( ) p‘”'( )j =( J,[po"( ) Pul )j =[ ]: proieseni tohoto systému &pryuzijeme Laplaceovu
Pio (t) P (t) Ho —H plO(t) p11(t) 01
transformaci a ziskame vysledek:

1 W+ )\e—(Mu)t A — )\e—(“li)t
P(t)= ()t ot |
A+p{p—pe A +pe

Ad c) Stacionarni rozlozenitheme uéit nékolika zpisoby. Podle &ty 15.3. mame:

1 K K A
a = = 1a1:1—a0 =1- = .
TN At A+p A+p
I
Celkem:a=—— (w,A)
+



