16. Specialni @gipady procesu vzniku a zaniku

16.1. Definice:Definice linearniho procesu vzniku a zaniku
Necht {X ;tOT} je homogenni markovsktizec se spojityndasem, ktery ma mnoZinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocateenich pravdpodobnostp(0) = (0, 1, 0, ...) a matici intenzit@chodu

0 0 0 0
—(L+A A 0o ..
Q= o=(rA) , kde A >0, u >0 jsou konstanty.
0 2u  -2+A) 22 ...

Tentofettzec se nazyvlinearni proces vzniku a zaniku s intenzitami.

(Intenzity grechodu jsou linearnimi funkcemi faali stavi, v nichZ byl proces vipdeSiém okamziku,
.4 =Aj=0,1,2, .y=ju,j=1,2,..)

16.2. \Bta: Véta o absolutnich pragédodobnostech v linearnim procesu vzniku a zaniku

Necht {X ;tOT} je linearni proces vzniku a zaniku s intenzitami. Pak absolutni praggodobnosti jsou dany vztahy:

At A
Proi = w: pO(t)=1+)\t’ pj(t)=ﬁ,1=12w.

— e()‘_ll)t

Pro # p zavedeme ozrtani A(t) =m

. Pakp, (t)=pA(t), py(t) =[L-AADIL- pAGIAAG] 7, = 22....

Diikaz: Uvedené vztahy ziskanieSenim systému evaioich diferencialnich rovnic.



16.%. Dusledek: Prav@&podobnost zaniku

Pravaipodobnost, Ze soubor objékt ¢ase t zanikne, j@©(X, =0)=p,(t) =41+ At ProA=H | imitnfm prechodem
A (1) proA #
1proA <
pro t— oo zjistime, Ze limitni pravtpodobnost zaniku j&m p,(t)=1{ u .
e X proA >p

16.4. \Kta: Stredni hodnota a rozptyl rozsahu souboru

Necht’ {Xt;tDT} je linearni proces vzniku a zaniku s intenzitami. Predpokladejme, Ze &ase t = 0 ma soubor rozsah
ko> 1. Pak pro $edni hodnotu a rozptyl rozsahu soubokase t > 0 plati:

Prol = pu: E(X,)=k,,D(X,)=2k At.

o, A H g —q]

Prod# u: E(X,)=k,e™”,D(X,) N —p

Diikaz: Nebudeme provéd

16.5. Poznamkadlimitnim prechodem pro +> « zjistime, Ze limitni $edni hodnota rozsahu souboru je
K, proA =p

limE(X, ) =1 OproA <y
0 ProA >



16.6. Fiklad: Necir {X ;tOT} je linearni proces vzniku a zaniku s mnoZinoutsthw {0, 1, 2}, intenzitou vzniku

A = 0,01 a intenzitou zanikw= 0,001.
a) Jaka je pravpodobnost, Ze proces zaniknéase t = 100?

b) Jaka je limitni pravipodobnost zaniku?

Reseni:
d a) Podle dsledk O=p2"2" tedyp.(100)= ol
Ad a) Podle dsledku 16.3p,(t)=p———F——-, te 100)=0,001 =0,0619
) Po ”p Aehk i 0,001- 001e°°
Pravdpodobnost, ze vase t = 100 proces zanikne, je 6,2 %.
: _p_0001_
Ad b) limp,(t)= =0
) imp,(t)=3="057= 0

Limitni pravd&podobnost zaniku je 10 %.

16.7. Riklad: V piikladu 16.6. pedpokladejme, Ze §ase t = 0 soubor obsahoval 20 ohjektaka je s$edni hodnota a
snmerodatné odchylka rozsahu soubortase t = 100?

Reseni:

E(X,) =k, = 20€ = 49,1921 \/ At “ el [ —q] = \/20— °0 (20 ~1) = 9,3679



16.8. Poznamka¥Vlastnosti linearniho procesu vzniku a zanikuM2dATLABU ilustrovat pomoci funkce Ipvz.m:

function [M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,k0)

% funkce Ipvz ilustruje vlastnosti linearniho procesu vzniku a zaniku

% syntaxe: [M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,k0)

% vstupni parametry:

% lambda je intenzita vzniku, mi intenzita zaniku

% tau je konecny cas, kO rozsah souboru v case t=0

% vystupni parametry:

% M je vektor strednich hodnot rozsahu souboru v case t=0 az tau

% S je vektor smerodatnych odchylek rozsahu souboru v case t=0 az tau
% P je pravdepodobnost zaniku souboru v case t=0 az tau

t=[0:tau]’;

M=kO*exp((lambda-mi).*t);
S=sqrt(k0*((lambda+mi)/(lambda-mi))*exp((lambda-mi).*t).*(exp((lambda-mi).*t)-1));
P=mi*((1-exp((lambda-mi).*t)))./(mi-lambda*exp((lambda-mi).*t));
plot(t,M)

figure

plot(t,S)

figure

plot(t,P)



PouZijeme tuto funkci pro proces popsanyvis.6. a 16.7.
lambda=0.01;mi=0.001;tau=100;k0=20;

Dostaneme
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16.9. Definice:Definice Erlangova procesu
Nech’ {Xt;tDT} je proces vzniku a zaniku, ktery ma kéneu mnozinu stavJ = {0, 1, 2, ..., m}, vektor p@ateEnich

pravaépodobnostp(0) = (1, O, ..., 0) a matici intenzit@chodu

-A A 0 o .. 0 0 0
u —(\+p) A 0O .. 0 0 0
o= 0 A -(A+2w) A 0 0 0 | kdeA >0 ap>0 jsou konstanty.
0 0 0 0 ... m-u —((m-Du+r) A
0 0 0 o .. 0 ML - mu

Tentofetzec se nazyvarlangiv proces.

Vysvétleni: Erlandiv proces charakterizuje naprovoz telefonni Ugtdny, do niz vede m linek. Neth; je paet
obsazenych linek v okamziku t; X 0, 1, ..., m. P&t obsazenych linek se v kratkéasovem intervalu fizem znénit jen
o jedntku. Intenzita noveé vyzvy j&, zatimco intenzita uk@ovani hovoru je Ggrna momentalnimu @tu obsazenych
linek s koeficientem uginostip. Vyzva, kterd fichazi k pl obsazené telefonni wetlrg, se ztraci.

Prechodovy diagram:



Agner Krarup Erlang1878 — 1929) byl dansky matematik, jako prvnv&decky zabyval problematikou
telefonnich siti. Pracoval 20 let pro Kagkou telefonni spoémost. Na jeho piest byl zaveden 1 erlang

jako jednotka telefonniho provo:




16.1(. Véta: Véta o stacionarnim rozlozeni Erlangova procesu

)
Stacionarni rozlozeni Erlangova procesu je danocezo: a = JAH _,j=01...,m- Stacionarni rozloZeni existuje vzdy.

m 1A
gﬁk!(uj
Diikaz: HledamereSeni systéemaQ =0, Za =1.
j=0
A A 0 0 .. 0 0 0
o —(A+p) A 0 .. 0 0 0
0o 2 ~(A+2u) A .0 0 0
(%1a11...’am) cee u (... u) ...... “es “ee oo =(O1O1...,0)
0 0 0 (m-u —((m-Du+r) A
0 0 0 0 mu —mu

Aa, +pa, =0=>a =

Tz |> o o :

. : _ 1 A A+ ju j._
A, - (A + a +(j+lua,=0=a,=—"|-—a,+ a [ j=12....m-1
b~ O+ e, + (i + D J+1£ " )]
Aa _, —mu=0
j
Nech'j=1: az:1(—Aao+)‘+”alj=l(—ﬁao+)‘+“E4\—aj—i(ﬁj a,. Obecs: a, —E(Aj a,j=12,..
2\ M H 2\ M M M S H
i)
m |
Pritom 1= Za Zjll(%ja =a =; . Celkem:a, = L —————,j=0L1....m
=0 j=0



16.11. Riklad: V dilng pracuji ti opravéi. Do této dilny pichazi v ptiméru 24 zakaznik za 1 h. Jestlizeffthozi
zakaznik najde volného opraeaje k mu pifazen a zéne oprava. Jestlize neni zadny oprax@ny, zakaznik nieka a
odchézi. Redpokladame, ze doba opravyigt exponencialnim rozlozenimiiemz paimérna doba opravy je 5 min.
a) Jakou procentudldast pracovni doby jsou opravaevyuziti?

b) Kolik procent potencialnich zakaziije odmitnuto?

c) Jaky je pimérny paiet obsluhujicich opravé?

Resdeni:zavedeme Erlany proces{Xt;t DT}, kde X je paiet obsluhujicich opravé&v okamziku t, X=0, 1, 2, 3.

Pritom A =24,p=%=12,5= 2m=3
M

12
1 1 1., 1.\ _3
Ad a)a, = T 1+2+52 +€2 =1—9—0158 tedy 15,8 % pracovni doby opravaepracuiji.
721

- l )\ ] 3
50) T
1( A 1 3

Ad b) Zakaznik bude odmitnut, kdyz budou vsickinbpravéi pracovat. Péitamea, =§(—j a,=—[8 E]l—g =0,211, tedy

6
21,1 % potencialnich zakaziiibude odmitnuto.

2
Ad c) Vypctitame zbylé slozky stacionarniho rozlozermi (a, &, &, &): a, =%a0 =£, a, =1(Aj a, 9
6 12 12 30

Stredni hodnota pittu obsluhujicich oprava: a=-at+2a+3=—+—+—=—=1579.
- J P 2131 319191919]“



16.12. PoznamkasStacionarni rozlozeni Erlangova procesizeme vypeoitat v MATLABuU pomoci funkce Erlang.m:

function [a]=Erlang(m,lambda,mi)
% funkce na vypocet stacionarniho rozlozeni Erlangova procesu
% syntaxe: [a]=Erlang(m,lambda,mi)
% vstupni parametry:
% m ... nejvyssi poradove cislo v mnozine stavu
% lambda ... intenzita vzniku
% lambda ... intenzita zaniku
% vystupni parametr
% a ... vektor stacionarnich pravdepodobnosti
a0=1/sum(((lambda/mi).”~(0:m)).*(1./(factorial(0:m))));
a=((lambda/mi).(1:m)).*(1./(factorial(1:m)))*a0;
a=[a0 a];
Pouzijeme tuto funkci preseni pikladu 16.3.:
m=3;lambda=24;mi=12;
a=Erlang(m,lambda,mi)
Dostaneme vysledek:
a=

0.1579 0.3158 0.3158 0.2105



16.1%. Definice: Definice procesu vzniku
Neclt {Xt;t DT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor
pocatetnich pravdpodobnostp(0) = (1, 0, ...) a matici intenzitrfpchodu
=N, A, 0O O
0O -A A O

= "1, kdeA. >0,j=0,1,2,.. jsou konstanty.
Q= 0 0 oA A, =l J y

Tentofettzec se nazyvaroces vznikiresp. mnozeni) s intenzitahj >0, j=0,1,2, ..

Vysvétleni: Proces vzniku popisuje kolisani rozsahu soubojekbbv ¢ase, picemz objekty mohou do souboru pouze
vstupvat a nemohou vystupovat. Poigsoproces je specialnintipadem procesu vzniku, kde=2, =0, 1, 2, ...

Prechodovy diagram:



16.14. Véta: Absolutni pravépodobnosti a prawghodobnosti pechodu v procesu vzniku
Nectt {X;tOT} je proces vzniks intenzitamix, >0, j=0,1,2,.. Pak plati:
a) Absolutni pravépodobnosti jsou dany vztahy:

P, (t)=e™

— i j =
pj(t)_(_l) )\0)\1 D”D\j_l;()\i _)\O)D"[q)\i _)\i—l)()\i _)\i+1)|‘—‘]"|:q)\i _)\J

it

), j=1,2, ...
b) Pravépodobnosti pechodu jsou dany vztahy:
A
L__le™ —e™")proh , Z\,
= )\-+1_)\‘( )p it ]
jhj+L J J
Ate™ proA ,, =A,

Diikaz:

Ad a) Plyne ze systému evéhich diferencidlnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateni podminkowp(0) = (1, 0, 0, ...)
Ad b) Plyne ze systému Kolmogorovovych prospektkirdiferencialnich rovni®'(t) = P(t)Q

s paateini podminkouP(0) =1



16.15. Riklad: Nech’ v procesu vzniku jsou intenzity vzniku dany vztaiie = (N + j)A, kde N je danéifrozenégislo a
A > 0 je konstanta. Oddie vektor absolutnich pragplodobnosti.

Reseni:

P (t) =€ =™

_\t

e

Pt =AM D D“lg(x AT, AL -A) OO A )
o i e—(N+i))\t
=N+ 2 N = T~ A N 8 = (N w1 DA NN+ 8 = (N 1+ DN O N + A = (N + )
(N1 N g e
=(=2)A (=22 (N-1) N g(—l)ji!(j—i)!

(N-1) ZAG-Dh ACTA G- A

Znamena to, Ze % Ps(N, &).



16.1¢. Definice: Definice linearniho procesu vzniku

Neclt v procesu vzniku jsou intenzity vzniku émeé rozsahu souboru, k.= jA, j = 1, 2, ... A > 0. Redpokladejme, Ze na
-A A 0O O

O -2¢ 2n 0 ...
zacatku je v souboru jeden objekt. Matice intenzgéghodu ma tedy tva® = 0 - 2 3 . Tento proces ¢

nazyvalinearni proces vznik(Yuleiv proces).

16.17. \Bta: Absolutni pravédpodobnosti v Yuleo¥ procesu

Necht {X ;tOT} je Yulev proces s intenzitou vzniku> 0. Pak absolutni praspodobnosti jsou dany vzorcem:
p,(t)=(t-e™)"e™ j=12...

Znamena to, Ze rozsah souboriage t zmenseny o 1 §di rozlozenim Ge(®).

Diikaz: Plyne z pikladu 16.7., kde polozime N = 1.

16.18. \ta: Sttedni hodnota a rozptyl v Yule®dprocesu
V Yuleow& procesu je $edni hodnota rozsahu soubortase t rovna’ea rozptyl &(e — 1).

Diikaz: Plyne z vlastnosti geometrického rozlozeni.

(Proces vzniku i Yulkv proces maji v praxi jen maly vyznam, protoze &mém s¥té neexistuji populace, jejichz jedinci
nepodléhaji zaniku. Nicménuvedenych procége mozno pouzit n&pk modelovani kratkodobéhastu kolonie bakterii
v prostedi s dostatkem zivin.)



16.19. Riklad: Neclt je dan Yuld&v proces s parametreke 2,34,
a) Jaka je pravpodobnost, Ze vase t = 0,6 bude rozsah souboru nejvysSe 5?

b) Vypcctéte stedni hodnotu a s¢tnodatnou odchylku rozsahu soubortiase t = 0,2.
Reseni:
Ad a)p,(t)=[1-e™)"e™ j=12,...

P(X,s <5)=>"p,(08) = (1- e ) e 2*®° = 0,7557

5 5
j=0 j=0

Ad b) E(X,)=€", D(X,)=¢e"(e" -1)
E(X 0,2) — @ 23406 — 15968, /D(X » ) — \/ez,sﬁun,e (e 234D,6 _1) = 09762




16.20. Definice: Definice procesu zaniku
Nech’ {X ;tOT} je HMR se spojitymtasem, ktery ma mnozZinu stay = {0, 1, 2, ..., N}, vektor p&tesnich

0O O O 0 .. O 0
M, -, O O ... O 0
pravéépodobnostp(0) = (0, O, ..., 1) a matici intenzitgchoduQ={ 0 pn, -p, 0 ... O 0 |, kde

O O 0O 0 ...y, —H,
M, >0,j=12...,N jsou konstanty. Tento proces se nazywies zaniku

Vysvétleni: Na paatku ma soubor N objekt Objekty mohou ze souboru jenom vystupovatigmz intenzita vystupu ze
souboru rozsahu j j&, j = 1, 2, ..., N. Proces kénzanikem souboru.

Prechodovy diagram:



16.21. Definice:Definice linearniho procesu zaniku

Neclt v procesu zaniku jsou intenzity zaniku &mme rozsahu souboru, fi; = ju, j= 0, 1, ..., Nu > 0. Matice intenzit

0O O O 0 .. O 0
pH -p 0O O ... O 0

piechodu matedytva@=0 20 -2u O ... O 0 |. Tento proces se nazylWraearni proces zaniku
0O O O O ... Np —-Nu

16.22. \Bta: Absolutni pravépodobnosti v linearnim procesu zaniku
Necht {Xt;t DT} je linearni proces zaniku s intenzitou zanike 0. Pak absolutni pravdodobnosti jsou dany vzorcem:

N . .
p(t)=|. |e*){@-e* )", j=01...,N. Znamena to, Ze rozsah soubortase t s&di rozloZzenim Bi(N, &).
' j

Diikaz: Plyne z evolanich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateni podminkowp(0) = (0, O, ..., 1).

16.23. \&ta: Stredni hodnota a rozptyl v linearnim procesu zaniku
V linearnim procesu zéaniku jefetini hodnota rozsahu soubortiase t rovna N& a rozptyl Né* (1- e™') .

Diikaz: Plyne z vlastnosti binomického rozlozeni.



