16. Specialni pripady procesu vzniku a zaniku

16.1. Definice: Definice linedrniho procesu vzniku a zaniku
Necht X ;te je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma mnozinu stavii J = {0, 1, 2, ...}, vektor
pocateCnich pravdépodobnosti p(0) = (0, 1, 0, ...) a matici intenzit pfechodu

(0 0 0 0 ...\
| ‘ |
. —u - A 0 ...
K o= ! I’kde A > L > ) jsou konstanty.
i 0 21 -2q - ., 20 |

Tento fetézec se nazyva linearni proces vzniku a zaniku s intenzitami A, .

Q=

(Intenzity piechodu jsou linearnimi funkcemi potadi stavi, v nichZ byl proces v predeslém okamziku,
.4 =jAj=0,1,2, .. y=ju,j=1,2,...)
16.2. Véta: V<éta o absolutnich pravdépodobnostech v linearnim procesu vzniku a zaniku

Necht X ;te je linedrni proces vzniku a zaniku s intenzitami A, pi. Pak absolutni pravdépodobnosti jsou dany vztahy:
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Pro A # p zavedeme oznaceni A € =

Diikaz: Uvedené vztahy ziskdme feSenim systému evoluc¢nich diferencialnich rovnic.



16.3. Disledek: Pravdépodobnost zdniku

[ At
~ ~  ——Pproi - ..
Pravdépodobnost, ze soubor objektli v Case t zanikne, je P, =0 =p, € = 1+ t - : . Limitnim pfechodem
'U.LA(jpro Aot
[1proA <1
pro t — oo zjistime, Ze limitni pravdépodobnost zaniku je lim p, (:: Mo
e L CProA -1
v

16.4. Véta: Stfedni hodnota a rozptyl rozsahu souboru
Necht ¥ ;te je linearni proces vzniku a zaniku s intenzitami A, pi. Predpokladejme, Ze v &ase t = 0 mé soubor rozsah

ko > 1. Pak pro stfedni hodnotu a rozptyl rozsahu souboru v ¢ase t > 0 plati:

Pror=p: E€, = ;,,D&, = kA .
= Op ) = Ao op) o)
Pror#p EK, = (e"" DK, = 10T” “‘| T m

Diikaz: Nebudeme provadét.

16.5. Poznamka: Limitnim p¥echodem pro t — oo zjistime, Ze limitni stfedni hodnota rozsahu souboru je

[k, pro) = 1
limEQ(t:: OproA <1
t— i

|oprod -1



16.6. Piiklad: Necht X ;te je linearni proces vzniku a zdniku s mnozinou stavii J = {0, 1, 2}, intenzitou vzniku

A =0,01 a intenzitou zaniku p = 0,001.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze proces zanikne v ¢ase t = 100?
b) Jaka je limitni pravdépodobnost zaniku?
ReSeni:
0.1 ) 1_ 09

| - |
Ad a) Podle dusledku 16.3. p. € = . ————, ted 00 = 1,001 = 1,0619
) A= wo-o t Y P, €00 0,001- ),01e"*

Pravdépodobnost, ze v ¢ase t = 100 proces zanikne, je 6,2 %.

~ 1 1,001
Adb) lim = == Z—=
)imo,C A 0,01

L1
Limitni pravdépodobnost zaniku je 10 %.
16.7. Priklad: V ptikladu 16.6. pfedpokladejme, Ze v ¢ase t = 0 soubor obsahoval 20 objektt. Jaka je stfedni hodnota a

smerodatna odchylka rozsahu souboru v ¢ase t = 100?

ReSeni:

= O u ) ) }\‘ -l
E«t/: :Oe}' = '0e" = '931921M/D«1/: \/g}\‘ .

0 ) Ia nl :: \/20%60’9 ¢ - :: ,3679



16.8. Poznamka: Vlastnosti linearniho procesu vzniku a zaniku lze v MATLABu ilustrovat pomoci funkce lpvz.m:

function [M,S,P]=Ipvz(lambda, mi, tau,k0)

% funkce Ipvz ilustruje vlastnosti linearniho procesu vzniku a zaniku

% syntaxe: [M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,kO)

% vstupni parametry:

% lambda je intenzita vzniku, mi intenzita zaniku

% tau je konecny cas, kO rozsah souboru v case t=0

% vystupni parametry:

% M je vektor strednich hodnot rozsahu souboru v case t=0 az tau

% S je vektor smerodatnych odchylek rozsahu souboru v case t=0 az tau
% P je pravdepodobnost zaniku souboru v case t=0 az tau

t=[0:tau]’;

M=k0*exp((lambda-mi).*t);
S=sqrt(k0*((lambda+mi)/(lambda-mi))*exp((lambda-mi).*t).*(exp((lambda-mi).*t)-1));
P=mi*((1-exp((lambda-mi).*t)))./(mi-lambda*exp((lambda-mi).*t));
plot(t,M)

figure

plot(t,S)

figure

plot(t,P)



Pouzijeme tuto funkci pro proces popsany v pt. 16.6. a 16.7.
lambda=0.01;mi=0.001;tau=100;k0=20;

Dostaneme
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16.9. Definice: Definice Erlangova procesu
Necht X ;te je proces vzniku a zaniku, ktery ma kone¢nou mnozinu stava J = {0, 1, 2, ..., m}, vektor po¢atecnich

pravdépodobnosti p(0) = (1, 0, ..., 0) a matici intenzit piechodu

(- . A 0 0 ... 0 0 0 )
k —A 1) A0 .. 0 0 0 |
Q:| 0 2p 0 - A-2p a0 0 0 i,kde A - lapu - | jsou konstanty.
0 0 0 0 .. @-1p —M-1p-.0 A |
L 0 0 0 0 ... 0 mu —mp

Tento fetézec se nazyva Erlangtv proces.

Vysvétleni: Erlangiiv proces charakterizuje napi. provoz telefonni tGstfedny, do niz vede m linek. Necht’ X je pocet
obsazenych linek v okamziku t, X; =0, 1, ..., m. PoCet obsazenych linek se v kratkém ¢asovém intervalu mizem zménit jen
o jednicku. Intenzita nové vyzvy je A, zatimco intenzita ukoncovani hovoru je tmérnd momentalnimu poctu obsazenych
linek s koeficientem imérnosti p. Vyzva, ktera ptichazi k plné obsazené telefonni ustfedné, se ztraci.

Ptechodovy diagram:



Agner Krarup Erlang (1878 — 1929) byl dansky matematik, jako prvni se védecky zabyval problematikou
telefonnich siti. Pracoval 20 let pro Kodariskou telefonni spolecnost. Na jeho pocest byl zaveden 1 erlang

jako jednotka telefonniho provozu.




16.10. Véta: V¢éta o stacionarnim rozlozeni Erlangova procesu

1%,
Stacionarni rozlozeni Erlangova procesu je dano vzorcem: a = AN ,j= \1,...,m- Stacionarni rozloZeni existuje vzdy.
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16.11. Priklad: V dilné pracuji tfi opravafi. Do této dilny piichazi v priméru 24 zékazniki za 1 h. Jestlize piichozi
zakaznik najde volného opravare, je k nému pfifazen a za¢ne oprava. Jestlize neni zadny opravar volny, zakaznik neceka a
odchazi. Predpokladame, Ze doba opravy se fidi exponencidlnim rozloZenim, pfi¢emz primérnd doba opravy je 5 min.

a) Jakou procentuélni ¢ast pracovni doby jsou opravari nevyuziti?

b) Kolik procent potencialnich zédkazniki je odmitnuto?

c¢) Jaky je primérny pocet obsluhujicich opravait?

Reeni: Zavedeme Erlangiv proces X ;te ,kde X, je poéet obsluhujicich opravati v okamziku t, X, =0, 1, 2, 3.

Pfitom A - 4,u - 1—: 2,&—- ,m=
R
12
1 1 / ) V1 _ 3 : .
Ada)a, = - \ + i+ 2 + 02 ) 15 = 1,158, tedy 15,8 % pracovni doby opravafti nepracuji.
A 2!
AN =
S , y e 1 T8 L
Ad b) Zakaznik bude odmitnut, kdyZ budou vSichni tfi opravaii pracovat. Pocitame a, = 5—'|\ =ra,= --8: B = ),211, tedy
S\ 6
21,1 % potencialnich zakaznikli bude odmitnuto.
Y L s o . \ 6 1A 6
Ad c) Vypocitame zbyl€ slozky stacionarniho rozlozeni a = (ay, a;, a,a3): a, = =, = —,a,= -l —'a,= —
19 2w 19
O y 0 . m | 12 2 70 _
Stfedni hodnota poc¢tu obsluhujicich opravait: > =+ la,+ a,= — ,579.



16.12. Poznamka: Stacionarni rozloZzeni Erlangova procesu mizeme vypoéitat v MATLABu pomoci funkce Erlang.m:

function [a]=Erlang(m,lambda,mi)

% funkce na vypocet stacionarniho rozlozeni Erlangova procesu
% syntaxe: [a]=Erlang(m,lambda,mi)

% vstupni parametry:

% m ... nejvyssi poradove cislo v mnozine stavu

% lambda ... intenzita vzniku

% lambda ... intenzita zaniku

% vystupni parametr

% a ... vektor stacionarnich pravdepodobnosti
a0=1/sum(((lambda/mi).*(0:m)).*(1./(factorial(0:m))));
a=((lambda/mi).*(1:m)).*(1./(factorial(1:m)))*a0;
a=[a0 a];

PouZzijeme tuto funkci pro feseni prikladu 16.3.:
m=3;lambda=24;mi=12;

a=Erlang(m,lambda,mi)

Dostaneme vysledek:

q=

0.1579 0.3158 0.3158 0.2105



16.13. Definice: Definice procesu vzniku
Necht X ;te je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma mnozinu stavii J = {0, 1, 2, ...}, vektor
pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1, 0, ...) a matici intenzit pfechodu
I( — A, 0 0 \l
0 -, A 0 L : :
Q= E kde A > ), j= ),1,2,... jsou konstanty.
L0 0 —-., A, .. | ’

Tento fetézec se nazyva proces vzniku (resp. mnozeni) s intenzitami A > ), j=),1,2,...

Vysvétleni: Proces vzniku popisuje kolisani rozsahu souboru objektii v ¢ase, ptic¢emz objekty mohou do souboru pouze
vstupvat a nemohou vystupovat. Poissontiv proces je specialnim pfipadem procesu vzniku, kde A;=%,j=0, 1, 2, ...

Ptechodovy diagram:



16.14. Véta: Absolutni pravdépodobnosti a pravdépodobnosti pfechodu v procesu vzniku
Necht X :te je proces vzniku s intenzitami A >, j=)12,.. Pak plati:

a) Absolutni pravdépodobnosti jsou dany vztahy:
P €=

— it
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0= = L e —

— i j -
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p,C= -1, - h) Y <

b) Pravdépodobnosti pfechodu jsou dany vztahy:

[ A ~
J - 'jt | L '_]+|t
| - ¢ e " proi, # .,
pj,jﬂ = ’]
L
|Ajte " proi, = .,
Diikaz:

Ad a) Plyne ze systému evoluénich diferencidlnich rovnic p'€ = 1€ Q s po&ateéni podminkou p(0) = (1, 0, 0, ...)
Ad b) Plyne ze systému Kolmogorovovych prospektivnich diferencialnich rovnic P' (:z i (D

s poc¢atecni podminkou P(0) =1



16.15. Priklad: Necht v procesu vzniku jsou intenzity vzniku dany vztahem A; = (N + j)A, kde N je dané piirozené ¢islo a

A > 0 je konstanta. Odvod’te vektor absolutnich pravdépodobnosti.
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p€=-12A\ .-\, S - S =
: o J‘izo:~ki— o e = = = L
eftwijm

1N +1 .. N +j-1 . - - - . -
ANCQL QO Z‘Nﬂx NA i - N+i—1kr(N+i}» B I I Y

N+J I/Z e_NH/M _ _17‘7\‘ N+J 1 = —N?tZJ: _1“

N-17 Siri-1r.4 -1A..€-jA - ©- T N S 1g—il

-~ A / 3 -
:m—__Le _Z \5 - N+ \I:—UL (_ E.17

G T JEJE T ) e

Znamena to, ze X, ~ Ps(N, e™).
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16.16. Definice: Definice linearniho procesu vzniku

Necht’ v procesu vzniku jsou intenzity vzniku imérné rozsahu souboru, tj. A; =jA, j=1, 2, ..., A > 0. Pfedpokladejme, Ze na
(—. A 0 0 ...\
|

0 -2A 2A 0 ...
zacatku je v souboru jeden objekt. Matice intenzit ptechodu ma tedy tvar Q = 7 - 7 B
| — oo

L.

Tento proces se

|

|

|-

|
)

nazyva linearni proces vzniku (Yulelv proces).

16.17. Véta: Absolutni pravdépodobnosti v Yuleové procesu
Necht X ;te je Yuletv proces s intenzitou vzniku A > 0. Pak absolutni pravdépodobnosti jsou déany vzorcem:

~ ny ‘j_ y .
pj(/: (_ | P ¢ ,]= )25'--
14 W W W 4 w7 14 W 14 -}\,t
Znamena to, ze rozsah souboru v ¢ase t zmenseny o 1 se fidi rozlozenim Ge(e™).

Diikaz: Plyne z ptikladu 16.7., kde polozime N = 1.

16.18. Véta: Stredni hodnota a rozptyl v Yuleove procesu
V Yuleové procesu je stfedni hodnota rozsahu souboru v ¢ase t rovna ¢ a rozptyl e"'(e" — 1).

Diikaz: Plyne z vlastnosti geometrického rozlozZeni.

(Proces vzniku 1 Yulelv proces maji v praxi jen maly vyznam, protoze v redlném svété neexistuji populace, jejichz jedinci
nepodléhaji zaniku. Nicméné, uvedenych procesti je mozno pouzit napt. k modelovani kratkodobého ristu kolonie bakterii
v prosttedi s dostatkem Zivin.)



16.19. Priklad: Necht je dan Yuleiv proces s parametrem A = 2,34.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze v ¢ase t = 0,6 bude rozsah souboru nejvyse 5?

b) Vypoctéte stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku rozsahu souboru v ¢ase t = 0,2.
Reseni:
Ad a) pj(:: (- :'_ e L,j=,2,...

< _Z 06 z - 34)6\3* e 6 _ ,7557

Adb)EK, =", DK, =" € —
E«o,z :: 2,346 _ ,5968, /D((Q2 = /62,34),6 62,34»,6 B j: ',9762




16.20. Definice: Definice procesu zéniku

Necht ¥ ;te je HMR se spojitym ¢asem, ktery ma mnozinu stavii J = {0, 1, 2, ..., N}, vektor poéate¢nich

(0 0 0O 0 ... 0 0 )
W~y 0 0 .. 0 0 |

pravdépodobnosti p(0) = (0, 0, ..., 1) a matici intenzit piechodu Q:; 0O p, -1, 0 ... O 0 I,kde
L0 0 0 0 ... py — )

B>, j=,2,...,N jsou konstanty. Tento proces se nazyva proces zaniku.

Vysvétleni: Na pocatku ma soubor N objekti. Objekty mohou ze souboru jenom vystupovat, pri¢emz intenzita vystupu ze
souboru rozsahu j je u;, j =1, 2, ..., N. Proces kon¢i zanikem souboru.

Ptechodovy diagram:



16.21. Definice: Definice linearniho procesu zaniku

Necht’ v procesu zaniku jsou intenzity zaniku imérne rozsahu souboru, tj. p; = ju, j =0, 1, ..., N, p > 0. Matice intenzit
(0 0 0O 0 .. O 0 )
L -1 0 0 .. 0 0 |

ptrechodu ma tedy tvar: Q = 0 2u -2u 0 ... O 0 I Tento proces se nazyva linearni proces zaniku.
\0 0 0 0 ... Nu —Np

16.22. Véta: Absolutni pravdépodobnosti v linedrnim procesu zaniku

Necht X ;te je linearni proces zaniku s intenzitou zaniku p > 0. Pak absolutni pravdépodobnosti jsou dany vzorcem:

N, S
- - -1 N- ° 4 \ W ~r 17 A ’ 0 -ut
| B O ,j= LL,...,N.Znamen4 to, Ze rozsah souboru v ¢ase t se idi rozlozenim Bi(N, e™).

RN -
Diikaz: Plyne z evoluénich diferencialnich rovnic p'€ = 1€ Q s po&ateéni podminkou p(0) = (0, 0, ..., 1).

p, €

16.23. Véta: Stiedni hodnota a rozptyl v linearnim procesu zaniku

o z z ;e . v 7 v -t -t -pt
V linearnim procesu zaniku je stiedni hodnota rozsahu souboru v ¢ase t rovna Ne™' a rozptyl Ne™ (1- e™) .

Diikaz: Plyne z vlastnosti binomického rozlozeni.



