1. Uvod do studia stochastickych procds

1.1. Motivace V této kapitole
zavedeme pojemiochastického procesu
nawime se rozliSovat stochasticky proces
dsskrétnimcasema spojitymcasem
a stochasticky proces
dsskrétnimi stavya spojitymi stavy
budeme definovatravcEpodobnostni rozlozeni stochastického progesu
pozname vlastnosti prasoodobnostniho rozlozeni stochastického procesu,

nawime se klasifikovat stochastické procesy podmych kritérii.



1.2. Definice Definice stochastického procesu (SP)

Neclt (Q,A) je mefitelny prostor, R mnozZina realnyefsel, T # O neprazdnd mnozina (ajtji ji ptisuzujeme vyznam
casu). Necti zobrazenix : QxT - Rma tyto d¥ vlastnosti:

a) 0tOT je X(.,t) nahodna vealina vzhledem k jevovému poli A. Ztiase X.

b) DeOQ je X(w,.) prvkem mnoziny vSech redlnych funkci definovanya T.

Zobrazeni X s&mito dwma vlastnostmi se nazywéochasticky proces definovany naZnasi se{X;t0T}.

1.3. Definice:Definice slozky SP, realizace SP a realizace sl@Rygislusné moznému vysledku
Necht {X;tOT} je stochasticky proces.

a) Pro libovolné, ale pe¥rdanétOT se nahodnd velina X(.,t) = X nazyva-ta slozka stochastického procesu
b) Pro libovolné, ale pe¥rdanéw0Q se realna funkce X,.) nazyva realizace stochastického processliysna

k moznému vysledkts.
c) Pro libovolna, ale pe¥rdanatOT a wdQ secislo X(o,t) nazyvaealizace t-té slozky stochastického procesu

prislusSna k moznému vysledku



1.4. Riklad: Vyvoj hmotnosti novorozenychet

Necht’ @ je mnoZina novorozeficm novorozenecT =(0,«) ¢asovy interval p&itany od narozeni novorozence, tsovy
okamzik. Zavedeme stochasticky pro¢est 0T}, ktery popisuje pibéh hmotnosti kteréhokoliv ndhodrybraného
novorozence.

a) X = X(.,t) je ndhodné velina udavajici hmotnost kterehokoliv ndhddtybraného novorozenceokamziku t (fixovany

okamzik, libovolny novorozenec).
b) X(w,.) je realna funkce popisujicitiéh hmotnosti daného novorozensélibovolny okamzik, fixovany novorozenec).
c) X(w,t) jeciselna realizace ndhodné vally X; prisluSna k moznému vysledky tj. konkrétni hmotnost daného

novorozence v danjasovy okamzik (fixovany okamzik, fixovany novoroeeh



1.5. Definice Definicecasov&ady a nahodné funkce
Nech’ {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Je-li mnozina T sgetna a lineamuspdadana, tj.d< t; < ..., jde ostochasticky proces s diskrétnéasem
(. o casovourady.

b) Je-li mnozina T interval, jdesiochasticky proces se spojitgiamsem(tj. o nahodnou funkgi

1.6. Definice:Definice SP s diskrétnimi stavy a spojitymi stavy
Necht' {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Jestlize praitOT je ndhodna velina X; diskrétni, jde stochasticky proces s diskrétnimi stavy
b) Jestlize praitOT je ndhodna velina X, spoijita, jde ctochasticky proces se spojitymi stavy

Mnozina vSech hodnot, jichztrhe ndhodna valina X; nabyvat, se nazyvanozina stafr a zn&i se J.



1.7. Fiklad: Priklad stochastického procesu s diskrétdasem a diskrétnimi stavy:

Dva hr&i, ozna&me je A a B, dali do hry dohromady vklad 8,k toho hra A 3 K¢ a hr& B 2 Ke. Hr& A hazi minci.
Kdyz padne lic, vyhraje 1 & kdyz rub, prohraje 1 & Hra trva tak dlouho, az je jeden z &ir&uinovan. Zavedeme
stochasticky procefx;t0T}, kdet =1, 2, ... je fadovégislo hodu minci a ¥= j, kdyZ hr& A ma po t-tém hodu j &
tedy J ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Napr. pro posloupnost had{L, R, R, L, R, R, R} je odpovidajici realizaceshastického procesu
x(t)={4,3,2,3,2,1, 0}.

Grafické znazoréni:
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1.8. Priklad: Priklad stochastického procesu s diskrétdasem a spojitymi stavy:
Po utité vyrobni operaci gfime velikost opdebeni obraéciho noze. Nz se po N vyrobnich operacich vim.

Stochasticky proces nabyva hodnot, které odpovigajfebeni noze. Mame tedy stochasticky prdeest 0T},
kde T ={1, 2, ..., N} (t je ptadovégislo vyrobni operace), 0J, kdeJ={x DR0< x < a}, pfi¢emz a je maximalni

opotebeni obrakciho noze.

Grafické znazoréni:




1.9.Priklad: Priklad stochastického procesu se spojitiaaem a diskrétnimi stavy:
Sledujeme uiité zd&izeni, které mize byt v kazdém okamziku v provozu (stav 1) nebo v opragstav 0).
Zavedeme stochasticky proces;t0T}, kde T ={t;t=0}, X, 0J, J = {0, 1}.

Grafické znazorni: Ozn&me t, t,, ... okamziky poruch,t, t,, ... okamzZiky oprav.
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1.10. Friklad: Priklad stochastického procesu se spojitfanem a spojitymi stavy:
Sledujeme Sumové nétp na vystupu &akého elektrickéhoijstroje. Stochasticky proces nabyva hodnot, ktdpbwidaji

tomuto Sumovému nafi. Zavedeme stochasticky prodes;t 0T}, kde T ={t;t 20}, X, 0J, kde J={x;—e < x < co}.

Grafické znazoréni:
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1.11. Definice: Definice pravdpodobnostniho rozlozeni SP

Neclt {Xt | L] T} je stochasticky proces. PraOT lze pravdpodobnostni rozloZeni nahodné vigly X; popsat
distribuni funkei: X IR T @ (X) = P(X < X).

(Tato distribéni funkce je obeahfunkci dvou prordinnych t a x a popisuje jednoroZmeé rozlozeni stochastického
procesu. Nepodava vsak uplny popis pegatiobnostniho chovani stochastického procesu, f@ateobsahuje informace

zavislostech nahodnych wéh X; pti riznych hodnotach t. Uplny popis praypddobnostniho chovani stochastického

procesu podava teprve systém distéitdah funkci.)

Nech’ ('[1,. - ) OT je usp@dadand n-tice indeix (X f 1 , X t, ) je marginalni vektor daného stochastického
procesu. PrcD(Xl,...,Xn)D R" oznha&me thl...tn (Xl,... ’Xn) = P(X t, < X, C...LC th < Xn) marginalni
distribweni funkci nahodného vektor(x t, ,---,th )

SystémFr = {q)tl-..tn (Xl,--- » X );n =12,...,t,..,t, 0 T} se nazyvravdpodobnostni rozlozeni

stochastického procediX ;t OT}.



1.1Z. Véta: Véta o vlastnostech pragpodobnostniho rozlozeni SP
Neclt F; je prav@&podobnostni rozloZeni stochastického prodesu OT}. Pak systém{ma tyto vlastnosti:

a) Fr je symetricky system distriBaich funkci, tj.

ONON D, ty OT Oy X JOR™ 0, (Koo X, ) =@y (XX ), ke{iyyennnin}

je libovolna permutace mnoziny indi’e{l,- . ,n}.
b) Fr je konzistentni systém distriénich funkci, tj. je-Ii{i,- e J} L {k,- <o |} — {1, .. ,n} disjunktni rozklad mnoziny
() X ., X: )= lim & Xiyeeoy X
ndexi {l---,n},pak ti...tj( i J) A tl...tn( 1 n).
X, o0

Diikaz: plyne z vlastnosti distrildni funkce.

1.13. eta: Kolmogorovova ¥ta
Kazdy system distriktnich funkci, ktery je symetricky a konzistentnipfavdpodobnostnim rozlozeningjakého

stochastického procesu.

1.14. Definice:Definice stochasticky ekvivalentnich SP

Rekneme, Ze dva stochastické procesy jsou stockpstikvivalentni, maji-li stejné pragdodobnostni rozlozeni.



1.1%. Priklad: Odvozeni pravgpodobnostniho rozlozeni SP
Neclt’ X je nahodna vicina s distribdni funkci¥(x) a f(t) je realné funkce takova, ze

a) f(t) >0 proLJt LT

b) f(t) <0 pro LIt LI T .

Pro0tOT polozme X = f(t)X. Odvalte pravépodobnostni rozloZeni stochastického prodesu OT}.
Resent:

ad a)

®, (XX, )=PX, <x, T CX, <x,)=PF(E)X<x, C...Cf(t,)X <Xx,)=

= F{X <X g Ox<2e j = F{X < minLJ = w(minL}
f(t,) f(t,) sisn £ (1)) si=n £ (1))

ad b)
@, (XX, )=PX, <%, C...CX, <x,)=P()X <x, C...CH(t,)X<X,)=

=F{X > % g gxz2e ]zF{X zmaxijzl—!{x gmaXLJJ,p(X . | Jz
f(t) f(t) sisn f (t.) sen f (t) sisn f (t )
=1-v¥y maxL +HP X =maxL .
1<i<n f(tl) 1<i<n f(t|)

Je-li X spojita nahodna veélna, pakP[X = m}axLJ =0




1.1€. Poznamka D¢leni SP podletiznych kritérii

a) Rozaleni stochastickych procggodle zavislosti jejich pra¥godobnostniho rozlozeni dase

— striktné stacionarni proces(je pro r& charakteristicka wita stalost wase):®, , (x,,....x,)=® ., (X, %, ), kde h >0
— evolwni procesymaji vyraznycasovy trend)

b) Rozaleni stochastickych procégodle toho, zda k @eni jejich pravépodobnostniho rozlozeni staznat pouze
dvourozngrné distribéni funkceci nikoliv:

— definitni procesy

— hereditni procesy

c) Rozdleni definitnich procegspodle toho, zda jejich pragdodobnostni rozlozeni zavisi pouze na rozéisovych
okamziki, nikoliv na jejich umisini na¢asoveé ose

— homogenni procesy

— nehomogenni procesy



2. Funkcionalni charakteristiky stochastickych proesi

2.1. Motivace:V této kapitole

zavedemeérend rozptyl asnmerodatnou odchylkistochastického procesu,
autokovariatni aautokorelé&ni funkci stochastického procesu,

pozname vlastnostt¢hto funkcionalnich charakteristik,

budeme definovatentrovany astandardizovany stochasticky proces

slake stacionarni stochasticky proces



2.2. Definice Definice stedni hodnoty a rozptylu SP, definice centrovanébtaadardizovaného SP
Necht' {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Jestlize prait OT existuje stedni hodnote(X, ), pak zavedeme redlnou funkdi) vztahem:
OtOT:u(t)=E(X,).
Tato funkce se nazywredni hodnota (trend) SEu(t) charakterizuje polohu realizaci SPdasové ose.)

2
b) Jestlize prd]t UT existuje rozptylb(x,), pak zavedeme realnou funk@i (t) vztahem:

OtOT:0%(t)=D(X,).

- - 2 - .
Tato funkce se nazyvazptyl SP. Funkceo(t) =4/0 (t) se nazyv&ntrodatna odchylka SP
(o?(t) charakterizuje variabilitu realizaci stochastiakgocesu kolem trendu.)

c) Nech stochasticky proces m&atini hodnotui(t) a rozptylo?(t), ktery je konény a nenulovy.

Transformovany stochasticky proc{a¥t t 0 T} , kde Yt = Xt - U(t), se nazyvaentrovany SP

_ X, —H(t)

Transformovany stochasticky procgt 0 T} , kde Zt -~ G(t) , Seé nazyv&tandardizovany SP.

(Lze snadno ukazat, Ze centrovany SP ma nulovedrdthodnotu a rozptyl stejny jakéyodni SP. Standardizovany SP

ma nulovou sedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.)



2.3. Riklad:
Necht’ nahodna vetina X ma stedni hodnotu E(X) = 2 a rozptyl D(X) =9
Zavedeme SBx;t0T}, kde X = X.coswt, ® > 0 je konstanta. Najte stedni hodnotu a rozptyl tohoto SP.

W<

() ( )= E(X [Eoswt) = coswt TE(X ) = 2cosuwt
o2(t)= D(X,) = D(X [toswt) = cos® wt D(X ) = 9cos’ wt

A

Nap. proo = 1 dostaneme:
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2.4. Poznamka DalSi funkcionalni charakteristiky stochastickginocesu

Podobr jako u nahodnych veiin I1ze pro stochasticky proces zavést dalSi monveéntbarakteristiky, napsikmost a
Spicatost. VSechny tyto charakteristiky, které vychhzejznalosti jednorozémeého rozloZeni stochastického procesu, vsak
nepostéauji k popisu pravébodobnostniho chovani stochastického procesu, Zgateobsahuji informace o zavislostech

mezi slozkami stochastického procesu.

2.5. Definice:Definice autokovariaini a autokorekéni funkce SP

Necht' {x,;t0T} je stochasticky procestétipokladame, Ze prot 0T existuje stedni hodnote(x,) a E(Xt2)< .

a) Realnou funch(tl, ’[2) dvou promgnnych danou vztahem

Ut t, UT: V(tl’tz) = C(X oo K, ) = E(I_X 4 |J(t1)J|_X t, U(tz)J) nazvemeutokovariatni funkci

stochastického procesu

b) Realnou funkcp(t,,t,) dvou pronénnych danou vztahem

Lt t, OT: p(tl,tz) — R(th’xtz): V(tl,tz)

nazvemewtokoreléni funkci stochastického procesu
a(t,)o(t,) P

(Autokovariargni funkce je zobeemim variagni matice nahodného vektoru a autokaheidunkce je zobecmim

korelani matice ndhodného vektoru. Tyto funkce obsahfgpirmace o linearnich zavislostech mezi slozkam) SP



2.€. Véta: Véta o vlastnostech autokovariam funkce SP

Pro autokovariafni funkci stochastického procesu plati:

) Ot OT:y(t,t) = 02(t)
by Lt t, LT V(tlitz) = V(tz’tl)

c) Ut t, UT: ‘V(ty t, )‘ - G(tl)G(tz) (zobecrna Cauchyho — Schwarzova —ifalovského nerovnost)

Diikaz: Plyne z vlastnosti kovariance.

2.7. Fiklad:

Najdéte autokovariagni a autokrelatni funkci SP z fikladu 2.3. V tomto fikladu byl SP zaveden vztahem=XX.cosaot,
piicemz E(X) =2, D(X) =9

Reseni:

v(t, t,)=ClX, , X, )= C(X Boswt,, X [Gosuwt,) = coswt, [Boswt, [T(X, X) =

= coswt, [toswt, ID(X ) = 9coswt, [toswit,

_ yltut,) _ 9coswt, [Eoswt, 4

tl’t2 — —
ol t2) oft, Joft, ) J9co it /9cos i,




2.8. \Bta: Véta o stedni hodnat a autokovariagni funkci transformovaného SP

Necht {x,;tOT} je stochasticky proces séextni hodnotou-x (t) a autokovariani funkci Yx (tl, tz) . Neclt f(t) je

realna funkce definovana na T.

a) Zavedeme stochasticky prodest 0T}, kde Y; = X; + f(t). Pak plati:
OtOT =y () = by (1) + £ (t)

Ut t, UT:yy (t1’ tz) = Yx (t11 tz)
b) Zavedeme stochasticky prodas;t 0T}, kde Y; = f(t) X,. Pak plati:

OtOT :py (8) =f () (t)
|:|tl’ t2 DT : yY (tl’ tZ) = f (tl)-r (tZ)yX (tl’ t2)

Diikaz: Plyne z vlastnosti &dni hodnoty a kovariance.



2.9. Definice: Definice slak stacionarniho SP

Stochasticky procefX ;t 0T} se nazyvélaks stacionarnijestlize plati:

a) OtOT :p(t) =c (trend je konstantni)

b) Ot 0T :0?(t) < o (rozptyl je konény)

c) Ot,,t, OT,0h>0:y(t, + h,t, +h)=y(t,,t,) (kovariance libovolnych dvou slozek SP zavisi @ona jejich vzdalenosti

nacasové ose a hikoliv na jejich umiist nacasové ose)

2.10. PozndmkaVVztah mezi striktni a slabou stacionaritou SP ep@ni autokovariami funkce slab

stacionarniho SP

a) Je-li stochasticky proces striktstacionarni, je i slabstacionarni.

b) Je-li stochasticky proces stastacionarni, pak pr@tl, t,UT: V(tl, tz) = V(O, t, - tl) . Znamena to, Ze
autokovariatni funkce zavisi pouze na rozdilu argunient- t; =: h. V tomto pipacd zavadime funkci jedné pramné,

kterou zndime rovrez symbolemY , vztahemUJh O T V(h) = V(O,h). Je to autokovariani funkce slab

stacionarniho SP.



2.11. \Bta: Véta o vlastnostech autokovariam funkce slab stacionarniho SP

Autokovariargni funkce slab stacionarniho stochastického procesu ma tytondast
a) Ot O T :62(t) = y(0) = 62 (vaechny slozky SP maiji ty2 rozptyl)
b) Uh>0: V(h) = V(_ h) (autokovariatini funkce je suda)

o Oh>0:|y(h) < y(0)

Diikaz: Dikaz vlastnosti a) , b) je trivialni.

Ad c) Uvazme centrovany skastacionarni SBx ;toT} (tj. pro JtLI T : H(t) =0). pak
o*(t)=D(x,)=E{x’)-[E(x, )} =Elx?)

Dale y(h):y(t’t+h):C(Xt’XHh): E(Xt |:Xt+h)-

Patitame

(X, £X ., ]2)= E(X,2 )£ 2B(X X .y ) + E(X 112 ) = 02(t) £ 2y(n) + 62 (t + h) = 2[y(0) + y(h)]

ProtoZe E([Xt Ex XHh]Z) >0, plyne odtud, 2d 1 >0: ‘V(h)‘ - V(O) .



2.12. Fiklad:

Neclt' Y, Z jsou standardizované nahodné &ialy (tj. E(Y) = 0, E(Z) = 0, D(Y) =1, D(Z) = 1),tkré jsou stochasticky
nezavislé. Zavedeme élx ot T} , kde X = Y.cosot + Z.sinot, ® > 0 je konstanta. Najte stedni hodnotu a rozpty!l
tohoto SP a ukaZzte, Ze je sladtacionarni.

Reseni:

u(t) = E(X,) = E(Y [cosut + Z[sinut) = coswt [E(Y ) +sinwt [E(Z) = 0

o2(t) = D(X,) = D(Y Boswt + Z Binwt) = cos® wt (Y ) + sin? wt (D(Z) = cos’ wt +sin® wt =1,
Aby byl SP slab stacionarni, musi mit konstantniestni hodnotu, koréay rozptyl a pro jeho autokovariém funkci musi
platit y(h) =vy(t, t+h). Prvni d¥¢ podminky jsou spkny, owtime teti:

y(t,t+h)=C(X,, X, )=C(Y [cost + Z[sint,Y [codt + h) + Zsin(t + h)) =

= cost [codt + h)[T(Y, Y) +sint [€odt + h) [T(Z, Y ) + cost [&in(t + h) [C(Y, Z) +

+sint 3in(t + h) [©(Z,Z) =

= cost [¢odt + h)D(Y) + sint [$in(t + h) D(Z) = cost [codt + h) + sint $in(t + h) =

= codt - (t + h)) = co{- h) = cogh) = y(h)



2.1% Véta: Véta o vlastnostech autokoreid funkce slab stacionarniho SP

Pro autokoreléni funkci slak stacionarniho SP plati:

DhDT:p(h):@

v(0)
Diikaz:
01t OT 0l 1) = Y842 g0 P stabstacionsm, () =y{nhor 1) =o°(1.)= (0. teeypln)= ).
2.14. Riklad:
Nectt je dan SHX,;t0T}, kde ndhodné veiiny X, ,X, ... jsou stochasticky nezavislé a maji vSechny stegtismibuini

funkci @(x). Urcete stedni hodnotu, rozptyl a autokoréfa funkci tohoto SP.

Reseni:Protoze nahodné veiny X, tOT maji vSechny stejnou distriboi funkci ®(x), maji i stejnou $edni hodnotu

. ; s . : o’ prot, =t ,
E(X,)=p a stejny rozptyD(X, ) = 6°. Déle paitame autokovariami funkci y(t,,t,)=C(X X, )={O > t ;t 2. Jedna
1 2 pro L )
lprot, =t
se tedy o slabstacionarni SP. Nyni sgteme autokorelmi funkci p(tl,tz): y(tl’tZ) i . Znamenato, Ze
o(t,)o(t,) |Oprot, #t,

neexistuje Zzadna zavislost mezi realizacemi SP/eea diznych okamzZicich.



