3. Markovské retézce s diskrétnim ¢asem

3.1. Definice: Definice markovského fetézce s diskrétnim ¢asem
Necht’ je pravdépodobnostni prostor, Ny = {0, 1, 2, ...} je indexova mnoZzina, jejiz prvky nazveme okamziky a J =
@) JEJI1Z prvky y
{...,-2,-1,0, 1, 2, ...} je nejvySe spocetna mnoZzina stavli (bez Gymy na obecnosti lze ptedpokladat, ze J = {0, 1, 2, ...} nebo
J=1{0,1, ..., n}). Stochasticky proces N " definovany na méfitelném prostoru , jehoz slozky nabyvaji hodnot
o = p 0O ) y nabyvaj

z mnoZziny stavil J, se nazyva markovsky fetézec (s diskrétnim ¢asem), jsou-li splnény nasledujici podminky:

a) \ - P A: - (vylouceni nepotiebnych stavi)
b) \/ v °9:]nc ?g: ’)ﬂ: A — ATTA = — ?S: l)s;: -~ za predpokladu, ze
J:)l?s_A:_'/\ _=_ AN = ‘S'

(markovska vlastnost — budouci chovani markovského fetézce zavisi pouze na pfitomném stavu a nikoliv na stavech
minulych)

Vysvétleni: Nejcastéjsi interpretaci markovskych fetézct je néjaka soustava, ktera se miize nachéazet ve stavech a, ay, ...

V pribchu Casu soustava méni svoje stavy. Tyto stavy pozorujeme v diskrétnich ¢asovych okamzicichn =0, 1, ... Ndhodna
veli¢ina X, nabyva hodnoty j, kdyZ v okamzZiku n je soustava ve stavu a;. Markovska vlastnost znamena, ze vSechny

dosavadni stavy soustavy maji vliv na budouci stav pouze prostfednictvim stavu ptitomného.



3.2. Véta: V¢éta o simultanni pravdépodobnostni funkci markovského tetézce s diskrétnim casem
Je-li 3&,;11 ~ markovsky fetézec, pak plati:

. ' . ) /
PA: A = NN — — ?%: PA: )%: -"-"A: )g;:
pokud P, ‘?% —
Diikaz:

— A A _‘:_'\B,ZOjiIlak.

Podle véty o ndsobeni pravdépodobnosti a podle markovské vlastnosti dostavame:

P‘Z{@_ N ::



3.3. Priklad: Necht' Y}, Y», ... jsou stochasticky nezdvislé nahodné veli¢iny, které nabyvaji hodnot z mnoZiny
{...,-2,-1,0, 1,2, ..} (jde o tzv. celoCiselné ndhodné veli¢iny). Polozme X _A X —\ l>4. Dokazte, ze stochasticky

proces 3&,1] ~ Jje markovsky fetézec.

ReSeni: DokaZzeme, e leva strana v markovské vlastnosti se rovna pravé strané.
. . - . PA P L. L T
Leva strana: PgX,_ X<_ S e B_ Qﬁ _ = AN =N = -
— -=-NN = = = = S - S e
P . £~ — = N = _ NN —
Jevy zapsané pomoci nahodnych veli¢in Xy, Xi, ..., X;, se budeme snazit zapsat pomoci ndhodnych veli¢in Y, Y5, ..., Yy,
které jsou stochasticky nezavislé.

XOZO,X1:XO+Y1 _-Y]:X1-X(), X2:X1+Y2 _-Y2:X2—X1,...,Xn:Xn_1+Yn _Yn=Xn—Xn_1,tedy

4
gg‘: A _—_ NN —m— AN — — 11— . _ AN _—_—_N"N —
Dile £4-_ -~ \von — A — — = _— acm =
Po dosazeni do levé strany:

L S

= CANCA — T4 — T MM— -

Prava strana: Pei: /X;:. A\:p = A = - p(ﬁ: — ‘ﬂ_‘: C— -A\_“[X_. . .

y £ — Wi

ProtoZe leva strana se rovna prave strané, je dany stochasticky proces 3&1;1’] ~  markovsky fetézec.



3.4. Priklad: Necht' Y}, Y, ... jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, které maji rovnomérné diskrétni rozloZeni na

mnoZziné G = {-1, 1} (tj. nabyvaji hodnot 1 s pravdépodobnosti 1/2). Polozme X, = 0 a zavedeme ndhodnou veli¢inu
1

n
X _ “Y Tato ndhodna veli¢ina udava polohu ¢astice na ptimce, kterou ¢astice zaujme po n krocich, kdyz na pocatku je
— ‘l )

v bodé¢ 0 a pohybuje se v obou moZznych smérech se stejnou pravdépodobnosti. Markovsky fetézec 3%;1’] ~ senazyva

symetrickd nahodné prochazka na ptimce.



Nahodnou prochazku lze simulovat v MATLABu pomoci funkce np:

function [poloha]=np(N)

%funkce na simulaci symetricke nahodne prochazky po primce

%syntaxe: poloha=np(N)

%vstupni parametry: N ... delka nahodne prochazky

%vystupni parametr: poloha ... vektor souradnic bodu, v nichz se castice nachazi v jednotlivych krocich
%funkce nakresli trajektorii nahodne prochazky

%funkce poskytne tabulku rozlozeni cetnosti souradnic castice na primce, v nichz se nahodna prochazka

nachazi
NC=unidrnd(2,N,1);poloha(1)=0;
for i=2:N
if NC(i)==1 poloha(i)=poloha(i-1)-1; ,
else poloha(i)=poloha(i-1)+1; 25]
end 2r
end =l
t=[0:N-1];
plot(t,poloha) '0,
tabulate(poloha) osf




3.5. Oznaceni

Jev {X, =]} — markovsky fetézec je v okamziku n ve stavu j.

P(X, =J) = pj(n) — absolutni pravdépodobnost stavu j v okamziku n.

p(n) = (...., pj(n), ...) — vektor absolutnich pravdépodobnosti.

P(X,1 =]/ X, =1) = pj(n,n+1) — pravdépodobnost pfechodu ze stavu 1 v okamziku n do stavu j v okamziku n+1

(pravdépodobnost ptechodu 1. fadu).

)
)

matice pravdépodobnosti piechodu 1. fadu.

4 .
\ .

P(Xyim =] / X4 = 1) = pjj(n,n+m) — pravdépodobnost pfechodu ze stavu 1 v okamziku n do stavu j v okamziku n+m

(pravdépodobnost prechodu m-tého fadu).

4 .
Hnn _|_Il/): -5 pj(n,n |1 - °\°:— matice pravdépodobnosti prechodu m-tého tadu.
\ : )

P(Xy =) = pj(0) — pocatecni pravdépodobnost stavu j.
p(0) = (...., p;(0), ...) — vektor pocatecnich pravdépodobnosti.



3.6. Véta: Véta o vlastnostech markovského fetézce s diskrétnim ¢asem

Necht’ 3%,1’] ~ Jje markovsky fetézec. Pokud dale uvedene podminéné pravdépodobnosti existuji, plati pro

\w’mmc - =

a) PXom =]/ X, =1) =0, tj. pij(n,ntm) >0

PX_/X i _Pre=hu non_ i

b) §PX+m X _Li. jSpj(n,n L1)_L

(Ptechod ze stavu 1 v okamziku n do né¢jakého stavu j v okamziku n+m je jev s pravdépodobnosti 1.)

C)P(sf+l+!: )s‘l: :y L= ')s“: )‘)gf+l+!: )s+l: ’tj'
pon,m m)_ pon,mpdn,mnm, m)

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice)

DES. = oy = B = A= i pym_ popan,m

(Zékon evoluce)



Dukaz:

ad a) P?(.:X ) P

o~ PX ] X1 dpro_
Pei. :J/X :1 ’: \:1 = OII))r(I);JJ

. P

_ _ = \ L:/ZA,protoiePA: o= > aPA: S

podle (a) z definice 3.1.




3.7. Poznamka: Zapis vlastnosti markovskeho fetézce s diskrétnim Casem v maticovém tvaru
a) P(n,n+tm) > 0, kde 0 je nulova matice, P(n,n) =1, kde I je jednotkova matice.

b) P(n,n+m)e = e, kde e je sloupcovy vektor ze samych jednicek.

¢) P(n,ntm;+m,) = P(n,n+tm;) P(n+m;,n+ m;+m,).

d) p(n+m) = p(n) P(n,n+m).

3.8. Priklad:

Necht’ je dan markovsky fetézec gﬂ.‘,ﬂ ~ s mnozinou stavii J = {0,1}. Pravdépodobnosti pfechodu 1. fadu jsou dany

[l 3\

matici Hl’), é 1 . Vektor absolutnich pravdépodobnosti v okamziku n je p(n) = ( 2,2\ Jaka je pravdépodobnost,

ze po jednom kroku bude fetézec ve stavu O (resp. 1)?

Reseni: Podle zakona evoluce mame: p(n+1) = p(n) P(n,n+1) =

WD a3 S 13 SR
\ A \- bR ) 42:\ gt
N 3\ J

\

Po jednom kroku tedy bude fetézec ve stavu 0 s pravdépodobnosti 0,4583 a ve stavu 1 s pravdépodobnosti 0,5417.



3.9. Definice: Definice stochastického vektoru a stochastickeé matice

a) Radkovy vektor s nejvyse spocetnym poétem nezapornych slozek, jejichZ soudet je roven 1, se nazyva stochasticky
vektor.

b) Ctvercova matice, jejimz kazdym fadkem je stochasticky vektor, se nazyva stochasticka matice.

¢) Rekneme, Ze markovsky fetézec, stochasticky vektor a stochasticka matice jsou odpovidajici dimenze, kdyZ podet stavil

markovskeho fetézce, pocet slozek stochastickeého vektoru a fad stochastickeé matice jsou stejne.



4. Homogenni markovskeé retézce s diskrétnim ¢asem

4.1. Definice: Definice homogenniho markovského fetézce (s diskrétnim Casem)

Rekneme, Ze markovsky fetézec 3%,1’] ~  smnoZinou stavi J je homogenni, jestlize jeho pravdépodobnosti pfechodu 1.
fadu pjj(n,n+1) nezavisi na okamziku n, tj. pro \S V4 ,J‘?Q,ﬂi — )s., — — . Matice pravdépodobnosti prechodu
1. fadu je pak rovna P(1) a znaci se P. Matice P se nazyva matice prechodu homogenniho markovského fetézce.

Vysvétleni homogenity: Pravdépodobnostni chovani HMR se sice mtize s Casem ménit, ale ndhodny mechanismus, ktery

tyto zmény zplisobuje — matice pirechodu P — je sam ¢asove neproménny.



4.2. Priklad:

Na okruzni trase je umisténo 2m bodl. Mezi nimi prevazi auto naklady. Néklad se z kazdého bodu ptfevazi do nasledujiciho

s pravdépodobnosti p nebo do piedchoziho s pravdépodobnosti g = 1 — p. Zavedeme stochasticky proces 3&1;1’] = kdeX,

= ], kdyZ v okamziku n je auto v bod¢ j, ] =0, 1, ..., 2m. UkaZte, Ze tento stochasticky proces je homogenni markovsky
fetézec a najdéte jeho matici piechodu.

Reseni:

Dany stochasticky proces je markovsky fetézec, protoZe jeho budouci stav zavisi pouze na stavu pfitomném a nikoliv na

stavech minulych. Je to homogenni markovsky fetézec, protoze pravdépodobnosti ptechodu 1. fadu nezavisi na okamziku n.

Grafické znazornéni situace: Matice ptechodu:
(0O p O ... 0 0 ¢q
|
lq 0 p 0 0 O
P= ...

~———

|
| 0

|

\lp 0 0 ... 0 q



4.3. Véta:

Necht 3&1;1] ~ Jestochasticky proces s mnozinou stavii J, p je stochasticky vektor odpovidajici dimenze a P
stochasticka matice odpovidajici dimenze. Pak 3&1;1] ~ Je homogenni markovsky fetézec s vektorem pocatecnich
pravdépodobnosti p(0) = p a matici pfechodu P, pravé kdyz vSechny marginalni pravdépodobnostni funkce tohoto procesu
jsou tvaru:

Y 7 rthe = A = aon o= = PBicc )

Diikaz: Plyne z véty 3.2. a markovské vlastnosti.

4.4. Véta: Vlastnosti homogenniho markovskeho fetézce v maticovém tvaru

Necht’ 3%;1’] ~ Je markovsky fetézec s vektorem pocatecnich pravdépodobnosti p(0) a matici ptechodu P. Pak pro
v [~ 1 plati

a) P(n,n+tm) = P(m) = P".

b) p(n,n+tm) = p(m) = p(0)P™.

Diikaz:

ad a) Z Ch — K rovnice plyne: P(m) = P(m-1+1) = P(m-1)P = P(m-2+1)P = P(m-2)P* = ... = P(0)P™ = P™.

ad b) Ze zakona evoluce plyne: p(m) = p(m-1+1) = p(m-1)P = p(m-2+1)P = p(m-2)P* = ... = p(0)P".



4.5. Poznamka: Z véty 4.4. plyne, Ze k uréeni pravdépodobnostniho chovani homogenniho markovského fetézce staci

znat vektor pocatecnich pravdépodobnosti p(0) a matici prechodu P.

4.6. Priklad: Je dan homogenni markovsky fetézec 3%;1] ~ smnozinou stavi J = {0,1,2}, vektorem pocatecnich

(l 1
pravdépodobnosti p(0) = (1/2, 1/6, 1/3) a matici pfechodu P:I % . Urcete vektor absolutnich pravdépodobnosti po
2

2

R

Ctytech krocich.

1] /55 6)
0\ 136 16 56

- 1INg 8 1} LK 31313

Reseni: PO JOP_ 263 %% (1): 333 )8 8 gl 969692)
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4.7. Poznamka: Pfechodovy diagram v rozvinutém a nerozvinutém tvaru.
Homogenni markovsky fetézec l1ze graficky znazornit pomoci prechodového diagramu, a to bud’ v rozvinutém nebo
nerozvinutém tvaru. Je to ohodnoceny orientovany graf, kde vrcholy jsou stavy, orientované hrany se zakresluji pro kladné

pravdépodobnosti piechodu za jeden krok a ohodnoceni hran (vahy) jsou dana kladnymi pravdépodobnostmi piechodu.



4.8. Priklad: Necht 3&,,1’] ~ Jje homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavii J = {0,1,2} a matici pfechodu

. Nakreslete pfechodovy diagram.

4.9. Poznamka: Pomoci piechodového diagramu v rozvinutém tvaru lze ziskat vektor absolutnich pravdépodobnosti
v okamziku n. Postupuje se tak, ze se pro kazdy mozny stav v okamziku n sectou souciny vah téch hran, které v okamziku n

v daném stavu kon¢i.



4.10. Priklad: Pro HMR z pt. 4.8. vypoététe pomoci pfechodového diagramu v rozvinuté podobé vektor absolutnich
pravdépodobnosti pro n = 3.
ReSeni:

Ptechodovy diagram v rozvinutém tvaru pro prvni tfi kroky:

[ ]
S
-

-

~
I
I W™ ™

W I\
+
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4.11. Priklad: Model havarijniho pojiSténi

Pocet vyskytl pojistné udalosti v n-tém pojistném obdobi je nahodna veli¢ina Y, n =1, 2, .... Pfedpokladame, ze nahodné
veli¢iny Y, jsou stochasticky nezavislé a vSechny se fidi rozlozenim Po(A). Existuji tf1 kategorie pojistného: O ... zdkladni
pojistng, 1 ... pojistné s bonusem 30%, 2 ... pojistné s bonusem 50%. V prvnim pojistném obdobi plati klient zakladni
pojistné. Jestlize pojistné obdobi ma bezeSkodni pribéh, je klient v dalSim pojistném obdobi zatfazen o kategorii vyse. Pokud
uplatni jeden pojistny néarok, je v ptiStim obdobi zatazen o kategorii nize. Pfi uplatnéni dvou a vice pojistnych udélosti je
zatazen o dvé kategorie niZe. Necht’ nahodna veli¢ina X, znaci kategorii pojistného v n-t€ém pojistném obdobi. Lze snadno

odvodit, ze plati

mig, .2 prag 0
X+1 _ maX, Oprd; _l

Oprd; -2
Stochasticky proces 3&1;1’] ~ smnozinou stava J = {0, 1, 2} je markovsky fetézec, protoZe jeho budouci stav zavisi
pouze na stavu piitomném a nikoliv na stavech minulych. ProtoZe pravdépodobnosti ptechodu 1. fadu nezavisi na okamziku
n, jde o homogenni markovsky fetézec.
a) Najdéte vektor pocatecnich pravdépodobnosti a matici pfechodu. (Navod: vyuZzijte toho, Ze matice piechodu je
stochasticka matice.

b) Nakreslete prechodovy diagram.



Reseni:
Ad a) Vektor poc¢atecnich pravdépodobnosti: p(0) = (1, 0, 0).

Stanovime jednotlivé prvky matice prechodu.

Ro_PX,_0X_0_PY 1 1PY 0l e e

Po— _ 0y =
PoPX, _0X_1 PY.1 IPY 01 qe le
P & _ A_ _

0

szl)}iL1 ZQ/X :1 :PX:O :be :e

Po_PX, 0X 2 PY 2 IPY O PY 11 e je le e
b, VA _2_PYy_1_e






4.12. Priklad: Je dan je homogenni markovsky fetézec 3%;1] ~  smnoZinou stavii J = {0,1} a matici pfechodu

_ Q 4 ] | Jaky je tvar této matice po n krocich?

W S
ReSeni: V teorii matice se dokazuje Perrontiv vzorec: P_ }\}“V\{V1 , kde Ay, ..., A jsou vlastni Cisla matice P (protoze P je
—il

stochasticka matice, je aspon jedno vlastni ¢islo rovno 1), w; je sloupcovy vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu A

(P w; = A; W;) a v; je fadkovy vlastni vektor p¥isluiny vlastnimu &islu A; (viP = A;v; ). Pfitom vektory w; a v; jsou ortogonalni.

10 - .- - /1
Nejdiive vypocitdme vlastni Cisla matice P: 0 P I 7@: \lg:ﬂ )y ‘33 _ B

Stanovime sloupcové vlastni vektory: P w; = A; w;

AR AR A AR AN 72

) Wa) - Wa
Stanovime fadkové vlastni vektory:
ViP:KiVi’
'/ M /V
i=1: MWy 1M Lvi= I3 Ri=2 phV 3
i (11: 124(84 83} 2 V| -V1= PSS (b 22(8 Qé\} sz\} . =4

1 37 473 I3
Celkem: P‘:PI) TV773/7\,+Q31 | \ E, = —4/7 3/’77\} (B1_4/7 _4/7}



4.13. Poznamka: Uvazme homogenni markovsky fetézec, ktery ma mnozinu stavll J = {0, 1, 2}, vektor pocatecnich
(33 33 0
1

|
k

pravdépodobnosti p(0) = (1/2, 1/3, 1/6) a matici pfechodu P . Ukazeme si, jak Ize simulovat realizace tohoto

Ol\)
ENQUSTAN

R =R

|
|
)
retézce pomoci MATLABu.

Nejprve ziskame pocatecni stav fetézce:

Vygenerujeme nahodné €islo u z intervalu (0,1). Interval (0,1) rozdélime na tfi podintervaly podle kumulativnich souctt

vektoru pocatecnich pravdépodobnosti.
tedi u_ Q. pak x(0)=0. Jecti u_ L pak X(0)=1. Jeti U~ I pak X(0)=2
E‘ 2}9p 0 62)6}313 ° e | ‘,p ©

Pti simulaci dalSich realizaci 1 =1, 2, ..., n postupujeme podle kumulativnich souctli v jednotlivych fadcich matice P:

Vzdy vygenerujeme nahodné ¢islo u z intervalu (0,1).

] i1
Je-li X(i-1)=0 ,U c Q3\, pak X(1)=0. Je-li X(i-1)=0 , U c I, pak X(i)=1.
. J
N nl : o R :
Je-li X(i-1)=1 ,U c Q 2\, pak X(1)=0. Je-li X(i-1)=1a , 2,20 pak X(1)=1. Je-li X(i-1)=1a ,U c L, pak X(1)=2.
. / .

Je-li X(i-1)=2 AuE/QZ%\, pak X()=1. Je-li X(i-1)=0 ,U_ ,1\, pak X(i)=2.
. ) .



function [realizace]=simulace MR(n)
% funkce generuje prvnich n realizact MR
% vektor pocatecnich pravdepodbnosti je [1/2 1/3 1/6]
% matice prechodu je [1/3 2/3 0;1/2 1/4 1/4;0 3/4 1/4]
% syntaxe: [realizace]=simulace MR(n)
% vstupni parametr: n ... pocet kroku simulace
% vystupni parametr: realizace ... vektor realizaci MR
realizace=[];
u=unifrnd(0,1,1,1);
if u<1/2 j=0;end
if u>=1/2 & u<=5/6 j=1;end
if u>=5/6 j=2;end
realizace=[realizace j];
for i=1:n
u=unifrnd(0,1,1,1);
if realizace(1)==0 & u<1/3 j=0;end
if realizace(1)==0 & u>=1/3 j=1;end
if realizace(1)==1 & u<1/2 j=0;end
if realizace(i)==1 & v>=1/2 & u<3/4 j=1;end
if realizace(i)==1 & uv>=3/4 j=2;end
if realizace(i)==2 & u<3/4 j=1;end
if realizace(i)==2 & uv>=3/4 j=2;end
realizace=[realizace j|;
end
plot(realizace,'0")
axis([-1 n+2 -0.2 2.2])



