3. Markovské retézce s diskrétniméasem

3.1. Definice:Definice markovskéheeizce s diskrétninmiasem

Nech’ (Q,A ,P) je pravé&podobnostni prostor,\N {0, 1, 2, ...} je indexova mnozina, jejiz prvkyazveme okamziky a J =
{..,-2,-1,0, 1, 2, ..} je nejvySe spetnd mnozina stav(bez Ujmy na obecnosti Izégqupokladat, Zze J = {0, 1, 2, ...} nebo
J={0,1, ..., n}). Stochasticky proc¢s,;n0N,} definovany na witelném prostoryQ,A), jehoZ slozky nabyvaji hodnot
z mnoziny stawr J, se nazyvéarkovskyretzec(s diskrétnintasem), jsou-li spkny nasledujici podminky:

a) OjOJCnON, :P(X, = j)>0(vylouteni nepatebnych stat)

b) ONON Djy, jye.n j, DIP(X, =, /X, =5, EX, =], C...CX,=],)=P(X,=j, /X, ,=]) za gedpokladu, Ze

P(X ,=j.,CX ,=j,C...CX,=j,)>0.

(markovska vlastnost — budouci chovani markovskétace zavisi pouze na&ippmném stavu a nikoliv na stavech
minulych)

Vysvétleni: NejcasgjSi interpretaci markovskydietzai je réjaka soustava, ktera saipe nachazet ve stavech a, ...

V priubéhu ¢asu soustava éni svoje stavy. Tyto stavy pozorujeme v diskrétré@sovych okamzicich n =0, 1, ... Nahodna
velicina X, nabyva hodnoty j, kdyz v okamZiku n je soustavatewu a Markovska vlastnost znamena, zZe vSechny

dosavadni stavy soustavy maji vliv na budouci ptaxze prosednictvim stavu fitomného.



3.2. \kta: Véta o simultanni pravigphodobnostni funkci markovskeétiettzce s diskrétnimiasem

Je-li{x;nON,} markovskyretzec, pak plati:

F(XO :jO |:><l :jl |:|:><n :jn):F(XO :jO)F(xl :j1/x0 :JO)[[F(Xn :jn/Xn—l :jn—l)

pokud A(X, =j, CX,=j,C...CX _, =j_.)>0, = 0jinak.

Diikaz:

Podle ¥ty o nasobeni pra¥godobnosti a podle markovské vlastnosti dostavame:

X, =j, CX,=j,C...CX =j )=

:F(XO :jO) [Hxl :j1/x0 :jO) [HXZ :j2/x1 :jl |:|><O :jO) |‘—“| [Hxn :jn/Xn—l :jn—l |:|)<n—2 :jn—Z D D><0 :jO) =
=FX, =o)X, =1,/ X, =]o) X, =, /X, =1,) O TX, =],/ Xy =)

V¢éta 0 nasobeni pragdodobnosti:
Neclt (Q, A, P) je pravépodobnostni prostor,,, A,, ..., A, takové jevy, Zze P(& ... n A,.q) #0.
Pak P(A n Ay n ... n Ap) = P(A) P(AJAL) P(A/Ain Ay) ... P(AYALn ... n Apy).

Markovska vlastnost;

F{an jn /Xn—1= jn—l D(n—2= jn—2 [ . D(Oz JO) = F(an jn /Xn—1: jn—l)



3.3. Friklad: Necht’ Y4, Y5, ... jsou stochasticky nezavislé nahodnécusli které nabyvaji hodnot z mnoziny

{...-2,-1,0,1, 2, ...} (Jde o tzv. celtselné nahodné vélny). PolozmeX, =0,X = Zn:Yi ,n>1. Dokazte, ze stochasticky
i=1

proces{X ;nON,} je markovskyetszec.

ReSeni:DokaZzeme, Ze leva strana v markovské vlastnostse pravé stran

P(AnB) _ P(X,=j, 0X,,= jo, 0...0X,=0)

Leva stranaP(X =j /X .=j . 0...0X.,=0)=|P(A/B)= .
R I O B ST T e =t

Jevy zapsané pomoci nahodnychdamliXo, Xy, ..., X, se budeme snazit zapsat pomoci ndhodnyctivali, Yo, ..., Ya,
které jsou stochasticky nezavislé.

Xo=0,X%=Xo+t Y= Y1=X1-Xg, X0=X1+Yo= Yo=Xo—Xq, oo, X, = Xpa+ Yo = Y, = Xy — Xpg, tedy

X, =j,CX ,=j,C..CX,=j,CX,=0t={Y =] —-j,CY. =i .,—i,C..CY,=j}

Dale{X ,=j ,C..CX, =, CX,=0={Y ,=j ,-j,C...CY, =]}

Po dosazeni do levé strany:

P(Xn:jn Exn—l: jn—l Loo EXo:O) — I:)(Yn = jn B jn—l)P(Yn—l = jn—l B jn—z)["'[P(Yl = Jl) — P(Y :j _j )
I:)(><n—l: jn—l Dxn—2: jn—2 D DXOZ O) P(Yn—l = jn—l - jn—2) I:l |:P(Yl = Jl) ' "

n

Pravé_ stranap(xn — jn /xn_l — jn_l) — P(X nF):()j(n Ei<jn—1 ): jn—l) — P(Yn = JE)(_YJn—llFJ)(Yn:L j: jn)—l — jn—2) — P(Yn — jn — jn_l)

ProtoZe leva strana se rovna pravé strindany stochasticky proc€s,;n0N,} markovskyretzec.




3.4. Fiklad: Neclt Y4, Y5, ... jsou stochasticky nezavislé nahodnécumi, které maji rovnorrné diskrétni relozeni ni

mnozire G = {-1, 1} (tj. nabyvaji hodnot 1 s pra#dodobnosti 1/2). PoloZmeyX 0 a zavedeme nahodnou velu

X, =>_Y, . Tato ndhodné velina udava polohdéastice na fimce, kterouwastice zaujme po n krocich, kdyz naitu je

i=1

v bock 0 a pohybuije se v obou mozZnychéseth se stejnou pravpodobnosti. Markovskietzec {X,;n0N,} se nazyva

symetricka nahodna prochazka rtanze



Nahodnou prochazku Ize sinovat v MATLABuU pomoci funkce np:

function [polohal=np(N)

%funkce na simulaci symetricke nahodne prochazky po primce

%syntaxe: poloha=np(N)

%vstupni parametry: N ... delka nahodne prochazky

%vystupni parametr: poloha ... vektor souradnic bodu, v nichz se castice nachazi v jednotlivych krocich
%funkce nakresli trajektorii nahodne prochazky

%funkce poskytne tabulku rozlozeni cetnosti souradnic castice na primce, v nichz se nahodna prochazka

nachazi
NC=unidrnd(2,N,1);poloha(1)=0;
for i=2:N
if NC(i)==1 poloha(i)=poloha(i-1)-1,; . : o
else poloha(i)=poloha(i-1)+1; 25 A\ /f \ /
, Y
end ’ / \\
end =l \\/
t=[0:N-1]; /\ // V
plot(t,poloha) 1 /0 /
VA N/
tabulate(poloha) 05\ /1 / VAW,
Vo VY,

V Il V Il Il Il / Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20



3.5. Oznd&eni

Jev {X, = j} — markovskyiettzec je v okamziku n ve stavu j.

P(X» =) = p(n) — absolutni pravghodobnost stavu j v okamziku n.

p(n) = (...., gn), ...) —vektor absolutnich pra¥godobnosti

P(Xne1 =]/ X, =1) = pj(n,n+1) — pravépodobnost fechodu ze stavu i v okamziku n do stavu j v okamikl
(pravdEpodobnost fechodu 1radu).

P(n,n+1) :{ p, (N,n+1) } - matice pravdpodobnosti fechodu 1liadu
P(Xnem =] / Xn = 1) = pj(n,n+m) — prav8podobnost fechodu ze stavu i v okamziku n do stavu j v okamzikm
(pravdEpodobnost fechodu m-téhsadu).

P(n,n+m)= [ p; (n,n+m) } - matice pravépodobnosti fechodu m-tehdadu

P(Xo = j) = p(0) — pa&ateni pravapodobnost stavu j.
p(0) = (...., KO), ...) —vektor p&atenich pravdpodobnosti



3.6. Weta: Véta o vlastnostech markovsketexzce s diskrétnimiasem

Necht {X ;nON,} je markovskytetszec. Pokud déle uvedené podamié pravédpodobnosti existuji, plati pro
On,m,m,,m, ON i, jOJ:

a) P%sm =]/ X,=1)>0, tj. gj(n,n+m)>0

lproi =]
Oproi # j

lproi =]

P(xn=j/xn=i)={ po )

) tj- P; (nan):{

b) > P(X,.., =i/X, =i)=1, 1.3 p, (h,n+m)=1.

i i

(Prechod ze stavu i v okamziku n dgakého stavu j v okamziku n+m je jev s prépddobnosti 1.)

€) P(X e, =5/ X, =)= PX 0 =KX, =T PX o, = 1/ X o, =K), .

kOJ

pij (n’n + ml + m2) :Zpik (n’n + ml)pkj (n + ml’n + ml +m2)
kOJ

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice

d) P(X,., =) =2 P(X, =k)P(X,., =i/X, =k), ti. p,(n+m) =Y p, (N)p, (",n+m)

kOJ kOJ

(Zakon evolucg



>0, protozeP(X , =jC X, =i)=0aP(X,k =i)>0 podle (a) z definice 3.1.

n n PXn:I)

P(X, =j/X, =i)= (Xn:J'DX =|):{1pr0|':1.
Pxnzl) OpI’OI;tJ
ad b)Y P(X,.,, = j/X =|):P(U{x+ - X :isz’(ﬂm{xn_:i}):1
s i o ! P(X, =i)

ad c)
P(Xnm+m _j/ani):P(Xn m1+m2:JFXn =I)=P({Xn+m1+m2 :J}mgm{xn =|}):
- P(X, =i) P(X, =i)

P({Xn+ml+m2 =} n UIX o, =K} n {X, =i}j ZP(Xn =i0X,.,. =kOX .. =j)
kOJ

— kOJ =]

- P(X . =i) - P(X . =i)
> PX, =i)P(X,.,. =k/X, =i PX . =X, =k OX, =) SPX, =X, =X =TPX L =5, =K)
— kOJ — kOJ
- P(X . =i) - P(X . =i)
=S PX o, =kIX, =P i, =X, =K)

kOJ

ad d)

P(X,.. =1)=PQ n{X,.. =i}) =P UX, =k} n{X,.. =1}j=ZP(xn=kan+m=j)=2P(xn=k)P(xn+m:j/xn:k)

kOJ kOJ kOJ



3.7. Poznamka Zapis vlastnosti markovskéhetzce s diskrétnimiasem v maticovém tvaru
a) P(n,n+m)> 0, kdeO je nulova maticel?(n,n) =I, kdel je jednotkova matice.

b) P(n,n+mk = e, kdee je sloupcovy vektor ze samych jetkik.

c) P(n,n+m+my) = P(n,n+m) P(n+my,n+ my+my).

d) p(n+m) =p(n) P(n,n+m).

3.8. Riklad:
Neclt je dan markovsk;'?etézec{xn :n0 NO} s mnozinou stavJ = {0,1}. Prav@podobnosti pechodu 1radu jsou dany

matici P(n,n+1) = . Vektor absolutnich pra¥godobnosti v okamziku n j@n) = G%) Jaka je prawpodobnos

WIND|F-
Wik~ W

Ze po jednom kroku budetzec ve stavu O (resp. 1)?

Redeni:Podle zakona evoluce manmn+1) =p(n) P(n,n+1) =

1 3
:(l,lj 4 4 :(EG]:+1§,1G§+1G1JJ:(1+1,§+£):(£‘,Ej:(0,45830,5417)
2'2)2 1 24 2324 23 8 38 6 24 24
3 3

Po jednom kroku tedy budetzec ve stavu 0 s pragplbodobnosti 0,4583 a ve stavu 1 s pegadiobnosti 0,5417.



3.9. Definice Definice stochastického vektoru a stochastickéamat

a) Radkovy vektor s nejvyse spetnym p@tem nezapornych slozek, jejichz getije roven 1, se nazywéochasticky
vektor.

b) Ctvercova matice, jejimz kazdyradkem je stochasticky vektor, se nazyt@chasticka matice

c) Rekneme, Zenarkovskyietzec, stochasticky vektor a stochasticka matice gstpovidajici dimenzekdyz pd@et staw

markovskéhdetizce, péet slozek stochastického vektoriga stochastické matice jsou stejné.



4. Homogenni markovské&-etézce s diskrétniméasem

4.1. Definice:Definice homogenniho markovskétekzce (s diskrétnimiasem)

Rekneme, Ze markovstfzg’zetézec{xn :n0 NO} S mnozinou stavJ jehomogennijestlize jeho prawpodobnosti pechodu 1
radu g(n,n+1) nezavisi na okamziku n, tj. pim ON,0j0J: P(X,,, = j/X, =i)=p, . Matice pravéipodobnosti fechodu
1.tadu je pak rovn®(1) a zndi seP. MaticeP se nazyva matica@chodu homogenniho markovskée@zce.

Vysvétleni homogenity: Pravghodobnostni chovani HRse sice rize séasem minit, ale nahodny mechanismus, ktery

tyto zmeny zpisobuje — maticefpchoduP — je santasow neprongnny.



4.2. Hiklad:

Na okruzni trase je umé&to 2m bod. Mezi nimi gevazi auto naklady. Naklad se z kazdého bddugzi do nasledujiciho

s prav@podobnosti p nebo ddgrchoziho s praggodobnosti g = 1 — p. Zavedeme stochasticky prpcesON,}, kde X%,

= j, kdyZz v okamziku n je auto v b&ql j = 0, 1, ..., 2m. UkaZte, Ze tento stochastigkoces je homogenni markovsky
retézec a najéte jeho matici pechodu.

Resen:

Dany stochasticky proces je markovsk§zec, protoze jeho budouci stav zavisi pouze na gi@omném a nikoliv na

stavech minulych. Je to homogenni markovig@®zec, protoze prawgpodobnosti fechodu 1ifadu nezavisi na okamziku n.

Grafické znazoréni situace: Matice gechodu:
| O p O .. 0 0 q
i q O p ... 0 0 O

\ P=
, 0O O q p




4.3. \Bta:

Neclt {X,;nON,} je stochasticky proces s mnoZinou &tdyp je stochasticky vektor odpovidajici dimenze a
stochasticka matice odpovidajici dimenze. faknON,} je homogenni markovskigtzec s vektorem g@tesnich
pravdpodobnostp(0) =p a matici pechoduP, praw kdyz vSechny marginalni pragabdobnostni funkce tohoto procesu
jsou tvaru:

OnONGig, e, DIPX, =, CX, =}, C...CX, =],)=p,O)p,, [...[pP, .

Diikaz: Plyne z ¥ty 3.2. a markovské vlastnosti.

4.4. \Bta: Vlastnosti homogenniho markovskétettzce v maticovém tvaru

Nech’ {X,;n0ON,} je markovskyetizec s vektorem g@atesnich pravdpodobnostp(0) a matici pechoduP. Pak pro
On,mON,,n =1 plati:

a) P(n,n+m) =P(m) =P™.

b) p(n,n+m) =p(m) =p(0)P".

Dikaz:

ad a) Z Ch — K rovnice plyn®(m) =P(m-1+1) =P(m-1)P = P(m-2+1P = P(m-2)P* = ... =P(0)P" = P™.

ad b) Ze zakona evoluce plynEm) =p(m-1+1) =p(m-1)P = p(m-2+1P = p(m-2)P? = ... =p(0)P™.



4.5. Poznamkaz véty 4.4. plyne, Ze k @eni pravédpodobnostniho chovani homogenniho markovskétace stai

znét vektor péateenich pravépodobnostp(0) a matici pechoduP.

4.6. Riklad: Je dan homogenni markovsigizec{x,;nON,} s mnoZinou stavJ = {0,1,2}, vektorem pe&tesnich

0

pravdépodobnostp(0) = (1/2, 1/6, 1/3) a matici@choduP = 1|. Uréete vektor absolutnich praggbdobnosti po

NIRON |-
NIRON |

¢tyiech krocich.

11
22 °
Reéeni:p(4):p(0)P4:(l,l,lj 0 0 1 :(11,3_1,%)
2'6'3)1 1 | \96'96'96
2 2

4.7. Poznamka:Prechodovy diagram v rozvinutém a nerozvinutém tvaru.

Homogenni markovskietzec Ize graficky znazornit pomaogiechodoveho diagrama to b’ v rozvinutém nebo
nerozvinutém tvaru. Je to ohodnoceny orientovaay, gde vrcholy jsou stavy, orientované hrany deesluji pro kladné
pravdpodobnosti fechodu za jeden krok a ohodnoceni hran (vahy)déoma kladnymi pravghodobnostmi fechodu.



4.8. Fiklad: Nechr {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou stév = {0,1,2} a matici fechodu

01 0

P=|0 % % . Nakreslete fechodovy diagram.
1452
3 3

Reseni

4.9. Poznamka:Pomoci pechodového diagramu v rozvinutém tvaru Ize zisk&tor absolutnich pra¥godobnosti
v okamziku n. Postupuje se tak, Ze se pro kazdyngnstav v okamziku n geou sowiny vah €ch hran, které wkamziku n

v daném stavu kain.



4.10. Fiklad: Pro HMR z . 4.8. vypd@tste pomoci pechodového diagramu v rozvinuté podekktor absolutnich
pravcEpodobnosti pro n = 3.

Reseni:

Prechodovy diagram v rozvinutém tvaru pro pninktoky:



4.11. Priklad: Model havarijniho pojigni

Patet vyskyti pojistné udalosti v n-tém pojistném obdobi je rdf@veltina Y,, n =1, 2, .... Redpokladame, Ze nahodné
veliciny Y, jsou stochasticky nezavislé a vSechnyiderozlozenim Pd(). Existuji ti kategorie pojistneho: 0 ... zakladni
pojistné, 1 ... pojistné s bonusem 30%, 2 ... pojistbénusem 50%. V prvnim pojistném obdobi platirtleakladni
pojistné. Jestlize pojistné obdobi ma bezesSkodiicpr, je klient vdalSim pojistném obdobi fazen o kategorii vySe. Pok
uplatni jeden pojistny narok, je v¥igtim obdobi z&azen o kategorii nizefiRuplatréni dvou a vice pojistnych udalosti je
zarazen o dv kategorie nize. Ne€émahodna vetina X, zn&i kategorii pojistného v n-tém pojistném obdobielsnadno
odvodit, Ze plati

min{X 1 ,2} proY, =0
X = ma><{Xn_l ,O} proY, =1
OproY, =2

Stochasticky procefx, ;n0N,} s mnoZzinou stavJ = {0, 1, 2} je markovskyetszec, protoZe jeho budouci stav zavisi
pouze nastavu itomném a nikoliv na stavech minulych. Protoze géaedobnosti pechodu 1fadu nezavisi na okamzil
n, jde o homogenni markovskgtzec.

a) Najctte vektor poateenich pravdpodobnosti a maticiipchodu. (Navod: vyuzijte toho, ze matideghodu je
stochasticka matice.

b) Nakreslete f&chodovy diagram.



Reseni:
Ad a) Vektor pgatecnich pravdpodobnosti:p(0) = (1, 0, 0).
Stanovime jednotlivé prvky maticégrhodu.

0
P =P(X,., 01X, =0)= (Y, 21)=1-P(Y, =0)=1- " &” =1-¢"

p01 = P(Xn+1 =1/Xn =O)= P(Yn ZO)Z%e_)‘ :e_7‘

Pz =1- (poo ki p01):0

p, =P(X,, =1/X,=1)=0

p,=P(X,,=2/X = )=P(\(n:o)=)‘6(:eA — e

P, =P(X,, =0/X, =2)=P(Y, 22)=1-P(Y, =0) - P(Y, = )_1—%(:@ —"Tlle* =1-e* -Ae’
P, =P(X,., =1/X, =2)=P(Y, =1)=Ae™






4.12. Fiklad: Je dan je homogenni markovsiefgzec{X ;n0N,} s mnozinou stav J = {0,1} a matici pechodu

07 03 , . , : .
P= . Jaky je tvar této matice po n krocich?
04 06

Reseni:V teorii matice se dokazuje Perfanvzorec:pP" =ZS:)\i”wivi , kdely, ...,Asjsou vlastniisla maticeP (protozeP je
i=1

stochasticka matice, je aspdno vlastniislo rovno 1)w; je sloupcovy vlastni vektorislusny viastnimugislu
(P w =\ w,) av; je tadkovyvlastni vektor pislusny viastnimaislu; (viP = Av; ). Pritom vektoryw; av; jsou ortogonalni.

— e . : 07-A 03
Nejdtive vypocitame vlastnéisla maticeP: 0=|P -Al| :‘ ‘

1
=\ -13\ +03=A,, =
04 06-A 27\03

Stanovime sloupcoveé vlastni vektoByw; = A; w;
_ 07 03)(w, W, 1) . 07 03)(w,, W, 3/4
1=1: =1 = W; = , 1= 2: =03 = W) =

04 06) (w,, W, 1 04 06) \w,, W, -4/7
Stanovimaadkové vlastni vektory:
ViP = KiVi’

i=1: (vn,vlz)(o’7 O’BJ = 1[EV”] = vy = (4/73/7), 1= 2: (v21,v22)( & 03} = O,3[EV21J = Vv, = (1-1)

04 06 vy, 04 06 22

1 317 47 317 37 -3/7
Celkem:P" =1" [EJ [{4/73/7)+03" [E_ 4/7j fL-1)=...= [ J +03" [E j

4/7 317 -4/7 47



4.13. PoznamkaUvazme homogenni markovskgtszec, ktery ma mnozinu stév = {0, 1, 2}, vektor pgatenich

pravcEpodobnostp(0) = (1/2, 1/3, 1/6) a maticitpchoduP = . Ukazeme si, jak Ize simulovat realizace tohoto

O NIFRPWIk

AlwhlPwIN
N —,r|L, O

rettzce pomoci MATLABU.
Nejprve ziskame pateini staviettzce
Vygenerujeme nahodrigslo u z intervalu (0,1). Interval (0,1) radione na ti podintervaly podle kumulativnich st

vektoru p@atesnich pravdpodobnosti.
Je- |IuD( j pak X(0)=0. Je- I“D<§ —j pak X(0)=1. Je- I|uD< 1), pak X(0)=2.

Pri simulaci dalSich realizacii =1, 2, ..., n postjgooe podle kumulativnich séti v jednotlivychiddcich matice:

Vzdy vygenerujeme nahodgéslo u z intervalu (0,1).

Je-li X(i-1)=0 [uD( j pak X(i)=0. Je-li X(i-1)= O[uD< 1), pak X(i)=1.
Je-li X(i-1)= l[uD( j pak X(i)=0. Je-li X(i-1)=1 a_ uD<; 3) pak X()=1. Je-li X(i-1)= 1aEuD< 1), pak X(i)=2.

Je-li X(i-1)= ZEUD( j pak X(i)=1. Je-li X(i-1)= O[uD<4 1), pak X(i)=2.



function [realizace]=simulace_MR(n)
% funkce generuje prvnich n realizaci MR
% vektor pocatecnich pravdepodobnosti je [1/2 163 1
% matice prechodu je [1/3 2/3 0;1/2 1/4 1/4;0 34 1
% syntaxe: [realizace]=simulace_MR(n)
% vstupni parametr: n ... pocet kroku simulace
% vystupni parametr: realizace ... vektor reali2dBi
realizace=[];
u=unifrnd(0,1,1,1);
if u<1/2 j=0;end
if u>=1/2 & u<=5/6 j=1;end
if u>=5/6 j=2;end
realizace=[realizace j];
for i=1:n
u=unifrnd(0,1,1,1);
if realizace(i)==0 & u<1/3 j=0;end
if realizace(i)==0 & u>=1/3 j=1;end
if realizace(i)==1 & u<1/2 j=0;end
if realizace(i)==1 & u>=1/2 & u<3/4 j=1;end
if realizace(i)==1 & u>=3/4 j|=2;end
if realizace(i)==2 & u<3/4 j=1;end
if realizace(i)==2 & u>=3/4 j|=2;end
realizace=[realizace j];
end
plot(realizace,'0’)
axis([-1 n+2 -0.2 2.2])



