5. Stacionarni a limitni rozloZeni homogennich markovskych retézci

5.1. Definice: Definice stacionarniho vektoru

Necht’ a je stochasticky vektor a P stochasticka matice odpovidajici dimenze. Jestlize plati a = aP, pak vektor a se nazyva

stacionarni vektor matice P.

5.2. Priklad: Najdéte stacionarni vektor stochastické matice P
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5.3. Poznamka: Stacionarni vektor 1ze v MATLABu ziskat pomoci funkce sv.m:

function [a]=sV(P)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=sv(P)

%vstupni parametr ... stochasticka matice P
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
%zjistime rad matice P:

n=size(P,1);

%vytvorime pomocnou jednotkovou matici:
I=eye(n);

%sestavime matici soustavy:
A=[[I-P];ones(1,n)];

%vytvorime vektor pravych stran:
f=[zeros(n,1);1];

%Vvypocteme stacionarni vektor

a=(A\f)}



5.4. Definice: Definice staciondrniho rozloZeni homogenniho markovského fetézce
Necht’ A,I] ~ Je homogenni markovsky fetézec s matici prechodu P. Stochasticky vektor a, ktery je stacionarnim

vektorem matice P, se nazyva stacionarni rozlozeni daného fetézce.
Vysvétleni: Stacionarni rozloZeni popisuje chovani HMR po dostate¢né dlouhé dobé& sledovani, kdy jiz odeznél vliv

pocatecnich podminek. Slozka a; stacionarniho rozloZeni udava podil celkové doby, kterou fetézec stravi ve stavu j.

5.5. Véta: Véta o existenci limity vektoru absolutnich pravdépodobnosti

Necht’ A,I] ~ Je homogenni markovsky fetézec s matici pfechodu P. Jestlize pro \y - existuje %anj(n): , pak

existuje téz %11’1[13 (n): :
Diikaz: Ze zakona evoluce plyne: !]I]Il](m_ e M(I])_ A MIIIIDJ(I'])_ ? &ij o ).
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5.6. Priklad:

Méme ¢ernou a bilou urnu a pét kouli. Na pocatku pokusu jsou vSechny koule v Cerné urné. V kazdém kroku pokusu
nahodné vybereme jednu kouli, pficemz vybér kazdé koule je stejné pravdépodobny a pfemistime ji do druhé urny.
Zavedeme homogenni markovsky fetézec 3%;1] = S mnozinou stavi J = {0,1, ..., 5}, kde X,, =J, kdyZ po n-tém kroku
bude v ¢erné urné prave j kouli.

a) Najdéte matici pfechodu a nakreslete prechodovy diagram.

b) Najdéte stacionarni rozloZeni tohoto fetézce.

c¢) Vypoctéte stiedni hodnotu poctu kouli v ¢erné urné po stabilizaci pokusu.

ReSeni:

1 45 R A) 2D I/®)
cBoBoBoiolhe
1D e ) 45 1



—

N OO OUIN O —

ad b) (ay, a1, a,, as, a4, as) = (2o, aj, ay, a3, a4, as)

SO O O
O O UL O UIpC

N —————————-
-

B_ %a_ , a&_ 4, ha_ b, Wa_ k, .&_ 4

a; = S5ay, a, = 10a,, a3 = 10a,, a4 = S5ay, as = a,

|
Protoze ap + a; + a, + a3 + a4 + as = 1, dostavame a, + 5ay + 102y + 10ag + 5ag +ag=1 _ dy _ -
- 4

Stacionarni rozlozeni: a = 1 510105 1
323232323232

- B e e e I O

ad ¢) H)g_ by ;_,_+ Feove by b e 3

Vysledek je ve shod¢ s ocekavanim, ze po dostatené velkém poctu pokusii bude v obou urnach v priméru stejny pocet

kouli.



5.7. Poznamka: Pro dany homogenni markovsky fetézec pfislusné stacionarni rozloZzeni nemusi existovat.

5.8. Definice: Definice limitniho rozloZeni a ergodického fetézce
Necht’ 3&,1] ~ Jje homogenni markovsky fet€zec s vektorem pocate¢nich pravdépodobnosti p(0). Jestlize existuje

|1m(n) _ , pak vektor P se nazyva limitni rozloZeni daného fetézce. Jestlize vektor ) nezéavisi na vektoru poc¢atecnich
n_) —

pravdépodobnosti p(0), pak fekneme, Ze dany fetézec je ergodicky (regularni).

5.9. Poznamka: Interpretace ergodického fetézce
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proces zacal.

5.10. Véta: Véta o vztahu mezi limitnim a stacionarnim rozloZzenim u ergodického tetézce
Jestlize 3%;1] = jeergodicky homogenni markovsky fetézec a existuje jeho stacionarni rozlozeni a, pak limitni rozlozeni

P je rovno stacionarnimu rozloZeni a.

Diikaz: p:IllHll(l’]):rllHl(n_l) P_ ', tedy P je staciondrni vektor matice P a ten znadime a.



5.11. Véta: Markovova véta

Necht 3&,1’] ~ Je homogenni markovsky fetézec s matici prechodu P. Jestlize existuje takove Cislo I _ , Ze matice P’
ma vSechny prvky kladné (fikdme, Ze je regularni) , pak

a) existuje stacionarni rozloZeni dan¢ho fetézce a je jediné

b) fetézec A,I] ~ Jeergodicky

¢) matice P" konverguje k limitni matici A, jejiz Fadky jsou stejné a jsou rovny stacionarnimu vektoru a.

Dikaz: Nebudeme provadeét.

5.12. Poznamka:

Matice P je reguldrni, jestlize neni rozlozitelna na tvar
P g VPR PGB W



5.13. Priklad: Uvazme provoz vyrobni linky, ktera se miize nachazet ve dvou stavech: v provozu (stav 1) nebo v opravé
(stav 2). Dlouhodobym sledovanim provozu vyrobni linky se dospélo k nasledujicim zavéram: pokud se vyrobni linka
v jednom obdobi nachazela v provozu, tak v nasledujicim obdobi v 50% ptipadi zlstala v provozu a v 50% ptipadi se
nachézela v opravé. Pokud se vyrobni linka nachazela v jednom obdobi v opravé, pak v dalSim obdobi zistala v 75%
ptipadl v oprave a v 25% piipadi se vratila do provozu.
a) Modelujte tuto situaci pomoci homogenniho markovského fetézce.
b) Najdéte matici pfechodu P a nakreslete pfechodovy diagram.
c¢) Najd¢cte limitni rozloZeni daného homogenniho fetézce a interpretujte ho.
Reseni:
ad a) 3&1;1] = > Xa=], kdyZ v n-ttm obdobi je linka ve stavu j, j = 1, 2.
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ad ¢) (a;, ap) = (a;, a) (655 &?ﬁ}, a;ta,=1 — lalzl, tedy a:/%,z\}

Znamena to, ze po dostate¢né dlouhé dobé bude linka v provozu s pravdépodobnosti 1/3 a v opravé s pravdépodobnosti 2/3.
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5.14. Priklad: Necht’ A,I] ~ je homogenni markovsky fetézec s matici prechodu P: 8

kde p + q = 1. (Tento HMR se nazyva nahodna prochazka s odrazejicimi sténami.) Urdete stacionarni rozloZeni tohoto

HMR.
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a) Necht' p <q. Pak 1_‘% LN h_ %—“ : _ . Stacionarni rozlozeni existuje a ma tvar:

— o ~ d x .
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d_ \ _ \ _ LQ, . Jedna se o geometricke rozloZeni s parametrem g -
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(Ptfipomenuti geometrického rozloZeni:
Néhodna veli¢ina Xudava pocet neuspéchii v posloupnosti opakovanych nezavislych pokusii predchazejicich prvnimu
uspéchu, pficemz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu q. Piseme X ~ (J?q Pravdépodobnostni funkce:
< () yprog ! 0,1
= (jinak

b) Necht’ p > q. Pak %O)aj ~ astaciondrni rozloZeni neexistuje.
P



5.15. Priklad: Na malém mésté jsou dva obchody, oznaéme je A a B. Zajimame se o nakupy zakazniki v téchto
obchodech. Uvazujeme ptitom tydenni obdobi a sledujeme, kde zédkaznici v jednotlivych tydnech nakupovali a jak tyto
obchody stiidali. Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze v priabéhu jednoho tydne navstévovali bud’ pouze obchod A nebo
obchod B. Jako soucast marketingového vyzkumu byla shroméazdéna data od 1000 zdkazniku v Casovém horizontu 10 tydni.
Na zakladé tohoto vyzkumu bylo zjisténo, Ze 90% zakaznikl nakupujicich v obchodé A tam bude nakupovat 1

v nasledujicim tydnu a 10% piejde do obchodu B. Dale 80% zakaznikli nakupujicich v obchodé B tam bude nakupovat 1
v nasledujicim tydnu a 20% ptejde do obchodu A.

a) Modelujte tuto situaci pomoci HMR a najdéte matici prechodu.

b) Jestlize na zacatku nakupovalo 1000 zdkaznikli v obchodé A, kolik jich bude po Sesti tydnech?

c) Jestlize na zacatku nakupovalo 1000 zdkaznikli v obchodé B, kolik jich bude po Sesti tydnech?

d) Jak velky je trzni podil téchto dvou obchodi za predpokladu dostatecné velkého poctu obdobi?

e) Obchod B provede reklamni kampan, aby ptildkal zdkazniky nakupujici v obchod€ A. Doslo k ur€itému pfesunu zajmu
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nakupovat v obchodé€ B. Dle nového priizkumu byla stanovena matice piechodu QZO Q8 0 Jak se nyni zménil trzni podil
\ J

obchodi A a B za ptedpokladu dostatecné velkého po¢tu obdobi?



Reseni:
Ad a) Zavedeme homogenni markovsky fetézec ;11 - s mnozinou stavii J = {1, 2}, pficemz X, = 1, kdyZ zikaznik

v n-tém tydnu nakupuje v obchod¢ A a X, = 2, kdyz zakaznik v n-tém tydnu nakupuje v obchod¢ B.

Podle textu tlohy sestavime matici prechodu: P_/gg 8%\
. |

Ad b) Vektor pocatecnich pravdépodobnosti je pp‘: LD, vektor absolutnich pravdépodobnosti po 6 tydnech bude
pﬁ‘:pDP’ _ 7059294, tedy v obchodé A bude nakupovat 706 zakaznika.

Ad c¢) Vektor pocatecnich pravdépodobnosti je pp‘: 1), vektor absolutnich pravdépodobnosti po 6 tydnech bude
pﬁA) P _ 58&41 I, tedy v obchod& B bude nakupovat 412 zakazniki.

Ad d) Hledame stacionarni rozlozeni daného HMR. Toto rozloZeni bude existovat, protoZe jiz matice P ma vSechny prvky
kladné. ReSime systém rovnic
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0) QE 04 — - Dostaneme slozky staciondrniho vektoru: &y __ ,d __ . Trzni podil obchodu A tedy Cini
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66,7%, obchodu B 33,3%.
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Ad e) V tomto ptipadé hledame stacionarni rozloZeni pro HMR s matici pfechodu :
1020 080

Ziskame vektor a = (0,5714; 0,4286), tedy trzni podil obchodu A ¢ini 57,1%, obchodu B 42,9%.



5.16. Priklad: Profesor m4 tfi oblibené otazky, z nichZ jedna se objevi v kazdém testu, ktery profesor zada. Studenti znaji

jeho zvyklosti dobfe. Profesor nikdy nepouziva téze otazky dvakrat po sob&. Kdyz naposled uzil otazky 1, hodi minci a

v ptipadé, Ze padne lic, uZije otazky 2. Jestlize uzil otdzky 2, hazi dvéma mincemi a piejde k otazce 3, kdyZ na obou mincich

padne lic. JestliZze uzil otdzky 3, hazi ttemi mincemi a piejde k otazce 1, kdyz na vSech tiech padl lic.

a) Popiste situaci pomoci homogenniho markovského fetézce, najdéte matici prechodu a nakreslete pfechodovy diagram.

b) Za ptedpokladu, Ze uplynulo jiz dosti dlouhé obdobi, zjistéte, kterou otdzku pouzil profesor nejcastéji a v kolika
procentech ptipadi ji uzil.

Reseni:

Ad a) Zavedeme homogenni markovsky fetézec 3&1;1’] ~ s mnozinou stavi J _ 23, ptitemz X, = j, kdyz v okamziku n

zada profesor otazku ¢islo j, j = 1,2,3.
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Matice prechodu: P_/3/4 0 1/42]-\ Pechodovy diagram:

“18 78 0 ELIy

Ad b) Hledame stacionarni vektor daného HMR.
1 0 127V

(a1, az, a3) = (a1, ap, a3) 34 0 1/4 , a; + a, + a; = 1. ReSenim ziskame stacionarni vektor a = (5/15, 6/15, 4/15), tedy

78 18 0 |

profesor zadava nejastcji otazku Cislo 2 a uzil ji ve 40% piipadi.



5.17. Priklad: V ptikladu 4.11. ,,Model havarijniho pojisténi* jsme zjistili, Ze matice pfechodu ma tvar
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a) Odvod’te stacionarni rozlozeni daného HMR.
b) Za ptedpokladu, ze zakladni vySe pojistného je w K&, vypoctéte stiedni hodnotu vyse pojistného, kterou pojisténec zaplati
v dlouhodobém ¢asovém horizontu.
Reseni:
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Ad a) Pro zjednoduseni zavedeme oznadeni ¢ = ¢™, ¢; =\ ¢™. Matice P ma pak tvar: P_ I_Q) O G - Stacionarni

1a 6 6 g

rozloZeni existuje, protoze jiz matice P> méa viechny prvky kladné. Re§ime systém rovnic
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eo,al,az\_ ),al,az* 1_ 0 Q) b + o4 . Dostaneme slozky stacionarniho vektoru:
- \ _ 4 Co

lcocoqle 62 g_\el_ Vs 62

& _ lee =1 5 1

Ad b) Pfipomeneme, Ze stavy 0, 1, 2 znamenaji, Ze O je zakladm poystne, 1je popstne s bonusem 30%, 2 je pojistné

s bonusem 50%.
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