6. Odhady absolutnich pravdépodobnosti a pravdépodobnosti pfechodu v HMR

6.1. Poznamka: Predpokladejme, ze HMR 3%;1] ~ s kone¢nym poctem stavii k md vektor pocatecnich

/pl ...pk\\

pravdépodobnosti p(0) = (p;(0), p2(0), ..., px(0)) a matici pfechodu P: """"" .. Tyto pravdépodobnosti vSak
\pd oo p(k J

neznadme, muzeme je pouze odhadnout na zdkladé dlouhodobého pozorovani systému.

Podivejme se nejprve na odhad pravdépodobnosti prechodu. Pro i,j =1, ..., k ozna¢me:

Gjj ... poCet pozorovani pfechodu systému ze stavu 1 do stavu j

k
G_ lﬁ}j ... celkovy pocet prechodu, které za¢inaly ve stavu i (je-li i absorpéni stav, ¢; = 0)
)

Bodové odhady pravdépodobnosti piechodu ziskame takto:
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e-l1 spInéna podminka [} tzv. podminka dobre aproximace), muzeme spocitat tez -0)70 asymptoticky
Je-li splng dminka Pid ~ E~ ( dminka dobré imace), mi Sitat té2 100(1-0)% icky

interval spolehlivosti pro p;i. Jeho meze jsou:
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Odhad pocatecnich pravdépodobnosti 1ze ziskat na zdkladé nahodného vybéru. Necht’ d je rozsah ndhodného vybéru a d; je

k
pocet téch slozek nahodného vybéru, které se na pocatku pozorovani nachazely ve stavui,1=1, 2, ..., k. Pfitom d_ d
—il

A A . .
Bodovy odhad p;(0): P: ol 7., ,k
Za splnéni podminky O 1ze sestrojit 100(1-0)% asymptoticky interval spolehlivosti pro p;(0). Jeho meze
p p _ >

jsou:
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6.2. Priklad: V jistém regionu bylo ndhodn& vybrano 2501 doméacnosti. Bylo zjisténo, ze k ur¢itému datu 629 domacnosti
neptedplacelo zadny denik, 750 piedplacelo regiondlni denik a zbytek celostatni denik. Z t€ch domacnosti, které nemély
zadné predplatné, hodla v pristim mésici 126 predplacet regionélni a 63 celostatni denik.Z domacnosti, které predplace;i
regiondlni denik, u n& v ptistim mésici zlistane 525 domacnosti a 75 zacne predplacet celostatni denik. A nakonec z téch
domaécnosti, které piedplaceji celostatni denik, 673 nezméni piedplatné a 112 piejde na predplatné regionalniho deniku.
Modelujte situaci pomoci homogenniho markovského fetézce a najdéte bodové a intervalové odhady (se spolehlivosti 95 %)

pocate¢nich pravdépodobnosti a pravdépodobnosti piechodu.



ReSeni: Zavedeme homogenni markovsky fetézec 3&,1] ~ smnozinou stavii J = {1, 2, 3}, kde X,, = 1, kdyZ v n-tém
meésici nahodné vybrana domacnost nema zadné piedplatné, X, = 2, kdyz ma piedplatné na regiondalni denik a X, = 3, kdyz

ma piedplatné na celostatni denik. Udaje obsaZené v textu ulohy uspoiadame do tabulky:

1 2 3 >
1440|126 |63 |629
150 {52575 | 750
33711121673 | 1122
2501
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Nejprve odhadneme pocate¢ni pravdépodobnosti podle vzorce ) P‘: ,1: 7., ,k V naSem ptipad¢ k =3, d; =629, d, =

750, d; = 1122, d = 2501.
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Odhad vektoru pocatecnich pravdépodobnosti: p})‘: 23343

Znamena to, ze na pocatku sledovani 25 % domacnosti v daném regionu nemélo zadné predplatné, 30 % ptedplacelo

regionalni denik a 45 % celostatni denik.



Pted vypoctem intervall spolehlivosti ovétime, zda jsou splnény podminky dobré aproximace p p i_ p'd> . Pfitom
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Vidime, Ze podminky jsou splnény. Proi=1,2,3a J.dosadime do vzorce P P‘ 4 mg guj_ -

Dostaneme meze 95% asymptotickych intervalt spolehlivosti pro p;(0), p»(0), p3(0).

ppc L3408, QPC S 17, QPC 2O & vidy s pravdépodobnosti 95 %.

Interpretujeme napt. 1. interval spolehlivosti: Ve sledovaném regionu je k danému datu s pravdépodobnosti 95 % 23,45 %

az 26,85 % domaécnosti, které neptedplaceji zadny denik.
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Nyni se budeme vénovat odhadiim pravdépodobnosti prechodu. Pouzijeme vzorec [ _ ,L]__ ,k

Znovu uvedeme tabulku se zadanymi udaji:

440126 | 63 | 629
150 152575 | 750
337 1112|673 | 1122
2501
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V naSem pftipad¢ k = 3,
Ci1 = 440, Ci2 = 126, Ciz = 63, C = 629,

Cr — 150, Cy = 525, Crz = 75, Cr, = 750,
C31 = 337 C3p = 112 C33 = 673 C3 = 1122.

p_"3 5998, " 572008, "1
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70.2 , Interpretujeme napt. 1. fddek odhadnuté matice pfechodu: Pokud v jednom mésici nahodné€ vybrand domécnost
,2 O, 7 O ]| neodebirala zadny denik, tak v pfiStim mésici s pravdépodobnosti 0,7 opét nebude mit Zadné predplatné,

’ ’ O q s pravdépodobnosti 0,2 si predplati regionalni denik a s pravdépodobnosti 0,1 celostatni denik.



Pted vypoctem intervala spolehlivosti ovétime splnéni podminek dobré aproximace pJ }_ LY > - Pfipominame, Ze

Ci1 — 440 Ci2 — 126 Ciz — 63 Ci = 629
Cr — 150 Cyp — 525 Crz = 75 Cr = 750
C31 = 337 C32 112 C33 = 673 C3 — 1122.
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Ve vsech dev1t1 prlpadech jsou podmmky dobré aproximace splneny, muzeme tedy spocitat meze 95% asymptotickych
intervall spolehlivosti pro pravdépodobnosti pfechodu. Proi,j=1,2,3a J.dosadime do vzorce
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Interpretujeme napft. interval spolehlivosti pro p;;: Pokud v jednom mésici ndhodné vybrand domacnost neodebirala zadny

denik, tak v pfiStim mésici miZzeme se spolehlivosti 95 % zarucit, ze s pravdépodobnosti 66,37 % az 73,54 % opét nebude
P

odebirat zadny denik.



7. Klasifikace stavii homogenniho markovského retézce

7.1. Oznaéeni: Oznaceni prvk matice P"

Necht’ 3&1;1’] ~ Jjehomogenni markovsky fetézec s mnozinou stavii J a s matici prechodu P. Prvky matice P" budeme

znacit Pij (1'1)

7.2. Definice: Definice doby prvniho navratu do stavu j

Necht’ homogenni markovsky fetézec 3%;1] c ] vychazi ze stavu j, tj.

P(Xo,=j) = 1. Zavedeme mnoZzinu Jj: > Xy _ , ktera udava potadi okamZzikli navratll do stavu j. Nahodna veli¢ina
¢ urk prd X
_ ujl;;:p dj * %e nazyva doba prvniho navratu do stavu j.
o %

7.3. Oznaceni: Oznaceni pravdépodobnostni funkce doby prvniho navratu do stavu j
Nahodna velicina t; je diskrétni ndhodna veli¢ina, nabyva hodnot 1, 2, 3, ... Jeji pravdépodobnostni funkci oznacime fj(n),

tedy fi(n) = P(tj=n),n=1, 2, 3, ... (pro n = 0 poloZime £;(0) = 0). Pravdépodobnost, ze homogenni markovsky fetézec

vychazejici ze stavu j, se vilbec nékdy vrati do stavu j, je tedy fj\ _ f;(l’]) Pravdépodobnost fj 1ze vyjadrit jako P(tj< ).
—nl;



7.4. Véta: Souvislost pravdépodobnostni funkce doby 1. navratu s pravdépodobnostmi pifechodu

Pravdépodobnostni funkce doby 1. navratu do stavu j souvisi s pravdépodobnostmi piechodu takto:

v JRO_ pOREE =125,

Odtud lze fj(n) vyjadfit pomoci rekurentniho vztahu:

J Tno_" neRER £0_f0) e po kK

Dukaz:

’ n = *
Prok =1, 2, 3, ... ozna¢me jev A — h— - . Jevy Ay jsou neslucitelné a LA _ § __ . Pocitame
= =— =
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7.5. Priklad: Necht’ 3%,1] ~ Jje homogenni markovsky fetézec s matici pfechodu P_ — 10(4 . Je-li vektor
= n 1

pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1, 0), vypoctéte pravdépodobnost, ze doba 1. navratu do stavu 0 buden,n=1, 2, 3, ...
a vypoctéte pravdépodobnost, ze fetézec se vitbec nékdy vrati do stavu 0.
ReSeni: P* = (1— 1OL L loc _/ 1(1— )2 1-1 B) (1 ) 1(1 )
| R R (L) ar
(1(1 )ZFIB) (1) 1(1 ) L o
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= 1 pi () pdl) pgd_»
fo(1) =poo=1-a
f0(2) = poo(2) — Poofo(1) = (1 — )" + af — (1 ~ @)’ = o
£6(3) = Poo(3) — Poo(2)fo(1) = Poofo(2) = (1 — @) + 2(1 — ) + (1 = B)ap — [(1 — @)’ + aB](1 — ) — (1 — o = (1 — &)’ + 2(1 -
a)af + (I -PB)op — (1 - 0t)3 — (1 —a)af — (1 —a)af = (I P)ap
pro_l

Obecné: l%(n)_ (1_P)+2N Rprn 2,3.
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7.6. Definice: Definice trval¢ho a ptfechodného stavu

Necht’ gﬂl;n ~ Jjehomogenni markovsky fetézec s mnoZinou stavil J.

a) Stav ] - se nazyva trvaly, jestlize f; = 1 (tj. P(tj < ). (Znamena to, ze fet€zec se do stavu j vrati po konen¢ mnoha
krocich.)

b) Stav ] — se nazyva prechodny, jestlize f; <1 (j. P(t; = ). (Znamena to, Ze fet€zec se do stavu j s kladnou
pravdépodobnosti nikdy nevrati.)

MnoZina trvalych stavill se znaci J;, mnoZina prechodnych stavii Jp. Pfitom JT\ 7|p :J,JT /\‘JP - |

7.7. Véta: Kritérium pro klasifikaci trvalych a prechodnych stavi.

a) Stav j je trvaly, pravé kdyz ‘Spﬂ(@: :

b) Stav j je ptfechodny, praveé kdyz ‘SH(ID <

Dukaz: Nebudeme provadét.



7.8. Priklad: Provadime posloupnost opakovanych nezavislych hodii kostkou. Necht’ ndhodna veli¢ina X, udava
maximalni ¢islo dosazen€ v prvnich n hodech, n =1, 2, 3, ... Zavedeme homogenni markovsky fetézec gg,ﬂ ~

s mnozinou stavt J = {1, 2, ..., 6}, kde X,, =j, kdyz v prvnich n hodech bylo nejvyssi dosazené Cislo j. Najdéte matici
piechodu P a klasifikujte stavy na trvalé a prechodné.

ReSeni:

o\

Zajimaji nas jen diagonalni prvky matice P", protoZe zkoumame fadu ‘<H(1’])
nl-
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Obecné: H]-(n):/ \«,j =1,..,6
.
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Rada ‘S(%\ absolutné konverguje pro j =1, 2, 3, 4, 5 a diverguje pro j = 6. Tedy Jr = {6}, Jp = {1, 2, 3, 4, 5}.
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7.9. Definice: Definice trvalého nenulového stavu a trvalého nulového stavu
Necht’ ] — je trvaly stav homogenniho markovského fetézce 3&,,11 —
a) Stav j se nazyva trvaly nenulovy, jestlize existuje stfedni hodnota p; ndhodné veliCiny ;.

b) Stav j se nazyva trvaly nulovy, jestliZe stfedni hodnota nahodné veli¢iny t; neexistuje.

7.10. Dusledek: Kritérium pro klasifikaci trvalych nenulovych stavii a trvalych nulovych stavii

Stav j je trvaly nenulovy, jestlize fada {HKI]) absolutné konverguje.
nl,

Stav j je trvaly nulovy, jestlize fada {HKID diverguje.
nl

6.11. Poznamka: Lze ukéazat, ze HMR s koneénou mnoZinou stavii nemtize mit trvalé nulové stavy.

7.12. Definice: Definice periodického stavu, neperiodického stavu, ergodického stavu
Necht’ d; je nejvétsi spolecny délitel ¢isel n > 1, pro néz p;i(n) > 0.

Je-li d;> 1, pak fekneme, ze stav j je periodicky s periodou d;.

Je-li d;= 1, pak fekneme, Ze stav j je neperiodicky.

Trvaly nenulovy neperiodicky stav se nazyva ergodicky stav.



7.13. Priklad: Na usecce délky 5 jsou vyznaceny body 0, 1, ..., 5. V bodé 3 se nachazi kuli¢ka. Kulicka kona ndhodnou
prochéazku po usecce tak, ze s pravdépodobnosti p se posune o jednotku napravo a s pravdépodobnosti g = 1 — p se posune o
jednotku nalevo. Dosahne-li bodu 0 nebo bodu 5, setrva tam. Popiste proces pomoci homogenniho markovského fetézce a
klasifikujte stavy na periodické a neperiodické.
ReSeni: Zavedeme homogenni markovsky fetézec 3%;1] = S mnozinou stavi J = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, kde X,, =], kdyz
v okamziku n je kulicka v bod¢ j.

1
() t/ﬁr\‘( {f\‘( (\?4(\‘(’5#)

\ i e T

d

=]
=]

poo(n) =1 pro \JA N _. stav 0 je neperiodicky.
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pss(n) =1 pro \J0 NN _. stav 5 je neperiodicky.

pii(1) =0, p11(2) =pq, p11(3) =0, p11(4) = pgp, ... Nejveétsi spolecny délitel Cisel 2, 4, 6, ... je 2,
tedy stav 1 je periodicky s periodou 2. Stejné to dopadne se stavy 2, 3, 4.
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7.14. Véta: Vypocet sttedni hodnoty doby 1. ndvratu do ergodického stavu a trvalého nenulového

periodického stavu

1
a) Necht’ ] ~ Je trvaly nenulovy neperiodicky stav (tj. ergodicky stav). Pak ) :
H A%@
b) Necht’ _] je trvaly nenulovy periodicky stav s periodou d;. Pak . q .
~ ! 88 nml](n@)
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7.15. Priklad: Necht je d4n homogenni markovsky fetézec 3&,1] ~  smnozinoustavit J = {0, 1, 2} a maticf

(111\

|
ptechodu P
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Vypoctéte stiedni hodnoty dob 1. ndvratt do stavii 0, 1, 2.

LI = —)

N —p

i
i
J

O\ —h

Reseni: Jelikoz matice P je regularni matice, bude matice P" konvergovat k limitni matici, jejiz vSechny fadky jsou stejné a

jsou rovny stacionarnimu vektoru a matice P.
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Vychazi-li fetézec napt. ze stavu 1, tak v priimeru po 2,5 krocich se tam vrati.



