6. Odhady absolutnich pravépodobnosti a pravdpodobnosti g‘echodu v HMR
6.1. PoznamkaPredpokladejme, ze HRI{X ;nON,} s kon€énym paitem staw k ma vektor psatenich

P o Pu
pravdpodobnostp(0) = (p(0), p(0), ..., i(0)) a matici pechoduP =| --- ... ... |. Tyto pravépodobnosti vSak

P - Pw
nezname, fiveme je pouze odhadnout na zakldibuhodobého pozorovani systému.
Podivejme se nejprve na odhad pkgpatobnosti fechodu. Proi,j =1, ..., k oztiae:

Cj ... pacet pozorovanifechodu systému ze stavu i do stavu j

k
c =).c, ... celkovy p@et prechod, které zdinaly ve stavu i (je-li i absotpi stav, ¢= 0)

i
j=1

Bodové odhady pra¥godobnosti fechodu ziskame takto:

C,
—proc #0
pij = Ci '

Oproc =0
Je-li splréna podminkap, (1— P, )ci >5 (tzv. podminka dobré aproximace)aeme spoitat téZ 100(1x)% asymptoticky

interval spolehlivosti pro;p Jeho meze jsou:



Odhad poateEnich pravdpodobnosti Ize ziskat na zakéathhodného vyyu. Nech' d je rozsah ndhodného wh a d je

pocet €ch slozek ndhodného Wiftu, které se na @atku pozorovani nachazely ve stavu i, i = 1, 2 k..Ritom d =Zk:di :
i=1
. . d .
Bodovy odhad 0): p.(0) == 12,....k.

Za splreni podminkyp, (0)J1- p.(0)]d =5 Ize sestrojit 100(1)% asymptoticky interval spolehlivosti prg@®). Jeho meze
jsou

JOF \/F’ Ok, (0}

d ul—G/Z -

6.2. Riklad: V jistém regionu bylo nahodnvybrano 2501 doméacnosti. Bylo zfi§b, Ze kurcitému datu 629 domacno:
nepedplacelo zadny denik, 75@edplacelo regionalni denik a zbytek celostatnildehtéch domacnosti, které new
zadné pedplatne, hodla vigstim nesici 126 pedplacet regionalni a 63 celostatni denik.Z domstcnktere pedplaceji
regionalni denik, udp v pristim ne€sici zistane 525 domacnosti a 7%za gedplacet celostatni denik. A nakone¢cht
domacnosti, kterétpdplaceji celostatni denik, 673 ne&ninpredplatné a 112ipjde na pedplatné regionalniho deniku.
Modelujte situaci pomoci homogenniho markovskigkzce a najéte bodoveé antervalové odhady (se spolehlivosti 95

pocateinich pravdpodobnosti a pravgpodobnosti fechodu.



Re3eni:zavedeme homogenni markovsiegzec{X ;nN,} s mnoZinou stavJ = {1, 2, 3}, kde % = 1, kdyZ v n-tém

mesici ndhoda vybranad domacnost nema zadmédplatné, X = 2, kdyz ma pedplatné na regionalni denik @ X3, kdyz

mé predplatné na celostatni denik. Udaje obsazené w tdahy usptadame do tabulky:

1 2 3 |X
1|440|126|63 | 629
21150|525(75 | 750
3337|112 673| 1122
> 2501
Nejprve odhadneme pateni pravé&podobnosti podle vzorcp, (O)=%,i =12...,k.VnaSem fipadt k = 3,d =629, d =
750, d = 1122, d = 2501.
" 629 750 1122
0)=——=0,25 ——=0,29 =——=0,4486
b.(0) 2501 15p,(0)= 2501 99p,(0) 2501

Odhad vektoru pgatesnich pravépodobnostip(0) = (025 ;0,3,045).
Znamena to, Ze na {atku sledovani 25 % domacnosti v daném region@loeradné pedplatne, 30 %iedplacelo

regionalni denik a 45 % celostatni denik.



Pred vypdtem interval spolehlivosti owifme, zda jsou spkmy podminky dobré aproximacp, (0)1- . (0)]d =5. Fritom

“ 629 . 750 . 1122
0)=22 5 (0)=-"" 5.(0)=22%% d = 2501 Ted
,(0) 2501 p,(0) 2501 p,(0) 2501 edy

I =1: 629 1- 629 2501~ 469,
2501 2501

| =2: 750 (l 750 2501=525,

~ % 2501 2501

2501=619.

. 112 1122
| =3: 1-
2501 2501

- . , : : , " p(0)1-p (O
Vidime, Ze podminky jsou sginy. Pro i = 1, 2, 3 & =0,05dosadime do vzorcg (O)i\/p'( )X 5 b )]ul_a/z.

Dostaneme meze 95% asymptotickych inteérgalolehlivosti pro g0), p(0), ps(0).

p,(0)0(0,23450,2689, p,(0)1(0,28190,3179, p,(0)1(0,42910,4681) vZzdy s pravépodobnosti 95 %.

Interpretujeme nap 1. interval spolehlivosti: Ve sledovaném regigamlk danému datu s praggbdobnosti 95 % 23,45 %
az 26,85 % domacnosti, které resplaceji zadny denik.



C.
Nyni se budemeanovat odhatim prava&podobnosti fechodu. PouZijeme vzorgg =—,i,j=1...,k.
c

Znovu uvedeme tabulku se zadanymi udaiji:

1 2 |3 |X
1|440|126|63 | 629
21150|525(75 | 750
31337(112|673| 1122
)Y 2501
V naSem pipact k = 3,
C11, =440, g, =126, 63=63, g = 629,
Cx1 = 150, 6, =525, 63 =75, ¢ = 750,
C31=337,6,=112,63=673, g =1122.
. 440 . 126 . _ 63 _
P, = o 0,6995p,, = e 0,2003p,, = R 0,1002
. 150 . 525 . 75
=——=02 =——=0,7, =—— =0
P = 75¢ P2 = 25¢ Prs = 75¢ .
A 337 " 112 " 673
=——=0,300 =——=0,099 =——=0,5998
Py 1122 4P 1122 3P, 1122

0,7 0,2 0,1\ Interpretujeme napl.radek odhadnuté maticégehodu: Pokud v jednomasici nahoda vybrana domacnost
P=/02 0,7 0,1| neodebirala Zzadny denik, tak &i§tim n€sici s pravépodobnosti 0,7 agp nebude mit Zadné&gdplatné,
03 0.1 0.6) s pravépodobnosti 0,2 sifedplati regionaini denik a s prapddobnosti 0,1 celostatni denik.



Pred vypa@tem interval spolehlivosti o¥iime spl@ni podminek dobré aproximatﬁP,r(l— p, )ci >5. Ffipominame, Ze

C11 =440, g, =126, g3=63, G = 629,
Cr1 = 150, 6, =525, 63=75, 6 = 750,
C31=337,6,=112,63=673, g=1122.

I =1: 440(1— 440j629= 132£6£1—£6j629: 101E(1—E)629= 57

1629 629 629\ 629 629\ 629

= 5. 1900 1500701502291 _525) 50158 2 (1_ 72 |750-68
750" 750 750" 750 750" 750

(=3 5301337 h19pp3g H12(1 112 )1 95109 073(1- 873 )15 269
11227 1122 11227 1122 1122 1122

Ve vSech deviti Ppadech jsou podminky dobré aproximace &pjnmizeme tedy spitat meze 95% asymptotickych
intervali spolehlivosti pro prawpodobnosti pechodu. Pro i, j=1, 2, 3@=0,05dosadime do vzorce

- Pi 1- P
i — 1-a/2"

ij Ci
p,,0(0,66370,7354,p,, 1(01690,2316,p,, [1(0,07670,1236),

p,, 1(017140,2286),p,, 1(0,66720,7328),p,, 1(0,07850,1215),
p,,1(0,27350,3272),p,, 1(0,082301174),p,, 1(0,57120,6285).

Interpretujeme napinterval spolehlivosti pro;g Pokud v jednom &sici ndhoda vybrana domacnost neodebirala zadny
denik, tak v pistim nesici mizeme se spolehlivosti 95 % zé&ituze s pravépodobnosti 66,37 % az 73,54 YEbpebude

odebirat zadny denik.



7. Klasifikace stavi homogenniho markovskéhdetézce

7.1. Ozna&eni: Ozna&eni prvki maticeP"
Nech’ {X,;nON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou stdw a s maticiigchoduP. Prvky maticeP" budeme

zn&it Pij (n)

7.2. Definice:Definice doby prvniho navratu do stavu j
Nech’ homogenni markovskiettzec{X ,;nON,} vychazi ze stavu j, tj.

P(Xo =) = 1. Zavedeme mnoziny ={n=1X, = j}, kterd udava gadi okamzik navrafi do stavu j. Nahodna veina

! se nazyvaoba prvniho navratu do stavu j

min{Tj} proT, # U
T =
coproT, =0

7.3. Ozna&eni: Oznaeni pravdpodobnostni funkce doby prvniho navratu do stavu |
Nahodna vetiinar; je diskrétni nahodna veina, nabyva hodnot 1, 2, 3, ... Jeji prgwadobnostni funkci oziéme f(n),
tedy f(n) =Pg=n),n=1, 2, 3, ... (pro n = 0 poloZim@} = 0). Pravdpodobnost, Ze homogenni markovsk§zec

vychazejici ze stavu j, sévec rekdy vrati do stavu |, je tedfy = ifi (n) . Pravaépodobnost;flze vyjadit jako P(; < ).
n=1



7.4. Véta: Souvislost pravégpbodobnostni funkce doby 1. navratu s pegatiobnostmi fechodu

Pravdpodobnostni funkce doby 1. navratu do stavu j sowsvpravédpodobnostmi fechodu takto:
0j0J:p, (n) :kZ:pjj (n—K)f,(k),n=1,23, ..

Odtud Ize {(n) vyjadit pomoci rekurentniho vztahu:

T303:p, () = 5P, (VK100 +5, ()= ) =B, (1)~ 3., (1K1, ().

Diikaz:

Prok=1,2,3, .. ozdme jevA, ={X, =jC 1, =k|. Jevy A jsou nesltiteiné al JA, ={X, = }. Pasitame
k=1

n

p, () =P(X, =j/X,

n
k=1 k=1

i)= UAK/Xo=ij=iP(Ak/Xo =j)=XPIX, =jOT, =k/X, =)=
f

Plt, =k)P(X, = i/X, =0T, =K)=3

J
k=1

 (P(X, = /X, =])= 21, (9p, (1K)

(KP(X, = /X, = DX, % 0...0X,, # | 0X, =)=

J

1
XM
S 1 S
iy

k=1

(Pri Gpravach byla pouZita rovnoB(A n B/C)=P(B/C)P(A/B n C).)



. . : 1- :
7.5. Fiklad: Nechr {X ;n0ON,} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP :( @ @ ] Je-li vektor

B 1-B
pocateinich pravépodobnostp(0) = (1, 0), vypététe pravépodobnost, Ze doba 1. navratu do stavu O buder,, 2, 3, .

a vypatéte praveépodobnost, zéetzec se ubec rekdy vrati do stavu 0.

v , . n-1 o,
Reseni:Pouzijeme vzoree (n)=p, () - p, (n-k)f (k) . Patitame
k=1

o2 (1m0 j(l—a o ):( (L-a)” +ap (1—0()0(+(1—B)0(j

B 1-BA B 1-B) (@-a)B+BE-B)  aB+(1-P)°

A-0)*+af @d-o)a+ (1—[3)0(}(1—0( a j _
L-a)B+BL-P)  ap+(@-P)° B 1-B

:((1—0()3+2(1—0()0(B+(1—B)0(B 1-py 3 ]

P®=

1-p, @-a)ap +2(1-R)ap + L-B)°
fo(1) =o=1—a
fo(2) = po(2) — Rofo(1) = (1 —a)® + o — (1 —a)* = of
fo(3) = mo(3) — Ro(2)fo(1) — pofo(2) = (1 —)° + 2(1 o) + (L —P)ap — [(1 —a)® + oB](1 —a) — (1 —a)o =
=(1-a)’ + 2(1 —a)af + (1 —B)ap — (1 —a)° — (1 —a)ap — (1 —a)ap = (1 B)ap
1-a pron =il

Obect: f, (n) :{(1-[3)“'20([3 pron=2,3,...



7.6. Definice: Definice trvalého ajgchodného stavu

Nech’ {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtizec s mnoZinou staw.

a) StavjOJ se nazyvdrvaly, jestlize f= 1 (tj. Pg < ). (Znamena to, Z&etézec se do stavu j vrati po k@meé mnoha
krocich.)

b) StavjOJ se nazyvérechodnyjestlize f< 1 (tj. P = «). (Znamena to, z&tzec se do stavu j s kladnou
pravaépodobnosti nikdy nevrati.)

Mnozina trvalych stavse znai J;, mnozina pechodnych stavJ. Fitom J. 0J,=JJ, nJ, =0.
7.7. \@ta: Kritérium pro klasifikaci trvalych afgchodnych stau
a) Stav j je trvaly, pravkdy? 3p, (n) = e.

b) Stav j je pechodny, pravkdyZ > p, (n) < .
n=1

Diikaz: Nebudeme provatl



7.8. Riklad: Provadime posloupnost opakovanych nezavislycli Rodtkou. Nectindhodna vetina X, udava
maximalnicislo dosazené v prvnich n hodech, n = 1, 2, Zavedeme homogenni markovsiegzec{X ;nON,}
s mnozinou stavJ ={1, 2, ..., 6}, kde X=], kdyz v prvnich n hodech bylo nejvysSi dos&#gslo j. Najcte matici
piechoduP a klasifikujte stavy na trvalé &grhodné.

Reseni:
1 1 1 1 11 e, : _ _ 5 - o
= = = = = =| Zajimaji nas jen diagonalni prvky matieg protoze zkoumamtaduZpH(n).
6 6 6 6 6 6 =
o 21111 N o
6 6 6 6 6 pll _’p11(2) (_j ap11(3)=(_) g
31 1 1 6 6
|0 0 = = = =
P= 6 6 6 6 5 o2 N
0002211 p E,DZZ(Z) (),pzz(S):(g)
6 6 6
00 51 -
6 6| Obecr:p,(nN)=|=|,j=1,..,6
O 0 1 6

Radai(é) absolut® konverguje pro j =1, 2, 3, 4, 5 a diverguje pro§. Tedy 4 = {6}, Jp = {1, 2, 3, 4, 5}.



7.9. Definice Definice trvalého nenulového stavu a trvalého wélm stavu
Neclh jOJ je trvaly stav homogenniho markovskéatizce{X ;nON,}.
a) Stav j se nazyvévaly nenulovy jestlize existuje $&¢dni hodnotay nahodné vetiny t;.

b) Stav | se nazyvivaly nulovy, jestlize stedni hodnota nahodné w@fiy t; neexistuje.

7.10. Disledek: Kritérium pro klasifikaci trvalych nenulovych siaa trvalych nulovych stav

Stav j je trvaly nenulovy, jestliiieadai nf, (n) absolute konverguje.
n=1

Stav j je trvaly nulovy, jestliimdai nf, (n) diverguje.
n=1

7.11. Poznamkalze ukéazat, ze HR s kon€énou mnoZinou stavnemize mit trvalé nulové stavy.

7.12. Definice:Definice periodického stavu, neperiodického stargpdického stavu
Neclt d; je nej\&tSi spoleény dcklitel cisel n> 1, pro &z p;(n) > 0.

Je-lid> 1, pakiekneme, Ze stav j jeeriodickys periodou d

Je-li =1, pakiekneme, Ze stav j jeeperiodicky

Trvaly nenulovy neperiodicky stav se nazyrgodickystav.



7.13. Fiklad: Na Gséce délky 5 jsou vyzrzny body 0, 1, ..., 5. V bé® se nachazi kwlka. Kulicka kona nahodnou
prochazku po usee tak, Zze s pra¥podobnosti p se posune o jednotku napravo a s ¢pasidbnosti g = 1 — p se posune o
jednotku nalevo. Dosahne-li bodu 0 nebo bodu sy&éam. Popiste proces pomoci homogenniho markéiwgkizce a
klasifikujte stavy na periodické a neperiodicke.

Reseni:zavedeme homogenni markovsiegzec{X,;n0ON,} s mnozinou stavJ = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, kde X=j, kdyz

v okamziku n je kutika v bod j.

R R =S
C}J’:&)&th_..ﬁk_)d’ @
a 1
Poo(N) = 1 proOnON = stav O je neperiodicky.
pss(n) = 1 proOnON = stav 5 je neperiodicky.
p11(1) = 0, R1(2) = pa, R«(3) =0, p1(4) = pgp, ... Nejtsi spoleny cklitel cisel 2, 4, 6, ... je 2,
tedy stav 1 je periodicky s periodou 2. S¢djm dopadne se stavy 2, 3, 4.

o O O T O O
o O T O O O
R T O O O O

O O O o a pk
O O O 0o O o
O OO0 o T O




7.14. Véta: Vypocet stedni hodnoty doby 1. navratu do ergodického stavtvalého nenulového
periodckého stavu

a) Nech' j[1J je trvaly nenulovy neperiodicky stav (tj. ergodicitav). Paky, =ﬁ.
M p; (N
d

b) Nech’ jT1J je trvaly nenulovy periodicky stav s periodquRaky, =m
n'm i i



7.15. Fiklad: Nect je dan homogenni markovskgtizec{X ;nON_} s mnoZinou stav J = {0, 1, 2} a matici

pirechoduP = . Vypoitéte stedni hodnoty dob 1. naviatlo stawi O, 1, 2.

WIRPNIRPWIRF
NIRPRNPFPWIF

oOlRr~N I FPWIPF

Reseni:Jeliko? maticeP je regularni matice, bude matieé konvergovat k limitni matici, jejiz vSechmgdky jsou stejné a
jsou rovny stacionarnimu vektoaumaticeP.

a a

aO:_0+ﬁ+_2
3 4 6
111 a a 6
3 3 3| a=n+24% A=
_ 1 1 1 3 2 3 10
Baa)zkaaly 3 g =5 pe(S00) (22
111 a a a 5 252525 " (610" 9
6 3 2) T3, &=
3 4 2 25
a,+ta +a, =1

Vychazi-litetzec nap. ze stavu 1, tak v pméru po 2,5 krocich se tam vrati.



