8. Rozlozitelné a nerozlozitelné homogenni markovskeé retézce

8.1. Definice: Definice dosaZitelnych a souslednych stavii
Necht X ;ne ', je homogenni markovsky fetézec s mnoZzinou stavii J.
a) Rekneme, Ze stav j je dosazitelny ze stavu i, kdyZ existuje n > 1 tak, Ze pij(n) > 0.
Pokud pij(n) = 0 pro vSechna n > 1, pak fekneme, Ze stav j neni dosazitelny ze stavu 1.
b) Rekneme, Ze stav j je sousledny se stavem i, jestlize j je dosaZitelny z i a i je dosazZitelny z j.

(Symbolicky se dosazitelnost stavu j ze stavu 1 oznacuje takto: i —j a souslednost stavil i, j se oznacuje takto: 1 <> j.)



8.2. Priklad: Je dan homogenni markovsky fetézec ¥,;ne [, s mnozinou stavii

(1/2 1/72 0 0 0
1T 0 0 0 0
J={1,2,...,5}amaticipfechodupz; 0 1/2 0 1/4 1/4}.
10 0 3/4 0 1/4]
L0 0 0 0 1)

Nakreslete prechodovy diagram a sestavte tabulku dosazitelnych stavii a tabulku souslednych stavi.

ReSeni:
Ptechodovy diagram Tabulka dosazitelnych stavi Tabulka souslednych stavii
1/2 1/2 stav | dosazitelny stav stav |sousledny stav

1 |2 (3 |4 |5 1 (2 (3 |4 ]5
1 + |+ |- |- |- 1 + 1+ - - |-
2 |+ |+ - |- |- 2 |+ - -]
3 |+ |+ [+ [+ |+ 3 - -t -
4 |+ |+ |+ |+ |+ 4 |- |- |+ [+ |-
5 - |- [- - |+ 5 |- - [- |- [+




8.3. Definice: Definice tfidy trvalych stavi a tfidy pfechodnych stavi
Neprazdna mnozina stavi C —  se nazyva trida trvalych stavi, jestlize zddny stav vn€ C neni dosazitelny ze zadného stavu

uvnitt C. Mnozina stavi, kterd neni ttidou trvalych stavil, se nazyva trida prechodnych stavi.

8.4. Priklad: Pro homogenni markovsky fetézec z prikladu 8.2. najdéte tfidy trvalych a ptechodnych stavi.
Reseni:
Nejprve uvedeme matici prechodu. Nakreslime pfechodovy diagram.
I( /2 1/2 0 0 0 \I
1 0 0 0 0]
P= 0 1/2 0 1/4 1/4I

0
0 0 3/4 0 1/4|
0

|
|
Lo 0 0 0 1)

7 diagramu je ziejmé, ze kdyz fetézec vstoupi do tiidy stavl {1, 2} nebo {5}, neni odtud dosazitelny zadny stav vné ttidy
{1,2} resp. {5},tedy J, = H2 U i .Kdyz fetézec vstoupi do ttidy stavii {3, 4}, je odtud dosazZitelny stav 5, tedy
J,= 34 .



8.5. Poznamka: Poznamka o podietézci homogenniho markovského fetézce

Jestlize v matici prechodu P vynechame ty fadky a sloupce, které odpovidaji staviim nepatticim do tfidy trvalych stava C,
dostaneme opét stochastickou matici. Lze ji povaZzovat za matici pfechodu homogenniho markovského fetézce s mnozinou
stavli C. Nazyva se podretézec puvodniho fetézce. Napt. pro homogenni markovsky fetézec z prikladu 8.2. , ktery ma

(1/2 1/2 0 0 0 )

1 0 0 0 0] 2 12 o)

matici pfechodu P= 0 1/2 0 1/4 1/4 I, dostaneme podietézec s matici pfechodu P, -1 0 Oi.
10 0 3/4 0 1/4] Y
Lo 0 0 0 1)

8.6. Dusledek: Dusledek pro tfidu trvalych stavll a pro tfidu prechodnych stavii

a) Retézec nikdy neopusti t¥idu trvalych stavi, jakmile do ni jednou vstoupi.

b) Retézec se nikdy nevrati do tfidy pfechodnych stavii, jakmile ji jednou opusti.

8.7. Véta: Kritérium pro stanoventi tfidy trvalych stavii
Mnozina stavli C < je tfida trvalych stavil, pravé kdyzp; =0pro V = ,j¢

Dukaz: Nebudeme provadét.



8.8. Definice: Definice rozloziteln¢ho a nerozlozitelného homogenniho markovského fetézce
Homogenni markovsky fetézec se nazyva nerozlozitelny, jestlize vSechny jeho stavy jsou sousledné. V opacném piipade
fikame, ze fetézec je rozlozitelny.

Ekvivalentni definice: HMR se nazyva nerozlozitelny, jestlize v ném neexistuje jina tfida trvalych stavii nez J.

8.9. Véta: Retézec s koneéné mnoha stavy je rozlozitelny pravé tehdy, ma-li matice pfechodu (po ptipadném pieéislovani

P, 0 : :
! \u, kde P;. B jsou ¢tvercové matice.

B)

Dukaz: viz Praskova, str. 37.

stavll) tvar P =

8.10. Priklad: UvaZzme nahodnou prochazku s pohlcujicimi st€nami, tj. homogenni markovsky fetézec ¥,;ne I,

s mnozinou stavii J = {0,1, ..., N-1, N} a pfechodovym diagramem

P p p p
= (I D
(o080 oflie
1 1-p 1-p 1-p 1-p 1

Zjistéte, zda tento fetézec je rozlozitelny. Pokud ano, najdéte tfidy trvalych a ptfechodnych stavi.
ReSeni: Z pirechodového diagramu okamzité vyplyva, ze stavy 0 a N jsou sousledné jenom samy se sebou.

Ostatni stavy 1, 2, ..., N-1 jsou sousledné, fetézec je tedy rozlozitelnya J. = 6 U §.¥, = H2,...,.N-



8.11. Definice: Definice stavil stejn¢ho typu

Rekneme, Ze stavy i,je homogenniho markovského fetdzce jsou stejného typu, jestlize jsou oba
a) prechodné

b) trvalé nenulové

c) trvalé nulové

d) neperiodické

e) periodické s touz periodou.

8.12. Véta: Véta o solidarité

Jsou-li stavy 1 a j sousledné, pak jsou stejného typu.

Diikaz: Nebudeme provadét.

8.13. Diisledek: Disledek pro nerozlozitelny homogenni markovsky fetézec

V nerozlozitelném homogennim markovském fetézci jsou vSechny stavy stejného typu. Ma-li nerozlozitelny homogenni

markovsky fetézec koneCnou mnozinu stavi, pak jsou vSechny stavy trvalé nenulové.



8.14. Véta: Véta o stacionarnim rozlozeni nerozloZitelného HMR
Necht §,:ne I, je homogenni markovsky fetézec . Pak plati:
1. Jsou-l1 vSechny jeho stavy prechodné nebo vSechny trvalé nulové, pak stacionarni rozloZeni neexistuje.

2. Jsou-li vSechny jeho stavy trvalé nenulové, pak staciondrni rozloZeni existuje a je jediné.

2a) Jsou-li vSechny stavy neperiodické, pak @; = 1M D G > i je atkea; = mD; ¢ > )je

.1 ~ .. : ' :
=1m—2 (/>),1,JE atakéajzlm_z (/>),_]E

n— ] e

2b) Jsou-li viechny stavy periodické, pak @;j

8.15. Dusledek: V nerozlozitelném homogennim markovském fetézci s koneéné mnoha stavy stacionarni

rozlozeni existuje.



8.16. Véta: Véta o mnozing stavli dosazitelnych z trvalého stavu.

Necht stav i je dosazitelny z néjakého trvalého stavu j. Pak plati:

a) stav 1 je trvaly stav stejného typu jako stav j

b) i a j jsou sousledné stavy

c) f; = fij = 1 (. pravdépodobnost, Ze fetézec vychazejici ze stavu j resp. 1 viibec né€kdy vstoupi do stavu i resp. j, je rovna 1).
(Znamena to, Ze mnozina stavil dosazitelnych z néjakého trvalého stavu j je mnozina trvalych stavii a tvofi nerozlozitelny

podietézec pivodniho fetézce.)



8.17. Poznamka:
Nejprve pro jednoduchost predpokladejme, ze v rozloZitelném tetézci existuji jen dvé tfidy stavli. Znamena to, Ze
soucasnym precislovanim stavil v matici prechodu lze vytvoftit nulové submatice.

Dostavame pak bud’ matici typu

P 0
= 01 = }, kde P, P, jsou Ctvercové matice obsahujici pravdépodobnosti pfechodu mezi tfidami stavil, pficemZ obé
\ >
ttidy jsou tfidy trvalych stavi,
nebo typu
P, 0) o . } . . _
P= R Q )I, kde P;, Q jsou Ctvercové matice, ptiCemz P; obsahuje pravdépodobnosti pfechodu mezi stavy trvalymi stavy,

matice Q obsahuje pravdépodobnosti pfechodu mezi piechodnymi stavy a matice R je tvofena pravdépodobnostmi ptechodu
z ptechodnych do trvalych stavii.
Je-li matice P rozlozitelnd na tvar
0 P
P, 0

prislusna matice P bude popisovat periodicky fetézec.

kde 0 jsou nulové Ctvercové matice, bude systém oscilovat mezi dvéma tfidami piechodnych stavii a



8.18. Poznamka: poznamka o rozkladu kone¢né mnoZiny stavii J a o kanonickém tvaru matice ptechodu
Piedpokladejme nyni, Ze rozlozitelny HMR je tvofen jak trvalymi, tak pfechodnymi stavy, pfi¢emz ma r t¥id trvalych stavi.
Véta 8.15. umozni rozlozit mnoZinu stavi J takto:

Necht j; je trvaly stav s nejniz§im indexem a J; je mnoZina vSech stavii dosazitelnych z j;.

Necht j, je trvaly stav s nejniz§im indexem mezi t€émi trvalymi stavy, které nepatii do J; a necht’ J, je mnoZina vSech stavii
dosazitelnych z j, atd.

Lzetedypsat J= , U uU...0u U ,,kdel;,J,, ..., J;jsou neslucitelné mnoZiny trvalych stavil a Jp je mnozina stavii

ptechodnych. Je-li J kone¢nd mnozina, pak matici ptechodu P Ize psat v tzv. kanonickém tvaru (po eventudlnim piecislovani

stavil).
Kanonicky tvar matice P P, ..., P, jsou matice obsahujici pravdépodobnosti prechodu mezi ttidami trvalych stavil
Jr Ji, ..., J.. Matice Ry, ..., R, obsahuji pravdépodobnosti pfechodu mezi tfidami pfechodnych a
! Wl e trvalych stavli. Matice Q obsahuje pravdépodobnosti pfechodu mezi prechodnymi stavy.
Ji|P | O 9|9
. L9 |P, g\|9




8.19. Priklad: Je dan homogenni markovsky fetézec X ;ne , smnozinoustavii J = {0,1, ..., 5} a matici pfechodu

(1 0 0 0 0 0)
| |
11/4 1/2 1/4 0 0 0 |

o 15 25 15 0 1/5)
|. Najdéte kanonicky tvar matice P.
0 0 1/6 1/3 1/2]

}0 0 0 1/2 0 1/2}
L0

0 0 1/4 0 3/4)
ReSeni:
Ptechodovy diagram Kanonicky tvar matice prechodu:  Vidime tedy, ze
12 P, = (C
|(1 o 0 0 0 0\| (1/6 1/3 1/2)
0 16 1/31/2 0 0] P=12 0 1/2]
o 12 0 172 o0 0} /4 0 3/4)
10 1/4 0 3/4 0 0 | p
}1/4 0 0 0 1/2 1/4} N 1/4\.
L0 15 0 1/5 1/5 2/5) \ 0
70 0 0)

> /5 0 1/5)

Ji=1{0},J,={3,4,5}, Ir = {1, 2}. 112 1/4)

/5 2/5)"



8.20. Definice: Definice fundamentalni matice nerozlozitelného homogenniho markovského fetézce

Necht’ :ne [, jenerozloZitelny homogenni markovsky fetézec s matici prechodu P. Limitni matici pfrechodu ozna¢me
n 0 _ y

A. Fundamentalni matici Z tohoto fetézce definujeme vztahem: Z= [— P - A: .

8.21. Véta: Véta o vypoctu sttednich hodnot dob prvnich vstupti
Oznacme m;; stiedni hodnotu doby 1. vstupu fetézce do stavu j za predpokladu, Ze vychazi ze stavu 1. Sestavime matici

M= [nl.j ;je .Pak M= (- 7+ EZIVI, kde E je matice ze samych jedni¢ek, matice Z obsahuje jen diagonalni prvky matice

Z a matice M obsahuje jen diagonalni prvky matice M.



8.22. Priklad: Pii dlouhodobém sledovani velkého souboru voli¢a s ¢asovym krokem 1 mésic byly zkoumany volebni
preference. RozliSujeme strany A, B, C a Ostatni. Zavedeme homogenni markovsky fetézec X,;ne [, s mnoZinou stavi J
= {1, 2, 3,4}, kde X,, = 1, kdyZ ndhodn¢ vybrany voli¢ preferuje v n-tém meésici stranu A, X,, = 2 pro stranu B, X,, = 3 pro
stranu C a X,, = 4 pro ostatni strany. Pravdépodobnosti pfechodu sympatii voli¢li jsou uvedeny v matici piechodu:

(0,7 005 0,11 0,14)

| |
0,01 0,82 0,05 0,12 e . o L L .

= E Najdéte limitni matici pfechodu a vypoctéte matici stiednich hodnot dob prvnich prechodi.
i 0,05 0,05 08 0.l

\0,05 0 0,03 092)
ReSeni: Limitni matici pfechodu ziskame slozenim &ty stacionarnich vektord. Stacionarni vektor existuje, nebot’ jiz matice
P’ ma viechny prvky kladné.
Regenim systemu a = aP s podminkou Z = ziskame stacionarni vektor: a = (0,1328; 0,0881; 0,1843; 0,5949).

j=

Znamena to, ze béchem dlouh¢é doby muize strana A ocekévat 13,3% volici, strana B 8,8%, strana C 18,4% a ostatni strany
dohromady 59,5%.
Limitni matice ptechodu Interpretace 1. fadku matice A: Pokud voli¢ v jednom mésici preferoval stranu A, pak

(0,1328 0,0881 0,1843 0,5949) v nasledujicim mésici ji bude s pravdépodbnosti 13,3% preferovat opét. Ke strané B se
| |
A _'0,1328 0,0881 0,1843 0,5949 |

10,1328 0,0881 0,1843 0,5949|

LO 1328 0.0881 01843 0 5949)| S pl‘anépOdObIIOSti 59,5% zvoli nékterou z ostatnich stran.

ptikloni s pravdépodobnosti 8,8%, ke strané C s pravdépodobnosti 18,4% a



K vypoctu matice stiednich hodnot dob prvnich piechodl pottebujeme fundamentalni matici Z:

(12,5863 02999 02540 —21411)
| |
-~y ' —0,7741 4,7037 -0,531 -—2,3986|

Z=1-P-A = |-
. i -0,2863 0,4354 3,6153 -2,7644 |
| -0,1508 -0,7502 -0,7885 2,6895 )
|(0 1;28 0 0 0 \l
(2,5863 0 0 0 ) I ’ | }
| | 0 0
.~ 0 4,7037 0 0 . - |
Matice Z = I, matice M = 0,0881 |-
i 0 3,6153 0 | 0 1 |
L 0 0 0 2,6895) | 01843 . |
0 0 0 |
L 0,5949 )

(75306 50 182353 81207)
| |
1253061 11,3538 22,5 85535
21,6327 484615 54265 9,1686I'

|
(20,6122 619231 23,8971 1,6811)

. ~ >~
Matice M= {-Z+EZM =

Interpretace 1. fadku matice M: Voli¢, ktery na zacatku sledovani preferoval stranu A, v priméru za 7,5 mésice da poprvé
znovu hlas této stran€. V primeéru za 50 mésicti bude poprvé preferovat stranu B a v priméru za 18,2 mésice bude poprve

preferovat stranu C. V priiméru za 8,1 mésice se poprvé piikloni k nékteré z ostatnich stran.



