9. Absorpéni homogenni markovské&-etézce

9.1. Definice:Definice absorgniho stavu
Nech’ {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou stéaw.
Rekneme, Ze stay0J je absor@ni stay jestlize g = 1 (tzn., Ze ze stavu j neni dosazitelny zadm gtav). KdyZetszec

vstoupi do absogmiho stavu, pakekneme, Ze jabsorbovan

9.2. Wéta: Véta o vztahu mezi absampim stavem a trvalym stavem

Kazdy absorgni stav je trvalym stavem.

Diikaz: Plyne gimo z definice trvalého stavu.

9.3. Definice:Definice absorgniho homogenniho markovskérekzce

Homogenni markovskietzec s konénou mnozinou stavse nazyvabsor@ni, jestlize kazdy jeho trvaly stav je abs@nf



9.4. Riklad: Nech {X ;nON,} je homogenni markovskgtizec s mnoZinou staw = {0,1, ..., 5} a maticii@chodu

O 1 O O 0 O
2/13 0 1/3 0 O O
O 0 O 1/4 0 3/4| _. . . .
P= . Zjistéte, zda jde o absatpi retzec.
O 0 O O 1 O
O 0 O 1 0 O
O 0 O O 0 1
Reseni:

Prechodovy diagram

J ={3,4}0{5}, Jp = {0, 1, 2}.

Stavy 3 a 4 jsou trvalé, ale nejsou abgoiRetszec tedy neni absafpi.



9.5. Definice Definice fundamentalni matice absémfhoretzce
Neclt {Xn ;N[ NO} je absorpni fettzec s konénou mnozinou stay ktery ma r absofmich a s neabsatpichstavi. Stavy

precislujeme tak, aby po mno#id, r absorgnich staw nasledovala mnozing $ neabsormich stav. Matici prechoduP
| O
piepiSeme do kanonického tvaIRF[R Qj’ kde

| je jednotkova maticgdu r,

0 je nulova matice typu r x s,

R je matice typu s x r obsahuijici pr&pddobnosti pechodu z neabsatpich do absofnich stav a

Q je ¢tvercova maticéadu s obsahujici pravpdodobnosti pechodu mezi neabsadpimi stavy.

Matice M = (I —Q)'1 (kdel je jednotkova maticgadu s) se nazyviandamentalni matice abs@érphoretézce

Vysvétleni: Prvek m maticeM udava sedni hodnotu pdu kroki, kteréretzec stravi v neabsaipim stavu j ped

prechodem do absafpiho stavu, pokud vySel z neabsaniho stavu i. Inverzni matice existuje, pokpdkonverguje k0.

9.6. Poznamka:Vyznam sottu prvki v i-témiadku fundamentalni matidé
Stredni hodnotu pfiu kroki, kteréretzec stravi v neabsaipich stavech, kdyz vychazi z neabsoifo stavu i a skath
v absorgnim stavu, vypditame jako sotet prvki v i-témiadku fundamentalni matidd. Maticovy zapist = Me, kdee je

sloupcovy vektor typu s X 1 ze samych jeehi



9.7. Riklad: Dva hr&i A a B dali dohromady do hry vklad 4KHr& A hazi minci. KdyZ padne lic, vyhrava & Kdyz

rub, prohrava 1 K Hra trva tak dlouho, az je jeden z &iraruinovan.

a) Popiste situaci pomoci homogenniho markovskétince. Naj@te matici flechodu a nakresletégrhodovy diagram.

b) Ukazte, zdetézec je absorni.

c) Najctte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

b) Vypaitéte stedni hodnotu peiu kroki, kterérettzec stravi v neabsaipich stavech.

Reseni:

ad a) Zavedeme homogenni markovitgzce{X ,;n0ON,} s mnozinou stavJ = {0,1, 2, 3, 4}, ficemz X, = j, kdyZ v n-

tém kroku hry ma hikaA praw j K¢.
Matice grechodu:

1
1/2
0
0
0

0
0
1/2
0
0

0
1/2
0
1/2
0

0O O
0O O
1/2 0
0 1/2
0 1

Prechodovy diagram:

1/2 1/2
1/2 1/2
(O—d 3 13—~0)
1 1/2 1/2 1

ad b) 3§ ={0} 0 {4}, Jp = {1, 2, 3}. Trvalé stavy 0 a 4 jsou absonp, retézec je tedy absoipi.



ad c) Matici gechodu v kanonickém tvaru ziskame tak, ze nejpap&Seme pravigbodobnosti pechodu vztahujici se
k absorgnim stavum O a 4 a poté pra¥dodobnosti pechodu vztahujici se k neabs@rpm stawm 1, 2, 3.

Pavodni matice pechodu:  Matice gechodu v kanonickém tvaru:

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
/2 0 1/2 0 O 0O 1 0 0 ©
P= 0 1/2 0 1/2 O P={1/2 O 0O 12 O
0 0O 12 0 1/2 0 0O 12 0 1/2
0O 0 0O 0 1 0 /2 0 12 0

Pro vypa@et fundamentalni matidd pottebujeme matic) obsahujici prawibodobnosti pechodu mezi neabsapimi
stavy: 1 2 3
0O 12 O 1 -1/2 0 1(3/2 1 1/2
Q=12 0 v2I-Q=|-1/2 1 -12|.M=(1-Q)'=2 1 2 1
0 12 0 o -12 1 3\1/2 1 3/2

Interpretace: Podivejme se n@pna druhyadek maticevl. Ma-li hr& A v daném okamziku 2 K pak lze dekavat, ze
pied skokenim hry bude mit v gméru jedenkrat 1 K, dvakrat 2 K a jedenkrat 3 K
ad d) Podle poznamky 8.6. dostavame:

3/2 1 1/2) (1) (3 Interpretace: Ma-li hr& A v daném okamziku ki1l K¢ nebo 3 K, tak v paiméru
t=Me=| 1 2 1 |mil=l4 po tech krocich hra sk@h Ma-li hr& A v daném okamziku 2 & pak v piméru
172 1 3/2) 1] |3 po ctyfech krocich hra skéi



9.8. Véta: Véta o pravdpodobnostechipchodu do absoépich stav

Ozn&me [ pravdEpodobnost, Zéetzec vychazejici z neabsdrpho stavu i bude absorbovan ve stavu j.

Sestavime matid = (b, ) .

PakB = MR, kdeM je fundamentalni matice absénphoiettzce aR je matice v levém dolnim rohu maticegephoduP
v kanonickém tvaru.
Diikaz: Neclt i je neabsorni a j absorgni stav. Stavu | iive byt dosazeno 1. krokem s pr&wddobnosti pnebo
pirechodem do neabsdaimiho stavu k s pra¥godobnosti p a odtud pechodem do absafpiho stavu j s pravghodobnosti
by. Tedyb, =3 p,b, . Maticow: B=R +QB,B-QB =R, (| —QB=R,B=( -Q)'R=MR.

i

9.9. Definice:Definice matice fechodu do absoépich staw daného absotnihoiettzce

Matice B se nazyvéanatice pechodu do absoépich staw daného absopihotetzce.



9.10. Riklad: Pro zadani zifkladu 9.7. vypététe matici frechodu do absogpich staw a interpretujte jeji prvky. Pro
piipomenuti: Dva hr& A a B dali dohromady do hry vklad 4KHr& A hazi minci. Kdyz padne lic, vyhrava & Kdyz

rub, prohrava 1 K Hra trva tak dlouho, az je jeden z &ir&ruinovan.

Reseni:
1 0 0 o0 O
O 1 12 0 O 1/2 0
Matice gechodu v kanonickéemtvar®={1/2 0 0 1/2 0 |,tedyR=| 0O 0 |.Jiz jsme vypeetli, ze
O 0 12 0 1/2 0 1/2
0O 1/2 0 1/2 O
3/12 1 1/2 3/2 1 1/2)\(1/2 O 3/4 1/4
M= 1 2 1 |,tedyB=MR= 1 2 1 0O 0 |=(1/2 1/2|.
1/2 1 3/2 1/2 1 3/2 0 1/2 1/4 3/4

Interpretace: Ma-li hr& A v daném okamziku 1 & pak bude s pra¥godobnosti 3/4 zruinovan on a s prgwadobnosti
1/4 bude zruinovan h¢d. Ma-li hr& A v daném okamziku 2 & pak bude s pra¥godobnosti 1/2 zruinovan on a
s prav@épodobnosti 1/2 bude zruinovan id Ma-li hr& A v daném okamziku 3 & pak bude s pra¥godobnosti 1/4

zruinovan on a s pra¥dodobnosti 3/4 bude zruinovan &



9.11. PoznamkacCharakteristiky absomihotettzce nizeme v MATLABU vypg@itat pomoci funkce absorb.m:

function [Pk,M,B,t]=absorb(P)

% funkce pro vypocet zakladnich charakteristik absorpéniho fetézce
% Autor: Stanislav Tvrz

% function [Pk,M,B,t]=absorb(P)

% vstupni parametr: matice pfechodu P

% vystupni parametry: Pk ... matice pfechodu v kanonickém tvaru

% M ... fundamentalni matice
% B ... matice pfechodu do absorpénich stavu
% t ... vektor stfednich hodnot poctu krokl pfed absorpci

%vypiSe pro kontrolu pfechodovou matici P

P

vel=size(P);

[I,]]=find(P==1); % najdu prvky matice P o hodnoté 1
vi=size(i);

st=0; % pocet nalezenych absorpcnich stav

%prevod P na kanonicky tvar

for k=1:vi
if i(k)==j(k)
st=st+1;

if st==1 % varianta pro prvni nalezeny absorpé&ni stav
if (i(k)>1)&(i(k)<vel) % prvni fadek, pokud odpovida absorpénimu stavu se nepresouva
P=[P(i(k),:);P(1:i(k)-1,));P(i(k)+1:vel,:)]; % pfesun k-tého fadku na misto prvniho



P=[P(;,i(k)),P(:,1:i(k)-1),P(:,i(k)+1:vel)]; % pFesun k-teho sloupce na misto prvniho
elseif (i(k)==vel)&(st<vel) % varianta pro pfesun posledniho fadku/sloupce
P=[P(i(k),:);P(1:i(k)-1,:)]; % presun k-tého fadku na misto prvniho
P=[P(.,i(k)),P(:,1:i(k)-1)]; % pFesun k-tého sloupce na misto prvniho
end;
else
if ((i(k))>st+1)&(i(k)<vel) % varianta pro dalSi nalezeny absorpéni stav
P=[P(1:st-1,:);P(i(k),:);P(st:i(k)-1,:);P(i(k)+1:vel,:)]; Yopfesun k-tého fadku na misto dalSiho absorpéniho
stavu
P=[P(:,1:st-1),P(:,i(k)),P(:,st:i(k)-1),P(:,i(k)+1:vel)]; YopFesun k-tého sloupce na misto dalSiho absorp&niho
stavu
elseif (i(k)==vel)&(st<vel) % varianta pro presun posledniho fadku/sloupce
P=[P(1:st-1,:);P(i(k),:);P(st:i(k)-1,:)]; Yopfesun k-tého fadku na misto dalSiho absorpcniho stavu
P=[P(:,1:st-1),P(:,i(k)),P(:,st:i(k)-1)]; Yopfesun k-teho sloupce na misto dalSiho absorpcniho stavu
end,;
end;
end,;
end;

%Pk = kanonicky tvar pfechodové matice

Pk=P

% Q = matice prfechodovych pravdépodobnosti mezi pfechodnymi stavy
Q=[P(st+1:vel,st+1:vel)];

% R = matice pfechodovych pravdépodobnosti z pfechodnych do absorpénich stavu
R=[P(st+1:vel,1:st)];

% M = matice stfedniho poctu kroku stravenych v j-tém stavu pfed absorpci, pokud fetézec vychazi ze stavu i



M=inv(eye(vel-st)-Q);

% B = matice pravdépodobnosti, Ze fetézec bude absorbovan j-tym stavem, pokud vychazi z i-tého stavu
pfechodného
B=M*R;

% t = vektor stfednich hodnot poctu krokd pfed absorpci
t=M*ones(vel-st,1);

Pouzijeme-li tuto funkci n&eSeni pikladu 9.10., dostaneme vysledky:

Pk = M=
1.0000 0 0 0 O 1.5000 1.0000 0.5000
0 1.0000 0 0 0 1.0000 2.0000 1.0000
0.5000 0 0 0.5000 O 0.5000 1.0000 1.5000
0 0 0.5000 0 0.5000
0 0.5000 0 0.5000 0

= t=

0.7500 0.2500 3.0000
0.5000 0.5000 4.0000
0.2500 0.7500 3.0000



9.12. Riklad: Jista firmaitidi svoje pohledavky po terminu splatnosti do 3@ndeh interval. Pohledavky, které jsou
nad 90 dfi po dol& splatnosti, jsou povazovany za nedobytné. K pogitsiace zavedeme homogenni markovst§zec
s mnozinou stavJ = {1, 2, 3, 4, 5}, kde

stav 1 znamena pohledavky 0 — 30 dni poidsgdatnosti,

stav 2 pohledavky 31 — 60 dni po ddplatnosti,

stav 3 pohledavky 61 — 90 dni po ddplatnosti,

stav 4 splacené pohledavky a

stav 5 nedobytné pohledavky.

Dlouhodobou analyzou doby splatnosti jednotlivyohledavek bylo zji&nho, Zze prav&podobnosti gechodu jsou:

P =0,77, p,= 0,23, p3= 0,34, p,= 0,66, p,= 0,73 a s = 0,27.

Ukoly:

a) Sestavte maticirpchodu.

b) Klasifikujte stavy na absotpi a neabsokmi a najéte kanonicky tvar maticetpchodu.

c) Vypaitéte fundamentalni matici a interpretuijte jeji prvky.

d) Vypcctéte matici fechodu do absoépich staw a interpretujte jeji prvky.

e) Zjiskte vektor stednich hodnot pttu krokii pied absorpci.

f) Predpokladejme, Ze objem pohledavek po terminu spéta jednotlivych 30 dennich intervalech je (D@PO0 K,

9 097 000 K, 3 377 000 K). Jaka je pimérna hodnota splacenych a nedobytnych pohledavek?



Resent:

ad a)
1 2 3 4 5 Prechodovy diagram:
1/0 077 0 023 O , - .
200 0 034 066 0 | A\ (D E)
[EEE I e <
40 O 0 1 0
500 0 0 0 1

ad b)Retszec mait prechodné stavy, ato 1, 2, 3 a dva trvalé stavy,Zaa 5. Oba jsou abseérg, tedyretizec je absormni.
Kanonicky tvar maticeigchodu:

4 5 1 2 3

40 1 O 0 O 0

5/ 0 1 0 O 0

P=1023 0 O 077 O

20066 0 O O 034

3L0/3 027 0 O 0
023 O 0O 077 O

R={066 0 [[Q=/0 0 034
073 027 0O O 0



ad c) Vyp@teme fundamentalni matici absénghoietzce:

1 2 3
1(1 077 026

M=(1-Q)"=2/0 1 034
310 0 1

Interpretace lfadku: pohledavka ¥azena do stavu 1 \&m v praméru stravi 1 x 30 = 30 dnneZ bude splacena nebo
zarazena mezi nedobytné pohledavky. Pohledavkazeaa do stavu 1 stravi vipeéru 0,77 x 30 = 23,1 dne ve stavu 2 nez
bude splacena neboifaaena mezi nedobytné pohledavky. Pohledavikazeaa do stavu 1 stravi vipséru 0,26 x 30 = 7,8

dne ve stavu 3 neZ bude splacena nekmreaa mezi nedobytné pohledavky.

ad d) Vypd@teme matici pechodu do abso&pich stav:
4 5
1 077 026) (023 O 10,9293 0,0707

B=MR=0 1 034|066 0 |[=2|09082 0,0918|.
0O O 1 0/3 027) 3\ 073 027

Interpretace lifadku: pohledavka ¥azena do stavu 1 bude s prégpodobnosti 0,9293 splacena a s pégadiobnosti
0,0707 se stane nedobytnou.



ad e) Vypdteme vektor sednich hodnot pidu krok pred absorpei
1 077 026)1) 1(203

t=Me=|0 1 034(1|=2| 134
O O 1 [1) 3( 1
Interpretace:

2,03 x 30 = 60,9 — pohledavcerazené do stavu 1 bude vap®ru trvat 60,9 dne nez bude splacena nelbbazema mezi
nedobytné pohledavky.

1,34 x 30 = 40,2 — pohledavcer@aaené do stavu 2 bude vaperu trvat 40,2 dne nez bude splacena nebbazesma mezi
nedobytné pohledavky.

1 x 30 = 30 — pohledavceizaené do stavu 3 budexameru trvat 30 di nez bude splacena nebdazena mezi nedobyt
pohledavky.

ad f) Ripominame, Ze objem pohledavek po terminu splatagstinotlivych 30 dennich intervalech je
(4 030 000 K, 9 097 000 K, 3 377 000 K). Pramérna hodnota splacenych a nedobytnych pohledavek

0,9293 0,070
(4030000 9097000 337700Q 0,9082 0,0918 =(14472184 2031816
0,73 027

Praimérn& hodnota splacenych pohledavek je tedy 14 442Z<&& nedobytnych pohledavek je 2 031 8%6 K



