9. Absorp¢ni homogenni markovské retézce

9.1. Definice: Definice absorp¢niho stavu
Necht X _:ne v, _je homogenni markovsky fetézec s mnoZinou stavii J.
Rekneme, Ze stav je je absorpéni stav, jestlize p;j = 1 (tzn., Ze ze stavu j neni dosazitelny zadny jiny stav). Kdyz fetézec

vstoupi do absorp¢niho stavu, pak fekneme, ze je absorbovan.

9.2. Véta: Véta o vztahu mezi absorpCnim stavem a trvalym stavem

Kazdy absorp¢ni stav je trvalym stavem.

Diikaz: Plyne piimo z definice trvalého stavu.

9.3. Definice: Definice absorpcniho homogenniho markovského fetézce

Homogenni markovsky fetézec s kone€nou mnozinou stavl se nazyva absorpcni, jestlize kazdy jeho trvaly stav je absorpéni.



9.4. Piiklad: Necht % ;n< 1, _je homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavii J = {0,1, ..., 5} a matici pfechodu

I( O 1 0 0 0 0 \l
|2/3 0 1/3 0 0 0 |
l 0 0 0 1/4 0 3/4I e L . v s v v
P = . Zjistéte, zda jde o absorpCni fetézec.
I 0 0 0 0 1 0 I
| 0 0 0 1 0 0 |
Lo o o o o 1)
ReSeni:
Ptechodovy diagram

Jr={3,4}v {5}, )p = {0, 1, 2}.

Stavy 3 a 4 jsou trvalé, ale nejsou absorpéni. Retézec tedy neni absorpéni.



9.5. Definice: Definice fundamentalni matice absorpcniho fetézce
Necht X ;ne€ 1, _jeabsorpéni fetézec s kone¢nou mnoZinou stavii, ktery ma r absorpénich a s neabsorpénich stavii. Stavy

ptecislujeme tak, aby po mnozing€ J r absorp¢nich stavii nasledovala mnoZzina Jy s neabsorpcnich stavii. Matici pfechodu P

ptepiSeme do kanonického tvaru P = g C \I , kde
\R Q)
I je jednotkové matice fadu r,
0 je nulova matice typur X s,
R je matice typu s x r obsahujici pravdépodobnosti pfechodu z neabsorpcnich do absorpcnich stavi a
Q je Ctvercova matice fadu s obsahujici pravdépodobnosti pfechodu mezi neabsorpcnimi stavy.
Matice M = € - Q _ (kde I je jednotkova matice fadu s) se nazyva fundamentalni matice absorpcniho fetézce.

Vysvétleni: Prvek m;; matice M udava stfedni hodnotu poctu kroki, které fetézec stravi v neabsorpénim stavu j pred

prechodem do absorpéniho stavu, pokud vysel z neabsorpéniho stavu i. Inverzni matice existuje, pokud Q" konverguje k 0.

9.6. Poznamka: Vyznam souctu prvku v 1-tém fadku fundamentdlni matice M
Stiedni hodnotu poctu kroki, které fetézec stravi v neabsorpénich stavech, kdyz vychazi z neabsorpéniho stavu i a skonci
v absorpcnim stavu, vypocitame jako soucet prvkia v i-tém fadku fundamentalni matice M. Maticovy zapis: t = Me, kde e je

sloupcovy vektor typu s x 1 ze samych jednicek.



9.7. Priklad: Dva hraci A a B dali dohromady do hry vklad 4 K&. Hra¢ A hazi minci. Kdyz padne lic, vyhrava 1 K¢&, kdyz
rub, prohrava 1 K¢. Hra trva tak dlouho, az je jeden z hrac¢h zruinovan.

a) PopiSte situaci pomoci homogenniho markovského fetézce. Najdéte matici prechodu a nakreslete pfechodovy diagram.
b) Ukazte, ze fetézec je absorpcni.

c¢) Najdcte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

b) Vypoctéte sttedni hodnotu poctu kroku, ktere fetézec stravi v neabsorpcnich stavech.

Reseni:
ad a) Zavedeme homogenni markovsky fetézce X _;n< v, -s mnozinou staviiJ = {0,1, 2, 3, 4}, pfi¢emz X, = j, kdyZ v n-

tém kroku hry ma hrac A prave j K¢.

Matice ptechodu: Ptechodovy diagram:
(] 0 0 0 0 ) 12 12
i i 12 12
/2 0 1/2 0 0
I

P= 0 1/2 0 1/2 0 I (0 O‘O‘G ’
I 0 0 1/2 0 1/2I 1 12 12 1
Lo 0 0 0 1)

ad b) Jr= {0} v {4}, Jp = {1, 2, 3}. Trvalé stavy 0 a 4 jsou absorpcni, fetézec je tedy absorpéni.



ad ¢) Matici piechodu v kanonickém tvaru ziskame tak, Ze nejprve zapiSeme pravdépodobnosti pfechodu vztahujici se
k absorpcnim stavtim 0 a 4 a poté pravdépodobnosti prechodu vztahujici se k neabsorpcnim staviim 1, 2, 3.

Piivodni matice prechodu: Matice piechodu v kanonickém tvaru:

\l I(l o 0 0 0)
} | 0 1 1/2 0 0
| P= 12 0 0 1/2 0
l 0 0 1/2 0 1/2
) 0

l( 1 0 0 0 0

!1/2 0 1/2 0 0
P= 0 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2
0

|
|
|
I |
I 12|
\ /2 0 1/2 0 )

o 0 o0 1
Pro vypocet fundamentalni matice M pottebujeme matici Q obsahujici pravdépodobnosti pfechodu mezi neabsorpénimi
stavy: 1 2 3

[0 172 0 \l (1 -2 o0 \ 1(3/2 1 1/2\|
Q=1/2 0 1/2]1-Q=.-1/2 1 —1/2| M= €- Q/_2| 1 2 1 |

|\O 1/2 0)| l\ 0 —1/2 1 ) 3\1/2 1 3/2}|

Interpretace: Podivejme se napt. na druhy fadek matice M. Ma-li hra¢ A v daném okamziku 2 K¢, pak lze ocekavat, Ze
pred skonc¢enim hry bude mit v priiméru jedenkrat 1 K¢, dvakrat 2 K¢ a jedenkrat 3 K¢.
ad d) Podle poznamky 8.6. dostavame:

(372 1 1/2\ ( nof 3\ Interpretace: Ma-li hra¢ A v daném okamziku bud’ 1 K¢ nebo 3 K¢, tak v priméru

1 2 1 | 1 \ po tfech krocich hra skon¢i. Ma-li hra¢ A v daném okamziku 2 K¢, pak v priméru
|

| |
| | =
'\1/ 2 1 3/2) ‘U J L J po ctyfech krocich hra skonci.



9.8. Véta: Véta o pravdépodobnostech pfechodu do absorpcnich stavii
Oznacme b;; pravdépodobnost, Ze fetézec vychazejici z neabsorpcniho stavu 1 bude absorbovan ve stavu j.

Sestavime matici B = su _

Pak B = MR, kde M je fundamentéalni matice absorp¢niho fetézce a R je matice v levém dolnim rohu matice pifechodu P

v kanonickém tvaru.

Diikaz: Necht’ 1 je neabsorpCni a j absorp¢ni stav. Stavu j miZe byt dosaZeno 1. krokem s pravdépodobnosti p;; nebo
ptfechodem do neabsorp¢éniho stavu k s pravdépodobnosti py a odtud piechodem do absorpéniho stavu j s pravdépodobnosti

by. Tedy b, =X p.b, . Maticové: B=R+QB,B—QB=R, (I1-QB=R,B=(I- Q)'R=MR.

9.9. Definice: Definice matice pfechodu do absorp¢nich stavli dan¢ho absorpéniho fetézce

Matice B se nazyva matice prechodu do absorpcnich stavli daného absorp&niho fetézce.



9.10. Priklad: Pro zadani z piikladu 9.7. vypoététe matici pfechodu do absorpénich stavii a interpretujte jeji prvky. Pro

pfipomenuti: Dva hraci A a B dali dohromady do hry vklad 4 K&. Hra¢ A hézi minci. KdyZz padne lic, vyhrava 1 K¢, kdyz

rub, prohrava 1 K¢. Hra trva tak dlouho, az je jeden z hraca zruinovan.

ReSeni:
l( 1 O 0 0 o\l
| 0 1 1/2 0 0 |
Matice pifechodu v kanonickém tvaru: P = 1720 0 1/2 0 I,tedy R =
I 0 0 1/2 0 1/2!
Lo 1/2 o 1/2 0 )
I(3/2 1 1/2\| I(3/2 1 1/2\| |(1/2 o\| I(3/4 1/4\|
M= 1 2 1 |,tedyB=MR=| 1 2 1 l-l 0 0 !zil/z 1/2!.
| | | |
\1/2 1 3/2) (172 1 3/2)0C0 1/2) \1/4 3/4)

)
|
I . Jiz jsme vypocetli, ze
)

Interpretace: Ma-li hra¢ A v daném okamziku 1 K¢, pak bude s pravdépodobnosti 3/4 zruinovéan on a s pravdépodobnosti

1/4 bude zruinovan hra¢ B. Ma-li hra¢ A v daném okamziku 2 K¢, pak bude s pravdépodobnosti 1/2 zruinovan on a

s pravdépodobnosti 1/2 bude zruinovan hra¢ B. Ma-1i hra¢ A v daném okamziku 3

zruinovan on a s pravdépodobnosti 3/4 bude zruinovan hrac B.

K¢, pak bude s pravdépodobnosti 1/4



9.11. Poznamka: Charakteristiky absorpéniho fetézce mizeme v MATLABu vypocitat pomoci funkce absorb.m:

function [Pk,M,B,t]=absorb(P)

% funkce pro vypocet zakladnich charakteristik absorpéniho fetézce
% Autor: Stanislav Tvrz

% function [Pk,M,B,t]=absorb(P)

% vstupni parametr: matice prechodu P

% vystupni parametry: Pk ... matice pfechodu v kanonickém tvaru

% M ... fundamentalni matice
% B ... matice pfechodu do absorpcnich stavl
% t ... vektor stfednich hodnot poctu krokl pfed absorpci

%vypise pro kontrolu prechodovou matici P

P

vel=size(P);

[i,j]=find(P==1); % najdu prvky matice P o hodnoté 1
vi=size(i);

st=0; % pocet nalezenych absorpc¢nich stavu

%prevod P na kanonicky tvar

for k=1:vi
if i(k)==j(k)
st=st+1;

if st==1 % varianta pro prvni nalezeny absorp¢ni stav
if (i(k)>1)&(i(k)<vel) % prvni fadek, pokud odpovida absorpénimu stavu se nepfesouva
P=[P(i(k),:);P(1:i(k)-1,:);P(i(k)+1:vel,:)]; % pfesun k-tého fadku na misto prvniho



P=[P(:,i(k)),P(:,1:i(k)-1),P(:,i(k)+1:vel)]; % presun k-tého sloupce na misto prvniho
elseif (i(k)==vel)&(st<vel) % varianta pro pfesun posledniho fadku/sloupce
P=[P(i(k),:);P(1:i(k)-1,:)]; % presun k-tého fadku na misto prvniho
P=[P(:,i(k)),P(:,1:i(k)-1)]; % presun k-tého sloupce na misto prvniho
end;
else
if ((i(k))>st+1)&(i(k)<vel) % varianta pro dalSi nalezeny absorp¢ni stav
P=[P(1:st-1,:);P(i(k),:);P(st:i(k)-1,:);P(i(k)+1:vel,:)]; %pfesun k-tého fadku na misto dalSiho absorpcniho
stavu
P=[P(:,1:st-1),P(:,i(k)),P(:,st:i(k)-1),P(;,i(k)+1:vel)]; Y%pFesun k-tého sloupce na misto dalSiho absorpcniho
stavu
elseif (i(k)==vel)&(st<vel) % varianta pro pfesun posledniho fadku/sloupce
P=[P(1:st-1,:);P(i(k),:);P(st:i(k)-1,:)]; Y%epfesun k-tého fadku na misto dalSiho absorpcniho stavu
P=[P(:,1:st-1),P(:,i(k)),P(:,st:i(k)-1)]; Y%presun k-tého sloupce na misto dalSiho absorpcniho stavu
end;
end;
end;
end;

%Pk = kanonicky tvar pfechodové matice

Pk=P

% Q = matice pfechodovych pravdépodobnosti mezi pfechodnymi stavy
Q=[P(st+1:vel,st+1:vel)];

% R = matice pfechodovych pravdépodobnosti z pfechodnych do absorpcénich stavu
R=[P(st+1:vel,1:st)];

% M = matice stfedniho poctu kroku stravenych v j-tém stavu pfed absorpci, pokud fetézec vychazi ze stavu i



M=inv(eye(vel-st)-Q);

% B = matice pravdépodobnosti, Zze fetézec bude absorbovan j-tym stavem, pokud vychazi z i-tého stavu

pfechodného
B=M*R;

% t = vektor stfednich hodnot poctu krokt pred absorpci
t=M*ones(vel-st,1);

Pouzijeme-li tuto funkci na feSeni prikladu 9.10., dostaneme vysledky:

Pk = M=
1.0000 0 0 0 0 1.5000 1.0000 0.5000
0 1.0000 0 0 0 1.0000 2.0000 1.0000
0.5000 0 0 0.5000 0 0.5000 1.0000 1.5000
0 0 0.5000 0 0.5000
0 0.5000 0 0.5000 0

0.7500 0.2500 3.0000
0.5000 0.5000 4.0000
0.2500 0.7500 3.0000



9.12. Priklad: Jista firma tfidi svoje pohledavky po terminu splatnosti do 30 dennich intervali. Pohledavky, které jsou
nad 90 dnil po dobé¢ splatnosti, jsou povazovany za nedobytné. K popisu situace zavedeme homogenni markovsky fetézec
s mnozinou stavu J = {1, 2, 3, 4, 5}, kde

stav 1 znamena pohledavky 0 — 30 dni po dob¢ splatnosti,

stav 2 pohledavky 31 — 60 dni po dob¢ splatnosti,

stav 3 pohledavky 61 — 90 dni po dob¢ splatnosti,

stav 4 splacené pohledavky a

stav 5 nedobytné pohledavky.

Dlouhodobou analyzou doby splatnosti jednotlivych pohledavek bylo zjisténo, Ze pravdépodobnosti pfechodu jsou:

P12 = 0,77, p14 = 0,23, p23 = 0,34, p24 = 0,66, p34 = 0,73 a p3s = 0,27.

I'Jkoly:

a) Sestavte matici piechodu.

b) Klasifikujte stavy na absorpcni a neabsorpcni a najdéte kanonicky tvar matice prechodu.

¢) Vypoctéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

d) Vypoctéte matici pfechodu do absorp¢nich stavil a interpretujte jeji prvky.

e) Zjistéte vektor stfednich hodnot poctu krokt pied absorpci.

f) Pfedpokladejme, Ze objem pohledavek po terminu splatnosti v jednotlivych 30 dennich intervalech je (4 030 000 K¢, 9
097 000 K¢, 3 377 000 K¢&). Jaka je primérna hodnota splacenych a nedobytnych pohledavek?



Reseni:

ad a)
1 2 3 4 3 Ptechodovy diagram:
1|(0 077 0 023 0 \|
210 0 034 066 0 |
P = 3I 0 0 0 0,73 0,27 I "
410 0 0 1 0o |
slko 0 0 0 1 )|

ad b) Retézec ma tii piechodné stavy, a to 1, 2, 3 a dva trvalé stavy, a to 4 a 5. Oba jsou absorpéni, tedy fetézec je absorpéni.

Kanonicky tvar matice prechodu:

4 5 1 2 3
4|( 1 0O 0 0 0 \l
51 0 1 0 0 0 |
P=1I0,23 0O 0 077 0 |,
20066 0 0 o0 034 ]
3|k0,73 027 0 0 0 J|
(0,23 0 \l I(0 0,77 0 \l
R = 0,66 0 [,Q=.0 0 0,34 |
)



ad ¢) Vypocteme fundamentalni matici absorpcniho fetézce:
1 2 3

11(1 0,77 0,26\I
M=-€-Q_=2/0 1 034]
| |
30 0 1)

Interpretace 1. fadku: pohledavka zatazena do stavu 1 v ném v primeéru stravi 1 x 30 = 30 dnli nez bude splacena nebo
zafazena mezi nedobytné pohleddvky. Pohleddvka zafazena do stavu 1 stravi v priméru 0,77 x 30 = 23,1 dne ve stavu 2 nez
bude splacena nebo zatazena mezi nedobytné pohledavky. Pohledavka zafazena do stavu 1 stravi v priméru 0,26 x 30 = 7,8

dne ve stavu 3 nez bude splacena nebo zatazena mezi nedobytné pohledavky.

ad d) Vypocteme matici piechodu do absopc¢nich stavi:
4 5

(1 0,77 0,26\| |(0,23 0 \l 1(0,9293 0,0707 \l
B=MR = 0 1 034 ]]0,66 0 |=2/0,98 0,0918 |.
| | | |
L0 0 1 ) (0,73 0,27) 3L 0,73 0,27 )

Interpretace 1. fadku: pohledavka zatazend do stavu 1 bude s pravdépodobnosti 0,9293 splacena a s pravdépodobnosti

0,0707 se stane nedobytnou.



ad e) Vypocteme vektor stiednich hodnot poctu kroki pfed absorpci:
l/l 0,77 0,26 \l '1\| 1 |(2,03 \l

t=Me = 0 1 034 | 11=2]1,34
| I
lo o 1 J1) 30 1

Interpretace:

|
|
)

2,03 x 30 = 60,9 — pohledévce zatazené do stavu 1 bude v priméru trvat 60,9 dne nez bude splacena nebo zarazena mezi
nedobytné pohledavky.

1,34 x 30 = 40,2 — pohledavce zatazené do stavu 2 bude v priméru trvat 40,2 dne nez bude splacena nebo zatfazena mezi
nedobytné pohledavky.

1 x 30 =30 — pohledavce zatazené do stavu 3 bude v priméru trvat 30 dni nez bude splacena nebo zafazena mezi nedobytné

pohledavky.

ad f) Pfipominame, Ze objem pohledavek po terminu splatnosti v jednotlivych 30 dennich intervalech je
(4 030 000 K¢, 9 097 000 K¢, 3 377 000 K¢). Primérna hodnota splacenych a nedobytnych pohledavek:

|(),9293 0,0707 \|

€030000 9097000 3377000 | ),9082  0,0918 | = €Qa72184 2031816 _
| |
\ 0,73 0,27 )

Priimérna hodnota splacenych pohledavek je tedy 14 472 184 K¢ a nedobytnych pohledavek je 2 031 816 K¢.



