10. Markovskérietézce s oceénim pirechodi

10.1. Definice:Definice markovskéheetézce s ocetnim prechodh
Necht {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtizec s kon&nou mnozinou stdvJ, v mz jsou vSechny stavy trvalé
nenulové neperiodicke (tj. ergodickefeBpokladame, ze kazdémtephodu ze stavu i do stavu j jgfpzeno oceni r;

(ptedstavuje vynos nebo ztratu spojenotiechpodem z i do j). Tato océmi uspdadame do matice = (r, )Hm, ktera se

nazyvamatice vynos. Retzec{x ,;nON,} se pak nazyvénarkovskyretszec s ocetnim prechod.

10.2. Wta: Rekurentni vztah proigtdni hodnotu celkového vynosu po n krocich
Neclt {Xn N0 NO} je markovskyetézec s ocegnim pgrechodi, ktery ma matici fechoduP a matici oceéni R. Ozna&me

vi(n) stedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska bmacich, kdyzettzec vychazi ze stavu i. Dale oZnee

a, =Y p,r, stedni hodnotu vynosuigednom grechodu ze stavu i. Pak prv0J an =1, 2, 3, ... plati rekurentni vztah:

jod

v,(n) =q, +> p;v,(n-1), pricemz y(0) = 0.

j0a
V maticoveé forng: v(n) =q + Pv(n-1).

Diikaz: Nebudeme provéd



10.3. Riklad: Sledujeme provoz vyrobni linky, ktera séze nachazet ve dvou stavech — v provozu (stavift) ne

05 05 ., :
v opra (stav 1). Dlouhodobym sledovanim byla stanovenagceg@echoduP = (O 6} Jednotlivym pechodim jsot

10 4
piifazena utitd ocerni (tj. vynosy nebo ztraty) prasdnictvim matice vyndsR = (5 5} Proi=0, 1 polozime

vi(0) = 0. Pro oba stavy vyptite stedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska=zdn2,..., 6 obdobi.



Reseni Nejprve vypéteme stedni hodnotu vynosugednom ffechodu ze stavu O resp. itém
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Tabulka stednich hodnot celkovych vynbopron =1, 2, ..., 6:

V@ =a+Pun)=

J

Vidime, Ze s rostoucim n se rozdi{m) - vi(n) bliZi konstarit 8,8

(% (7)-() e

n 1 2 3 4 5 6

Vo(Nn) 7 10 12,6 15,16 17,716 20,2716
vi(n) -1 1,2 3,72 6,272 8,8278 11,38272
Vo(n+1)-w(n) | X 3 2,6 2,56 2,556 2,5556
vi(n+1)-vy(n) | X 2,2 2,52 2,552 2,5558 2,55492
Vo(n) -wi(n) |8 8,8 8,88 8,888 8,8888 8,88888

. Znamena to, Ze kdyz je naptku sledovani linka

v provozu, tak se po dostare dlouhé dob ziska vynos vy3si 8,8 jednotek neZ vifpads, kdy je linka na p&atku

v oprav. Déle miZzeme pozorovat, Ze s rostoucim n se roztil) — v(n) blizi konstarit 25. To souvisi s limitnimi

vlastnostmiretézce.



10.4. PoznamkaJe-l{x_ :nON,} homogenni markovskigttzec s mnozinou stéavwi={ox...,m} S ocegnim

prechodi nerozlozitelny, pak existuje jeho stacionarni odehia=(a, .a.....a,)a plati:

im(v,(n+2)-v, (1) =320, <.

Konstanta g se nazyvaskiettzce V pr. 10.3.a:(g,gj,q =(_71], tedyg:g7—g =25.

10.5. Wta: Priblizné vyjadeni vektoru sednich hodnot celkovych vynbgo n krocich pomoci limitni
matice gechodu

Neclt A je limitni matice pechodu daného markovskéteizce s ocetnim prechodi. Pak pro dostate¢
velka n plativ(n) = (n-1)Ag + (I — P-A))q.

Dukaz: Nebudeme provéil



10.6. Riklad: Pro zadani zijkladu 10.3. najéte piblizné vyjadeni pro vektow(n).
lv{eéenl':Pouiijeme vzoree(n)~ (n-1)Aq + (I — P —A))"q. Nejprve najdeme limitni matid, jejiz vdechnyadky jsou

stejné a jsou rovny stacionarnimu vektoru maficReSenim systéma = aP, a + & = 1 ziskame vektaa = (4/9 5/9),

. 4/9 5/9
tudizA = :
4/9 5/9
-1
Déleq = (7] (I —P-A)"= Hl oj_(l/z 1/2){4/9 5/9}} :...:( 10617 —0,0617) tedy
-1 0 1) (2/5 3/5) (4/9 5/9 -0,0494 10494
V()= (n-1)(4/9 5/9} [ﬁ7 10617 —0,0617j(7 J:m:(z,?qw,gssej_
4/9 5/9) (- -00494 10494 |\ -1 2.5n — 39506
Tabulka:
n 1 2 3 4 5 6
Vo(Nn) 7,4938 10,0494 | 12,609 15,1605 17,714 20,2716
v(n) -1,3951 | 1,1605 3,716 6,2716 8,8272 11,3827
Pro porovnani uvedeme tabulku ziskanou pomoci eskniho vzorce:
n 1 2 3 4 5 6
Vo(N) 7 10 12,6 15,16 17,716 | 20,2714
v1(n) -1 1,2 3,72 6,272 8,8278| 11,38272




10.7. Poznamka¥Vektor stednich hodnot celkovych vynbgo jednom az n obdobich Ize ziskat pomoci funkce
vynos.m.

function a = vynos(P,R,n);

% Autor: Stanislav Tvrz

% syntaxe: function a=vynos(P,R,n);

% funkce pocita:

% vektory strednich hodnot celkovych vynosu po jednom az po n obdobich
% znazorni prubehy vektoru strednich hodnot pro jednotlive stavy

% v zavislosti na poctu obdobi

% vstupni parametry:

% P - matice prechodu, R - matice vynosu, n - pocet obdobi

disp(‘kontrola - matice prechodu P’)

P

disp(* ")

disp(‘kontrola - matice vynosu R’)

R

disp(' ")

vel=size(P);
v=zeros(vel(1),n+1);
g=diag(P*R’);
fori=2:n+1
v(:,D)=q+P*v(:,i-1);
end
cas=0:n;
vysledek=[cas;V];
disp(‘sloupcove vektory strednich hodnot celkovych vynosu po n krocich')
disp(num2str(vysledek))
disp(‘pozn: na prvnim radku hodnoty n')

%generovani popisu stavu
max_ind=size(numz2str(vel(1)),2);



legenda=zeros(vel(1),5+max_ind);
for i=1:vel(1)
legenda(i,1:5+size(num2str(i),2))=[['stav 'T,num2str(i)];
end
legenda=char(legenda);
%graf celkovych vynosu
figure
plot([0:n],v);
legend(legenda)
end

Pouzijeme-li tuto funkci préesSeni pikladu 10.3. pro jedno az 6 obdobi, dostaneme diggle
sloupcove vektory strednich hodnot celkovych vynpsun krocich

0 1 2 3 4 5 6
0 7 10 12.6 . 17.716  20.2716
0 -1 1.2 3.72 &2 8.8272 11.3827

pozn: na prvnim radku hodnoty n

Graf celkovych vynos
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10.&. Definice: Definice markovskéheettzce s diskontovanym océ&mim prechodi

Neclt v homogennim markovskératézci s ocetnim prechod je prechod ze stavu i §ase n do stavu jsase n+1 oceim
cislempry, kdegislop (0 <B < 1) je tzv. diskontni faktor. Uvedetigtzec se pak nazyvaarkovskyietszec

s diskontovanym oceénim prechodt.

Vyswvétleni: Diskontni faktor snizuje hodnotu budouciho vyndéystupuje v roli oduréitele, nize byt 1/(1+i), kde i je
arccitel. Maze také vyjatbvat pravdpodobnost, Ze proces bude dale pdévat. Jeho uziti budeiélné tam, kde se e

oc¢ekavat, ze proces sk&nale nevi se, kdyipsré k tomu dojde.

10.9. ta: Rekurentni vztah pro vektorstinich hodnot diskontovanych celkovych vyinps n krocich.
Pro vektor giednich hodnot diskontovanych celkovych vyinptati rekurentni vztah:

v(n) =g + BPv(n-1), gicemzv(0) =0.

Limitni hodnota vektoru stdnich hodnot celkovych vynibge Liplv(n) =1 -BpP)'q

Diikaz: Nebudeme provéad

10.10. Riklad: V prikladu 103. predpokladejme, Ze diskontni faki®r 0,5 znai pravdpodobnost, Ze proces bude ¢
pokraovat. Pomoci rekurentniho vztahu riglvektorv(n) stednich hodnot celkovych vynbpron=1, 2, ..., 6 a

stanovte limitni hodnotu tohoto vektoru.



L (7 (0 __(05 05) _ _
Reseni:q = (_J ,v(0) = (OJ, P= [0’4 O,GJ’ B =0,5,v(n) =g + BPv(n-1).

wo=(3) o3 o o= (@=()+ ool cel2)=(G) e

Dale uvedeme tabulkuisdnich hodnot celkovych vynbpron=1, 2, ..., 6.

n 1 2 3 4 5 6

vo(n) 7 8,5 9,15 9,47 9,6297 9,7096
vi(n) 1 0,1 0,73 0,1049 1,2087 1,2886
vo(h)-wi(n) |8 8,4 8,42 8,3651 8,4210 8,4210

Nyni vypasteme limitni hodnotu vektoruigtdnich hodnot celkovych vynbgodle vzorceininlv(n) =( -pP)q.

3 1
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Rozdil slozek limitniho vektoru: 9,7895 — 1,3688,4219.
Znamena to, ze kdyz je nadaddku sledovani linka v provozu, tak se po dostatellouhé dob ziska vynos vyssi o0 8,4219

jednotek nez vifpack, kdy je linka na p&atku v opra¥.



10. 11. PoznamkaVektor stednich hodnot diskontovanych vyiigso jednom az n obdobich a limitni hodnotu tohoto
vektoru Ize ziskat pomoci funkce diskont.m:

function a=diskont(P,R,beta,n);

% Autor: Stanislav Tvrz

% function a=diskont(P,R,beta,n);

% funkce pocita:

% vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po jednom az po n obdobich
% limitni vektor strednich hodnot diskontovanych vynosu

% znazorni prubehy vektoru strednich hodnot pro jednotlive stavy
% v zavislosti na poctu obdobi

% vstupni parametry:

% P - matice prechodu

% R - matice vynosu

% beta - diskontni faktor

% n - pocet obdobi

%clc;

disp(‘kontrola - matice prechodu P")
P

disp(' ‘)

disp('kontrola - matice vynosu R')
R

disp(* ")

vel=size(P);
v=zeros(vel(1),n+1);



g=diag(P*R’);
for i=2:n+1
v(:,)=g+beta*P*v(;,i-1);
end
cas=0:n;
vysledek=[cas;V];
disp(‘sloupcove vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po n krocich’)
disp(num2str(vysledek))
disp(['pri hodnote diskontniho faktoru beta =*,num2str(beta)])
disp(‘pozn: na prvnim radku hodnoty n')
disp(' )
disp('limitni vektor v(n)")
v_n=inv(eye(vel(1))-beta*P)*q;
disp(numz2str(v_n))

%generovani popisu stavu
max_ind=size(numa2str(vel(1)),2);
legenda=zeros(vel(1),5+max_ind);
for i=1:vel(1)

legenda(i,1:5+size(num2str(i),2))=[['stav '],numz2str(i)];
end
legenda=char(legenda);

%graf diskontovanych vynosu
figure

plot([O:n],v);

legend(legenda)

end



Pouzijeme-li tuto funkci proeSeni pikladu 10.10. pro jedno az 6 obdobi, dostanemeuvystedky:

sloupcove vektory strednich hodnot diskontovanyygmogu po n krocich

0 1 2 3 4 5 6
0 7 8.5 9.15 9.479.6297  9.7096
0 -1 0.1 0.73 1.0491.2087  1.2886

pri hodnote diskontniho faktoru beta = 0.5
pozn: na prvnim radku hodnoty n

limitni vektor v(n)
9.7895
1.3684

Graf diskontovanych vynds
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