10. Markovské retézce s ocenénim prechodu

10.1. Definice: Definice markovského fetézce s ocenénim prechodl
Necht’ 3&,;1’] ~ Jjehomogenni markovsky fetézec s konecnou mnoZzinou stavi J, v némz jsou vSechny stavy trvale
nenulové neperiodicke (tj. ergodické). Pfedpokladame, ze kazdému prechodu ze stavu 1 do stavu j je pfifazeno ocenéni rj;
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(predstavuje vynos nebo ztratu spojenou s prechodem z i do j). Tato ocenéni usporadame do matice R };J N ktera se

nazyva matice vynosu. Retézec 3&1;1’] ~  sepak nazyva markovsky fetézec s ocenénim piechodu.

10.2. Véta: Rekurentni vztah pro stfedni hodnotu celkového vynosu po n krocich
Necht’ A,I] ~ Je markovsky fetézec s ocenénim pfechodu, ktery ma matici pfechodu P a matici ocenéni R. Ozna¢me

vi(n) stfedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska po n krocich, kdyz fetézec vychazi ze stavu 1. Dale ozna¢me

Jq_ pjlfJ sttedni hodnotu vynosu pfi jednom prechodu ze stavu i. Pak pro .y an=1, 2, 3, ... plati rekurentni vztah:

Vi@m)_qg . BM@_), pricem? vi(0) = 0.

V maticové formé: v(n) = q + Pv(n-1).

Diikaz: Nebudeme provadeét.



10.3. Priklad: Sledujeme provoz vyrobni linky, ktera se miize nachazet ve dvou stavech — v provozu (stav 0) nebo

v opravé (stav 1). Dlouhodobym sledovanim byla stanovena matice piechodu: P = | Q] 4 82 . Jednotlivym ptechodiim jsou
\ J
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pfifazena urcita ocenéni (tj. vynosy nebo ztraty) prostiednictvim matice vynost R = 5 5 Pro1=0, 1 polozime
\ —

v;(0) = 0. Pro oba stavy vypoctéte sttedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska zan =1, 2,..., 6 obdobi.



Reseni: Nejprve vypoéteme stiedni hodnotu vynosu pii jednom prechodu ze stavu 0 resp. 1. Pfitom
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Nyni pocitame v(1) = q + Pv(0) = [7\ O\ /7\ ,Vv(2)=q+ Pv(l)= [7\ % 7\ /1()\ atd.
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Tabulka stfednich hodnot celkovych vynosu pron =1, 2, ..y O

n 1 2 3 4 5 6
vo(n) 7 10 12,6 15,16 17,716 20,2716
vi(n) 1 1,2 3,72 6,272 8,8278  |11,38272
vo(nH1)-vo(n) |x 3 2,6 2,56 2,556 |2,5556
vi(n+D)-v,(n) |x 2,2 2,52 2,552 |2,5558  |2,55492
Vo) - vi(n) |8 8,8 8,88 8,388 8,888  |8,88888

Vidime, ze s rostoucim n se rozdil vo(n) - v(n) blizi konstant¢ 88 Znamena to, ze kdyz je na pocatku sledovani linka
v provozu, tak se po dostatecn¢ dlouhé dobé¢ ziska vynos vyssi o &8 jednotek nez v ptipad¢, kdy je linka na pocatku
v opravé. Déale miizeme pozorovat, ze s rostoucim n se rozdil vy(n+1) — vi(n) blizi konstanté 2,5 To souvisi s limitnimi

vlastnostmi feté€zce.



10.4. Poznamka: Je-li A;I] ~ homogenni markovsky fetézec s mnoZinou stavli J__ L..Jm's ocenénim

piechodui nerozlozitelny, pak existuje jeho stacionarni rozlozeni a_ ),a,,..,d,a plati:
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10.5. Véta: Ptiblizné vyjadieni vektoru stfednich hodnot celkovych vynosii po n krocich pomoci limitni

matice prechodu

Necht” A je limitni matice pfechodu dane¢ho markovského tetézce s ocenénim piechodll. Pak pro dostatecné
velka n plati: v(n) = (n-1)Aq + (I - (P — A))q.
Dukaz: Nebudeme provadét.



10.6. Priklad: Pro zadani z piikladu 10.3. najdéte pfiblizné vyjadieni pro vektor v(n).
ReSeni: Pouzijeme vzorec v(n) = (n-1)Aq + (I — (P — A))"'q. Nejprve najdeme limitni matici A, jejiz viechny fadky jsou

stejné a jsou rovny stacionarnimu vektoru matice P. ReSenim systému a = aP, a, + a, = 1 ziskame vektor a = (4/9 5/9),
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Tabulka:
n 1 2 3 4 5 6
Vo(n) 7,4938 10,0494 12,609 15,1605 |17,716 20,2716
vi(n) -1,3951 | 1,1605 3,716 6,2716 8,8272 11,3827
Pro porovnani uvedeme tabulku ziskanou pomoci rekurentniho vzorce:
n 1 2 3 4 5 6
vo(n) 7 10 12,6 15,16 17,716 20,2716
vi(n) -1 1,2 3,72 6,272 8,8278 11,38272




10.7. Poznamka: Vektor stiednich hodnot celkovych vynost po jednom az n obdobich lze ziskat pomoci funkce

vynos.m:
function a = vynos(P,R,n);

% Autor: Stanislav Tvrz

% syntaxe: function a=vynos(P,R,n);
% funkce pocita:

% vektory strednich hodnot celkovych vynosu po jednom az po n obdobich
% znazorni prubehy vektoru strednich hodnot pro jednotlive stavy
% v zavislosti na poctu obdobi

% vstupni parametry:

% P - matice prechodu, R - matice vynosu, n - pocet obdobi
disp('kontrola - matice prechodu P')

P

disp(' ")

disp('kontrola - matice vynosu R')

R

disp("')

vel=size(P);
v=zeros(vel(1),n+1);
g=diag(P*R’);
for i=2:n+1
v(:,)=q+P*v(:,i-1);
end
cas=0:n;
vysledek=[cas;V];
disp('sloupcove vektory strednich hodnot celkovych vynosu po n krocich')
disp(num2str(vysledek))
disp('pozn: na prvnim radku hodnoty n')

%generovani popisu stavu
max_ind=size(num2str(vel(1)),2);



legenda=zeros(vel(1),5+max_ind);
for i=1:vel(1)
legenda(i,1:5+size(num2str(i),2))=[['stav '],num2str(i)];
end
legenda=char(legenda);
%graf celkovych vynosu
figure
plot([0:n],v);
legend(legenda)
end

Pouzijeme-li tuto funkei pro feSeni prikladu 10.3. pro jedno az 6 obdobi, dostaneme vysledky:
sloupcove vektory strednich hodnot celkovych vynosu po n krocich

0 1 2 3 4 5 6
0 7 10 12.6 15.16 17.716  20.2716
0 -1 1.2 3.72 6.272 8.8272  11.3827

pozn: na prvnim radku hodnoty n

Graf celkovych vynosi:
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10.8. Definice: Definice markovského fetézce s diskontovanym ocenénim prechodli

Necht’' v homogennim markovském fetézci s ocenénim piechodii je prfechod ze stavu i v ¢ase n do stavu j v ¢ase n+1 ocenén
¢islem B"r;;, kde ¢islo B (0 <P < 1) je tzv. diskontni faktor. Uvedeny fetézec se pak nazyva markovsky fetézec

s diskontovanym ocenénim ptechodd.

Vysvétleni: Diskontni faktor snizuje hodnotu budouciho vynosu. Vystupuje v roli odurocitele, mize byt 1/(1+1), kde i je
urocitel. Mlize také vyjadiovat pravdépodobnost, Ze proces bude déle pokracovat. Jeho uziti bude ucelné tam, kde se mize

ocekavat, ze proces skonci, ale nevi se, kdy presné k tomu dojde.

10.9. Véta: Rekurentni vztah pro vektor stfednich hodnot diskontovanych celkovych vynosi po n krocich.

Pro vektor stfednich hodnot diskontovanych celkovych vynost plati rekurentni vztah:
v(n) = q + BPv(n-1), pticemz v(0) = 0.
Limitni hodnota vektoru stitednich hodnot celkovych vynost je Illlllv(n) =({-pP)'q

Diikaz: Nebudeme provadet.

10.10. Priklad: V piikladu 10.3. pfedpokladejme, Ze diskontni faktor B = 0,5 zna&i pravdépodobnost, Ze proces bude dale
pokraCovat. Pomoci rekurentniho vztahu najdéte vektor v(n) sttednich hodnot celkovych vynostiipron=1,2, ...,6 a

stanovte limitni hodnotu tohoto vektoru.



ReSeni: q= ( \v(O)—/O\ (854 82 B=0,5, v(n)=q + BPv(n-1).
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Dale uvedeme tabulku stiednich hodnot celkovych vynost pron =1, 2, vy 0.

V(l)—

n 1 2 3 4 5 6
vo(n) 8,5 9,15 9,47 9,6297 9,7096
vi(n) 1 0,1 0,73 0,1049 1,2087 1,2886
vo(n)-vi(n) |8 8.4 8,42 8,3651 8,4210 8,4210

Nyni vypocteme limitni hodnotu vektoru stfednich hodnot celkovych vynosl podle vzorce: 1%II]V(n) =(I-pP)'q.
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Rozdil slozek limitniho vektoru: 9,7895 — 1,3684 = 8,4219.

Znamena to, ze kdyZ je na pocatku sledovani linka v provozu, tak se po dostatecné dlouhé dob¢ ziska vynos vyssi o 8,4219

( i%éf 9789;

jednotek nez v ptipad¢, kdy je linka na pocatku v opraveé.



10. 11. Poznamka: Vektor stiednich hodnot diskontovanych vynost po jednom az n obdobich a limitni hodnotu tohoto
vektoru lze ziskat pomoci funkce diskont.m:

function a=diskont(P,R,beta,n);
% Autor: Stanislav Tvrz

% function a=diskont(P,R,beta,n);
% funkce pocita:

% vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po jednom az po n obdobich
% limitni vektor strednich hodnot diskontovanych vynosu

% znazorni prubehy vektoru strednich hodnot pro jednotlive stavy

% v zavislosti na poctu obdobi

% vstupni parametry:

% P - matice prechodu
% R - matice vynosu

% beta - diskontni faktor
% n - pocet obdobi
%oclc;

disp('kontrola - matice prechodu P')
P

disp(' ')

disp(‘kontrola - matice vynosu R')
R

disp(* )

vel=size(P);
v=zeros(vel(1),n+1);



g=diag(P*R);
for i=2:n+1
v(:,i)=g+beta*P*v(:,i-1);
end
cas=0:n;
vysledek=[cas;V];
disp('sloupcove vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po n krocich')
disp(num2str(vysledek))
disp(['pri hodnote diskontniho faktoru beta = ',num2str(beta)])
disp(‘pozn: na prvnim radku hodnoty n")
disp(' ')
disp('limitni vektor v(n)')
v_n=inv(eye(vel(1))-beta*P)*q;
disp(numz2str(v_n))

%generovani popisu stavu
max_ind=size(num2str(vel(1)),2);
legenda=zeros(vel(1),5+max_ind);
for i=1:vel(1)

legenda(i,1:5+size(num2str(i),2))=[['stav '],num2str(i)];
end
legenda=char(legenda);

%graf diskontovanych vynosu
figure

plot([0:n],v);

legend(legenda)

end



Pouzijeme-li tuto funkci pro feSeni prikladu 10.10. pro jedno az 6 obdobi, dostaneme tyto vysledky:

sloupcove vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po n krocich

0 1 2 3 4 5 6
0 7 8.5 9.15 947 9.6297  9.7096
0 -1 0.1 0.73 1.049 1.2087 1.2886

pri hodnote diskontniho faktoru beta = 0.5
pozn: na prvnim radku hodnoty n

limitni vektor v(n)
9.7895
1.3684

Graf diskontovanych vynost:
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