11. Markovskéretézce se spojitymtasem — zakladni pojmy

11.1. Definice:Definice markovskéhtetzce se spojityndasem

Necht (Q,A ,P) je prava&podobnostni prostoiT :<O,oo) je indexova mnozina, jejiz prvky nazveme okamaky
J={.,-2,-1,0,1, 2, ...} je nejvySe sf@dtna mnozina stav(bez ujmy na obecnosti Izégqupokladat, ze J = {0, 1, 2, ...}
nebo J ={0,1, ..., n}). Stochasticky proc{est;t DT} definovany na @itelném prostoryQ,A), jehoz slozky Xnabyvaji
hodnot z mnoziny stdvJ, se nazyvéarkovskyrettzec(se spojitymtasem), jsou-li spkny nasledujici podminky:

a) OjOJCtOT:P(X, = j)>0(vylouceni nepatebnych staf)

b) Oty by ty OT (to <t <o <)oy dveees I D IPX =0 /X Z o DX =iy 0o DX = o) = PX =0 /X = i)

za redpokladu, 26P(th_1: Jon EX =, L EX = j0)> 0 (markovska vlastnostbudouci chovani markovskéhei¢zce
zavisi pouze narfifomném stavu a nikoliv na stavech minulych).

Vysvétleni: Markovskéretezce se spojityndasem modeluji fyzikalndi jiné soustavy, které mohou v libovolném okamziku

nahodri prejit do rekterého ze svych moznych staWarkovska vlastnost znamena4, ze to, do jakéhasa soustava

dostane p nasledujici zréng, zavisi pouze na tom, v jakém stavu se soustawg& pachazi a nezavisi na stavech

predchozich. Nap sledujeme-li Bhem pracovni doby provoz automatickych strodilné, nahodna vetina X, tD(O,T) je

pocet strofi, které v okamziku t nepracuji (jsou opravovanyawsdkaji na opravu).



11.2. Riklad: Uvazme populaci, jejiz jedinci se mohou mnoZzit mikat. Pravdpodobnost, Ze z libovolného jeince

o(h)

vznikne véasovém intervaIL(t,t it h> novy jedinec, je\h + o(h) (symbol o(h) znamena, %@OT =0) a prav@podobnos

Ze libovolny jedinec zanikne v interva(ut + h>, je puh + o(h). Osudy jedint jsou navzajem nezavislé. OzZnae X rozsah
populace \ase t. Pak stochasticky prodes,;t T} je markovskyetszec se spojityndasem. Nazyva se linearni proces

vzniku a zaniku (resp. linearni proces mnozeni gifim

11.3. Oznd&eni:

Jev {X; = j} — markovskytetzec je v okamziku t ve stavu j.

P(X: =j) = p(t) — absolutni pravgbodobnost stavu j v okamziku t.
p() = (...., p(t), ...) —vektor absolutnich pra¥g@odobnosti

P(X

t+h

=j/ X, =h)=p,(t,t + h) — pravépodobnost fechodu ze stavu i v okamZiku t do stavu j v okamnZi
P(t,t+h)=|--- p,(t,t+h) ---|-matice pravépodobnosti fechodu mezi okamziky t, t+h

P(Xo = j) = p(0) — pa&ateeni pravapodobnost stavu j.
p(0) = (...., K0), ...) —vektor p&at&nich pravdpodobnosti.



11.4. Véta: Véta o vlastnostech markovskétekzce se spojityntasem

Neclt {Xt;tDT} je markovskyetézec. Pokud dale uvedené podami@ pravédpodobnosti existuji, plati pro
Ot,h,gOTOi, jOJ:

a) P%n =]/ X =1)>0, tj. gi(t,t+h)>0

1proi = j i p(tt)= {1proi =]

P(X, =j/ X, =i)= L o
Oproi # | Oproi# |

b) Y P(X ... =i/ X, =i)=1,1. > p,(tt+h)=1.
J [l

(Prechod ze stavu i v okamziku t dgjakeho stavu j v okamziku t+h je jev s prépddobnosti 1.)

C) P(X py =i/ X, =1)= 2 P(X ., =K/ X, = PX g =i/ X, =K), tiep, (L +D+0) =Y p, (Lt + h)p, (t+ Mt +h +Q)
k1J k1J

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice

d) P(X ., =1)= X PX, =KP(X,, =1/ X =), . py(t+h) =3P, (O, (Lt +h)

(zakon evolucg

Dukaz: Analogicky jako v diskrétnimijpack.



11.5. Poznamka Zapis vlastnosti markovskéheizce se spojityndasem v maticovém tvaru
a) P(t,t+h)> 0, kdeO je nulova maticeR(t,t) =1, kdel je jednotkova matice.

b) P(t,t+h)e = ¢, kdee je sloupcovy vektor ze samych je¢kk.

c) P(t,t+h+g) =P(t,t+h) P(t+h,t+h+q).

d) p(t+h) =p(t) P(t,t+h).

11.6. Definice:Definice HMR se spojitynmtasem
Neclt {Xt;t DT} je markovskytetszec se spojityndasemRekneme, Ze tent@izec jehomogennijestlize plati:
Oi, j030tLhO T:P(X,, =j/ X, =i)=p,(h).

Vyswvétleni: Znamena to, Ze pravpodobnosti pechoduP(X ., =j/ X, =i) — pokud existuji — zavisi pouze &@sovém

t+h
prirastku h a nezavisi nsasovém okamziku t.
Matice pravépodobnosti fechoduP(t,t+h) se pak zrid P(h) a nazyva seatice fechodu za&asovy firastek h Pro HMR

se spojityntasem tedy existuje cely systém matiegnodu{P(h),hOT}. Je zvykem definova?(0) =1.

11.7. \Bta: Vyjadieni simultanni pravibodobnostni funkce pro HR/
Pro homogenni markovsketzec se spojityndasem plati:
Othy,...,hy OTDjgs fyveees o O IPX = o DX o, = o O DX s =10 ) = Py, (0P, (00)--p; ()

Diikaz: Plyne z ¥ty o nasobeni pra¥godobnosti a markovské vlastnosti.



118. Véta: CH-K rovnice a zékon evoluce pro HMV
Neclt {Xt;tDT} je homogenni markovskgttzec se spojityntasem, s vektorem pateinich pravdpodobnostp(0) a
systémem maticipchodu{P(h),hOT}. Pak prolh,gOT plati:
a) P(h+g) =P(h) P(g) (Chapmanova — Kolmogorovova rovnice)
b) p(h) =p(0) P(h) (zakon evoluce)
Diikaz: ad a) plyne z tvrzeni (ckty 11.4
ad b) plyne z tvrzeni (dty 11.4

11.9. \Kta: Existergni véta

Ke kaZdému stochastickému vekt@(@) a ke kazdému systému stochastickych n{@ib);h 0T}, které spiuji CH-K
rovnice, existuje HW se spojitymtasem, jehoz p@teini pravdpodobnosti jsou dany vektorgm) a systém matic
pravapodobnosti fechodu je prav{P(h);hOT}.

Dikaz: Nebudeme provéd



12. Matice intenzit prechodu homogenniho markovskéhéetézce se spojitymtasem
12.1. Motivace:Nectr {X,;tOT} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem. Redpokladejme, Ze ekamziku -

jetetézec ve stavu i a z&asovy firastek h pejde do stavu j pravdpodobnosti g(h).

p,(h)

Cislo — vyjadiuje ptamérnou pravé@podobnost fechodu ze stavu i do stavu j&sovy firastek h.

Ozname p(h) pravé&podobnost, Ze z&asovy irastek hiettzec setrva ve stavu i. Pak 1;{lp je pravépodobnost, Ze za
casovy pirastek hiettzec rejde do #jakého jiného stavu.

Cislo 1—pT(h) vyjadruje ptimérnou pravépodobnost vystupitetzce ze stavu i zéasovy pirastek h.

Intenzity grechodu resp. vystupu popisuji chovahto ptiimérnych pravédpodobnosti prd - O, .



12.2. PozndmkaNadale budemerpdpokladat, ze

p,(h)

a) Ui, j0J existujelim ———=
h-o0, h

b) 0i0J existujeLi[pl_an(r‘)

Ioroi = i
¢) 0, j01J existujelim p, (h)={ SR
h-0. Oproi # j
12.3. Definice:Definice intenzit pechodu a vystupu
Nechr {X ;tOT} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem se systémem matiephodu{P(h),hOT}. Pak

definujeme:

h
a)li,jiJd: g, = Iimp”—() - intenzita pechodu ze stavu i do stavu j
Y heo. K

b) OillJ: q = !Lrpl_pT"(h) - intenzita vystupu ze stavu |
Vysvétleni: Z definice intenzity pechodu resp. vystupu plyne, Zglp = hqg + o(h) resp. h) = 1- hq+ o(h). Pro
dostaténg mala h tedy dostavame(p) = hg; resp. p(h) = 1- hg. Cislo ¢ vyjadiuje koeficient narstu pravépodobnosti

prechodu p(h) béhem kratkeéh@asoveho intervalu délky hééslo g vyjadiuje koeficient poklesu praggodobnosti setrva

pi(h) bkéhem kratkéh@asoveho intervalu delky h.



12.4. \gta: Véta o soutu intenzit grechodu
Je-li mnoZina stavJ kongna, pak pro intenzityfiechodu platitli0J: > g, =0, kde g = -q.
J

Diikaz: Vztah ) g, =0 prepiSeme do tvarl) g, =q;.
[k

j0o, j#i

N N () B i L _
Pasitame >.q, = lim == = lim - ij (h)—mﬁ[l‘pn (h)]=gq..

j0g, j#i 0o, j#i h

12.5. Definice:Definice matice intenzitijgchodu
MaticeQ = (g;)i;(1J, kde g = -g, se nazyvénatice intenzit fechoduHMR se spojityntasem.
Vysvétleni: MaticeQ je charakterizovana tim, z¢ 30 pro i#j a g < 0 a sotet prvki v kazdentadku je nulovy. Je to

kvazistochasticka matice

12.6. \Eta: Vztah mezi matici intenzitipchodu a maticifechodu
Je-li {Xt;t DT} je homogenni markovskgttzec se spojityndasem, ktery ma koderou mnozinu stavJ, matici intenzit
prechoduQ a systém matic pra¥godobnosti fechodu{P(t);t 0T}, pak prodtOT plati: P(t) = €2, kde €' je maticova

0 kgk
. , , t
exponencialni funkce definovanéepdpisem:e® = QT
k=0 K-

Diikaz: Nebudeme provéd



12.6. Poznamka:

Matici intenzit gechodu Ize graficky vyjatt pomoci gechodového diagramu. Je to ohodnoceny orientoveafylgle
a) vrcholy jsou stavy

b) hrany odpovidaji nenulovym intenzitadephodu

¢) ohodnoceni hran je rovnénto intenzitam. Hrany, které nejsou stkgmi, maji kladné ohodnocenij(g 0) a smyky

maji zaporné ohodnocenii(g 0).



12.7. Riklad: Doba bezporuchového provoztigtroje je nahodna vélna s rozlozenim Ex. Kdyz dojde k poruse,
piistroj z&ne byt okamzit opravovan. Doba opravy je nahodnadiah s rozloZzenim EfJ. Jakmile je oprava ukéena,
pristroj je okamzit uveden do provozu.

a) Modelujte tuto situaci pomoci HMse spojitymtasem.

b) Najdtte matici intenzit pechoduQ a nakresletefpchodovy diagram.
Reseni:

0, pokudv ¢aset strojpracuje
1,pokudv ¢aset jestrojvoprav
spojitymc¢asem s mnozinou stav = {0,1}.

Ad b) Je-li Y spojita nahodna véina, pak jeji pravépodobnostni chovani je popsano hustotou pfaedobnostid(y). P

w(y)

distribuni funkci ®(y) plati: d(y) = Jy'q)(t)dt. Déle zavedeme funkcigiti W(y)=P(Y >y) a intenzituh(y) = W)

Ad a) Zavedeme nahodnou witiu X, ={ . Stochasticky proceé ;t 0T} je HMR se

= o y . . ae™ proy, >0
V naSem pipadt ozn@me Y; dobu bezporuchového provoziigiroje, Y, ~ Ex(), tedy ¢,(y,) = 0iinak :
jina

1-e* proy, >0 e proy, >0 WP —oe ™
ch( 1) = A ' 1 qu(yl): .. ’ 1 )\1( 1) = — (yl) T

0 jinak 1jinak W (y,) e
Analogicky ozname Y, dobu opravy fistroje, Y, ~ Ex@). Stejnym zjgsobem odvodime, 7%, (y,)=B.

Matice intenzit pechodu: Prechodovy diagram:
0 1 -t o

- N
Q :(J)-[ B(X _GBJ_ Q'#LL }15 -B

=l



12.8. Wta: V¢éta o vyznamu intenzitipchodu

Necht’ {X ;t0OT} je HMR se &, ktery ma sp&etnou mnoZinu stavJ a matici intenzitigchoduQ = (q;)i;01J.
a) Nech' tO(ss+h), kde s>0ah > 0. Palk(X, =i/X_ =i)=e", kdee*" =0, je-li g = .

b) Je-li g = 0, potom p(h) = 1.

c) Je-li0 < q <, pak veltina, kterd udava dobu setrvaatizce ve stavu i, sédi rozloZzenim Ex(d. Znamena to, ze

sttedni hodnota doby setrvamitzce ve stavu ijel—. Dale, pravdpodobnost toho, ze prvnigrhod ze stavu i se uskéne

praw do stavu j,#l, je S

Diikaz: Nebudeme provaéitl

12.9. Definice:Definice iznych typi stavi

Nech’ {X ;tOT} je HMR se &, ktery ma matici intenzitigchoduQ = (g;);;0J.

a) Jestlize o= 0, pakiekneme, Ze stav i jgbsorgni. (Retszec, ktery vstoupi do abs@rgho stavu, uz vém zistane.
Stredni hodnota doby setrvani v absworipstavu je nekoriaé velka.)

b) Jestlized < q < «, pakiekneme, Ze stav i gabilni (Budeme se zabyvat vyhragietzci se stabilnimi stavy)

c) Jestlize g= «, pakiekneme, Ze stav i jeestabilni (Stedni hodnota doby setrvani v nestabilnim stavujeva.)



12.10. Definice:Definice stacionarniho vektoru Hise &
Necht’ {X ;tOT} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t OT}. Stochasticky vektoa takovy, Ze pro

OtOT platia = aP(t), se nazyv&tacionarni vektofstacionarni rozloZzepdanéhaetzce.

12.11. PoznamkaRes3eni rovnica = aP(t) pro Ot OT miZe byt obtiZzné. Proto stacionarni vektotipgme radji

pomoci matice intenzitipchodu.

12.12. \Kta: Véta o ziskani stacionarniho vektoru pomoci matitenint grechodu

Necht’ {X ;tOT} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t 0T} a matici intenzit fechoduQ = (q;)i;0J.
Jestlize existujg OT tak, Ze matic®(t) je regularni (tj. vSechny jeji prvky jsou kla@npak existuje stacionarni vektor
danéhaetzce a je dan vztaheraQ = 0. TototeSeni je jediné.

Diikaz: Nebudeme provatl



12.13. Riklad: Pro zadaniiikladu 12.7. najéte stacionarni vektor.

. L, _ -—a a ,
Reseni:Odvodili jsme, zeQ :( 5 _Bj. Hledamea = (&, &), kde @ + & = 1, tak, abyaQ =0.

(a ,ai)( .

O(J:(oo) +a =l=a =1-
g g/ l00a*a a, =1-a,.

B _a
a+B " a+p

—0a, +Pa, =0= —0a, +B(l-a,)=0=>a, =

Stacionarni vektor ma tedy tvaa= L, a |
a+B a+f

12.14. Definice:Definice ergodickéheettzce
Homogenni markovskietizec se spojityndasem a systémem matitephodu{P(t);t 0T} se nazyvérgodicky, jestlize prc

vSechny stochastické vektomyodpovidajici dimenze existu]t'ﬁm aP(t) a tato limita na nich nezavisi.

12.15. Definice:Definice limitniho rozlozeni a limitni maticégrhodu

a) Jestlize existujltim p(t)=p, pakp se nazyvadmitni rozloZeni(limitni vektor) danéhaetszce.
b) Jestlize existujgm P(t)=A, pakA se nazyvdmitni matice fechodudanéhdetszce. Mah viechnyradky stejné, nazy\

seergodicka limitni maticei@chodu



12.16. \Bta: Véta o souvislosti stacionarniho a limitniho rozlazen
Nech’ {X ;tOT} je HMR se &, ktery ma stacionarni rozloZemiPak plati:
a) Jeho limitni rozloZerp je rovno stacionarnimu rozloZeani

b) VSechnyadky limitni maticeA jsou stejné a jsou rovny stacionarnimu veksoru
12.17. Poznamkap¥i hledani stacionarniho rozlozeni Ize v MATLABuU gétfunkci stacionarni_vektor.m:

function [a]=stacionarni_vektor(Q)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=stacionarni_vektor(Q)

%vstupni parametr ... kvazistochasticka matice Q
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
n=size(Q,1);

A=[Q";ones(1,n)];

f=[zeros(n,1);1];

a=(A\);



12.18. Riklad: Necht HMR se & ma mnozinu stav{ 01,2} a matici intenzit pechodu

-1 1 O

Q=| 2 -3 1 |.Pomoci MATLABuU najdte jeho stacionarni rozlozeni.
o 1 -1

Redeni:

Zadame matici Q=[-110;2-3 1,01 -1]
Zavolame funkci stacionarni_vektor:
a=stacionarni_vektor(Q)

Dostaneme vysledek:

a=

0.5000 0.2500 0.2500
Znamena to, Ze po uplynuti dostat&dlouhé doby polovinu doby stratdtézec ve stavu @tvrtinu doby ve stavu 1 a

rovnez ctvrtinu doby ve stavu 2.



12.19. Riklad: V diln¢ pracuje N straj téhoz typu. Mibovolny okamzik niize nastat porucha kteréhokoliv stroje. O st
se stara r opravé, r < N. Na opra¥ stroje se podili vzdy jen jeden z nich. Stroj s#ipac poruchy zane okamzi
opravovat, pokud jedktery z opravé volny. Poroucha-li se stroj v okamziku, kdy jsa@ichni opravéi zanmestnani, musi
secekat, az sedktery uvolni. Je znamo, Ze:

stroj, ktery pracuje ¢ase t, se dhem kratkéh@asoveho intervallﬁt,t =5 h> porouchd s pra¥godobnostiAh + o(h);

stroj, ktery je Wase t opravovan, seliem kratkéh@asového intervallﬁt,t 5 h> vrati do provozu s pra¥godobnosti

uh +o(h).

Pomoci HMR se spojitymsasem modelujte @et strofi, které véase t nepracuji. Najte matici intenzit pechodu a najite
§tacionérni rozlozeni tohotetézce.

ReSeni:

Nech’ X; je paet stroji, které vcase t nepracuii. Pz{l&(t;tDT} je HMR se &, ktery ma mnozinu sté&w = {0, 1, ..., N}.
Jeho matici prawpodobnosti flechodu uwtime takto:

Pravdpodobnost, Ze se pet stroji, které nepracuji, 24Si v intervalu(t,t 5 h> 0 1, je gimo Un®rna p&tu stroji, ktere

v ¢ase t pracuii, tip, ..(h)=(N - jAh +o(h),j=0, 1, ..., N-1.

Pravdpodobnost, Ze se pet stroji, které nepracuji, zmensi v interve(lut + h> 0 1, je gfimo Un®rna patu stroji, ktere
jsou \ ¢ase t opravovany, tp, ,(h)=juh+o(h),j=1.2, ..., rrespp, ,(h)=rph+o(h), j=r+1, ..., N.
Pravdpodobnost, Ze se pet nepracujicich strdjzmeni v intervalu(t,t + h> o vice nez 1, je o(h).

h
Z téchto pravdpodobnosti fechodu ziskame intenzitygchodu podle vzorce, = Ihirpp”T().
~h —j
0, = Lim pu;( ) — Li[p (N J)Ahh + O(h) — (N — J))\ ,j=0,1,...,N-1
. th i .\h
qj’j_l — Llrp pJ,J—I:( ): LiTM: ju’ J =1,2,...,r requj_’j_1 = LirE‘ pj,l—r:( ) — Lirp%o(h) =Iu, J =r+1, ..., N

Intenzity setrvani ve stavech j =0, 1, ..., Naeame utit z podminky, z&) je kvazistochasticka matice.



Sestavime tedy matici intenzitgzhodu:

— NA NA 0 0 0
no —[(N=2 +y] (N -1\ 0 0
0 24 ~[(N=-2x+24] ... 0 0
0 0 0 o =[(N=r\+ry] (N=r)A .
0 0 0 ru “[(N=r=DN+ry] ...
0 0 0 0 0

Stacionarni rozlozeni ziskameSenim systému rovni@aQ =0 s podml'nkouiaj =1
j=0

- NAa, +pa, =0 |

(N=j+Dha, ~[(N = +jula, +(j+Dua, =0,j=1, ..., -1

(N=j+Dna, —[(N=jA+rula +rpa, =0,j=r, ..., N—l

Aa, , +rpa, =0

Reseni obdrzime ve tvaru:

NYAY .
a=|. |— =1, ...,r-1
(Jj(u]a‘)

L N(N-1). (N—J+1)(Ajja =0 N
| rir w) T

j+1

N
Piitom a,=1-) a, .
j=1

o :




12.20. Riklad: Uvazme systém, vémzZ je v provozu velké mnozstviqumeta téze funkce, naptalire v jidelrz.
Predpokladame, zefedneéty pochazeji odit riznych vyrobdé (fikame, ze jsourit riznych typi) a ze doby zivotnosti
prednEta od miznych vyrobé jsou stochasticky nezavislé nahodnédsmyi s rozlozenim EX(), i = 1, 2, 3. Provadime
cyklickou zan¢nu typi podle schématu 4 2 — 3 — 1. Zvolime jedno misto v provozu a zavedemefl—l{\)(t;t DT} se
spojitymcéasem, kde ¥= j, kdyz v okamziku t je na tomto mistarazen pednet typu |, j =1, 2, 3.

Najdéte matici intenzit pechodu a stanovte stacionarni rozlo:

Reseni:Ozname Y; dobu Zivotnosti fedmétu j-tého typu, Y~ ExQy), j = 1, 2, 3. V pikladu 12.7. bylo ukazano, ze
intenzita poruchy j&;, tedy

A, A, O
Q= 0 -\, A,
A, 0 -\,

8
Stacionarni rozlozeni ziskarf@Senim systému rovni@aQ = 0 s podminkouw> a, =1:

=1
- Alal + )\38.3 =0
)\181 = A A, = 0
)\28.2 . )\383 =0
a'.L + a2 + a‘3 :1
Redenim tohoto systému obdrzime:
_ AA, _ AA, _ A,
a = ,a, = ,a, = .
AN, FAA A, AN, FAA A, AN, FAA A,




