11. Markovské retézce se spojitym ¢asem — zakladni pojmy

11.1. Definice: Definice markovského fetézce se spojitym ¢asem

Necht @ A p_ je pravdépodobnostni prostor, T = (0, © je indexova mnoZzina, jejiz prvky nazveme okamziky a
J={.,-2,-1,0,1, 2, ...} je nejvyse spoCetna mnoZina stavli (bez jmy na obecnosti lze ptredpokladat, ze J = {0, 1, 2, ...}
nebo J = {0,1, ..., n}). Stochasticky proces X ;t€ ' definovany na méfitelném prostoru 2, A , jehoz slozky X, nabyvaji
hodnot z mnoziny stavll J, se nazyva markovsky fetézec (se spojitym ¢asem), jsou-li splnény nasledujici podminky:
a)yV.e 3 e .p&k = i) (vylouceni nepotiebnych stavil)

b) V bty T <t <<, Y g e P& =i X =g A% =g Aenk =g =& =X, =g,

za piedpokladu, 7e P& =j Ax =j A..AX_=j >) (markovska vlastnost — budouci chovani markovského fetézce

0
zavisi pouze na pfitomném stavu a nikoliv na stavech minulych).

Vysvétleni: Markovskeé fetézce se spojitym ¢asem modeluji fyzikalni ¢i jin€ soustavy, které mohou v libovolném okamziku
nahodné prejit do ne¢ktereho ze svych moznych stavii. Markovska vlastnost znamena, Ze to, do jakého stavu se soustava
dostane pii nasledujici zméné, zavisi pouze na tom, v jakém stavu se soustava pravé nachdzi a nezavisi na stavech

piedchozich. Napf. sledujeme-li béhem pracovni doby provoz automatickych strojii v diln€, ndhodna veli¢ina X;, t€ 0,T ) je

pocet strojti, které v okamziku t nepracuji (jsou opravovany nebo ¢ekaji na opravu).



11.2. Priklad: Uvazme populaci, jejiz jedinci se mohou mnozit a zanikat. Pravdépodobnost, Ze z libovolného jeince

~

vznikne v asovém intervalu € ¢ + h> novy jedinec, je *  + > € _ (symbol o(h) znamen4, Ze lim OTE )) a pravdépodobnost,
h—>

ze libovolny jedinec zanikne v intervalu | h> ,je k1 + > % _. Osudy jedincti jsou navzajem nezavislé. Oznaéme X, rozsah
populace v &ase t. Pak stochasticky proces X ;t€ ' je markovsky fetézec se spojitym Gasem. Nazyva se linearni proces

vzniku a zaniku (resp. linearni proces mnozeni a imrti).

11.3. Oznaceni:

Jev {X;=j} — markovsky fetézec je v okamziku t ve stavu j.

P(X; =J) = pj(t) — absolutni pravdépodobnost stavu j v okamziku t.
p(t) = (..., pj(t), ...) — vektor absolutnich pravdépodobnosti.

P&k =j/X =h = D, €Cit+h — pravdépodobnost pfechodu ze stavu 1 v okamziku t do stavu j v okamziku t+h

o
P(t’t+h):im p,(t,tTh) - I
\ : )

P(Xy =J) = pj(0) — pocatecni pravdépodobnost stavu j.

- matice pravdépodobnosti piechodu mezi okamziky t, t+h.

p(0) = (...., p;(0), ...) — vektor pocatecnich pravdépodobnosti.



11.4. Véta: V<éta o vlastnostech markovského fetézce se spojitym Casem
Necht = st€ ' je markovsky fetézec. Pokud dale uvedené podminéné pravdépodobnosti existuyi, plati pro
V h,g€ 'V jE€

a) P(Xun =]/ Xy =1) 20, 4. p(t,t+h) = 0

~ (1pr0i=j ~ [lpr01 ]
P& =j/X =i~=] . p, €t =}
O pro i# j (Oproi # j
b)Y & =i/X,= =0t 2p €t+th =1.
jE JE_[

(Ptechod ze stavu 1 v okamziku t do néjakeho stavu j v okamziku t+h je jev s pravdépodobnosti 1.)

or&,  =ji/x,= =X & =/x,=p&  =i/X_ =k, tp,(ttth+g)=Xp (t,t+h)p, (t+ht+h+g)

tta t
k€ kEJ

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice)

P&, =j=> & =cP&,_  =j/X =k, t.p(t+h)=2p, ()p,(tt+h)

(Zékon evoluce)

Diikaz: Analogicky jako v diskrétnim piipadé.



11.5. Poznamka: Zapis vlastnosti markovskeho fetézce se spojitym ¢asem v maticovém tvaru
a) P(t,t+h) > 0, kde 0 je nulova matice, P(t,t) = I, kde I je jednotkové matice.

b) P(t,t+h)e = e, kde e je sloupcovy vektor ze samych jednicek.

¢) P(t,t+th+g) = P(t,t+h) P(tth,t+h+g).

d) p(t+h) = p(t) P(t,t+h).

11.6. Definice: Definice HMR se spojitym ¢asem

Necht = st€  je markovsky fetézec se spojitym Casem. Rekneme, Ze tento fetdzec je homogenni, jestliZze plati:

V je V he P& =j/X =i-=p %.

Vysvétleni: Znamena to, Ze pravdépodobnosti prechodu P& = = j/X = | = pokud existuji — zavisi pouze na casovém
ptirtistku h a nezavisi na Casovém okamziku t.

Matice pravdépodobnosti pfechodu P(t,t+h) se pak zna&i P(h) a nazyva se matice prechodu za ¢asovy piirtistek h. Pro HMR

se spojitym Gasem tedy existuje cely systém matic pfechodu R ® he ' .Je zvykem definovat P(0) = L.

11.7. Véta: Vyjadieni simultanni pravdépodobnostni funkce pro HMR

Pro homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem plati:

— ——

v ’hl""’hn < “vdu’jl""’jn < :P;(t: jO & S(V' ]Zj AR (t' j n: jn - pju ‘Apjo.h ‘llA'"pj,r 4Jn ‘ln’

1

Diikaz: Plyne z véty o ndsobeni pravdépodobnosti a markovské vlastnosti.



11.8. Véta: CH-K rovnice a zakon evoluce pro HMR
Necht X ;te ' je homogenni markovsky fetézec se spojitym casem, s vektorem pociteénich pravdépodobnosti p(0) a
systémem matic piechodu H% he - . Pakpro ¥V ,ge ° plati:
a) P(h+g) = P(h) P(g) (Chapmanova — Kolmogorovova rovnice)
b) p(h) = p(0) P(h) (zdkon evoluce)
Diikaz: ad a) plyne z tvrzeni (c) véty 11.4
ad b) plyne z tvrzeni (d) véty 11.4

11.9. Véta: Existencni véta

Ke kazdému stochastickému vektoru p(0) a ke kazdému systému stochastickych matic H% he ', které splnuji CH-K
rovnice, existuje HMR se spojitym ¢asem, jehoZ po¢ateéni pravdépodobnosti jsou dany vektorem p(0) a systém matic
pravdépodobnosti ptechodu je pravé H& che

Diikaz: Nebudeme provadét.



12. Matice intenzit prfechodu homogenniho markovského retézce se spojitym ¢asem
12.1. Motivace: Necht X ;t< ' je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem. Pfedpokladejme, Ze v okamziku t

je fet€zec ve stavu 1 a za Casovy prirustek h prejde do stavu j s pravdépodobnosti pji(h).

~

xS

Cislo vyjadiuje primérnou pravdépodobnost piechodu ze stavu 1 do stavu j za ¢asovy piirastek h.

Oznacme p;(h) pravdépodobnost, ze za Casovy prirastek h fetézec setrva ve stavu i. Pak 1 - p;(h) je pravdépodobnost, ze za

Casovy prirtistek h fetézec piejde do néjakého jiného stavu.

o 1-p & y , e .
Cislo —2i—— vyjadiuje primérnou pravdépodobnost vystupu fetézce ze stavu 1 za ¢asovy pririistek h.
h

Intenzity ptechodu resp. vystupu popisuji chovani téchto primérnych pravdépodobnosti pro h = 0. .



12.2. Poznamka: Nadale budeme piedpokladat, ze

~

—

ij

a) V j€ existuje lim

—~

. 1-5 & _
b) V € existuje lim ———
h—> | h
. o - (lproi:j
c) V je existuje lim p, ® =
=T 0 proi# j

12.3. Definice: Definice intenzit pfechodu a vystupu
Necht’ i;t € ' je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem se systémem matic pfechodu R4 he - . Pak

definujeme:

a) vV j€ : q, = lim —.__ . intenzita pfechodu ze stavu i do stavu |
e
. 1= p. : . . , .
b) V € :q = lim ——— - intenzita vystupu ze stavu i.
h—> | h

Vysvétleni: Z definice intenzity prechodu resp. vystupu plyne, Ze pij(h) = hg;; + o(h) resp. pii(h) = 1- hq; + o(h). Pro
dostateCn€ mala h tedy dostavame p;j(h) = hq;; resp. pii(h) = 1- hq;. Cislo q;j vyjadiuje koeficient naristu pravdépodobnosti
prechodu p;(h) béhem kratkého ¢asového intervalu délky h a Cislo q; vyjadiuje koeficient poklesu pravdépodobnosti setrvani

pii(h) béhem kratkého ¢asoveho intervalu délky h.



12.4. Véta: Véta o souctu intenzit prechodu

Je-li mnozZina stavii J koneéna, pak pro intenzity pfechodu plati: ¥ € X , =0, kde qi; = -q;.

je

Diikaz: Vztah 2. =) piepiSeme do tvaru 2. = q,.

E =2

~r,r pi' i/ 1
Po¢itame > = = > im — Ly % - fim — -, ¢« -
=3 =ma=m h e i :

12.5. Definice: Definice matice intenzit prechodu
Matice Q = (q;)ije , kde g = -q;, se nazyva matice intenzit prechodu HMR se spojitym Casem.
Vysvétleni: Matice Q je charakterizovana tim, ze q;; > 0 pro 1 #j a gi < 0 a soucet prvkll v kazdém fadku je nulovy. Je to

kvazistochasticka matice.

12.6. Véta: Vztah mezi matici intenzit pfechodu a matici ptrechodu
Je-li X ;t€ ° je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma kone¢nou mnozinu stavil J, matici intenzit
prechodu Q a systém matic pravdépodobnosti pfechodu H Cie | pak pro ¥ €  plati: P(t) = ¥, kde ¥ je maticova

@ k, k
7 14 /4 A . t
exponencidlni funkce definovana piedpisem: ¢® = . Q

Diikaz: Nebudeme provadét.



12.6. Poznamka:

Matici intenzit prechodu lze graficky vyjadiit pomoci pfechodového diagramu. Je to ohodnoceny orientovany graf, kde

a) vrcholy jsou stavy
b) hrany odpovidaji nenulovym intenzitam ptechodu
c) ohodnoceni hran je rovno témto intenzitam. Hrany, které nejsou smyckami, maji kladné ohodnoceni (q;; > 0) a smycky

maji zaporné ohodnoceni (q; < 0).



12.7. Priklad: Doba bezporuchového provozu piistroje je ndhodna veli¢ina s rozlozenim Ex(a). Kdyz dojde k poruse,
pfistroj zacne byt okamzité opravovan. Doba opravy je nahodna veli¢ina s rozloZenim Ex(B). Jakmile je oprava ukoncena,
pfistroj je okamzité uveden do provozu.
a) Modelujte tuto situaci pomoci HMR se spojitym ¢asem.
b) Najdete matici intenzit pfechodu Q a nakreslete pfechodovy diagram.
Reseni:

[0, pokud v Case t stroj pracuje

Ad a) Zavedeme nahodnou veli¢inu X =, . Stochasticky proces X ;t€ ° je HMR se
(1, pokud v Case t je stroj v oprav &

spojitym ¢asem s mnozinou stavi J = {0,1}. .
Ad b) Je-li Y spojita ndhodna veli¢ina, pak jeji pravdépodobnostni chovani je popsano hustotou pravdépodobnosti ¢ §_. Pro
0

J —

distribu¢ni funkei ® ;_plati: @ y:= [o £ dt . Dale zavedeme funkci preziti ¥ y = p€ >y _aintenzitu * §:= -

~ fae ¥ proy >0
V nasem piipadé oznaéme Y, dobu bezporuchového provozu piistroje, Y, ~ Ex(a), tedy ¢, €, = 1L P ¥, ,
0 jinak
q) ::1(1_6 .ylpro YI>09LII| ;'l::{(e Vylpro YI>0)7\‘$’:=—T1'§1::——:X€[M
L0 jinak L1 jinak Lo LB e "
Analogicky oznaéme Y, dobu opravy piistroje, Y, ~ Ex(B). Stejnym zptisobem odvodime, ze » € =3,

2

::x.

Matice intenzit pfechodu: Piechodovy diagram:

0 1 o o
of—x o) i
= 1) 2) -6
Q 1|\ B - 3/}' (—?r'\’li_ v’

e



12.8. Véta: Véta o vyznamu intenzit prechodu

Necht' = ste ' _je HMR se SC, ktery ma spo¢etnou mnozinu stavii J a matici intenzit prechodu Q = (qij)ije
a) Necht' t€ ss+h),kdes>0ah>0.Pak p& =i/X = =2, kde e " =9, je-li gy = 0.

b) Je-1i g; = 0, potom p;(h) = 1.

c) Je-11 0 < q; < oo, pak veli¢ina, ktera udava dobu setrvani fetézce ve stavu i, se ¥idi rozlozenim Ex(q;). Znamena to, Ze

. 1 SR .1 . y . oy : s
sttedni hodnota doby setrvani fetézce ve stavu 1 je — . Dale, pravdépodobnost toho, Ze prvni pfechod ze stavu i se uskutecni
ol

prave do stavu j, j#i, je i

i

Dukaz: Nebudeme provadeét.

12.9. Definice: Definice riznych typu stavii

Necht' % ;te ' je HMR se SC, ktery ma matici intenzit pfechodu Q = (qy)i;e

a) Jestlize q; = 0, pak fekneme, Ze stav i je absorpéni. (Retézec, ktery vstoupi do absorpéniho stavu, uZ v ném ziistane.
Stfedni hodnota doby setrvani v absorp¢ni stavu je nekone¢né velka.)

b) Jestlize 0 < q; < oo, pak fekneme, Ze stav i je stabilni. (Budeme se zabyvat vyhradné fetézci se stabilnimi stavy)

c) Jestlize q; = oo, pak fekneme, Ze stav i je nestabilni. (Stfedni hodnota doby setrvani v nestabilnim stavu je nulova.)



12.10. Definice: Definice stacionarniho vektoru HMR se SC
Necht ® ;te ' je HMR se SC, ktery mé systém matic prechodu H€:te ' . Stochasticky vektor a takovy, Ze pro

V € ' plati a = aP(t), se nazyva stacionarni vektor (stacionarni rozlozeni) daného fetézce.

12.11. Poznamka: Reseni rovnice a = aP(t) pro ¥ € ' miiZe byt obtizné. Proto stacionarni vektor poéitame rad&ji

pomoci matice intenzit prechodu.

12.12. Véta: Véta o ziskani stacionarniho vektoru pomoci matice intenzit prechodu
Necht' x stE 1 je HMR se SC, ktery ma systém matic pfechodu H €_t<c ' amatici intenzit prechodu Q = (qj)ij<
Jestlize existuje t € ' tak, ze matice P(t) je reguldrni (tj. vSechny jeji prvky jsou kladné), pak existuje stacionarni vektor

dan¢ho tetézce a je dan vztahem: aQ = 0. Toto feSeni je jedine.

Dukaz: Nebudeme provadét.



12.13. Priklad: Pro zadani pfikladu 12.7. najdéte stacionarni vektor.

v (— 2% o)
ReSeni: Odvodili jsme, ze Q 2\ 5 . I.Hledéme a = (ay, a,), kde ap + a, = 1, tak, aby aQ = 0.
‘(_ X & \ ~
so,alJ |:§,04a0+11213 =l
(B -3
- o
—](ao-i‘?)al:()j (ao+3;_ao/20330=a+3’a1=a+3.
ST B e
Stacionarni vektor ma tedy tvar: a = : .
la+3 a+3)

12.14. Definice: Definice ergodického fetézce
Homogenni markovsky fetézec se spojitym asem a systémem matic pfechodu H€.t€ ' _se nazyva ergodicky, jestlize pro

vSechny stochastické vektory a odpovidajici dimenze existuje lim aP €_a tato limita na nich nezavisi.

12.15. Definice: Definice limitniho rozloZeni a limitni matice piechodu

a) Jestlize existuje lim 0 € = p, pak p se nazyva limitni rozlozeni (limitni vektor) daného fetézce.
b) Jestlize existuje lim P € = A, pak A se nazyva limitni matice prechodu daného fetézce. Ma-li viechny fadky stejné, nazyva

se ergodicka limitni matice pfechodu.



12.16. Véta: Véta o souvislosti stacionarniho a limitniho rozloZeni
Necht’ X ;te ' _je HMR se SC, ktery ma staciondrni rozlozeni a. Pak plati:
a) Jeho limitni rozloZeni p je rovno stacionarnimu rozlozeni a.

b) VSechny fadky limitni matice A jsou stejné a jsou rovny staciondrnimu vektoru a.

12.17. Poznamka: Pfi hledani stacionarniho rozlozeni 1ze v MATLABu pouzit funkci stacionarni_vektor.m:

function [a]=stacionarni_vektor(Q)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=stacionarni_vektor(Q)

%vstupni parametr ... kvazistochasticka matice Q
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
n=size(Q,1);

A=[Q";ones(1,n)];

f=[zeros(n,1);1];

a=(A\f)';



12.18. Pi¥iklad: Necht HMR se SC ma mnoZinu stavii 6,1,2 a matici intenzit pfechodu

(-1 1 0 \l

Q= i 2 —3 1 I Pomoci MATLABu najdéte jeho stacionarni rozlozZeni.
Lo 1 -1)

Reseni:

Zadame matici Q=[-110;2-31;0 1 -1]
Zavolame funkci stacionarni_vektor:
a=stacionarni_vektor(Q)

Dostaneme vysledek:

a:

0.5000 0.2500 0.2500

Znamena to, ze po uplynuti dostatecné dlouhé doby polovinu doby stravi fetézec ve stavu 0, ¢tvrtinu doby ve stavu 1 a

rovnéz ¢tvrtinu doby ve stavu 2.



12.19. Priklad: V dilng pracuje N strojl t€hoz typu. V libovolny okamzik mliZe nastat porucha kteréhokoliv stroje. O stroje
se stard r opravaid, r < N. Na oprave stroje se podili vzdy jen jeden z nich. Stroj se v pfipadé€ poruchy za¢ne okamzité
opravovat, pokud je néktery z opravait volny. Porouchd-li se stroj v okamziku, kdy jsou vSichni opravati zaméstnani, musi
se Cekat, az se nektery uvolni. Je znamo, Ze:

stroj, ktery pracuje v Case t, se béhem kratkého ¢asového intervalu Cor h> poroucha s pravdépodobnosti » | + > _;

stroj, ktery je v Case t opravovan, se béhem kratkého casového intervalu Ce+ h> vrati do provozu s pravdépodobnosti

TR

Pomoci HMR se spojitym &asem modelujte pocet strojii, které v &ase t nepracuji. Najdéte matici intenzit pfechodu a najdéte
stacionarni rozloZeni tohoto fetézce.

ReSeni:

Necht’ X, je poéet stroji, které v Ease t nepracuji. Pak X st€ ' _je HMR se SC, ktery ma mnozinu stavii J = {0, 1, ..., N}.
Jeho matici pravdépodobnosti pfechodu urcime takto:

Pravdépodobnost, ze se pocet strojti, které nepracuji, zveétsi v intervalu Ce+ h> o 1, je pfimo imérné poctu stroja, které

v Gase t pracuji, tj. p . €« -\, +,% .j=0,1,..,N-I.

Pravdépodobnost, Ze se pocet strojil, které nepracuji, zmensi v intervalu Ce+ h> o 1, je pfimo imeérna poctu stroji, které

jsou v Case t opravovany, tj. p < - JH O+ aﬁ;,j =1,2,...,rresp. p, € =+ 3(1;,j =r+l1, ..., N.

Pravdépodobnost, Ze se pocet nepracujicich stroji zméni v intervalu o+ h> o vice nez 1, je o(h).

€
Z téchto pravdépodobnosti prechodu ziskame intenzity pfechodu podle vzorce g, = lim p”h :
h—> |

-~

pj,jq‘/_]jm ‘J_J:y\‘h*—Oﬁ::

95 fim ™ €-jr,j=0,1,..,N-1
h - h -
P;; < iLh + 0% _ . p.. < hh + 0% _ .
q,,, = lim === fim =ju,j=1,2,...,rresp. q = lim ——=lim =, j=r+l, ..., N
1] h—0 h h—0. h 1-] h—0. h h—0, h

Intenzity setrvani ve stavech j =0, 1, ..., N mizeme urcit z podminky, ze Q je kvazistochasticka matice.



Sestavime tedy matici intenzit ptechodu:

l(— N N 0 0 0

| -K-irva ]l &G-qa 0 0

I 0 21 - K-2xron 1 0 0

|

| 0 0 0 —Bl—r)“FrM:l L SR

I 0 0 0 o B [y T
|

L o 0 0 0 0

Stacionarni rozloZeni ziskdme fesenim systému rovnic : aQ = 0 s podminkou 2. = L
=

- NA  +u =)

C-j+rir - IN-jrvjud +€ripn =9 j=1,..,rl
C-j+ir. -IR-jrrmad+m  =9j=r . NI
7¥,N7 k=)

Reseni obdrzime ve tvaru:

INY )
a = | —la,,j=1,...,r-1
NRY
DAL R TR
a,=N‘\I { ‘J L l|—|a0,J=r,...,N
! rlr’ (w)

N
Pritom a, =1- 2 a .

=l



12.20. Priklad: Uvazme systém, v némzZ je v provozu velké mnozstvi predméti téze funkce, napft. talife v jidelné.
Ptedpokladame, Ze predméty pochdzeji od tii riznych vyrobcel (fikdme, Ze jsou tfi riznych typl) a Ze doby Zivotnosti
piredméth od riznych vyrobcet jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny s rozlozenim Ex(A;), 1= 1, 2, 3. Provadime
cyklickou z&ménu typt podle schématu 1 — 2 — 3 — 1. Zvolime jedno misto v provozu a zavedeme HMR X ;t€ ' se
spojitym Casem, kde X, = j, kdyz v okamziku t je na tomto misté zafazen pfedmét typu j, j =1, 2, 3.

Najdéte matici intenzit pfechodu a stanovte stacionarni rozloZeni.

Reseni: Oznat¢me Y; dobu Zivotnosti pfedmétu j-té€ho typu, Y; ~ Ex(A), j =1, 2, 3. V ptikladu 12.7. bylo ukazano, Ze
intenzita poruchy je A;, tedy

l(— kl 7»1 0 \I
Q:' 0 _>\‘2 }\'2 |
| |
\ A, o —*)

Staciondrni rozloZeni ziskdme feSenim systému rovnic : aQ = 0 s podminkou 2. o
E

—La +tha =)
7\211 — ’»La2 =)
7bza2 — >‘«ja3 =)
a, ta, ta =|

Resenim tohoto systému obdrzime:
s s A A
A A A 22 YT % YT
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