13. Laplaceova transformace a jeji uziti pi FeSeni systému Kolmogorovovych diferencialnich rovai
a evolwnich diferencialnich rovnic

13.1. Motivace:Pro HVMR se spojitynmtasem lIze prawgbodobnosti pechodu vyjatit jako feSeni systému
Kolmogorovovych diferencialnich rovna absolutni pravgodobnosti Ize vyjéit jako feSeni systémevolucnich
diferencialnich rovnicV obou tchto gipadech vystupuji v uvedenych rovnicich intenzityghodu a jedna se o systémy
linearnich diferenciélnich rovnic s konstantnimekoienty. Takovéto systémyibemeresit pomociiznych integralnich
transformaci, z nichz nejro#s8i¢jSi je Laplaceova transformackaplaceova transformaceégvadi soustavu diferencialnich
rovnic pro neznamé funkce na soustavu algebraickywehic pro obrazyéchto funkci. Tuto soustavu ¥gSime a pomoci

operatoroveho slovniku najdeme k obréeseni jeho vzor.

13.2. Definice:Definice Laplaceovy transformace
Nech f(t) je funkce spiujici podminky

a) f(t) je spojita pro t > 0,

b) f(t) = 0 pro <0,

c) f(t) je exponencialnih¥adu, tj. existuji konstanty M > @ OR tak, Zeff (t)< Me™|.

Pak funkceF(z) = [ f(tle™dt se nazyvaaplaceova transformace funkce f@gunkce f(t) se nazyvéor a F(z)obraz.
0

(Obecr je z komplexni proknna, pro nasecély vSak post& z> 0.)



13.3. Ozn&eni:

Laplaceovu transformaci (dale LT) ztime L(f(t)) = F(z) a zptnou (inverzni) transformaci zéime LY(F(z)) = f(t).

13.4. \kta: Vztah mezi vzorem a obrazem

Mezi pavodni funkci f(t) a jeji LT F(z) existuje vzajethjednoznany vztah.

13.5. Fiklad: Najdte LT funkce f(t) = &.
Redeni:
1

:oo at -zt :oo ~t(z-a) :_i —t(z-a) [® - =
F(z) {ee dt {e dt z—a[e I —

13.6. \Wta: Linearita LT

LT i zpétna LT je linearni je linearni, tj. pro libovolnéhkstantyc,,...,c. IR, aspd jedna konstanta je nenulova,

n

plat L(ch (t)) =YeL( (1) a L‘l(Zci E(z)) =Y eL(F (2)

i=1

13.7. \Bta: LT derivace funkce
Pro LT derivace plati: L(f'(t)) = zF(z) — f(0).



13.8. \@ta: LT n-té derivace funkce
Pro LT n-té derivace plati: L{(t)) = Z'F(z) — 2(0) - Z(0) - ... - f")0).

13.9. Poznamka:Uvedeme striny operatorovy slovnik.
Vzor f(t) | Obraz F(z)

1 1/z
t 117
e 1/(z-a)
t & 1/(z-a¥

Ae™ Al(z+a)
t e kl/(z+a)™, k=0, 1, 2, ..]




13.10. Riklad: Uzitim LT vyreste diferencialni rovnici y'(t) + y(t) =%s pa@ate:ni podminkou y(0) = 0.

1 1 A B _ 1 -1
=Y(2)

Reseni:zY(z)- y(0)+ Y(2)= e z)= = +

_(z+1)(z+2)=z+1 242 741 z+2
1=A(z+2)+B(z+1)

2A+B=1=22A-A=1=A=1

A+B=0=B=-A=B=-1

Zkouska:y'(t)=-e™ + 2@
-e'+2e +e' —e* =e® - splreno

Pacateini podminka: y(0) =1 -1 = 0 — spho



13.11. Riklad: Uzitim LT najcte feSeni systému linearnich diferencialnich rovnic
2y1'(t) -~ yzl(t) i yz(t) =0

yl(t) - 3yzl(t) + 2y2(t) =1

s paate&nimi podminkami y(0) = y(0) = 0.

Reseni:
202Y,(2) - y,(0)] - [2Y.(2) - y..(0)] + Y.(z) = 0= 22Y,(2) + (1 - 2)¥,(2) = 0
1 1
Y, (Z) - 3[ZY21(Z) Y, (0)] +2Y, (Z) = E =Y, (Z) & (2 - 32)Y2 (Z) = E
Resenim systémuchto dvou rovnic ziskam¥,(z) = — 21 + 2 7 tedy y,(t)= %+ %0
z-> z-=
2 3

t

Z 2. rovnice plyne, Zg,(t)=1+ 3y2'(t)—2y2(t)=1+3(— e’ +§e3] +4e? - de* =1+e? - X,

Celkem:y,(t)=1+e? — 22, y,(t)= - 27 + 2°.

Zkouska:y,'(t) = %ez - Ee3,y2'(t) =-e? + 3¢

t t t t t t t t t t t t

: = s - 2 = = - . : - - - - - :
1. rovnice:e? ——e®* +e2 ——e® — 222 + Z2°®* =0- splreno, 2. rovnicel+e? —2e® +3e2 —2e° —4e? +4e®* =0

Pasatesni podminky:y, (0)=1+1-2=0,y,(0)=-2+2=0- spireno.

- splreno



13.12. \Eta: Kolmogorovovy systemy a system evatich diferencialnich rovnic

Nech {X ;tOT} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem, ktery ma systém matiephodu{P(t);t 0T},
systém vektar absolutnich prawghodobnostf{p(t);t O T}, vektor paateinich pravépodobnostp(0) a matici intenzit
prechoduQ. Pak plati:

a) P'(t)=P(t)Q s paateini podminkoP(0) =1 (Kolmogorowiv systém prospektivnich diferenciélnich roynic

b) P'(t)= QP(t) s pa&atesni podminkouP(0) =1 (Kolmogoroviv systém retrospektivnich diferenciélnich roynic

c) p'(t)=p(t)Q s paateni podminkoy(0) = dany stochasticky vektasystém evolénichdiferencialnich rovnik

13.13. \Eta: Véta oreSeni Kolmogorovovych systéma systému evotinich diferencialnich rovnic

Nech’ Q je kvazistochasticka mati¢adu n. Pak plati:

a) Existuje jedinéeSeni systéemu prospektivnich a retrospektivnicltololgorovovych diferencialnich rovnic sgaoeni
podminkouP(0) =1. TototeSeni pedstavuje systém mati¢gzhodu HMR se § s mnozinou sta‘llJ={],2,... ,n}.

b) Existuje jedingeSeni systému evalnich diferencialnich rovnic s pateini podminkoy(0) = dany sachasticky vektor

TotofeSeni pedstavuje systém vektoabsolutnich pravghodobnosti HNR se € s mnozinou stav J ={L2,... ,n}.



13.14. Riklad: Nech {X ;tOT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stad ={1,2},
-2 2
matici intenzit pechoduQ =£ . J a vektor poatesnich pravdpodobnostip(0) = G%)

a) Najdtte vektor stacionarnich praggbdobnosti.
b) NajcEte vyjadeni pro vektor absolutnich prajmbdobnosti.

Reseni:
Ad a) Hledame vektaa tak, abyaQ =0, a, + & =1.

-2 2
(ailaz)[ 1 _:J:(O’O)!ai-'-az :1:>a2 :1_a1
1 1 2 12
-2 +a,=0 -1+a =0 ==a,=1-—=—,tedya=| =,=|.
5, +8,205 2, -1+a, =08, =1 a,=1-3=2 tedya=( 3.
Ad b) Resime systém evainich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateni podminkom(o)z(%,%}
-2 2

B0 =000 [ o0+ 0)=1=p0=1-p0)

p,'(t)=~2p,(t) + p,(t) = p,’(t) =~2p,(t) + 1~ p,(1).p,(0) = %

2 1
: _p.(0)=— 1_ _1,1_ 242 _2*2 _3, 6
Laplacéwv obraz:zR(z) - p,(0)=-2P,(z) + : P(z)=P(z)(z+3) PR (2) (2+3) " 2 +

e™, p,(t)=1-p,(t) =§ - %e‘st . Zkouska vyjde.

olk




