13. Laplaceova transformace a jeji uziti pri reSeni systému Kolmogorovovych diferencialnich rovnic
a evolucnich diferencialnich rovnic

13.1. Motivace: Pro HMR se spojitym &asem lze pravdépodobnosti prechodu vyjadiit jako feSeni systému
Kolmogorovovych diferencialnich rovnic a absolutni pravdépodobnosti 1ze vyjadtit jako feSeni systému evolucnich
diferencialnich rovnic. V obou téchto ptipadech vystupuji v uvedenych rovnicich intenzity ptechodu a jedna se o systémy
linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Takovéto systémy mizeme fesit pomoci rtiznych integralnich
transformaci, z nichz nejrozsitenéjsi je Laplaceova transformace. Laplaceova transformace pievadi soustavu diferencidlnich

rovnic pro nezndmé funkce na soustavu algebraickych rovnic pro obrazy téchto funkci. Tuto soustavu vyfeSime a pomoci

operatorového slovniku najdeme k obrazu feSeni jeho vzor.

13.2. Definice: Definice Laplaceovy transformace
Necht’ f(t) je funkce spliujici podminky:

a) f(t) je spojita pro t > 0,

b) f(t)=0prot<0,

.
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c) f(t) je exponencidlniho tadu, tj. existuji konstanty M > 0, ., tak, ze ‘t}\ <‘ I-
Pak funkce FF_Mf{‘e—th‘ se nazyva Laplaceova transformace funkce f(t). Funkce f(t) se nazyva vzor a F(z) obraz.
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(Obecné je z komplexni proménnd, pro nase ucely vSak postaci z> 0.)



13.3. Oznaceni:

Laplaceovu transformaci (dale LT) zna¢ime L(f(t)) = F(z) a zp&tnou (inverzni) transformaci zna¢ime L™ (F(z)) = f(t).

13.4. Véta: Vztah mezi vzorem a obrazem

Mezi plivodni funkei f(t) a jeji LT F(z) existuje vzajemné jednoznacny vztah.

13.5. Priklad: Najdéte LT funkce f(t) = e™.

ReSeni:
FF:" ' d‘:‘[ -4 v T_ L |

13.6. Véta: Linearita LT

LT izpétna LT je linearni je linearni, tj. pro libovolné konstanty G.. .., ~ »aspoil jedna konstanta je nenulova,

plati: I{ flgf t\ 7 ﬁ}Lf{ Ll( ﬂFF\ @Ll F(Z

13.7. Véta: LT derivace funkce
Pro LT derivace plati: L(f(t)) = zF(z) — f(0).



13.8. Véta: LT n-té derivace funkce

Pro LT n-té derivace plati: L(f™(t)) = 2"F(z) — 2" 'f(0) - 2"*f(0) - ... - f"D(0).

13.9. Poznamka: Uvedeme stru¢ny operatorovy slovnik.

Vzor {(t) | Obraz F(z)

1 1/z

t 1/z°

e™ 1/(z-a)

t e 1/(z-a)*

Ae™ Al(z+a)

g™ k!/(z+a)<", k=0,1,2, ...




13.10. Priklad: Uzitim LT Vyfeéte diferencialni rovnici y’(t) + y(t) = ¢ s pocatetni podminkou y(0) = 0.
Reseni: Z%_ P_I_"F_ . ,—1—~._Ail_t—i_ LI—
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Pocatecni podminka: y(0) =1 —1 =0 — splnéno



13.11. Priklad: Uzitim LT najdéte feSeni systému linearnich diferencialnich rovnic
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s pocate¢nimi podminkami y;(0) = y,(0) = 0.
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Pocate¢ni podminky: Y })‘: R }72})‘: __ - splnéno.



13.12. Véta: Kolmogorovovy systémy a systém evolucnich diferencidlnich rovnic

Necht’ gg,t ~ Je homogenni markovsky fetézec se spojitym ¢asem, ktery ma system matic pfechodu n\,t — |
systém vektort absolutnich pravdépodobnosti p}\,t ~ » vektor pocatecnich pravdépodobnosti p(0) a matici intenzit
prechodu Q. Pak plati:

a) P I\_ I{,‘ s poc¢atecni podminkou P(0) = I (Kolmogoroviiv systém prospektivnich diferencialnich rovnic)

b) ¥ }\_ ”;‘ s poc¢ate¢ni podminkou P(0) = I (Kolmogoroviv systém retrospektivnich diferencialnich rovnic)

c) p I\: fﬁ s pocatecni podminkou p(0) = dany stochasticky vektor (systém evolucnich diferencialnich rovnic).

13.13. Véta: V¢éta o feSeni Kolmogorovovych systémi a systému evolucnich diferencialnich rovnic

Necht’ Q je kvazistochastickd matice fadu n. Pak plati:

a) Existuje jediné feseni systému prospektivnich a retrospektivnich Kolomogorovovych diferencialnich rovnic s pocatecni
podminkou P(0) = I. Toto feSeni predstavuje systém matic piechodu HMR se SC s mnoZinou stavil J_ Z, o1l

b) Existuje jediné feseni systému evolucnich diferencidlnich rovnic s poc¢atecni podminkou p(0) = dany stochasticky vektor.

Toto fedeni piedstavuje systém vektord absolutnich pravdépodobnosti HMR se SC s mnoZinou stavii J_ Z, ol



13.14. Priklad: Necht’ gg,t ~ Jje homogenni markovsky fetézec se spojitym Easem, ktery md mnozinu stavil J_ 2,
o F 22N 11
matici intenzit pfechodu Q 1 1 a vektor pocatecnich pravdépodobnosti pP‘ 2,2

a) Najdéte vektor stacionarnich pravdépodobnosti.
b) Najdéte vyjadieni pro vektor absolutnich pravdépodobnosti.

ReSeni:
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Ad b) Resime systém evoluénich diferencialnich rovnic p }',\: {4 s pocatecni podminkou p{)‘_ 2,2
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