Jednoducha korela¢ni analyza
Motivace
Uvazme nahodné veli¢iny X, Y, které€ jsou aspoil ordinalniho typu. Tyto ndhodné veli€iny mohou mit rlizny vztah:

- : jedna ndhodna veliina je spjata s druhou nahodnou veli¢inou funkéni zavislosti vy-
jadienou predpisem Y = g(X), napt. X — polomér nahodné¢ vybrané sériové vyrabéné kulicky do kulickovych lozisek, Y =

—n ¢’ - objem této kuli¢ky. Kazdé realizaci nahodné veliciny X (vysvétlujici proménna) je ptifazena praveé jedna realiza-

ce ndhodné veli¢iny Y (vysvétlovand proménna).
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: jedna ndhodna veli¢ina ovliviiuje v rizné mife druhou ndhodnou veli¢inu, napt. X — vék pracov-
nika v letech, Y — pocet dnil absence za rok. Kazdé realizaci ndhodné veli¢iny X mize byt ptfifazeno vice realizaci na-

hodné veli¢iny Y. Zavislost miize byt jednostranna i1 oboustranna.
stochasticka zavislost
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: ndhodné veli€iny se navzajem neovliviiuji, napt. hazime-li nardz dvéma kostkami a oznac¢ime X
— pocet ok padlych na jedné kostce, Y — pocet ok padlych na druhé kostce, pak ndhodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky
nezavislé.
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X a'Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz plati: vV i,y ¢ *:® ,y =D (@ €
X a'Y jsou nekorelované, kdyz plati C(X, Y) =0 (t). mezi X a Y neni Zadny linearni vztah).
Ze stochastické nezavislosti vyplyva nekorelovanost, avSak z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezéavislost.



Korelac¢ni analyza:

o zkouma, zda existuje zavislost mezi dvéma ndhodnymi velicinami X, Y, kter¢ jsou bud’ ordinalniho nebo intervalového
¢i poméroveého typu. — nelze se spokojit s formalnim matematickym popisem zavislosti, zavislost musi byt
logicky zdtivodnitelna!

e pomoci Pearsonova ¢i Spearmanova koeficientu korelace méfi tésnost této zavislosti

e pro ndhodné veli¢iny intervalového a poméroveho typu je zaloZzena na ptedpokladu, Ze dvourozmérny nahodny vektor

X (w2 i\
|( \| se fidi dvourozmérnym normalnim rozlozenim N,! (Ml \|,! Ol p01c252 11, kde
Y k\lvlz) \poc, ©,° )|
W = E(X)a W = E(Y)a G12 = D(X)) 022 = D(Y)a p= R(X,Y)
e pii vyrazngjSim poruSeni predpokladu dvourozmérné normality doporucuje pouziti metod, které jsou urceny pro ndhodné
veli¢iny ordindlniho typu



Spearmaniv koeficient poradové korelace

b - L
Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky psycholog a statistik, zakladatel faktorové analyzy

Necht’ X,Y jsou ndhodné veli¢iny ordinalniho typu (tj. obsahové interpretace je mozna jenom u relace rovnosti a relace
usporadani).

Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (Xi, Y1), ..., (X, Yu) Z rozlozeni, jimz se fidi ndhodny vektor (X, Y). Oznac¢ime R;
poradi ndhodné veli¢iny X; a Q; pofadi nahodné Veliéiny Y,1=1, .., n.

4 ‘12 wy z R,-Q; .
Tento koeficient nabyvéa hodnot mezi —1 a 1. Cim je bllZSl 1, tim je silnéjsi pfima poradova zavislost mezi veli¢inami X a Y,
¢im je blizsi —1, tim je siln€j$i nepfimé potadova zavislost mezi veliCinami X a Y. Teoretickd hodnota Spearmanova
koeficientu se znaci ps.



Vlastnosti Spearmanova koeficientu poradové korelace
Pro Spearmaniiv koeficient potfadové korelace plati — < < . Cim je bliZ8i 1, tim je silnéj$i pfimé potradova zavislost mezi
veli¢inami X a Y, ¢im je blizs§i —1, tim je siln¢j$i nepfima potradova zavislost mezi velicinami X a Y.

Je-li ry = resp. r, = - , pak realizace €,,y, J= ....,n daného nahodného vybé&ru lezi na n&jaké rostouci resp. klesajici funk-
Cl.

Hodnoty rg se nezméni, kdyZ provedeme vzestupnou transformaci ptivodnich dat.
Hodnoty rg se vynasobi -1, kdyz provedeme sestupnou transformaci ptivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentni vii¢i odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna poradova zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba potadova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni pofadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna potadova zavislost.

Spearmantv koeficient pofadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordindlni charakter

- nelze predpokladat, ze vztah mezi veli¢inami X, Y je linearni

- nahodny vybér nepochazi z dvourozmérného normalniho rozlozeni



Testovani nezavislosti ordinalnich veli¢in

Na hladiné vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou potadové nezavislé nahodné veli¢iny proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y jsou potfadové zavislé ndhodné veliiny

- levostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje nepiima poradova zavislost

- pravostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje pfima potadova zavislost).

Jako testova statistika slouzi Spearmantiv koeficient pofadové korelace rs.

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti o ve prospéch

- oboustranné alternativy, kdyz | Is | > 15,1-02(0)

- levostranné alternativy, kdyZ rg <-rg;4(n)

- pravostranné alternativy, kdyZ rs > rg ;_(n),

kde rs1.4(n) je kritickd hodnota, kterou pro a = 0,05 nebo 0,01 a n <30 najdeme v tabulkach.



Asymptotické varianty testu
Ts Jn-

Pro n > 20 Ize pouzit testovou statistiku T, = -
1-

, ktera se v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy asymptoticky tidi

rozlozenim t(n-2).

Kriticky obor pro oboustrannou alternativu: W= - >, -t,_ , €~ 21 Ut € —2 0

Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W= ->-, €- j

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

W=t _, €20 .

Hypotézu o potadové nezavislosti nahodnych veli¢in X, Y zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz ty € W.
Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testu poradové nezavislosti bez ohledu na rozsah ndhodného

vybéru.

Pro n > 30 lze pouZit testovou statistiku r, \/E — . Plati-li Hy, pak r, \/; — = N(0, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitdme na

asymptotické hladin¢ vyznamnosti a ve prospéch

oboustranné alternativy, kdyZ r,vn-1e - 5, -u, ,)U u, .o ,

levostranné alternativy, kdyZ r,vn—le - o -u, ),

pravostranné alternativy, kdyz r,vn—-1e u, o



Priklad na testovani poradové nezavislosti (jsou znama poradi):
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Vypoctéte Spearmantiv koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze hodnoceni obou Iékaiti jsou poradove
nezavisla.

Reseni:

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X, Y jsou pofadové nezédvislé ndhodné veli€iny proti oboustranné alternativé H;:
X, Y jsou potadové zavisle ndhodné veliiny. V tomto priklad€ pfimo zname potadi R; (tj. hodnoceni 1. I¢kate) a poradi Q;
(t). hodnoceni 2. 1¢kate). Vypocteme

-k B e e B e e B e i,

Kritickd hodnota: rs95(7) = 0,745. Protoze 0,857 > 0,745, nulovou hypotézu zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X (hodnoceni 1. 1€kate), Y (hodnoceni 2. I¢kate) a sedmi ptipadech. Do
proménnych X a Y zapiSeme zjiSténa hodnoceni.

1 2

X Y
1 4 4
2 1 2
3 6 5
4 5 6
5 3 1
6 2 3
7 7 7

Statistiky — Neparametrickeé statistiky — Korelace — OK — vybereme Vytvofit detailni report - Proménné X, Y — OK —
Spearmantiv koef. R. Dostaneme tabulku

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany paroveé

Oznad. korelace jsou vyznanné na hl. p <,05000
Poget |Spearman | t(N-2) |Urovefip
Dvojice proménnych | plat. R

X &Y 7 0,857143) 3,721042| 0,013697

Spearmantiv koeficient pofadové korelace nabyva hodnoty 0,857, testova statistika se realizuje hodnotou 3,721, odpovidajici
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o potadové nezavislosti hodnoceni
dvou Iékait ve prospéch oboustranné alternativy.



Priklad na testovani poradové nezavislosti (poradi musime stanovit):

Jsou dany realizace nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni, kterym se fidi ndhodny vektor (X,Y): (2,5 13,4), (3.4
15,2), (1,3 11,8), (5,8 13,1), (3,6 14,5). Na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodné veli¢iny jsou poradové
nezavislé proti oboustranné alternative.

ReSeni:
X; 2,5 134 |1,3 |58 3,6
W 13,4115,2]11,8(13,1|14,5
R; 2 3 1 5 4
Qi 3 (5 1 |2 4
R-Q)|1 |4 [0 |9 o
Testova statistika: r, = — LZ -2 0= - O 1493
¢C- <« ' 7 s ’

Kriticka hodnota: pron =5 a a = 0,05 je kritickd hodnota 0,9. Protoze testova statistika se realizuje hodnotou 0,3, hypotézu
o poradové nezavislosti veli¢in X a Y nezamitdme na hladin€é vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Postupujeme Uplné stejné jako v predeslém pripade. Vystupni tabulka ma tvar:

Spearmanovy korelace (poradova korelace.sta)
ChD vynechany parové

Oznag. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000
Poget |Spearman | t(N-2) |Uroverip
Dvojice proménnych | plat. R

X &Y 5 0,300000 0,544705 0,623838

Spearmantiv koeficient poradové korelace nabyva hodnoty 0,3, testova statistika se realizuje hodnotou 0,5447, odpovidajici

p-hodnota je 0,6238, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o pofadové nezavislosti veli¢in
X, Y.



Pearsonuv koeficient korelace

Karl Pears;n (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo
[ [X-10 Y- i(V))  C&Y — ——
REK Y = \\/D(X) JD(Y) ) ~/DX) ,/D(Y proyDE)YDIY) > |
L jinak

se nazyva Pearsoniv koeficient korelace.

(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribu¢ni funkci ®(x,y) v obecném piipadé resp.
simultanni hustotu pravdépodobnosti ¢(x,y) ve spojitém piipad¢ resp. simultanni pravdépodobnostni funkci n(x,y)

v diskrétnim ptipadé.)



Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a;, Y) =R(X, ap) =R(ar, a) =0
(R€&,Y prob,b, >0

R(a: +b:X. a, + b Y) = R(X,Y)= ~
b) R(a; + b X, a, + b,Y) = sgn(b;by) R(X, Y) ﬁL—R«,Y/problb2<O

c) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) = 0 jinak

d) R(X, Y)=R(Y, X)

e) |[R(X,Y) < arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X, Y existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pravdépodobnost P(Y =a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y) =1, kdyzb >0 a R(X, Y)
= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Buniakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze k méfeni té€snosti linearniho vztahu velicin X a Y.
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Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pak tekneme, Ze ndhodn¢ veli¢iny jsou . (Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zavislost. Jsou-li ndhodné veli¢iny X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou samoziejme i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, Ze ndhodné veli¢iny jsou . (Znamena to, ze s riistem hodnot veli¢iny X
rostou hodnoty veli¢iny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y.)

Je-li R(X, Y) <0, pak fekneme, Ze ndhodné veliiny . (Znamena to, ze s ruastem hodnot veliciny X

klesaji hodnoty veliCiny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y.)



Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X, Y)), ..., (Xu, Y,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozloZeni daného distribu¢ni funkci @ (x,y).
Z tohoto dvourozmérného nahodného vybéru mizeme stanovit:

vybérové praméry M, = I—ZXi , M, = I—ZYi ,
= i
vybérové rozptyly S,* = l—z X;-M, >, S,” = L Y, -M, >,
n-—145 n-155

vybérovou kovarianci S,, = l—lz X, -M, €, -M, as jejich pomoci zavedeme
L=l

[1 &X-M, Y-M, S,

vybérovy koeficient korelace R, = inTl = S, . S, - S,S, pros3, >0 . Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se
|0 jinak

prenaseji i na vybérovy koeficient korelace.

(Spearmantiv koeficient poradové korelace odpovida Pearsonovu koeficientu korelace aplikovanému na potadi.)



Priklad: Vypocet realizace vybérového koeficientu korelace
U 65 zaméstnancti jisté firmy byla zjiStovana délka praxe v letech (veli¢ina X) a vyska prémii v K¢ (velicina Y). Dvouroz-
mérné rozlozeni Cetnosti je dano kontingencni tabulkou:

X y
1250]1750]2250[2750[3250[3750[4250
125[s 13 Jo Jo Jo Jo TJo
17512 14 [4 o Jo Jo o
250 [t 6 [7 [4 Jo Jo
27510 Jo [t 3 |7 |1 Jo
3250 [o o |1 J0 [5 1

Vypoctéte realizaci ry; vybérového koeficientu korelace R, a interpretujte jeho hodnotu. Pro tsporu ¢asu mate uvedeny na-
sledujici soucty:

Doxy = 5625y = 727503 x,0 = 10456,y = 198562500
K= = k=



ResSeni:

- - - - S
Zname tyto soufty: > x; = 562,5>.  yu= 72750, x;," = 10456, Yo = 198562500 , D> n, x.;yy, = 4446875
j= k= j= k= j=1 k=1
Vypocteme
5 s . 15625
pramérnou délku praxe: m, = —= = 14,038,
prumérnou vysku prémii: m, = %) = 657,692
( A
rozptyl délky praxe: s,” = 1—! 10456 — 35.(562 ’51 | = 15,25
o4 | \ 65 ) ]
: ( A
rozptyl vySe prémif: s,” = 1—! 198562500 — 5 ( 270 \ | = 516346
o4 L 65 ) ]
kovariance délky praxe a vySe prémii: s, = 1—( 146875 — 35 12025 172750 ) 1597 .4
64 | 65 65 )
. 2 25 %3z 4597 ,4
koeficient korelace délky praxe a vySe prémii: r,, = = ),8705

/45,25 /616346

Hodnota koeficientu korelace svédci o tom, ze mezi délkou praxe a vySkou prémii existuje dosti silnd ptimé linedrni
zavislost — ¢im delsi praxe, tim vyssi prémie.



Pearsoniiv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Jak bylo uvedeno v motivaci, korela¢ni analyza ptedpoklada, Ze dany ndhodny vybér pochézi z dvourozmérného normélniho
rozloZeni. Proc€ je tento predpoklad tak dalezity? Odpoveéd’ poskytne néasledujici véta.

Necht’ ndhodny vektor (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozloZeni s hustotou

ey
oxy = — ¢ LS L pigemz wy = B(X), 1 = E(Y), 6,7 = D(X), 0, =D(Y), p=R(X,Y).
216,53, J1- °
» 1 _((_L 3 » 1 _“(“ 1,3
Marginélni hustoty jsou: ¢ € = [p L,ydy= .= e 20 o €= [plLydx=.= o 2
g y jsou: ¢ f Ly d -, , f d o B

Je-lip=0,pakpro V i,y € *:0 {y =p € ¢ €, tedy ndhodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y normaln¢ rozlozeného ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti. Pro
jina dvourozmérna rozlozeni to neplati!



nadale budeme ptedpokladat, Ze (X, Y)), ..., (Xy, Yn) je ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného

([ o2 Y

normalniho rozlozeni N, ! (“1 \|,! 1 PO 132 .

\\Hz) \po 0, ©,° )

Ptedpoklad dvourozmérné normality 1ze orientacné ovéfit pomoci dvourozmérného teckového diagramu: tecky by mély
zhruba rovnomérné vyplnit vnitiek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou

totiz elipsy:

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozloZeni s parametry u; =0, u, =0, 6,° =1, 6,° = 1, p = -0,75:
1\
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Do dvourozmérného teckového diagramu mizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 1000% tecek lezet vné této elipsy, svédci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-1i mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zdpornou smérnici, znamena to, Ze mezi veli€¢inami X a Y existuje urcity stupen pfimé resp. nepfimeé
linearni zavislosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny (tj. p = 0) proti
- oboustranné¢ alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezéavislé nahodné veliiny (tj. p # 0)

- levostranné alternativé H;: X, Y jsou zaporn¢ korelované ndhodné veliCiny (tj. p < 0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladné korelované ndhodné veliCiny (tj. p > 0).

R,vn— !
1-R,,°
Plati-1i nulové hypotéza, pak T ~ t(n-2).
Kriticky obor pro test Hy proti
- oboustranné alternativé: W= - o, -t; ., €@-2JU t, ,€@-2 o,

Testova statistika ma tvar: T, =

- levostranné alternativé: W= - > - | t— ],
- pravostranné alternativé: W= t,_ . @ -2, .
Hy zamitadme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz t, € /.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti oboustranné alternativé
V diln€ pracuje 15 délnikd. Byl u nich zjistén pocet smeén odpracovanych za mésic (ndhodna veli¢ina X) a pocet
zhotovenych vyrobkil (ndhodna veli¢ina Y):

X20211817201819212014161921 1515
Y 9293 83 8091 8582989060 73 86 96 64 §1.

Ptedpokladejte, Ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X
a Y a na hladin€ 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y proti oboustranné alternative.

Reseni:

Vypocteme realizace

vybérovych priméri: m; ==Y x, = 18267, my= -3y, = 83,6,
n n o

vybérovych rozptylii: s, = le %, —m, 3 =5,6381, 8,2 = le yi—m, 3 = 1214,
n-—1y, n—1I5;

1

vybérové kovariance: s;, = —12 x,—m, € -m, =242571,

i=1

r 1w , . S
vybérového koeficientu korelace: r, = -2 =0,927.
SISZ

t,an—
VI- '122
kriticky 0bor W= - 5, -t 40 €3 JU 5005 €30 = - 5, -3,012) U 3,012,0 .

ProtoZe t, € 7, hypotézu o nezavislosti veli€in X a Y zamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 1%

Realizace testové statistiky: t, = = 8,912,

jsme tedy prokazali, Ze mezi poctem smén odpracovanych za mésic a poctem zhotovenych vyrobkul existuje zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 15 ptipadech. Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvou-
rozmérného teckového diagramu: Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — odSkrtneme Typ proloZeni Linearni — na
zélozce Detaily zaSkrtneme Elipsa Normalni - OK.

120

110

100

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam promén. — X, Y — OK — na zaloZce MoZnosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vysledk — Vypocet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pfipady vynechany u ChD)
Prom X & | Primér |Sm.Odch. r(xX,Y) r2 t p N | Konst. Smér. Konst. |Smérnic
prom Y zav.:Y | zav:Y | zav.:. X | zav.: X
X 18,26667  2,37447
X 18,26667  2,37447]1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
X 18,26667  2,37447
Y 83,60000/ 11,01817( 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 5,010135 4,302365 1,562407 0,199812
Y 83,60000, 11,01817
X 18,26667  2,37447]0,927180| 0,859663| 8,923795| 0,000001| 15 1,562407 0,199812 5,010135 4,302365
Y 83,60000 11,01817
Y 83,60000 11,01817| 1,000000 1,000000 15/ 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,92718, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, odpovidajici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezavislosti velic¢in X, Y.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti levostranné alternativé

Pracovnik personalniho oddéleni urcité firmy zkouma, zda existuje vztah mezi vékem zaméstnance (nahodna veli¢ina X) a
poctem dni absence za rok (ndhodna veli¢ina Y). Proto ndhodné vybral idaje o 10 zaméstnancich:

X 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

Y 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veliCiny proti alternative, ze X, Y jsou za-
porn¢ korelované nahodné veliCiny.

Reseni:

Ptedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti Hy: p < 0. Vypocitame rj; = -0,9325, tedy mezi v€kem pracovnika a
poctem dnli pracovni neschopnosti existuje silna neptima linearni zavislost.

TIZ\/H— )

Realizace testové statistiky: t, = 2' = - ,3053,

12
kriticky obor W= - > -, €]= - > - 8595).
JelikoZ t, € 7, zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch levostranné alter-

nativy. S rizikem omylu nejvyse 5% jsme prokazali, Ze mezi vékem pracovnika a poctem dntll absence za rok existuje ne-
pfima linearni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA

Mitizeme vyuzit toho, Ze jiz zname r,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n = 10, r = -0,9325,
odskrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,000041, tedy na hladiné vy-
znamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavislosti veli€¢in X a Y ve prospéch levostranné alternativy.

- (10 E [ Oboustranné

e[03325  [H & viposetpar : Konec "
plooons2 [ ¢ Wipogetrzp

Fizher. |1 677221 El " Vipodetr ze z [ Do protokalu =




Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti pravostranné alternativé

Mame k dispozici vysledky testil ze dvou predmétl zjisténé u osmi ndhodné vybranych studentd ur€itého oboru.
Cislo studenta 112 (3[4 |51]6 |7 |8
Pocet bodiiv 1. testu |80|50(36|58]42]60|56]|68
Pocet bodl ve 2. testu|65|60[35[39|48]44|48|61
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testii nejsou kladn¢ korelované.

ReSeni:

Nejprve se musime presveédCit, ze uvedene vysledky 1ze povazovat za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného nor-
malniho rozloZeni. Lze tak ucCinit orientacné pomoci dvourozmérného teckového diagramu. Tecky by mély vytvorit elipsovi-
ty obrazec.

100
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60 80

Obrazek svédci o tom, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi pocty bodii z 1. a 2. testu bude exis-
tovat urcity stupenl ptimé linearni zavislosti.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé H;: p > 0.

Vypoctem zjistime: 1, = 0,6668, to = 2,1917. Stanovime kriticky obor: W=t 6 o = 194320 . JelikoZ t, e 7, zamitame

na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospeéch pravostranné alternativy. S rizikem omylu
nejvyse 5% jsme prokazali, ze mezi vysledky 1. a 2. testu existuje ptimad linearni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA

Miizeme vyuzit toho, Ze jiz zname ry,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n = 8, r = 0,6668,
odskrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,035455, tedy na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch pravostranné alternativy.

M- |E EI [~ Oboustranné
r. [0.6868 |§| ' iposetpzr Korec
p[os5ess [ Vipogetrzp

Fizher. z |,E=EI4EIEEI @ " Vjpogetrzez [~ Doprotokaly &




Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou
Necht c je redlnd konstanta. Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: p # c. (Tento test se provadi napt. tehdy, kdyz experimentator
porovnava vlastnosti svych dat s vlastnostmi uvddénymi v literatuie.) Test je zaloZen na statistice

/ 1 o . . v r W W A\ 1 {
S § 1 PR , kterd ma za platnosti Hy pro n > 10 asymptoticky rozlozeni N(0,1), pfi¢emz Z = tot b
21— 26— 2 1-3y,
je tzv. . Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternativé tedy je
W= -5 -u_ )Y u_ 5, . Hyzamitime na asymptotické hladin¢ vyznamnosti o, kdyz Ue V.

Priklad: U 600 vzorka rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytickymi metodami s vybérovym koeficientem korelace
0,85.V literatuie se uvadi, Ze koeficient korelace téchto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05

testujte hypotézu

Ho: p=0,9 proti H;: p #0.9.

. / 1 ,

Redeni: Z= tni™2% _ 2560 U= 2562 -mit 2 O D fe00— - - 2976, Upgrs= 1,96, W= - >, -196)U 1,96, .
2 1-)385 \ 2 1- .9 2600- ) ' .

Protoze Ue V, Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma korelaénimi
koeficienty. Do polic¢ka r1 napiSeme 0,85, do policka N1 napiSeme 600, do policka r2 napiSeme 0,9, do policka N2 napiSeme
32767 (vétsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitdme nulovou hypotézu na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Starno

Rozdil mezi dvéma koreladnimi koeficienty

. |85 E M. [B00 @ Jednostr,

p: 0000
ZETI = AR = * Obaust.
Rozdil mezi dvéma primény [harmalni rozdéleni]

Pri: [0, |§|5m|:|d1: 1, E| N1{10 |§| p: 1,0000 Vipotet
Prz: |0, ESdeE: 1, @ k210 E Jednostr,
Wibérowp primér ve. stiedni hodmota * Oboustr

Rozdil mezi dvéma porméry

P1: [so000 [ wi:fio G Jedrast, | Wipoget
p: 1.0000
Pz [s0000 [ wzfn G * Oboustr.

Pokud bychom chtéli pomoci systému STATISTICA proveést presnéjsi test s vyuzitim statistiky U, mliZeme
vypocitat Fisherovu Z- transformaci pomoci Pravdépodobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadame realizaci vybérového
koeficientu korelace, rozsah vybéru. Zajima nas Fisher z.



Porovnani dvou korelacnich koeficienti
. 14 /4 . 14 14 r 4 W 14 & W 4 14 14 W 14 W 14 .
Necht jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsazich n an z dvourozmérnych normalnich rozlozeni s korelacnimi

koeficienty p a p". Testujeme Hy: p=p proti H: p # p . Oznaéme R, vybérovy korelaéni koeficient 1. vybéru a Ry,
1 1+ {12 a *_1 1+ 2 \12

vybérovy korela¢ni koeficient 2. vybéru. PoloZzme Z = iln - Z = j]n . Plati-li Hy, pak testova statistika
— Nib 1- 112
U= % ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternative tedy je
+
W= -5 -u_,,)U u_ ,,% . Hyzamitime na asymptotické hladin¢ vyznamnosti o, kdyZ Ue V.

Priklad: Lékatsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a B v moc¢i pacientl trpicich urcitou ledvinovou
chorobou. U 100 zdravych jedinci ¢inil vybérovy korela¢ni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob
trpicich zminénou chorobou byl 0,37. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze korelacni koeficienty

v obou skupinéch se nelisi.

1 « 1,1 — |
ReSeni: Z = —hq ol =),7753,Z = -In d  m ),3884 , U= ] == = 19242, Ug975= 1,96, W= - >, -196)U 1,96, .

1-),65 2 1-),37 .
100- 42—

ProtoZze U e V, Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma korelaénimi
koeficienty. Do policka r1 napiSeme 0,65, do policka N1 napiSeme 100, do policka r2 napiseme 0,37, do policka N2
napiSeme 142 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitame nulovou hypotézu na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

2.
[

Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: |’EE EI I"‘l-l:l-“:":I EI . G338 ™ Jednostr,
2 [ g e[z @ i & Oboustr
R ozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]

Pz fo. Esmoa:[i. E mifio [ et Vipote
Pz 0. [Esmodzf1.  [F n2fio g ¢ Jednost

o
[ Wiob&rowd priimér v stiedni hodnota O Dlye s

R ozdil mezi dvéma poméry

P1: [50000 N1:[10 Vppotet
@ E o 1.0000 " Jednostr, Fpoce
P2 50000 |§| nz:[10 |§| ' Dboustr.



Interval spolehlivosti pro korela¢ni koeficient
Jestlize dvourozmérny ndhodny vybér rozsahu n pochézi z dvourozmérného normélniho rozlozeni, jehoz korelacni
koeficient se pftili$ neli$i od nuly (je splnéna podminka | p | <0,5) a rozsah vybéru je dostatecné velky (n > 100), Ize
3
1- . 2 \/E— [
Nejsou-li uvedené podminky splnény, pak nelze tento vzorec pouZit, protoze rozloZeni vybérového korela¢niho koeficientu

. wr]°w w e r 4 w7 v v W 4 J4 v 1 1+ {
je prili§ zeSikmené. V takovém ptipadé vyuzijeme toho, Ze ndhodna veliCina Z = Eln — 12

odvodit, Ze 100(1-a)% interval spolehlivosti pro p ma meze R, + |

ma 1 pfi malém rozsahu vybéru

12

1
piiblizné normalni rozloZzeni se stfedni hodnotou E€ = th A

1-) 26—
1 SRV . ~ ¥2)

D€ - — . Standardizaci veli¢iny Z dostaneme veli¢inu U =

n-— 1/D(Z)

100(1-a)% asymptoticky interval spolehlivosti pro 5 L1 bude mit meze 2+

1-> \/_—

- (2. scitanec lze pii veétSim n zanedbat) a rozptylem

, kterd ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Tudiz

. Interval spolehlivosti pro p pak

dostaneme zpétnou transformaci.

Poznamka: Jelikoz Z = arctgh R,,, dostavame R, = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti pro p mliZeme psat ve tvaru

tgh(Z_ \u , pfidem? tghx = =

\ \/_— X+




Priklad: Pracovnik personalniho oddé€leni urcité firmy zkoumad, zda existuje vztah mezi poctem dni absence za rok (veli¢ina
Y) a vékem pracovnika (veli¢ina X). Proto nahodné vybral iidaje o 10 pracovnicich.

prac. |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
2716137123 146|58|29 36|64 |40
15/6 |10]18|9 |7 |14|11|5 |8

=P X

Za ptedpokladu, ze uvedené udaje tvoti ¢iselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10 z dvourozmérného normalniho roz-
loZeni, vypoctéte vybérovy korelacni koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze X a Y jsou nezavislé
nahodné veliCiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skutecny korelacni koeficient p.

ReSeni: Piedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacn€ pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

30
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Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.

Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R, =-0,9325, tedy mezi vékem pracovnika a poctem dnil pracovni ne-
schopnosti existuje silnd nepfima linearni zavislost. Testova statistika: T = -7,3053, kvantil t,975(8) = 2,306, kriticky obor
W= - o - 2,306) U 2,306, . JelikoZ T e V, zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veliin X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve STATISTICE vypocteme meze 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace p tak, Ze ote-
vieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednim ptipadem.

Do Dlouhého jména proménné DM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*log((1-0,9325)/(1+0,9325))-VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

a do Dlouhého jména proménné HM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*log((1-0,9325)/(1+0,9325))+VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

1 2
DM HM

1

-0,98425 -0,73358

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koeficient korelace p ma tedy meze —0,98425 a -0,73358. (ProtoZe nepokryva
hodnotu 0, zamitame hypotézu o nezéavislosti veli¢in X, Y na asymptotické¢ hladin€ vyznamnosti 0,05.)

Dalsi moznosti je vyuziti modulu Analyza sily testu.

Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu — Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0,9325, N: 10, zaSkrtneme

Fisherovo Z (plivod.) — Vypoditat.




