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CHAPTER 0. OBSAH

Predmluva

Ptiprava této ucebnice byla motivovdna pfedndSkami pro informatické obory na Masarykové uni-
verzité, kde je cely program zaloZen na preciznim matematickém pfistupu.

Chtéli jsme proto rychle, ale zdroven pofddné, pokryt zhruba tolik matematickych metod, jako je
obvyklé u vétsich kurzt v klasickych technickych oborech opfenych o matematické metody. Zaroven
jsme ale necht€li rezignovat na dplny a matematicky korektni vyklad. Chtéli jsme vedle sebe vylozit
i obtiZzn€jsi partie matematiky a spoustu elementarnich i obtizné&jsich konkrétnich prikladd, jak s uve-
denymi postupy ve skutecnosti pracovat. Nechtéli jsme pfitom za Ctendfe feSit, v jakém potadi a kolik

G X

Lteorie® Ci ,,praxe procitat.

Z téchto podnétd vznikl dvousloupcovy format s oddélenymi teoretickymi vahami a praktickymi
postupy, ktery kopiruje i skute¢né rozdéleni vykladu na predndsSkach na ,teoretické prednasky* a
,,demonstrovana cviceni*.

Snazime se tim vyjit vstfic jak Ctenditim, ktef{ si napied chtéji procvicit postupy pfi feSeni dloh a
teprve pak premyslet, pro€ a jak algoritmy funguji, tak tém druhym, ktef{ si napted chtéji délat jasno
o tom proc a jak véci funguji a pak piipadné zkousi pocitat priklady. Zaroveini tim snad zbavujeme
Ctendfe stresu, Ze by mél precist iplné vSe. Naopak, mél by mit radost z brouzdéni textem a proZitku
objevovan{ vlastni cesticky.

Text se pfitom v obou svych ¢4stech snazi prezentovat standardni vyklad matematiky s akcentem
na smysl a obsah predstavovanych matematickych metod. Resené tlohy procvicuji zakladni pojmy,
ale zdroveii se snaZime ddvat co nejlepsi priklady uZiti matematickych modelt.

Teoreticky text je prezentovan dosti kompaktnim zpisobem, mnoho prostoru je ponechdno pro
doreseni podrobnosti ¢tenafi. Uvadéné piiklady se snaZi pokryt celou skélu slozitosti, od bandlnich
az po perlicky ke skute¢nému premysleni. Studenti navic fesili a odevzdavali kazdy tyden zaddvané
priklady.

Ctenfim bychom radi pomohli:

e presné formulovat definice zakladnich pojmi a dokazovat jednoduchd matematicka tvrzent,
e vnimat obsah i pfibliZzné formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhledd pouZiti matematic-
kych néstroju,

e vstfebat ndvody na uZivani matematickych modeld a osvojit si jejich vyuziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétsinu lidi to znamena hledat si vlastn{ cestu
s tdpanim rGznymi sméry (s potfebnym pifekondvanim odporu ¢i nechuté€). I proto je cely vyklad
strukturovan tak, aby se pojmy a postupy vZdy nékolikrét vracely s postupné rostouci sloZitosti a Sif{
diskuse. Jsme si védomi, Ze se tento postup miiZe jevit jako chaoticky. Domnivadme se ale, Ze dava
mnohem lepsi Sanci na pochopeni u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny — pokud uz ,,vime®, nechce se ndm pie-

mysSlet, pokud ,,nevime®, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro orientaci v matematice je



hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je pri cetbé v riznych zdrojich. Urcité nepovazu-
jeme tento text za dostatecny jediny zdroj pro kaZzdého. Doufdme, Ze miZe byt dobrym zacitkem a
pripadné i dlouhodobym pomocnikem, zvlasté pro ty, kdo se k jednotlivym ¢4stem budou znovu a
zZnovu vracet.

Pro ulehceni vicekolového pristupu ke Cteni je text doprovdzen emotivné ladénymi ikonkami,
které snad nejen oZivi obvyklou strohou strukturu matematického textu, ale naznaci ctenafi, kde by
sloZitgjsi text mél byt ¢ten pozornéji, ale urcité ne preskakovéin, pfipadné kde by bylo moZznd 1épe
naro¢né pasiZe prinejmensim napoprvé viibec necist.

Volba jednotlivych ikonek samozfejmé& odraZi hlavné pocity autorti. Pfesto by postupné mohly byt
dobrym voditkem pro ¢tendfe. Velice zhruba fe¢eno, pouZivame ikonky varujici pied pracnosti/sloZi-

tosti/naro¢nosti, napf.

Dalsi oznacuji ne dplné€ pohodovou zdlouhavost price a potfebu trpélivosti ¢i nadhledu, jako jsou

tyto

A kone¢né méame také ikonky vyjadiujici pohodu nebo radost ze hry, tieba néasledujict
& Ak

Snazili jsme se sloupce s priklady sepsat tak, aby byly Citelné prakticky viceméné samostatné.
Bez ambici pohrat si s hlubsimi divody, pro¢ uvadéné postupy funguji, (nebo s prostym cilem ,,projit
s pisemkou‘‘) by mélo skoro stacit probirat se jen ptiklady. Definice pojmt ¢i popisy jejich vlastnosti
pouzivanych pri feseni prikladi jsou v teoretickém sloupci zpravidla vyznaceny, aby o né bylo mozno
snadno pohledem zavadit. Souvislost feSenych prikladii s paralelné studovanou teorif je pfitom spiSe

voln4, snaZili jsme ale ulehcit preskakovéni ,,z teorie do praxe a zpét* co nejvice.

Obsahove je celd uc¢ebnice ovlivnéna predstavou, Ze pro praktické vyuZiti jsou vlastné skoro vzdy
podstatné metody tzv. diskrétni matematiky, zatimco tzv. spojité modely jsou matematicky dobie
uchopitelnd pribliZeni veskrze diskrétniho svéta kolem nds. Pocitat koneckoncti stejné umime vzdy
jen s kone¢n€ mnoha raciondlnimi ¢isly naraz. Bez spojité matematiky si Ize ale téZko dobfe predstavit
koncepty jako konvergence procesu k limitnimu stavu nebo robustnost vypoctu. Bylo by bez ni také
obtiZné pracovat s odhady chyb pfi numerickych procesech.

VSechna témata a velmi podstatnou ¢4st textu jsme v létech 2005 — 2012 ovérovali pfi vyuce stu-
dentti informatiky a pozdéji i matematiky na Masarykove univerzit€. Paraleln€ jsme pritom vytvorili
také podklady pro praktické semindfe matematického modelovani a numerickych metod. V nich se
studenti, vénuji skute¢nému vyuZiti vypoctovych ndstrojii a modelt.

Zéavérem tohoto stru¢ného piedstaveni stru¢né shrneme obsah celé ucebnice. Samoziejmé pred-
pokladame, Ze si kazdy Ctendr, piipadné predndSejici, vybere témata a jejich poradi. Pokusime se

proto zdroven vymezit bloky, se kterymi Ize takto nezdvisle zachézet.
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Uvodni motiva¢ni kapitola se snaZ{ ilustrovat nékolik p¥istupt k matematickému popisu problémii.

YV 2

» Zac¢iname nejjednodussimi funkcemi (zdkladni kombinatorické vzorce). Pak nazna-

ché diferencni rovnice), uZziti kombinatoriky a mnoZinové algebry diskutujeme pro-
stiednictvim kone¢né klasické pravdépodobnosti. Predvadime maticovy pocet pro jednoduché tilohy
rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a transformace) a zavérem vse trochu zformalizujeme
(relace, usporadni, ekvivalence).

Nenechte se zde uvrhnout do chaotického zmatku rychlym stfiddnim témat — cilem je nashro-
/ maZzdit néco mélo netrividlnich ndméth k premysleni a hledani jejich souvislosti i

pouZiti, jesté neZ zabifedneme do trovné problémd a teorif sloZitéjsich. Ke vSem té-

3= matim této uvodni kapitoly se Casem vratime.

Dalsi dvé kapitoly jsou vénovany zakladim poctu, ktery umoziuje praci s vicerozmérnymi daty i

nych linedrnich modelech (systémy linedarnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencni
rovnice, Markovovy procesy, linedrni regrese). Ctvrta kapitola pak ilustruje pouZiti maticového poctu
v geometrickych tlohdch. Dozvime se néco mélo o afinni, euklidovské a projektivni geometrii.

V tomto okamZiku pferusime diskusi diskrétnich modeld a pfejdeme ke spojitym. Chceme co
nejnizorngji ukdzat, Ze zdkladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché.

Struéné feceno, velmi jednoduché dvahy spojené s popisem okamzitych zmén sle-

—=—_~ dovanych veli¢in umoziiuji délat zavéry pro jejich celkové chovani. SloZitosti se poji
skoro vyhradn€ se zvladnutim rozumné velké tiidy funkci, pro které maji nase postupy byt pouZzitelné.

Zacindme proto kapitolou, kde diskutujeme jaké funkce potfebujeme pro nelinedrni modely. Po
polynomech a splajnech postupné diskutujeme pojmy spojitosti, limity posloupnosti
a funkci a derivace funkci, ptipomeneme vsechny zakladni elementdrni funkce a za-

vérem se sezndmime s mocninnymi fadami. Tim je pfipravena ptida pro klasicky

diferencidlni a integralni pocCet. Ten prezentujeme v kapitole Sesté s dirazem na co
nejprimocaiejsi pochopeni souvislosti limitnich procesii, integracnich procesii a aproximaci.

Sedma kapitola se vénuje naznaktim aplikaci a snaZi se co nejvice pfipominat analogie k po-

stuptim jednoduché linedrni algebry z minulého semestru. Misto linedrnich zobra-

v zeni mezi kone¢n€ rozmérnymi vektorovymi prostory tak pracujeme s linedrnimi
operacemi mezi nekonecné rozmérnymi vektorovymi prostory funkci, definovanymi
bud integralnimi nebo diferencidlnimi operatory.

Zatimco studium diferencidlni rovnic nechdvdme na pozdéji, zde studujeme nejprve aproximace
funkci s pomoci vzdélenosti definované integrdlem (tzv. Fourierovy rady). Pak se v€nujeme souvis-
lostem s nékterymi integralnimi operdtory (napf. konvoluce) a integralnimi transformacemi (zejména
Fourirerova transformace). Po cesté si neodpustime ilustraci obecného principu, Ze spojité modely
jsou zpravidla ideovym podkladem a zaroven dobrou aproximaci pro modely diskrétni. Poslouzi nim

k tomu stru¢né nahlédnuti na problematiky tzv. waweletii a diskrétni Fourierovy transformace.



V osmé kapitole pokracujeme v naSem stru¢ném nastinéni analytickych spojitych metod, tento-
krit pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve rozs§ime zdkladni postupy a vysledky
tykajici se derivaci na funkce vice proménnych, véetné funkci zadanych implicitné a

tzv. vazanych extrémii. Hned poté rozsifime teorii integrovani o tzv. ndsobné integraly.

Poté se vénujeme stru¢né modelim opfenym o zndmou zménu naSich objektu, tj. dife-
rencidlnim rovnicim a malinko naznac¢ime obdobné problémy variacni. Zavérem této kapitoly se pak
stru¢né vénujeme numerickym piiblizenim a odhadtim.

Devité kapitola smétfuje zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvdme se v ni zdkladnimi pojmy

poznatky teorie grafl a jejich vyuZitim v praktickych problémech (napf. prohleda-

z stromy). Zavérem uvadime par poznamek o vytvorujicich funkcich.

[postedni kapitola se zabyva nejprve obecnymi algebraickymi strukturami s dirazem na teorii
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Posledni jedenéctd kapitola je vénovdna matematické pravdépododobnosti a statistice. Sezna-

PORADNE PODEKOVAN{ VSEM ZUCASTNENYM, KTERf NEBUDOU PRIMO V AUTOR-

SKEM KOLEKTIVU, STUDENTUM APOD.

72.27.2013, kolektiv autori



KAPITOLA 1

Prehrsel riznorodych dloh

»hodnota, zména, poloha*

— co to je a jak to uchopit?

1. Cisla a funkce

Ciselné obory.

VSsichni jsme jisté zvykli pocitat s pfirozenymi, celymi, racionél-
nimi a redlnymi ¢isly a mdme také predstavy, jak jsou uspotfddany do
vztahl ,,mensi—veétsi“. Je také docela zfejmé, Ze mezi kaZzdymi dvémi
celymi ¢isly n a n + 1 je spousta raciondlnich Cisel n < g < n + 1.
Jak jsou na tom ale ¢isla redlnd? Potfebujeme je viibec? I tady je pa-
trné odpovéd dobfe zndma: jiz staff Rekové védéli, Ze predepiseme-li
plochu ¢&tverce a® = 2, pak nelze najit raciondlni a, které by predpisu
vyhovovalo. Ovéfit to mtizeme za predpokladu, Ze zndme nésledujici

vlastnost jednozna¢ného rozkladu ptirozenych ¢isel na prvocisla:

Tvrzeni. KaZdé prirozené Cislo n lze jednoznacnym zpiisobem (aZ
na poradi Cinitelii) vyjadrit jako soucin n = pi' - py*...pk, kde

D1, - - -, Pr jsou po dvou riizna prvocisla.

Skute¢né, pokud by platilo (p/g)*> = 2 pro pfirozend &isla p a g,
pak tedy p? = 24°. Na levé strané mame v rozkladu na prvocisla 2"
se sudym r (pfipadné r = 0), na pravé stran¢ ale bude vZdy mocnina
dvojky lich4. To je spor s naSim tvrzenim a tedy predpoklad nemtize
platit a Zddné raciondlni ¢islo nemiize mit za svoji druhou mocninu
dvojku.

Vidime tedy, Ze jiZ hleddni odmocnin nés nuti k rozsifen{ racionél-

nich ¢isel na realna. Jako cviCeni si dokazte

s v

1.1. Nechf t a m jsou kladn4 celd &isla. Ukaite, Ze ¢islo %/t je bud
prirozené, nebo neni raciondlni.

Komplexni ¢isla.

Stac¢i ndm aspon pro elementdrni pocty redlnd Cisla? Je lehké si
uvédomit, Ze nikoliv: Uvahu o racionalité druhé odmocniny v minulém

odstavci miizeme formulovat jako dotaz na existenci feSen{ rovnice

»=2

KAPITOLA 1
Kricky k matematickym problémim

»hodnota, zména, poloha*
— co to je a jak to uchopit?

Cilem prvni kapitoly je uvést ¢tendfe do fascinujiciho
svéta matematického mysleni. Vybirdme si k tomu co nej-
konkrétnéjsi piiklady modelovani redlnych situaci pomoci
abstraktnich objektl a souvislosti. Zaroven projdeme néko-
lik témat a postupd, ke kterym se postupné budeme vracet
a v zavéru kapitoly se budeme chvili vénovat samotnému ja-
zyku matematiky (se kterym budeme jinak zachazet spiSe in-
tuitivné).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi
zde budeme pracovat, o to slozitéjsi je pochopit do disledku
jemnosti pouZzitych ndstrojii a postupd. Vétsinou je mozné
proniknout k podstaté véci teprve v jejich souvislostech.
Proto je také predstavujeme hned z né€kolika pohledt zaro-
vetl.

Pfechdzeni od tématu k tématu se moznd bude zdat jako
zmatecné, ale to se jisté postupné spravi pii nasich ndvratech
k jednotlivym tivahdm a pojmtim v pozdéjSich kapitolach.

Nazev kapitoly Ize chdpat i jako nabadani k trpélivosti. I
nejjednodussi dlohy a dvahy budou snadné jen pro ty, kteif
uZz podobné fesili (a pljde pro né jen o opakovani znalosti ze
stiedn{ Skoly). K postupnému poznani a ovlddnuti matema-
tického mysleni vede jen pozvolnd a spletitd cesta.

Zacneme s tim nejjednodussim: obycejnymi Cisly.
1. Cisla a funkce

Lidé odjakziva chtéji mit jasno ,.kolik™ néceho je, pri-
.. padné ,zakolik* to je, ,jak dlouho* néco
&7, trvd apod. Vysledkem takovych tvah je
’ 7 vétSinou néjaké ,.Cislo. Za &islo pfitom
/, - povazujeme néco, co umime scitat a né-
sobit a spliiuje to obvyklé zakonitosti, af uzZ vSechny nebo
jen nékteré. Napftiklad vysledek s¢itdni nezdvisi na pofadi, v
jakém Cisla s¢itdme, mame k dispozici ¢islo nula, které pricte-
nim vysledek nezméni, ¢islo jedna, kterym miZeme ndsobit,
aniZ bychom zménili vysledek, apod.

Nejjednodussim prikladem jsou tzv. &isla prirozend, bu-
deme je znaCit N = {0, 1,2, 3,...}. VSimnéme si, Ze jsme
mezi pfirozend Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v in-
formatice.

Pocitat ,jedna, dvé, tfi, “ se uli déti uz ve
Skolce. O néco pozdéji se setkdvame s Cisly celymi
Z={..,-2,-1,0,1,2,...} a nakonec si zvykneme na
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desetinnd ¢isla a vime, co znamend 1.19-ndsobek ceny diky
19% dani z ptidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti cisel. Abychom mohli s ¢isly pracovat
opravdu, musime se jejich definici a vlast-
nostem veénovat porddnéji. V matematice
= se tém zdkladnim tvrzenim o vlastnostech
ob]ektu jejichz platnost predpokldddme, aniZ bychom se
zabyvali jejich dokazovanim, fikd axiomy. Vhodna volba
axiomtl pfedurcuje jak dosah z nich vychéazejici teorie, tak
jeji pouZitelnost v matematickych modelech skutec¢nosti.
—L

\iﬁ Vlastnosti skalara Be

Vlastnosti s¢itani:

(KGl) (a@a+b)+c=a+ (b+c), provsechnaa, b, c
(KG2) a+b=>b+a, provsechnaa, b

(KG3) existuje 0 takova, Ze pro vSechna a platia + 0 = a
(KG4)
Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikame vlastnosti komutativni
grupy. Jsou to po fadé asociativita, komutativita, existence
neutrdlniho prvku (fikdme u s¢itdni také nulového prvku),
existence inverzniho prvku (fikdme u scitani také opac¢ného

prvku k a a znac¢ime ho —a).
Vlastnosti nasobeni:

pro vSechna a existuje b takové, Zea + b =0

(01 (a-b)y-c=a-(b-c), provsechny a, b, c
(02) a-b=>b-a, provsechny a, b
(03)

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1 - a = a
(04)

Vlastnosti (01)-(0O4) se postupné nazyvaji asociativita, ko-
mutativita, existence jednotkového prvku a distributivita sci-
tani vici ndsobeni.

MnozZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4),
(01)-(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi vlastnosti ndsobent:

a-(b+c)=a-b+a-c, provsechny a, b, c.

(P) pro kazdé a # O existuje b takové, Zea - b = 1.
(0D a-b =0, potombuda = 0nebo b =0.
Vlastnost (P) se nazyv4 existence inverzniho prvku vzhledem

k nésobeni (tento prvek se pak znaci a~) a vlastnost (OI)
ikd, Ze neexistuji ,,d€litelé nuly*.

je-li

Uvedli jsme si zdkladni{ vlastnosti operac{ s¢itani a ndso-
beni pro nase pocty s &isly, kterd piSeme jako
pismena a, b, c, .... Ob& tyto operace funguji
tak, Ze vezmeme dvé€ &isla a, b a aplikaci s¢i-
_ tdni{ nebo ndsobeni dostaneme vysledné hod-
noty a + b aa - b. Vlastnosti téchto operaci budeme sou-
stavné vyuZivat, aniZ bychom museli pfesné v&dét, s jakymi
objekty skutecné pracujeme. Tak se dostaneme k obecnym
matematickym nastrojiim, je vSak vZdy dobré mit pfedstavu
o typickych ptikladech.

v oboru raciondnich cisel. Ovérili jsme, Ze feSeni nemd, v oboru redl-

nych &isel uz ale ano. Co kdyZ napiSeme obecnéji
¥ =b

a ptame se pofeSeni ted? Tato rovnice mé vZdy feSeni x v oboru redl-
nych ¢isel, pokud je b nezdporné. Jestlize je b = —1, pak ale zjevn¢ ta-
kové redlné x existovat nemutize. Podbizi se ,,pfidat” k redlnym ¢islim
nové Cislo 7, tzv. imagindrni jednotku a zkusit dit dohromady rozSifeni
¢iselného oboru R redlnych Cisel tak, aby byly spln€ny vSechny vlast-
nosti, které od skalari ocekavame.

Kupodivu to skutecné jde tim nejjednodussim zptisobem: jisté bu-
deme chtit umét nové ¢islo i ndsobit redlnymi Cisly a budeme chtit
umét pricitat i skuteCnd redlnd ¢isla. Nutné proto musime v novém
¢iselném oboru komplexnich Cisel C pracovat s formalnimi vyrazy
7z = a+i b. Redlnému Cislu a fikdme redind slozka komplexniho ¢ila z,
redlnému Cislu b pak imagindrni slozka, piseme re(z) = a, im(z) = b.
Aby byly splnény vlatnosti asociativity a distributivity, zavedeme s¢i-
tani tak, Ze se nezdvisle scitaji redlné slozky a imagindrni slozky a
ndsobeni tak, jak by se ndsobily dvojcleny redlnych Cisel s jedinym

dodate¢nym pravidlem i? = —1, tj.

(1.1)
(1.2)

(@a+ib)y+(c+id)=(@+c)+i(b+4d),
(a+1ib)-(c+id) = (ac —bd)+1i (bc+ ad).

Ovérte si peclivé, Ze skutecné plati vSechny vlastnosti (KG1-4), (O1-4)
a (P) skalard, jde tedy o pole (komutativni té€leso) skalarti. Nulou je
samoziejmé ¢islo 0 4 i 0, jednickou ¢&islo 1 4 i 0, které opét piSeme
jakoOal.

Komplexni ¢isla jako body v roviné.

Tak jak si jisté pfedstavujeme reédlnd ¢isla jako body piimky vSech
realnych ¢isel, miZeme si dobie piedstavit komplexni ¢islaz = a+i b
jako body v rovné o soufadnicich (a, b). Imagindrni jednotka i pak
odpovidd bodu (0, 1) a v§imnéme si, Ze vyndsobeni jakéhokoliv &isla

z = a + i b imaginéarni jednotkou dava vysledek
i-(a+ib)y=-b+ia

coZ je v interpertaci v rovin€ otoCeni bodu z o pravy dhel v kladném
smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek. Dalsi geometrickd operace,

kterd ma jednoduché vyjadieni je symetrie podle osy redlnych cisel:
z=(@+ib)—> (a—ib)=z.

Hovofime o ¢islu z komplexné sdruZeném k z. VSimnéme si dle, Ze
soucin

Z = (a* +b*) +i(—ab + ba) = a® + b*
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je vzdy redlné ¢islo a dava nam kvadrat vzdalenosti ¢isla z od pocatku
0. Plati tedy |z|> = zZ.

oS

Komplexni ¢isla tvaru z = cos ¢+i sin ¢, kde ¢ je redlny parametr
uddvajici tihel mezi redlnou pfimkou a spojnici z s po¢atkem (méfeny
v kladném smyslu), popisuji pravé vSechny body na jednotkové kruz-

z Xz

nici v komplexni rovin€é. KaZdé nenulové Cislo z pak lze praveé jednim
zpisobem napsat jako
z = |z|(cos ¢ + i sin ).

Tento vyraz nazyvadme goniometricky tvar komplexniho Cisla z (vyja-
dfeni z = a + ib fikdme algebraicky tvar komplexniho cisla 7).
Vzorce pro sinus a kosinus souctu argumentl jsou pak ekviva-

lentni tvrzeni

Tvrzeni (Moivrova véta).

71 - 22 = |z1l|z2l(cos(@r + ¢2) + i sin(@; + ¢2),

kde @; jsou argumenty cisel z;.

. 12
1.2. Cislo (5«/5 + 5i) zapiste v co nejjednodussim tvaru.

Reseni. Upravy jako postupné umociiovani nebo rozvoj podle bino-
mické véty jsou v tomto pripad€ casové narocné. Pri vyjddieni
. V3 i\ T f i T
5345 = 10(7"‘5) =10 (cos £ +isinZ)
uZzitim Moivreovy véty vSak snadno obdrzime

(5v3+5i) ¥ 210 (cos 20 1 sin227) = 107,

O

1.3. Vyjadiete z = cos 0 + cos - + i sin ¥ v goniometrickém tvaru.
ReSeni. Abychom mohli vyjadiit
7 =|z| (cos¢ +ising),
nejprve uréime
2
Iz| = \/(COSO + cos %)2 + sin? F= \/(1 + %)2 + (*g) =4/3.
ZapiSeme-li
b4 i T 1 V3
=V (=E ) - (e 5 -
VA(§+i1).

vidime, Ze pro argument ¢ ma platit

V3
2 b

cos g = sing = 7,
coZ jiz dava ¢ = m/6. Celkem jsme tak ziskali

z=\/§(cos61+ising).

Celd ¢isla Z jsou dobrym piikladem komutativni grupy,
prirozena ¢isla nikoliv, protoZe nespliiuji (KG4) (a pripadné
neobsahuji neutralni prvek, pokud nékdo nulu do N nezahr-
nuje).

Kdyz komutativni okruh navic spliiuje i vlastnost (P), ho-
vofime o poli (Casto také o komutativnim télese).

Posledni uvedend vlastnost (OI) je automaticky splnéna,
pokud plati (P). Opacné to ovSem neplati a tak fikame, Ze
vlastnost (OI) je slab$i neZ (P). Napt. okruh celych ¢isel Z
nespliiuje (P), ale spliiuje (OI). Hovofime v takovém piipadé
0 oboru integrity.

Vsimnéme si, Ze mnoZina v§ech nenulovych prvki v poli
spolecné s operaci ndsobeni spliiuje (O1), (02), (O3), (P), a
je proto také komutativni grupa. Jen se misto s¢itdni mluvi o
ndsobeni. Jako priklad miiZeme vzit vS§echna nenulova redlna
¢isla.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - spliiujicimi
(ne nutné vSechny) vySe uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Bu-
deme pro n€ vesmés uZivat mald latinskd pismena ze za¢4tku
nebo konce abecedy.

Vsechny vlastnosti (KG1)—(KG4), (O1)-(04), (P), (OI)
z nasich dvah je tteba brat jako axiomatickou definici ptislu-
Snych matematickych pojmt. Pro naSe potfeby bude stacit
si pribézné uvédomovat, Ze pii dalSich diskusich budeme
disledné pouZivat pouze tyto vlastnosti skaldrd a Ze i nase
vysledky proto budou platné pro vSechny objekty s t€mito
vlastnostmi.

V tomto je pravd sila matematickych teorii — nejsou
platné jen pro konkrétni feSeny piiklad. Naopak, pfi rozumné
vystavbé maji vZdy univerzdlni pouZiti. Budeme se snaZit
tento aspekt zddraziniovat, prestoZe nase ambice mohou byt
v rdmci daného rozsahu ucebnice jen velice skromné.

1.2. Existence skalart. K tomu, aby ale skute¢né bylo
4, mozné budovat matematickou teorii, je tfeba ovéfit,
Ze takové objekty mohou existovat. Pro potfadek si
2 proto budeme postupné ukazovat, jak je mozné zkon-
4 struovat zdkladni ¢iselné obory. Pro konstrukci pfiro-
zenych Cisel zacneme s predpokladem, Ze vime, co jsou to

mnoZiny.

Prazdnou mnoZinu si oznacime @ a definujeme
(1.1 0:=0, n+1:=nU{n},
neboli

0:=¢,1:={}, 2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Timto zdpisem fikdme, Ze pokud uZ mdme definovand
vSechna Cisla 0, 1, 2, ... n, pak ¢islo n + 1 definujeme jako
mnoZinu vSech predchozich ¢isel.

Prirozena Cisla takto ztotoZnujeme s pocty prvki kon-
krétnich mnozin. Cislo n je mnoZina, kterd ma n prvkid a
dvé pfirozend &isla a, b jsou stejnd, pravé kdyz piislu§né
mnoZiny maji stejné€ prvkd. V teorii mnoZin se misto slovniho
spojeni ,,pocet prvkli mnoziny* pouZiva pojem ,,mohutnost
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mnoZiny“. Tento pojem m4 smysl (narozdil od toho predcho-
ziho) i pro nekone¢né mnoZiny.

Na prvni pohled je také vidét obvykla definice uspora-
dani pfirozenych Cisel podle velikosti (o ¢islu a fekneme, Ze
je ostie mensi neZ b tehdy a jen tehdy, kdyZa A baa C b
jako mnoZina). Dal§im formalnim krokem by méla byt defi-
nice s¢itani a ndsobeni a diikaz vSech zakladnich vlastnostni
pfirozenych ¢isel, véetné vyse uvedenych axiomid komutativ-
niho okruhu. Snadno lze napt. ukézat, Ze kazd4 podmnozina
v N mé nejmensi prvek a spoustu dalSich vlastnosti o kterych
zpravidla uz davno nepfemyslime a mame je za samoziejmé.

Nebudeme se tu konstrukci ¢iselnych oborti zabyvat po-
drobné a predpokldddme, Ze Ctendf Cisla raciondlni (Q), re-
dlna (R) a komplexni (C) dGvérné znd. Obc¢as budeme jen pii-
pominat teoretické i praktické souvislosti pfi dal§im vykladu.
Podrobné bude konstrukce raciondlnich ¢isel z ptirozenych
diskutovdna v [C40. Konstrukci redlnych ¢isel bude vhodné
zminit pfi studiu limitnich procesti pozdéji a jiz dfive budeme
z riznych algebraickych pohledl zkoumat ¢isla komplexni.

Recloal oilule

—

Vo

ey

\(nu«v(exu: TouinA

|

Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s ¢isly
manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, af uz
jejich hodnota je nebo neni predem zndma4.

1.4. Pomoci Moivreovy véty vypocitejte

(Cos 61 + i sin g)Sl

ReSeni. Thned dostdvame

.. 31 .. .
(cosl+zs1nl) =cos3Z 4+ igin3T = cos Z +isinE =
6 6 6 6 6
il
5

2

1.5. Stanovte

(2+3i)(1+i¢§)
1-i/3 ’

ReSeni. Nebof absolutni hodnota sou¢inu (podilu) dvou libovolnych

komplexnich ¢isel je soucin (podil) jejich absolutnich hodnot a kazdé

komplexnfi ¢islo md stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo s nim kom-

plexné sdruZené, plati

@+30)(1+iv3)
1-iv/3

B i = TR

=243 =

E'

1.6. Uvedte vzdélenost d ¢isel z,z v komplexni roving, je-li

V33
2

l

[\SJ[%)

7 =
ReSeni. Neni obtizné si uvédomit, Ze komplexn€ sdruZena cisla jsou
soumérné sdruZend podle osy x a Ze vzdédlenost komplexniho ¢isla od

s ¥z

osy x je rovna absolutni hodnoté jeho imaginarn{ ¢asti. To jiZ dava
d=3. (]

1.7. Spocitejte

i) z1+ 22
ii) z1.22
iii) 7y
iv) |za]
v) o
pro
)zi=1—-2i,z0=4i -3
ii) 21 :2,22:i
Komplexni ¢isla nejsou pouze néstrojem, abychom ziskali ,,divnd*
feSeni kvadratickych rovnic, ale jsou potfeba i k tomu, abychom ur¢ili

redlna feSeni kubickych rovnic. Jak vyjadrit feSeni kubické rovnice

CHal+bx+c=0
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pomoci redlnych koeficientli a, b, ¢? UkaZme si metodu, na kterou
prisli v Sestndctém stoleti pdnové Ferro, Cardano, Tartaglia a moZna
dalsi. Zavedme substituci x := ¢ — a/3 (abychom odstranili kvadra-

ticky ¢len v rovnici), dostaneme rovnici:
£+ pt+q=0,

kde p = b—a*/3aq = c+ (2a® — 9ab)/27. Nyni zavedme neznamé
u, v spliujici podminky u# + v = ¢ a 3uv + p = 0. Dosazenim prvni
podminky do ptivodni rovnice dostdvame

u? + v+ Guv+ p)u+v)+4g =0,

dosazenim druhé pak

p3

=0,
27

co? je kvadratickd rovnice v nezndmé s = u>. Mame tedy

I q P p?
. Y N
" \/ 2 4 T 27

Celkem pak zpétnym dosazenim

u® +qu

x=-p/3u+u—a/3.

Ve vyrazu pro u je se vyskytuje tfeti odmocnina a abychom dostali
vSechna tfi feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocninami.
Rovnice x¥* = a, a # 0, s nezndmou x md totiZ pravé tfi feSeni v
oboru komplexnich ¢isel (Zakladni véta algebry, viz ??). VSechna tato
feSeni nazyvdme tfeti odmocninou z &isla a. Je tedy vyraz /a v kom-
plexnim oboru trojznacny. Pokud se chce pfisoudit vyrazu /a jedno-
znaény vyznam, tak se za tieti odmocninu uvaZuje feSeni s nejmensim
argumentem.

Navic jesté dodejme, Ze pfi popsaném postupu se mohlo vyskyt-
nout déleni nulou. V tom piipadé je nutno pouZzit jiného (vét§inou snad-

néjsiho) postupu.

1.8. Reste rovnici

P4+ —2x—1=0.

ReSeni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nema raciondlni kofeny (me-
tody si objasnime v ¢asti ?
p=b—a’/3=-7/3,q =—17/27, pro u pak dostdvime

/28 4+ 12/—147

u = ,

6
kde mtzeme teoreticky volit az Sest moznosti pro u (dvé volby zna-

?). Dosazenim do ziskanych vztaht ziskdme

ménka plus ¢i minus a k tomu tfi nezdvislé volby tfeti odmocniny).

10

1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s &iselnou hodno-
< tou, kterd neni ddna jako konkrétni ¢islo. Misto
toho néco vime o zavislosti nasi hodnoty na hod-
notach jinych. Formalné piSeme, Ze hodnota y =
: f(x) nasi ,,zavislé* proménné veliCiny y je dana
,nezavislou* veli¢inou x. Pfitom miiZeme znalost f brat for-
malné (prosté je to né€jakd, blize nespecifikovand, zavislost)
nebo operacné, tj. f(x) je ddno vzorcem poskladdanym z (pro-
zatim si predstavme kone¢né mnoha) zndmych operaci. Po-
kud je hodnotou skaldr, hovoiime o skaldrni funkci. Kazda
funkce je definovdna na néjaké mnozin€, mluvime o definic-
nim oboru funkce, a mnoZina vSech hodnot je pak tzv. obor
hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f ddny pouze pri-
blizné€ nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tdvah pak byva z neformélniho
popisu zdvislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je
popisuji, nebo aspoii explicitni vyjddieni pro konkrétni hod-
noty zavislych proménnych, ptipadné jejich ptibliZzeni. Podle
typu tlohy a cile pracujeme:

e s pfesnym a konecnym vyrazem

e s nekoneénym vyrazem

e s pfiblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétSi-
nou s vy¢islenou moznou chybou)

e s odhadem hodnot s vy¢islenim jejich pravdépodobnosti
apod.

Skaldrni funkci je napf. roéni mzda pracovnika néjaké
firmy (hodnoty nezavislé veli¢iny, tj. defini¢ni obor funkce,
jsou jednotlivi pracovnici x z mnoZiny vSech sledovanych
pracovnikd, f(x) je jejich ro¢ni mzda za dané obdobi).
Stejné tak mtiZzeme sledovat mési¢ni mzdu konkrétniho pra-
covnika v Case (nezavislou hodnotou je ¢as v mésicich, za-
vislou pfijem v jednom kazdém mésici). Jinym piikladem je
tteba plocha obrazce v roviné, objem télesa v prostoru, rych-
lost konkrétniho auta v Case atd. Dovedeme si jisté predsta-
vit, Ze ve v§ech uvedenych piipadech miZe byt hodnota ddna
néjakou volné popsanou souvislosti nebo namétena piiblizné
nebo odhadnuta atd.

1.4. Operacné definované funkce. Funkce miZeme mit

> . dany vyctem jejich hodnot — napf. ve firmé
je jen kone¢né¢ mnoho zaméstnancli a umime
—_sestavit tabulku s jejich aktudlnimi mési¢nimi
platy Castejl ale mdme misto hodnot pravidla, jak k hodno-
tdm dojit.

fr————————

] Funkce faktoriél

3
DiileZitou skalarni funkci na pfirozenych Cislech je fak-
torial, ktery definujeme vztahy
fO) =1, fm)=n-fn-1)

pron=1,2,....
mena

PiSeme f(n) = n! a definice zjevné zna-

nl=n-n—1)---1
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Nase definice funkce faktoridl fik4, jak se zméni hodnota
f(n), kdyZ zménime hodnotu n o jednicku. Vzorec pro n!
jiz explicitné fik4, kolik to je doopravdy. V tomto piipadé to
neni piili§ efektivni vzorec, protoZe se jeho sloZitost zvétSuje
s rostoucim n, lepsi ale tézko hledat.

Podivejme se jeSté na obycCejné s¢itani prirozenych Cisel
jako na operacné definovanou skaldrni funkci. Defini¢nim
oborem je mnoZina vSech dvojic (a, b) ptirozenych &isel. De-
finujeme a + b jako vysledek procedury, ve které k a néko-
likrat po sobé pficitime 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1
definovali v rovnicich (). Pfi kazdém pficteni odebereme
z b nejvetsi prvek a postupujeme tak, dokud neni b prazdna
(tj. b se postupné zmenSuje o jednicku a v kazdém kroku ndm
tikd, kolik jesté zbyva pficist).

Je evidentni, Ze takto definované s¢itdni sice je ddno (ite-
rativnim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické
pocitani. Tak tomu bude v nasem vykladu Casto — teoreticky
korektni definice pojmu ¢i operace neznamend, Ze tkony
s nimi spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu
budeme postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické né-
stroje ziskdvali. Co se tyce pfirozenych ¢isel, od Skolky je
umime scitat zpaméti a rychle (pokud jsou mald), pro vétsi
zndme ze zdkladni Skoly algoritmus pisemného s¢itdni a s vel-
kymi si poradi pocitace (pokud nejsou prili§ velkd).

2. Kombinatorické veli¢iny

Typickym ,.kombinatorickym* problémem je napocitat,
2 kolika rliznymi zplsoby se miZe néco stat.
' Napt. kolika zptsoby lze vybrat v samoobsluze
dva rizné sendvice z dané nabidky? Myslime
si pfitom, Ze jsou vSechny sendvice v regilu

po dvou rzné nebo rozliSujeme jen rizné typy sendvici?
Pfipoustime pak, Ze si také miZeme vzit dva stejné?
Nepteberné takovych otdzek mame u karetnich a jinych her.

1.5. Permutace. JestliZze z mnoZiny n pfedmétd vytvaiime
néjaké potadi jejich prvkl, mame pro volbu prvniho prvku
n moznosti, dalsi je volen z n — 1 mozZnosti atd., aZ ndm
nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné tedy je na
dané kone¢né mnoZin€ S s n prvky pravé n! rliznych poradi.
Procesu usporadavani prvkd mnoZziny S fikdme permutace
prvkid mnoziny S. Vysledkem permutace je pak vZdy néjaké
poradi prvka. JestliZe si predem prvky v § ocislujeme, tj. zto-
toZnime si S s mnoZinou S = {1, ..., n} n pfirozenych ¢isel,
pak permutace odpovidaji moZnym potadim ¢isel od jedné
do n. Médme tedy piiklad jednoduché matematické véty a nasi
predchozi diskusi je moZné povaZovat za jeji diikaz:

—-Peéét permutaci na kone¢né mnoTL}C

Tvrzeni. Pocet p(n) riiznych poradi na konecné mnoziné s
n prvky je dan znamou funkci faktorial:

(1.2)

p(n) =n!

Jak v8ak snadno nahlédneme, dostivame pro x pouze tfi rizné hod-

noty. Dosazenim do (1.7) pak jeden z kofenti ma tvar

14 N /28 — 84ix/3 1

c -3 =1247,
J3(28 — 84i/3)

obdobné pro ostatni dva kofeny (pfiblizné¢ —0, 445 a —1, 802). Jak

jsme predeslali, vidime, Ze i kdyZ se ve vzorcich pro kofeny vyskytuji
komplexni Cisla, tak vysledek je redlny. U
Zavérem uvedime jesté jeden piiklad ukazujici, Ze ,,divné* skalary

se chovaji divné:

1.9. Nenulovy mnohoclen s nulovimi hodnotami. Najdéte nenu-
lovy mnohoclen jedné nezndmé s koeficienty v Z, tj. vyraz typu
ax" + -+ ax + ag, a; € Zq, a, # 0, takovy, Ze na mnozin¢€ Z;
nabyvéa pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x libovolny z prvki
Z7 avyraz v Z7 vy¢islime, dostaneme vzdy nulu).

ReSeni. Pii konstrukci tohoto mnoho&lenu se opfeme o Malou Fer-
matovu vétu, kterd iikd, Ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim

nesoudélné plati:

(1.3) a?~! = I(mod p).

Hledany polynom je tedy napiiklad polynom x’ — x (polynom x5 — 1

by nemél nulovou hodnotu v &isle 0). U

2. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrét s prirozenymi Cisly, kterd budou
popisovat rizné nedélitelné predméty nachazejici se v naSem Zivotnim
prostoru a budeme se zabyvat tim, jak spocitat pocet jejich uspofddénd,
preuspotadani, vybért a tak podobné. Ve velké vétsiné takovychto pro-
blémi lze vystadit se ,,selskym rozumem®. Sta¢i vhodné pouZivat pra-

videl souctu a soucinu, ktera si ukdZeme na nésledujicich piikladech:

1.10. Maminka chce Jenikovi a Mafence rozdélit pét hrusek a Sest
jablek. Kolika zptisoby to mtze udélat? (Hrusky mezi sebou povazu-
jeme za nerozliSitelné, stejné tak jablka. Pfipoustime, Ze nékteré z déti
nic nedostane.)

ReSeni. P&t hrusek samostatng miize maminka rozdglit $esti zpiisoby.
(Rozdéleni je uréeno tim, kolik hrusek d4 Jenikovi, zbytek pfipadne
Matence.) Sest jablek pak nezdvisle sedmi zpGsoby. Podle pravidla

soucinu pak obé€ ovoce soucasné muze rozdélit 6 - 7 = 42 zptisoby. [J

1.11.

nekondf cifrou 2, nebo kondf cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.

Urcete pocet ¢isel Ctyfcifernych Eisel, kterd zacinaji cifrou 1 a

ReSeni. Mnozina uvazovanych Cisel je sloZzena ze dvou disjunktnich

v o

mnoZin, totiZ Cisel, kterd zacinaji cifrou 1 a nekonci cifrou 2 (prvni

11
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mnoZina) a ¢isel, kterd nezacinaji cifrou 1 a kondi cifrou 2. Celkovy
pocet popsanych ¢isel dostaneme podle pravidla souctu tak, Ze se¢teme
pocty &isel v téchto dvou mnoZindch. V prvni z téchto mnoZin médme
¢isla tvaru L,,1XXY*, kde X je libovolnd cifra a Y je libovolnd Cislice
mimo dvojky. MiZeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezdvisle
na tom miZeme provést deset voleb tieti cifry a opét nezavisle devét
voleb posledni cifry. Tyto tfi nezdvislé volby jednoznacné urcuji dané
¢islo a podle pravidla sou¢inu mdme tedy 10 - 10 - 9 = 900 takovych
¢isel. Obdobné ve druhé skupiné mdme 8 - 10 - 10 = 800 cisel (na
prvni cifru mdme pouze osm moznosti, nebof ¢islo nemiZe zacinat
nulou a jednicku mdme zakazanu). Celkem podle pravidla souctu je
900 + 800 = 1700 uvaZovanych &isel. (Il

1.12. Urcete pocet zplisobt, jak 1ze na Sachovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a ¢ernou véz tak, aby se neohrozovaly (nebyly ve stejném fadku

ani sloupci).

ReSeni. Nejprve umistime napf. bilou v&Z. Pro ni mdme na vyb&r
z 82 poli. Ve druhém kroku umistime vé% ernou. Nyni mame ,k dis-
pozici“ 7% poli. Podle pravidla soucinu je vysledek 82 - 72 = 3136.
O

V nasledujicich piikladech uz budeme pfi feSeni pouZivat pojmt
kombinace, permutace, variace (pifipadné s opakovdnim), které jsme

definovali.

1.13. Béhem schlize ma vystoupit 8 fecnikii. Stanovte pocet vSech

poradi, v nichZ dva pfedem ur¢eni fe¢nici nevystupuji ihned po sobé.

ReSeni. Oznaéme si zminéné dva fe¢niky jako osoby A a B. Pokud
hned po vystoupeni osoby A nasleduje vystoupeni osoby B, miZeme
na to nahliZet jako na projev jediného fe¢nika. Pocet v§ech poradi, v ni-
chZ vystupuje B ihned po A, je tedy roven poctu vSech permutaci ze
sedmi prvki. Stejny je pochopitelné také pocet vSech potadi, v nichz
vystupuje A ihned po B. Nebof pocet v§ech moZnych potadi 8 fe¢nikt

je 8!, Cislo 8! — 2 - 7! uddv4 hledany pocet poradi. ]

1.14. Kolika zplisoby mtize sportovec umistit 10 riznych pohard do
5 polic, jestliZe se na kazdou polici vejde vSech 10 pohard?

ReSeni. K poharim piiddme 4 navzdjem nerozligitelné predméty, kupf.
tuzky. Pocet vSech riznych potfadi pohart a tuzek je ziejmée 14!/4! (tu-
Zky jsou nerozlisitelné). Kazdé umisténi poharti do polic ovSem odpo-
vida prave jednomu sefazeni pohdrti a tuzek. Stalf tieba fici, Ze pohary
pred prvni tuzkou v poradi ddme do prvni police (pfi zachovani poradi),
pohary pied druhou tuzkou do druhé police atd. To znamen4, Ze ¢islo
14!/4! je vysledkem. (Il

12

1.6. Kombinace a variace. Dalsim jednoduchym piikla-

' dem hodnoty urcené vzorcem jsou tzv. kom-
binacni cisla, kterd vyjadtuji, kolika zplisoby
, lze vybrat k riznych rozliSitelnych pfedmétd z
2 mnoziny n predméth. Zjevné mame

nmn—1)---(n—k+1)

moznych vysledkti postupného vybéru nasich k prvkd, pri-
tom ale stejnou vyslednou k—tici dostaneme v k! rtiznych
poradich. Pokud ndm zéleZi i na poradi vybrané k-tice prvk,
hovofime o variaci k—tého stupné.

Jak jsme si prave ovéfili, pocet kombinaci a variaci uda-
vaji nasledujici vzorce, které také nejsou pro vypocet moc
efektivni pfi velikych k a n, protoZe obsahuji vyrazy pro fak-
toridly.

11 Kombinace a variace

Tvrzeni. Pro pocet c(n, k) kombinaci k-tého stupné z n
prvkii, kde 0 < k < n, plati
(1.3)

c(n, k) = (

n)_n(n—l)...(n—k+1)_ n!
k) k(k—1)...1 (m=k)k!

Pro pocet v(n, k) variaci plati

(1.4) vin,k)=nn—1---(n—k+1)

I pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

7 Xz

Kombinaé¢ni ¢islo (Z) ¢teme ,,n nad k£ a nazyvdme ho
také nékdy binomickym cislem. Tento ndzev Cisla dostala od
tzv. binomického rozvoje, tj. rozndsobeni n-t€ mocniny dvo-
j¢lenu. Pocitame-li totiZ (a 4 b)", bude koeficient u mocniny
akb"* pro kazdé 0 < k < n roven pravé poctu moznosti,
jak vybrat k—tici z n zdvorek v soucinu (ty, kde bereme do
vysledku a). Plati proto

(a+b)' = Z (Z)akb”_k

k=0

(1.5)

a v§imnéme si, Ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze distri-
butivitu, komutativitu a asociativitu nasobeni a s¢itani. For-
mule (I3) proto plati v kazdém komutativnim okruhu.

Jako dals$i jednoduchou ukdzku, jak vypadd matematicky
dikaz si odvodime nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinac-
nich &islech. Pro zjednoduSeni formulaci definujme () = 0,
kdykoliv je bud' k < 0 nebo k > n.

1.7. Tvrzeni. Pro vsechna p¥irozend Cisla k a n plati

(D ()= (")

2) (i) =)+ (L)
(3) Yico () =2"

(4) Yizok(}) =n2""".
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Dtkaz. Prvni tvrzeni je zjevné piimo z formule (I3).
JestliZe vycislime pravou stranu z tvrzeni (2), dostdvame

(n)+( n )_ n! N n!
k k+1) kln—=k! *k+Dn—k—=1
_ (k+ Dn!+ (n —kn!

k+ 1)!(n —k)!
_ (n+1)!
(k4 D! —k)!

coZ je ale leva strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) dokaZeme tzv. matematickou indukci. Tento

: typ diikazu je vhodny pravé pro tvrzeni, kterd

., Ttikaji, Ze néco ma platit pro vSechna pfiro-
2 = zend Cisla n. Matematickd indukce se skldda
ze dvou krokli. V prvnim se tvrzeni dokdZe pro n = 0 (po-
pfipad€ n = 1 nebo dalsi hodnoty n). V druhém, tzv. induk¢-
nim, kroku pfedpokldddme, Ze tvrzeni plati pro n&jaké n (a
vSechny predeslé hodnoty), a za pomoci tohoto predpokladu
dokdZeme, Ze tvrzeni plati i pro n 4+ 1. Dohromady z toho
pak vyvodime, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozena n.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoZe (g) =1=
20, (Stejné tak je pfimo vidét i pro n = 1.) Pfedpoklddejme,
Ze plati pro néjaké n a spoctéme piislusnou sumu pro n + 1
s vyuZitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

2(1)-2 067+

n n n+l1 n . . .
:k;(k)Jrl;(k):z 42 =t

Vsimnéme si, Ze vzorec (3) uddva pocet vSech podm-
nozin n—prvkové mnoziny, nebot (Z) je pocet vsech jejich
k—prvkovych podmnozin. VSimnéme si také, ze tvrzeni (3)
plyne piimo z (1.5) volboua = b = 1.

Tvrzeni (4) dokdZeme op€t matematickou indukci, po-
dobné jako (3). Zjevné plati pro n = 0, ¢imZ je hotov
prvni krok. Indukéni predoklad tika, Ze (4) plati pro néjaké n.
Spoctéme nyni prislusSnou sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni
(2) a induk¢niho predpokladu. Dostaneme

S =2 )+ ()]
= kzZn:](k + 1)(2) +§k<z>
-2 () ) 240)

=2"4+n2" ' 2" = (n+ 1)2".

Tim je proveden indukéni krok, a tvrzeni je dokdzdno pro
vSechna pfirozena n. (|

1.15. Urcete pocet Ctyfcifernych ¢isel sestavenych z praveé dvou riz-
nych cifer.

ReSeni. Dvé rizné cifry pouzité na zdpis mizeme vybrat (%)) zpé-
soby, ze dvou vybranych cifer miizeme sestavit 2* — 2 riznych &ty
cifernych ¢isel (dvojku odecitdme za dvé ¢isla sloZend pouze z jedné
cifry). Celkem mdme (120 ) (2*—2) = 630 ¢isel. Nyni jsme ale zapocitali
i &isla zaéinajici nulou. Téch je (?) (23 — 1) = 63. Celkové dostdvame
630 — 63 = 567 cisel. O

1.16. Urcete pocet sudych Ctyfcifernych ¢isel sestavenych z pravé

dvou rtznych cifer.

ReSeni. Obdobné jako v predchozim piikladu se nejprve nebudeme
ohlizet na cifru nula. Dostaneme tak (;) 2* —2)+5-523 - 1) &isel
(nejprve pocitdme Cisla pouze ze sudych cifer, druhy s¢itanec uddva
pocet sudych Ctyfcifernych ¢isel sloZenych ze sudé a liché cifry). Opét
musime odedist &isla zaéinajici nulou, téch je (2° — 1)4 + (22 — 1)5.

Hledany pocet cifer tak je
5
(2) QY —2)4+5-52° -1 -2 = 14— (2> - 1)5 =272.

O

1.17. Nakoncerté je 730 lidi. Maji n€ktef{ z nich stejné inicidly? (Ne-

uvaZzujeme hacky ani ¢arky)

ReSeni. Pismen v abeced& (véetné CH) je 27. Polet viech moZnych

inicialdi je tedy 27> = 729. Proto aspoti 2 lidé budou mit stejné inicidly.
O

1.18. Novi hraci se sejdou v jednom volejbalovém tymu (6 lidi). Ko-
likrat si pfi seznamovani (kazdy s kazdym) podaji ruce? Kolikrét si
hréaci podaji ruce se soupefem po odehrani zdpasu?

ReSeni. Seznamuje se kazd4 dvojice z Sesti hradt. Poget podani rukou
je teda roven kombinaci C(2, 6) = (g) = 15. Po zépase si kazdy z
Sesti hract poda ruku Sestkra (s kaZzdym z Sesti soupetil). Pocet je teda
dohromady 6> = 36. O

1.19.

dva z nich majf fidi¢sky prikaz? Jak se miZe rozesadit 20 cestujicich

Jak se muZe rozesadit pét osob v pétimistném auté, kdyZ jen

eve

a dva fidi¢i v 25-mistném minibuse?

ReSeni. Na misté fidice mame dvé moZnosti a na zbylych mistech uZ
je pofadi libovolné, tzn. pro spolujezdce 4 moZnosti, pro dal$i misto
3, pak 2 a 1. Celkové 2.4! = 48 moznosti. Podobné v minibuse mame
dve€ moznosti na misté fidi¢e a druhy fidi¢ plus cestujici mohou na zby-

Iych 24 mistech sedét libovolné. Nejprve vybereme mista, kterd budou

13
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obsazend, tj. (3}) a na tchto rnistech miiZe byt 21! riiznych poradi.

Dohromady méme 2. (24)21 I = 22 moznosti. ]

1.20. Kolika zplsoby lze do tfi rtiznych obélek rozmistit pét shod-
nych stokorun a pét shodnych tisicikorun tak, aby Zidna neztistala
prazdnd?
ReSeni. Nejdfive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprézd-
nosti. Téch je podle pravidla sou¢inu (rozmisfujeme nezédvisle stoko-
runy a tisicikoruny) C(3, 5)> = (;)2 Odecteme postupné rozmisténi,
kdy je pravé jedna obdlka prazdnd, a poté kdy jsou dvé obélky prazdné.
Celkem C(3, 5)>=3(C(2, 5)* — 2) =3 = ()* =3(6* — 2)—3 = 336.
O

1.21.

notlivych slovech véty ,,Skokan na koks* (vzniklé véty ani slova ne-

Urcete pocet riznych vét, které vzniknou presmyckami v jed-

museji ddvat smysl).
ReSeni. Uréime nejprve poéty presmycek jednotlivych slov. Ze slova
,»,skokan“ dostaneme 6!/2 riznych pfesmycek (permutace s opakova-

nim P(1,1,1,1,2)), obdobné ze slova ,na* dvé a ze slova ,,koks*
4!/2. Celkem podle pravidla soucinu 6!4!/4 = 4320. ]

1.22. Kolik existuje riznych presmycek slova ,krakatit™ takovych,
Ze mezi pismeny ,,k“ je prav€ jedno jiné pismeno.

ReSeni. V uvaZovanych pfesmyckéch je Sest moZnosti, jak umistit sku-
pinu dvou ,k“. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k*, pak
ostatni pismena miiZeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy
P(1, 1, 2, 2) zptsoby. Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet

66!

6-P(1,1,2,2) = —— = 1080.
2.2

O

1.23. Kolika zptisoby mtiZzeme do péti riznych dilkt vybrat po jedné

v/ ¥

kouli, vybirdme-li ze Ctyf bilych, ¢ty modrych a ti{ ervenych kouli?
ReSeni. Nejprve fesme tlohu v piipadg, Ze bychom méli k dispozici
alespon pét kouli od kazdé barvy. V tomto piipadé se jedna o volny
vybér péti prvkid ze tif moZnosti, tedy o variace s opakovanim tiet{

tiidy z péti prvkd (viz odstavec 2.4. u¢ebnich textd). Mame
V(3,5 =3

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud’ pouze koule
stejné barvy (takové vybéry jsou tfi), nebo prave ¢tyfi koule cervené
(takovych vybéra je 10 = 2 - 5; nejprve vybereme barvu koule, kterd
nebude Cervend — dvé moznosti — a poté dilek, ve kterém bude — pét

moZznosti). Celkem tedy mdme

3> —-3-10=230
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Druhd vlastnost z naSeho tvrzeni umoZiuje sestavit
vSechna kombinaéni ¢isla do tzv. Pascalova trojithelniku,
kde kazdé cislo obdrZzime jako soucet dvou bezprostiedné
nad nim leZicich sousedd:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich mame pravé koefi-
cienty u jednotlivych mocnin z vyrazu (IC3), napf. posledni
uvedeny fadek rika

(a + b)’ = a° + 5a*b + 10a°b* + 10a°b> + 5ab* + b°.

1.8. Vyber s opakovanim. Potadi n prvkl, z nichZz mezi
nékterymi nerozliSujeme, nazyvame permutace
s opakovanim.

Nechf je mezi n danymi prvky p; prvkd

&y prvniho druhu, p, prvkid druhého druhu, ...,
Dk prvku k—tého druhu, p; + p» + -+ + px = n, po-
tom pocet poradi téchto prvki s opakovanlm budeme znacit
P(p1, ..., pi).

Podobné jako u permutaci a kombinaci bez opakovani,
pro vybér prvniho z nich mdme n moZnosti, pro dalsi n — 1
a tak déle, az po posledni, ktery zbude. Pfitom ale za stejna
povaZujeme poradi nerozliSitelnych objektd. Téch je pro ka-
Zdou skupinku o p; objektech pravé p;!, takZe zfejmé plati

fr———————

{?ermutace s opakovani

n!

D) =

Volny vybér k prvkl z n moZnosti, véetné potradi, nazy-
vame variace k-tého stupné s opakovanim, jejich pocet bu-
deme znacit V (n, k). Volny vybér v tomto piipad¢é znamena,
7Ze predpokldddme, Ze stidle mdme pro vybér stejné moZnosti,
napft. diky tomu, Ze vybrané prvky pred dalSim vybérem vra-
cime nebo tieba hdzime porad stejnou kostkou. Ztejmé plati

11 Variace s opakovanim [

V(n, k) = n*.

Pokud nds vybér zajimd bez zohlednéni potadi, ho-
vofime o kombinacich s opakovanim a pro jejich pocet
piSeme C(n, k). Zde se na prvni pohled nezda tak jednodu-
ché, jak vysledny pocet zjistit. Dtikaz nasledujici véty je pro
matematiku typicky — podafi se nim novy problém prevést
na problém jiny, ktery jsme uZ diive zvladdli. V naSem
pripadé je to prevedeni na problém standardnich kombinaci
bez opakovani:
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Véta. Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvkii je
provsechnyk > 0an > 1

Cn. k) = (”+]’§_ 1).

Dtkaz. Dtikaz je opfen o trik (jednoduchy, jakmile ho
pochopime). Uvedeme dva rizné postupy.

Predstavme si nejprve, Ze tahdme postupné
karty z baliku n riznych karet a abychom mohli
pripadné nékterou z nich vytdhnout vicekrat,
prldame si k baliku jesté k — 1 riiznych Zolikd (alespon jed-
nou ur¢ité chceme jednu z ptivodnich karet). Reknéme, Ze po-
stupné vytdhneme r ptivodnich karet a s Zoliku, tj. r +s = k.
Zda se, ze bychom méli vymyslet postup, jak z té€ch s Zolikt
poznat, které karty ndm zastupuji. Ve skute¢nosti nam ale
staci diskuse poctd mozZnosti takovych voleb.

K tomu mtizeme pouzit matematickou indukci a pfedpo-
kladat, Ze dokazovand véta plati pro mensi argumenty neZ
jsou n a k. Skutecné, potfebujeme obsdhnout kombinace s—
té tfidy s opakovanim z pouze r piivodnich karet, coz dava
(") = (M), coz je pravé pocet kombinaci s-tého
stupné (bez opakovani) ze vSech Zolikidi. Tim je véta doka-
zéna.

Druhy pfistup (bez matematické indukce): Na mnoZing

S={a1""7aﬂ}a

ze které vybirdame kombinace, si zafixujeme uvedené potadi
prvki a pro nase volby prvki z S si pfipravime n prihradek,
do kterych si jiZ pfedem ddme v ndmi zvoleném poradi po
pravé jednom prvku z S.

Jednotlivé volby x; € S pfiddvame do pfihradky, kterd
jiz tento prvek obsahuje. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpo-
znani plivodni kombinace ndm staci védét, kolik je prvki
v jednotlivych prihradkéch. Naptiklad,

a| bbb |cc|d = x| *xxx| %k |,

vypovida o volbé b, b, ¢ z mnoZiny S = {a, b, c, d}.

V obecném piipadé vybéru k prvkl z n moZnych tedy
mame fetézec n + k znakl a pocet C(n, k) je roven poctu
mozZnych umisténi prihrddek | mezi jednotlivé znaky. To od-
povidd vybéru n — 1 pozic z n + k — 1 moZnych. Protoze
je

n+k—1Y n+k—1 _(nt+k—1
k S \n+k—1-k)  \ n-1 )
je véta dokazana i podruhé. 0

3. Diferencni rovnice

V predchozich odstavcich jsme vidé€li vzorce, které za-
davaly hodnotu skalarni funkce definované na ptirozenych

moznych vybért. ([

1.24. Kolika zptisoby lze rozestavit n shodnych vézi na Sachovnici
n x n tak, aby bylo kazdé neobsazené pole ohroZovdno nékterou z

YN

vezi?

ReSeni. Dani rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoZiny
rozestaveni, kdy je alespoil v jednom fddku jedna véz (tedy v kazdém
fadku praveé jedna; tato mnoZina ma n” prvka — v kazdém radku vy-
bereme nezdvisle jedno pole pro véz) a mnoziny rozestaveni, kdy je v
kazdém sloupci alespon (tedy prave) jedna véz (stejnou tvahou jako
u prvni mnoZiny ma tato mnoZina rovnéz n" prvkd). Prinik téchto
mnozin pak ma n! prvkl (mista pro véZe vybirdime postupné od prv-
niho fadku — tam mdme n moZnosti, ve druhém pak jiZ pouze n — 1
moznosti — jeden sloupec je jiZ obsazen, ...). Podle principu inkluze
a exkluze je pocet hledanych rozestaveni:

2n" —n!l.

O

1.25. Kolika zplsoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy,
vime-li o ni, Ze Zadné dva z trojice tymt Zbrojovka Brno, Banik Os-
trava a Sigma Olomouc spolu v tabulce ,,nesousedi“?(Ligu hraje 16
muzstev.)

ReSeni. Prvni zpiisob. Hledany polet spocitime podle principu in-
kluze a exkluze tak, Ze od poctu vSech moZnych tabulek odecteme
pocet tabulek, ve kterych sousedi nékterd dvojice z uvedenych tfi tymu
a pricteme pocet téch tabulek, ve kterych soused{ v§echny tfi tymy. Hle-
dany pocet tedy je

3
16! — (2) -21-151 431+ 14! = 13599813427200.

Jiné reseni. Zminéné tfi tymy budeme povazovat za ,,oddélovace®.
Zbylych tfindct tymt musime rozd€lit tak, aby mezi libovolnymi
dvéma oddélovaci byl alespoi jeden tym. Navic zbylé tymy miZeme
mezi sebou nezdvisle permutovat a rovnéztak oddélovace. Celkem

tedy dostdvdme
14
(3) - 13! 31 = 13599813427200
moZznosti. O

1.26. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech feseni rovnice
Xit+xX2+--F+xp=n
v mnoziné
a) nezdpornych
b) kladnych
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celych cisel.

ReSeni. a) Kazdé feseni (rq, ..., ), Zle r; = n miZeme jedno-
znacné zaSifrovat jako posloupnost jednicek a nul, ve které napiSeme
nejprve r; jednicek, pak nulu, pak r, jednicek, nulu a tak déle. Po-
sloupnost bude celkem obsahovat n jedni¢ek a £ — 1 nul. Kazd4 ta-

kovéa posloupnost navic zfejmée urcuje néjaké fesSeni dané rovnice. Je
n+k—1)

n

tedy feSent tolik, kolik je posloupnosti, tedy (

b) Hleddme-li feSeni v oboru kladnych celych Cisel, tak si v§im-

néme, Ze prirozend C¢isla xi, ... x; jsou feSenim dané rovnice, pravé
kdyZ jsou celd nezdpornd ¢isla y; = x; — 1,1 = 1,..., k, feSenim
rovnice

Yyt tu=n—k

Téch je podle prvni ¢4sti feSeni (Z:}) |

1.27. Kolik existuje pfesmy&ek slova PROBLEM takovych, Ze v nich

a) pismena B a R stoji vedle sebe,

b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

ReSeni. a) Dvojici pismen B a R miiZeme povaZovat za jedno nedé-
litelné dvojpismeno. Celkem tedy mame k dispozici Sest rGznych pis-
men a Sestipismenych slov sloZenych z rliznych pismen je 6!. V naSem
piipadé vSak tento poCet musime jeSt€ vynasobit dvéma, nebof nase
dvojpismeno miiZe bit jak BR tak RB. Celkem dostavdme 2 - 6! rliz-
nych pfesmycek.

b) 7! — 2 - 6! (doplné€k ¢&4sti a) do poctu vSech sedmipismennych

slov sloZenych z riiznych pismen. U

3. Diferenc¢ni rovnice

Diferenc¢ni rovnice (jinak feceno té€Z rekurentni vztahy) jsou
vztahy mezi Cleny néjaké posloupnosti, pficemZ ndsledujici clen
je dan pomoci Clend predchozich. Vyftesit diferencni rovnici pak
znamend najit explicitni vzorec pro n-ty (libovolny) clen dané
posloupnosti. Rekurentni vztah ndm totiZ po zadani nékolika prvnich
¢lentd posloupnosti zadava n-ty ¢len primo pouze pomoci postupného
vycisleni vSech predchozich ¢lent.

Pokud je nésledujici ¢len posloupnosti uréen pouze predchozim
¢lenem, hovoiime o diferen¢nich rovnicich prvniho fddu. S nimi se
muiZeme v Zivoté opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjis-
tit dobu splaceni néjaké phjcky pri pevné mésicni spldtce, nebo na-
opak chceme zjistit vysi mésicni splatky, zadame-li si dobu, za kterou

chceme pijcku splatit.
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¢islech (faktoridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢isla) po-
moci predchazejicich hodnot. Zatimco v odstavci I3 jsou
kombina¢ni ¢isla definovana primo spocitatelnym vyrazem,
lze rozumét vztahtim v [CR také tak, Ze misto hodnoty nasi
funkce zaddvame jeji zménu pri odpovidajici zméné neza-
vislé proménné.

Takto se skute¢né velice Casto postupuje pii matematické
;- f?rmulaci mod(?lﬁ, které Popisujl’ reélpé Sys-
4, témy v ekonomice, biologii apod. My si tu po-
vS§imneme jen né€kolika jednoduchych piipadd
a budeme se k této tématice postupné vracet.

1.9. Linearni diferen¢ni rovnice prvniho fadu. Obecnou
diferencni rovnici prvniho ¥adu rozumime vyraz

fn+1)=F(n, f(n),

kde F je znama skaldrni funkce zavisla na dvojicich pfiro-
zenych Cisel. Zname-li ,,pocate¢ni* hodnotu f(0), miZeme
spocitat f(1) = F(0, f(0)), poté f(2) = F(1, f(1)) atd.
Timto postupnym zptisobem miZeme tedy nakonec spoci-
tat hodnotu f(n) pro libovolné n € N. VSimnéme si, Ze
tato ivaha je podobnd konstrukci pfirozenych Cisel z prazdné
mnoziny nebo principu matematické indukce.

Jako priklad mtze slouZzit defini¢ni formule pro faktoridl,
tj.

(m+D!'=@+1)-n!

Vidime, Ze skutecné vztah pro f(n 4 1) zavisi na n i na hod-
noté f(n).

Dals$im obzvlast jednoduchym piikladem je f(n) = C
pro néjaky pevny skalar C a vSechna n a tzv. linedrni difere-
ncni rovnice

(1.6) fn+1)=a-f(n)+0,

kde a # 0, a b jsou zndmé skalary.

Takovou diferen¢ni rovnici umime snadno fesit, je-li b =
0. Pak se totiZ jedn4 o dobfe zndmou rekurentni definici geo-
metrické posloupnosti a plati

f)=af©0), f@ =af(l)=a’f(0) atd
Miéme tedy pro vSechna n
f(n) =a" f(0).

To je napt. vztah pro tzv. Malthusiansky model populacniho
ristu, ktery vychazi z predstavy, Ze za zvoleny Casovy inter-
val vzroste populace s konstantni imérou a vaci predcho-
zimu stavu.

Dokézeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobajf linedrnim, ale pfipousti proménné koefici-
enty a ab,

(1.7) fm+1)=a,- f(n)+b,.

Nejdfivé se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popiso-
vat.

Linearni diferen¢ni rovnici (CA) miZeme pékné inter-
pretovat jako matematicky model pro spotfeni nebo spldceni
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uvéru s pevnou drokovou mirou a a pevnou splatkou b (tyto
dva piipady se lisi pouze znaménkem u parametru b).

S proménnymi parametry dostivime obdobny model,

ovsem s proménlivymi jak tiroky, tak splatkami.
%<, Miizeme si predstavit tieba n jako podet mésici,
a, bude vyjadfovat drokovou miru v mésici n,
T b,, ptislusnou splatku v mésici n.
Nedéste se zdanliveé sloZitého s¢itani a ndsobeni v ndsle-
dujicim vysledku. Jde o typicky pfiklad technického matema-
tického tvrzenti, kdy tézké je ,,uhodnout”, jak zni. Naopak da-
kaz je uz pak jen docela snadné cviceni na zdkladni vlastnosti
skaldr a matematickou indukci. Skute¢né zajimavé jsou te-
prve dasledky, viz [T niZe.

Ve formulaci pouzivame vedle obvyklych znaki pro sou-
et ) také obdobné znaky pro soucin [ [. V dal$im budeme
vzdy pouZivat také konvenci, Ze pokud u souctu je mnoZina
uvedenych indextli prazdnd, pak je soucet nula, zatimco u sou-
¢inu je ve stejném piipadé vysledek jedna.

1.10. Tvrzeni. Obecné reseni diferencni rovnice (ILA4) prv-
niho radu s pocatecni podminkou f(0) = yq je dano vzta-
hem

n—1
(1.8) f(m) = (]‘[ ai> Yo+
i=0

Dt¢kaz. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci.
Zjevné tvrzeni plati pro n = 1,
kdy se jednd pravé o defini¢ni vztah
f (1) = apyo + bo.

Ptredpokldddme-li, Ze tvrzeni plati pro néjaké pevné zvo-
lené n, miizeme snadno spocist:

n n—1

)
Z 1_[ a; bj+bn,1.
0

j=0 \i=j+1

n—1 n—2 n—1
f(n+1) =a, (ﬂ%‘) yo+2 1_[ ai | bj + b,y
i=0 j=0 \i=j+1
+ bn
n n—1 n
=(1_[Cli))’0+z 1_[ a; | bj + by,
i=0 j=0 \i=j+1
jak se primo vidi rozndsobenim vyrazt. U

Opét si vSimnéme, Ze jsme pro dikaz nepotiebovali o
pouZzitych skaldrech nic vic neZ vlastnosti komutativniho
okruhu.

1.11. Disledek. Obecné feSeni linedrni diferencni rovnice
(Cd) s a # 1 a pocdatecni podminkou f(0) = yy je

" 1—a"
fn) =a"yo+ 1

(1.9) b.

DUkaz. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do
obecného vzorce (V) dostavame
n—2

f(n)=a"y+ b(l + Za"jl).

j=0

1.28. Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K&. Mirek
by chtél auto koupit na mésicni splatky. Proddvajici spole¢nost mu na-
bizi pijcku na koupi auta s roénim tdrokem 6%. Mirek bych chtél auto
splatit za tfi roky. Jak vysokd bude mési¢ni splatka?

Reseni. Oznaéme Mirkovu mé&siéni splitku S. Po prvnim mésici splatf
Mirek S korun, z nichZ ¢ast pijde na vlastni splatku, ¢4st na splaceni
troku. Castku, kterou bude Mirek dluZit po uplynuti k mésicti ozna-
¢me dy. Po prvnim mésici bude Mirek dluZit

0,06

1.4) d; = 300000 — S + BT 300000.

Obecné po uplynuti k-t€ho méesice
0, 06

di =dy_1— S+ —di_;.
k k—1 +12k1

Podle vztahu (1.9) je d; ddno nésledovné

0,06\* 0,06\* 128
1.6) dy =1+ =) 300000—| (1+=>1) —1|(—2).
(1.6) di (+12> [(+12> }(0,06)

Splaceni po tfech letech se rovnd podmince dzs = 0, odkud dosté-

(1.5)

vame

0,06
(1.7) S = 300000 ( 12 ) = 9127.

1 — (14 %00)-3%
(]
Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah (1.5) miiZeme pouZit na nas pfi-
klad pouze tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladnd, tj. dokud
bude Mirek skutecné néco dluZit.

1.29. Uvazujme situaci z predchoziho prikladu. Jak dlouho by Mirek
auto splécel, kdyby chtél mési¢né splacet 5000 K&?

ReSeni. Pfi oznaceni g = 1,005, ¢ = 300000 ndm podminka d; = 0

dava vztah
2008
2008 — ¢’
jehoz logaritmovdnim obdrZzime
r— In200S — In(200S — ¢)

Ing

coz pro S = 5000 dava ptiblizné k = 71, 5, tedy splaceni ptijcky by
trvalo Sest let (posledni spldtka by nebyla plnych 5 000 K¢). O

Obdobnym pfikladem, kde se miiZeme setkat s diferencnimi rov-
nicemi je pfi vypoctu naspofené sumy pfi stavebnim sporeni:

0
n=1°

1.30. Urcete posloupnost {y,} kterd vyhovuje ndsledujicimu reku-

rentnimu vztahu

3yn
yn+1=%+1,n21a =1
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Linedrni rekurentni vtahy se mohou vyskytnout napiiklad v geo-

metrickych problémech:

1.31. Na kolik nejvyse oblasti miZe d€lit rovinu n piimek?

ReSeni. Ozna¢me hledany pocet oblasti p,. Pokud v roving neméme
ddnu Zadnou piimku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy po = 1.
Pokud je v rovin€ ddno n piimek, tak ptiddnim n + 1 pfibude nejvyse
(n + 1) oblasti: oblasti ptfibude pravé tolik, kolika (ptivodnimi) ob-
lastmi bude primka prochdzet (kazdou takovou oblast rozdéli na dvé
Casti, jedna oblast tedy pfibude). Pfidana pifimka mtiZe mit nejvyse n
riiznych prisedikd s n pfimkami, které uZ v rovning byly. Cast piimky
mezi libovolnymi dvéma sousednimi priseciky prochazi pravé jednou
oblasti, celkem miZe pfidana pfimka prochazet nejvyse n+1 oblastmi,
tedy miZe pribyt maximélné n + 1 oblasti, navic v roviné bylo pred
pridanim (n + 1)-ni pfimky nejvySe p, oblasti (tak jsme ¢islo p,, totiz
definovali).

Celkem dostavame rekurentni vztah

Pn+1 = Pn + (n+ 1)’

ze kterého ziskdme explicitni formuli pro p, bud pomoci vzorce ??

nebo piimo:

Pn=Pn—1+”=Pn—2+(n—1)+n=

n
=pist(—2D+n—D+n=-=p+) i=
i=1
:1+n(n+1):n2+n+2
2 2
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Pro vy¢isleni souctu soucind v druhém séitanci si je tfeba
vSimnout, Ze se jednd o vyrazy (1 +a + --- + a"~')b. Sou-
Cet této geometrické fady spocteme ze vztahu 1 — a" =
(1—a)(14+a+---+a""") adostaneme pravé pozadovany
vysledek. O

Vs1mneme si, Ze pro vypocet souctu geometrické fady
jsme potfebovali existenci inverze pro nenulové
__skaldry. To bychom nad celymi ¢isly neuméli.
Posledni vysledek tedy plati pro pole skalarti a
? muzZeme jej bez problému pouZzit pro linearni di-
ferendni rovnice, kde koeficienty a, b a pocate¢ni podminka
f(0) = yp jsou raciondlni, redlné nebo komplexni, ale také
nad okruhem zbytkovych tfid Z; s prvociselnym k (zbytkové
tiidy budeme definovat v odstavci [C4TI).

Pozoruhodné je, Ze ve skutecnosti vzorec (IT9) plati i s
celociselnymi koeficienty a poc¢ate¢ni podminkou. Pak totiz
predem vime, Ze vSechny f (n) budou také celociselné, a cela
¢isla jsou podmnozinou v ¢islech raciondlnich. Musi proto
nutné nas vzorec ddvat ta spravnd celociselnd reseni.

Pti pozorné€jSim pohledu na diikaz je ziejmé, Ze 1 —a” je na sbytkové tiidy
vzdy délitelné 1 — a, takZe nds posledni pozorovani nemélo S budou v

druhém sloupci uz

prekvapit. Nicméné je vidét, Ze tieba nad skaldry ze Z,4 a dfive, nejlépe by
bylo i z tohoto
tieba a = 3 uZ neuspéjeme, protoZe pak 1 — a = 2 je délite- yasat priklad a

odtud to presunout
lem nuly' (nebo tipln&

vypustit)

tady to asi neni

1.12. Nelinearni priklad. Vratme se na chvili k rovnici prv-
&\ niho fadu (CH), kterou jsme pouZili na velice
» ’ primitivni model populaéniho ristu zavisejici

E\\,/,‘v/ pfimo umérné na okamzité velikosti populace
s p. Na prvni pohled je ziejmé, Ze takovy model
vede pti Uméfe a > 1 k pfili§ rychlému a hlavn€ neomeze-
nému ristu.

Realistictéjsi model bude mit takto imérnou zménu po-
pulace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pti malych hodnotich
p,tj. Ap/p ~ r > 0. Pokud tedy budeme chtit nechat rast
populaci 0 5% za obdobi pfi malém p, budeme r volit 0, 05.
Pti urcité limitni hodnot€ p = K > 0 ale naopak uZ popu-
lace neroste a pii jesteé veétSich uz klesd (tfeba protoze zdroje
pro jeji obZivu jsou omezené, jedinci ve veliké populaci si
navzdjem prekdzi apod.).

Predpokladejme, Ze praveé hodnoty y, = Ap(n)/pn)
se v zavislosti na p(n) méni linearn€. Graficky si tedy tuto
zavislost miiZeme pfedstavit jako piimku v roviné promén-
nych p a y, kterd prochdzi body [0, r] (tj. pfi p = 0 mame
y = r) a[K, 0] (coz dava druhou podminku, Ze pti p = K
se populace neméni). PoloZime proto

_p+
= —— r.
y=—Pp

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostdvime

p(n+1)— pn)
p(n)

= —%P(H) +r,

Sikovné — piiklady
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tj. roznasobenim dostavdme diferencni rovnici prvniho fadu
(kde hodnota p(n) vystupuje v prvni i v druhé mocning)

(1.10) pn+1) = pm)(1 - ip(n) +7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovéni tohoto mo-
_ delu pro rizné hodnoty r a K. Na obrdzku je
prubeh hodnot pro parametry r = 0, 05 (tj. pé-
4 —_tiprocentni nardst v idedlnim stavu), K = 100
(t] zdro;e limituji hodnotu na 100 jedincti) a p(0) jsou dva
jedinci.

0 50 100 150 200

Vsimnéme si, Ze pocatecni priblizné exponencidlni riist
se skutecné pozdéji zlomi a hodnota se postupné blizi kyZe-
nému limitu 100 jedinct. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi
neZ r bude prava strana rovnice (I”I0) priblizné p(n)(1+r),
tzn. chovani je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak
pri p priblizné K bude prava strana piiblizné p(n). Pro vétsi
pocétecni hodnoty p neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi
neZ K rast, takZe systém bude zpravidla postupné oscilovat
kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted se podivime na jiny obvykly piipad skaldrnich
_ hodnot funkci — sledované hodnoty Casto
- .. Nejsou zndmy ani explicitné vzorcem,
47  ani implicitné n&jakym popisem. Jsou

vysledkem néjaké nahodilosti a my se
snazime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta ¢i ona
moZnost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy priklad
miZe slouzit obvyklé hazeni kostkou se Sesti st€énami s ozna-
¢enimi
1, 2, 3,4, 5, 6.

Pokud popisujeme matematicky model takového hdzeni
,poctivou* kostkou, budeme ocekdvat a tudiz i pfedepisovat,
7e kazda ze stran padé stejné Casto. Slovy to Vyjadrujeme
»kazda predem vybrand sténa padne s pravdépodobnosti ¢ Le

vvvvvv

prvniho fddu. Uvedme si pfiklady kombinatorickych dloh, pfi jejichZ

feSeni se miiZeme rekurze s vyhodou vyuZit.

1.32. Kolik existuje slov délky 12 sloZenych pouze z pismen A a B,
které neobsahuji skupinu BBB?

ReSeni. Nechf a, zna&i pocet slov délky n sloZenych pouze z pismen
A, B, neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n >

3) plati reku-

rentni vztah
a, = a1 +ay_2 + a,_3,

nebof slova délky n spliujici danou podminku musi kon¢it bud’'na A,
nebo na AB, nebo na ABB. Slov kondicich na A je pravé a,—; (pred
poslednim A miZe byt libovolné slovo délky n — 1 spliujici danou
podminku. Obdobné pro zbylé dvé skupiny. Ddle snadno vycislime

a; = 2,a, =4, a3 = 7. Postupnym dopocitanim
app = 1705.

Téz bychom mohli odvodit explicitni vzorec pro n-ty ¢len takto za-
dané posloupnosti, dle uvedené teorie. Charakteristicky polynom dané

2

rekurentni rovnice je x* —x*> —x —1 s jednim redlnym a dal§imi dvéma

komplexnimi kofeny, které miiZzeme vyjadrit pomoci vztahti (I"4). [

1.33. Skére basketbalového utkdni mezi tymy Ceska a Ruska vy-

se mohlo vyvijet skére? K vypoctu miZete pouZit vypocetni

techniky.

ReSeni. Oznadime-li Py pocet zpiisobi, kterymi se mohlo vyvijet
skére basketbalového utkani, které skoncilo k : [, tak pro k, [ > 3 plati

rekurentni vztah:
Py = Pou—31) + Pe—21) + Por—1.) + Pai-1) + Pai-2) + Pui-3).

(Zptisoby, kterymi se mohlo vyvijet utkani s vyslednym skore k& : [
rozdélime na Sest po dvou disjunktnich podmnoZin podle toho, které
druZstvo vstfelilo ko$ a za kolik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie tlohy
zfejmé plati P ;) = Py 1. Déle pro k > 3 plati:

Pyo = Pu-32 + Pr-22 + Pu-1.2) + Pi,1y + Pi.0),
Pey = Pu=sn+ Pu—21) + Pa-1.1) + Pr.o,
Pyoy = Pu-3,0 + Pi-2,0 + Pi-1,0>

coZ spolu s poc¢dte¢nimi podminkami Py = 1, P00 = 1, Po,o) = 2,
Pzo =4, Puy =2, Poy = Pay + Po,iy + Pooy =5, Poo =
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Po2) + Pu + Po1y + Poo = 14, dava
Pua.g) = 497178513
]

vvvvvv

formu, nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiZ neumime vycis-
lit libovolné ¢islo Py ;) explicitn€, nybrz pouze postupnym vypoctem
od pocatecnich ¢lenti. Takové rovnice nazyvame parcialni diferencni
rovnice, protoZe ¢leny posloupnosti jsou znaceny dvéma nezavislymi
proménnymi (k, /).

O lineédrnich rekurentnich formulich (diferen¢nich rovnicich) vy-

$§ich fadu s konstantimi koeficienty si povime vice v kapitole 3.
4. Pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

Uvedime si né€kolik jednoduchych prikladti na klasickou pravdé-
podobnost, kdy zkoumdme néjaky pokus, ktery ma kone¢né mnoho
moznych vysledkt (,,vSechny pfipady*) a nds zajima, kdy vysledek po-
kusu bude néleZet néjaké podmnoziné moZnych vysledkl (,,pfiznivé
pripady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu pii-
znivych piipadli ku poctu vSech piipadl. Klasickou pravdépodobnost
muizZeme pouzit tam, kde pfedpokladdme (vime), Ze kazdy z moznych
vysledkti ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfi
hodech kostkou).

1.34.

¢islo vétsi nez 47?

Jak4d je pravdépodobnost, Ze pti hodu Sestibokou kostkou padne

1.35. VSech moznych vysledki je Sest (tvofi mnoZinu
{1,2,3,4,5,6}), pfiznivé moZnosti jsou dvé ({5, 6}). Hledana

pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3.

1.36. Ze skupiny osmi muZzi a ¢tyf Zen ndhodné vybereme skupinu
péti lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespoii tii Zeny?

ReSeni. Pravdépodobnost spo&itime jako podil poétu pfiznivych pi-
padti ku poctu vSech pfipadil. Pfiznivé pfipady rozdélime podle toho,
kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzi: mohou v ni byt bud dva,
nebo jeden muz. Skupinek o péti lidech s jednim muzZem je osm (za-

lezi pouze na vybéru muZe, Zeny v ni musi byt v§echny), skupinek se

8
2

z osmi a nezdvisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry miiZeme

dvéma muZi je potom c(8, 2)c(4,3) = ( )(‘3‘) (vybereme dva muze

nezdvisle kombinovat a podle pravidla soucinu dostivame uvedeny
pocet skupin). VSech moznych skupin o péti lidech pak miiZeme se-
stavit c(12,5) = ( 152). Hledana pravdépodobnost je tedy
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Pokud ale si tfeba sami noZikem vyrobime takovou
kostku z kusu dfeva, je jisté, Ze skute¢né relativni Cetnosti
vysledkti nebudou stejné. Pak miiZzeme z velikého poctu
pokusi usoudit na relativni Cetnosti jednotlivych vysledki
hodt a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v naSem ma-
tematickém popisu. Nicméné pfi sebevétsim poctu pokust
nemuzeme vyloucit mozZnost, Ze se ndhodou povedla velice
nepravdépodobnd kombinace vysledkil a Ze jsme proto nas
matematicky model skutecnosti pro nasi kostku nevybrali
dobfe.

V dal$im budeme pracovat s abstraktnim matematickym
= popisem pravdépodobnosti v nejjednodusim pfi-
' blizeni. To, do jaké miry je takovy popis ade-

§ﬁ kvétni pro konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je
£ zilezitosti mimo samotnou matematiku. To ale

neznamend, 7Ze by se takovym pfemySlenim neméli zaby-
vat matematikové (nejspiSe ve spolupraci s jinymi experty).
Pozdé&ji se vratime k pravdépodobnosti coby teorii popisu-
jici chovéni nahodilych procesti nebo i plné determinovanych
déji, kde ov§em nezname presné vSechny urcujici parametry.

Matematicka statistika pak umoZiiuje posuzovat, do jaké
miry lze ocekdvat, Ze vybrany model je ve shod¢ s realitou,
resp. umoZiiuje urcit parametry modelu tak, aby dochdzelo
k co nejlepsi shod€ s pozorovanim a zaroveni umi odhadnout
miru spolehlivosti zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ov§em bu-
deme potiebovat dosti rozsdhly matematicky apardt, ktery bu-
deme mezitim nékolik semestr budovat.

Na prikladu nasi neumélé kostky si to miiZeme predstavit
tak, Ze v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parame-
try p; pro pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a bu-
deme pozadovat pouze aby vSechny tyto pravdépodobnosti
byly nezdporné a jejich soucet byl

p1+p2+p3+ps+ps+ps=1.

Pti volbé konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak
v matematické statistice budeme schopni odhadnout s jakou
spolehlivosti tento model nasi kostce odpovida.

Nas$im skromnym cilem je ted pouze naznadit, jak abs-
traktné zachytit pravdépodobnostni tvahy ve
formalizovanych matematickych objektech. Na-
sledujici odstavce tak budou ve své podstaté

== pouhymi cvi¢enimi v jednoduchych operacich
nad mnoZinami a jednoduché kombinatorice (tj. vypoctech
poctu moznosti, jak mohou byt splnény dané podminky kla-
dené na kone¢né mnozZiny prvki).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné
zvolenou mnozinou 2 v§ech mozZnych vysledkd, kterou na-
zyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nas €2
kone¢nd mnoZina s prvky oy, ..., ®,, predstavujicimi jed-
notlivé mozZné vysledky. Kazda podmnoZina A C €2 pfedsta-
vuje mozny jev. Systém podmnoZzin A zdkladniho prostoru
se nazyva jevové pole, jestlize
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e Q € A (tj. zdkladni prostor, je jevem),

e je-liA, B e A, pak A\ B € A (. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnozinovy rozdil),

e jsou-li A, B € A,pak AUB € A (tj. pro kazdé dva jevy
je jevem i jejich sjednocenti).

(-\)(f-\ U @) = ?(“'\\* ?(ﬁ\‘\)

Zjevné je i komplement A° = Q\ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prinik dvou jevi je opét je-
vem, protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B C 2 plati

A\(Q\B)=ANB.

Slovy se tak da jevové pole charakterizovat jako systém
podmnoZin (kone¢ného) zdkladniho prostoru uzavieny na
priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Pro nase hdzeni kostkou je 2 = {1,2,3,4,5, 6} a je-
vové pole je tvofeno v§emi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf.
ndhodny jev {1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché
cislo®.

Né&co mélo terminologie, kterd by méla dale pfipominat
souvislosti s popisem skute¢nych modeld:

e cely zékladni prostor €2 se nazyva jisty jev, prazdna pod-
mnozina @ € A se nazyva nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C 2 se nazyvaji elemen-
tarni jevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € [, odpovidd jevu
N;er A;, nastoupeni alespori jednoho z jevii A;, i € I,
odpovidé jevu U;c; A;,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B = @,

e jev A md za diisledek jev B, kdyZ A C B,

Prestavte si priklady vSech uvedenych pojml pro jevovy
prostor popisujici hdzeni kostkou nebo obdobné pro hdzeni
minci!

3+()0)
(5)
(]
1.37. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda z
nich vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi.
Jak4 je pravdépodobnost, Ze vystoupi
i) vSichni v Sestém poschodi,
ii) vSichni ve stejném poschodi,
iii) kaZzdy v jiném poschodi?
ReSeni. Zakladni prostor viech moZnych jevi je prostor viech moz-
nych zplisobii vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8.

V prvnim piipad€ je jedind pfiznivd moZnost vystoupeni, hledana
pravdépodobnost je tedy 8]—5, ve druhém pfipadé mdme osm moZnosti,
hledand pravdépodobnost je tedy 8% a konec¢né ve tfetim je pocet pii-
znivych piipadli dan pétiprvkovou variaci z osmi prvkil (z osmi pater
vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a ddle ktefi 1idé vystoupi ve vy-
branych poschodich), celkem je hledana pravdépodobnost ve tietim
piipadé rovna (viz T2 a ??)

v(5,8) 8-7---4

=0, 2050781250.

V(5.8 88
([
Uvedme si priklad nevhodného pouZiti klasické pravdépodob-
nosti:
1.38. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze Etendf této ulohy vyhraje

pristi tyden alespoii milién dolari v loterii?

ReSeni. Zdkladni prostor viech moZny jevi je dvouprvkovy: bud vy-
hraje nebo nevyhraje. Ptiznivy jev je jeden (vyhraje), hledand pravdé-
podobnost je tedy 1/2. O
Poznamka. V predchozim piikladé je porusena zakladni podminka
pouZiti klasické pravdépodobnosti, totiz to, Ze kazdy z moZnych vy-
sledkd m4 stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.

1.39. Do fady v kin€ o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzi a
n Zen. Jakd je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi

nebudou sedét vedle sebe?

/////

spliiujicich podminky je 2(n!)? (mdme dv& moZznosti vybéru pozice
muZzu, tedy i Zen, na nich jsou pak muZi i Zeny rozmistény libovolng).
Vyslednd pravdépodobnost je tedy

2(n!)?

ann p(2) =0,33, p(5) =0,0079, p(8) = 0,00016.
n)!

p(n) =
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O

1.40. Néihodné vybereme celé kladné &islo mensi nez 10°. Jakd je
pravdépodobnost, Ze bude sloZeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zaroven bude
délitelné ¢islem 5?

ReSeni. Cisel spiiujich danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé& posledni
cifry madme na kaZzdy fad na vybér ze tif cifer, pfipadné ¢islice 0 na
za¢4tku slova nepiSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10°
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvdme, 7e hledand
pravdépodobnost je 21354 :11. (I

UkaZme si jeSté pékné pouZiti principu inkluze a exkluze:

1.41.

pro rtizné adresaty vklada do obdlek s adresami ndhodné. Jaka je prav-

Sekretaika ma rozeslat Sest dopisti Sesti riznym lidem. Dopisy

dépodobnost, Ze alespoii jeden Clovék dostane dopis uréeny pro néj?

ReSeni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opa¢ného, tedy toho, Ze ani
jeden Clovék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vSech moznych
jevi odpovida vS§em moZnym poradim péti prvki (obalek). Oznacime-
li jak obdlky tak dopisy ¢isly od jedné do Sesti, tak vSechny pfiznivé
jevy (tedy Zadny dopis nepftijde do obélky se stejnym ¢islem) odpovi-
daji takovym poradim Sesti prvkd, kdy i-ty prvek nenf na i-tém misté

(i=1,...,06),tzv. poradim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitime
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznacime-li M; mnoZinu permu-
taci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné

body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného bodu je roven
d=06!—|M U---UM;s|

Pocet prvka praniku [M;, N---NM;, |,k =1, ..., 6, je (6—k)! (poradi

prvkliy, ..., iy je pevné dano, ostatnich 6 —k prvkt fadime libovolng).

Podle principu inkluze a exkluze je

6
IM{U - U M| = Z(—I)HI(Z)@ —k)!
k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvime vztah

o 6
61— Y (=Dt (k> (n —k)!
k=1
6

6 6 (=)
— ;(—1)" (k>(6 —kl=6!Y" X

k=0

d =

Pravdépodobnost toho, Ze Zadny ¢loveék neobdrzi ,,svij*“ dopis je tedy
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1.15. Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice
(2, A, P), kde A je jevové pole podmnoZin
(kone¢ného) zdkladniho prostoru €2, na kterém
je definovdna skalarni funkce P : A — R's
ndsledujicimi vlastnostmi:
e P je nezdpornd, tj. P(A) > 0O pro vSechny jevy A,
e P je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv
jeA,Be AaANB =40,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.
Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevné je okamzitym dasledkem naSich definic fada
prostych ale uZiteCnych tvrzeni. Napf. pro vSechny jevy plati

P(A°) =1 — P(A).

Déle mGzeme matematickou indukci snadno rozsitit aditiv-
nost na jakykoliv kone¢ny pocet vzdjemné neslucitelnych
jevi A; C @,i € 1,4j.

P(UiciAi) = Y P(Ay),
iel

kdykoliv A; N A; = @, pro vSechnai # j, i, j € I.

1.16. Definice. Nechf Q2 je koneény zdkladni prostor a ne-
cht jevové pole A je pravé systém vSech podm-
nozin v Q. Klasickd pravdépodobnost je prav-
dépodobnostni prostor (2, A, P) s pravdépo-
dobnostni funkci

by 1A

(A) = 57
|€2]

kde |A| znadi pocet prvki mnoZiny A € A.

P: A— R,

Zjevn¢ takto zadand funkce skutecné definuje pravdépo-
dobnost, ovéite si samostatné v§echny poZadované axiomy.

1.17. Scitani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jevi je
0 s¢itdni pravdépodobnosti pro vyskyt alesponl jednoho

z nich pfimo pozadovédno v zdkladni definici pravdé-
42’ podobnosti. Obecné je séitani pravdépodobnosti pro
I vyskyty jevi sloZité. Problém totiZ je, Ze pokud jsou
jevy slucitelné, ¢astené mame v souctu pravdépodobnosti
zapocteny priznivé vyskyty vicekrat.

Nejjednodussi je si nejprve predstavit situci se dvéma slu-
¢itelnymi jevy A, B. UvaZme nejprve klasickou pravdépo-
dobnost, kde jde vlastné o pocitani prvkd v podmnoZinach.
Pravdépodobnost vyskytu alespoii jednoho z nich, tj. pravdé-
podobnost jejich sjednocent, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A) + P(B)— P(AN B)

protoZe ty prvky, které patif do mnoZiny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrét a tak je musime jednou odecist.

TentyZ vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodob-
nost P na néjakém jevovém poli. ProtoZze AN B a A\ B jsou
nezavislé jevy,

P(A)=P(A\ B+ P(ANB),
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podobné pro B, ale také mame
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(ANB).

Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdilti dosta-
vame opét vztah (CIT).

Nasledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinato-
rického principu inkluze a exkluze do nasi ko-
[ », neCné pravdépodobnosti a fikd, jakym zpilso-
" bem vicendsobné zapo&itdvani vysledkd kom-
4 penzovat v obecném piipadé.

Jde patrné o dobry pfiklad matematického tvrzeni, kde
nejtéz8i je najit dobrou formulaci a pak se d4 fici, Ze (intui-
tivné) je tvrzeni zfejmé.

PlAGRUC) = PayRB)PC)
~Pha) - C8a0) Adad +Alkatnd)

Na obrazku je situace zndzornéna pro tfi mnoZiny A, B,
C apro klasickou pravdépodobnost. Jednoduse Srafované ob-
lasti v prostém souctu mame dvakrét, dvojité Srafované tii-
krat. Pak ty jednoduse Srafované jednou odecteme, pritom ty
dvojité Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec
jeste jednou zapocteme.

Obecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti, si
miZeme predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarni
(tj. jednobodové) jevy, jakkoliv ve skutecnosti nemusi jedno-
prvkové podmnoZziny do uvaZovaného jevového pole patfit.
Pak je pravdépodobnost kaZzdého jevu ddna souctem prav-
dépodobnosti jednotlivych elementarnich jevl do néj patii-
cich a miZeme pii vyjadieni pravdépodobnosti nastoupeni
alespoii jednoho z jevi takto: sec¢teme vSechny pravdépodob-
nosti vysledki pro vSechna A; zv1ast, pak ov§em musime ode-
Cist ty, které tam jsou zapoCteny dvakrat (tj. prvky v prinicich
dvou). Ted si ovSsem dovolujeme odecist priliS mnoho tam,
kde ve skutecnosti byly prvky tfikrat, tj. korigujeme pficte-
nim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.

Véta. Budte Ay, ..., Ay € A libovolné jevy na zdkladnim
prostoru S s jevovym polem A. Pak plati

k k—1 k
P(U_A) =D P(A) =) > P(ANA))
i=1

i=1 j=i+1
k=2 k—1 k
+ Z P(A;NA;N Ay)
i=1 j=i+1 {=j+1

a hledand pravdépodobnost pak

6
—1k 53
1_2( > _ 33
= k! 144

g
Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otdzku, se s rostou-
cim poctem dopisi piilis neméni. Pro n dopist je pravdépodobnost, Ze

sekretafka neda zadny do spravné obdlky

N

jak totiZ uvidime pozdéji, uvedend suma konverguje (blizi se) k hod-

noté 1/e.

1.42. Volejbalovy tym (s liberem, tj. celkem sedum osob) sedi po za-
pase v hospod¢€ a popiji zaslouzené pivo. Je ale mdlo krigli a proto
hospodsky pouzivd pofdd téch sedum samych. Jakd je pravdépodob-

v v

nost, Ze pristé

i) pravé jeden nedostane ten svij, ze kterého pil
ii) nikdo nedostane ten sviij

iii) pravé tfi dostanou ten svij.

1.43. Dalsi principy pocitani s pravdépodobnostmi.

Vrafme se k hazeni kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho
prostoru €2 vznikajici pfi hdzeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne
vSak vice neZ stokrét.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série naSich
hodi bude zakladn{ prostor daleko vétsi — bude to mnozZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud konci Sestkou, maji
nejvyse 100 ¢lenti a vSechna pfedchozi ¢isla jsou mensi neZ Sest, nebo
jde o0 100 ¢&isel od jedné do péti. Jevem A muZe byt napf. podmnoZina
,»hazeni konc¢i druhym pokusem®. VSechny priznivé elementarni jevy

pak jsou
[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze zndmé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvo-
dit pravdépodobnosti nasich jevil v 2. Neni to ale jisté klasickd pravdé-
podobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépo-
dobnosti nepadne Sestka pri prvém hodu a zdroven padne pii druhém.

Vnucuje se feSeni

P(A) =

N
N =
oY)

AN

23



4. PRAVDEPODOBNOST

4. PRAVDEPODOBNOST

protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — % jiné &islo nez
Sest a druhy hod, ve kterém naopak poZadujeme Sestku, je zcela ne-
zavisly na prvnim. Samozfejmé toto neni pomé&r poctu priznivych vy-
sledkt k velikosti celého stavového prostoru!
Obecnéji miZzeme Tici, Ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus
skonci s pravdépodobnosti (%)k—l . % Ze vSech moZnosti je tedy nej-
Jiny ptiklad, jak z hazen{ kostkou dostat rtizné pravdépodobné jevy
je pozorovat soucty pii hodu vice kostkami. UvaZujme takto: pfi hodu
jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépo-
dobnosti é. Pfi hodu dvémi kostkami je kazdy prfedem zvoleny vy-
sledek (a, b), tj. dvojice ptirozenych Cisel od jedné do Sesti (vCetné
potadi), stejn€ pravdépodobny s pravdépodobnosti 3]—6. Pokud se bu-
deme ptat po dvou pétkich, je tedy pravdépodobnost polovicni neZ u
dvou riiznych hodnot bez uvedeni potadi. Pro jednotlivé moZzné soucty
uvedené v hornim fddku ndm vychdzi pocet moZnosti v fddku dolnim:
[ Soucet [2[3]4]5]|6]|7|8|9]10]11]12]
[Potet [1]2]3]4]5]6]5]4]3 21|

Podobné vyjde pravdépodobnost ﬁ jednotlivych vysledkt hodu tfemi
kostkami, v€etné urceného poradi. Pokud se budeme ptét na pravdé-
podobnost vysledného souctu pfi hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je mozZnosti, jak daného souctu dosdhnout a piislu§né prav-
dépodobnosti secist.

1.44. Ze sacku s péti bilymi a péti Cervenymi koulemi ndhodné vy-
tdhneme tfi (koule do sd¢ku nevracime). Jaka je pravdépodobnost, Ze
dvé budou bilé a jedna Cervend?

ReSeni. Rozdélme uvaZovany jev na sjednocent t disjunktnich jevi:
podle toho, kolikdtou vytdhneme Cervenou kouli. Pravdépodobnosti,
Ze vytdhneme koule pfesné ve zvoleném poradi jsou: % . g . %, % . g . %,
% . % . % Celkem %

Jiné feSeni.. UvaZme pocet vSech mozZnych trojic vytazenych kouli
(koule jsou mezi sebou rozliSitelné), tedy (130). Trojic, které obsahuji
pravé dvé bilé koule je potom (3) - (7) (dvé bilé koule mizeme vytdh-

nout (3) zptisoby, k nim pak &ervenou péti zpiisoby).

0

1.45. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest Cer-
nych kouli, ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jaké je pravdé-

podobnost, Ze pitd vytazend koule bude cernd?

Vv s

toho, Ze i-td vytaZend koule bude Cernd, je stejnd pro vSechna i, 1 <

24

+(=DFTP(A;NA N - NAY.

Dt¢kaz. Aby se vySe naznaleny postup stal dikazem,
&= je zapotiebi si ujasnit, Ze skutecné vSechny ko-
?Ji rekce, tak jak jsou popsdny, jsou skute¢né s koe-

5““ ficienty jedna. Misto toho miZeme sndze dait
== dohromady formdlnéjsi diikaz matematickou in-
dukci pfes pocet k jevi, jejichZz pravdépodobnosti s¢itdme.
Zkuste si pribéZné porovnavat oba postupy, mélo by to vést
k vyjasnéni, co to znamend ,,dokdzat“ a co ,,porozumét*.

Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati, vztah pro k = 2 je to-
toZny s rovnosti (I'IT) a tu jsme pro obecné pravdépodob-
nostni funkce jiz dokdzali také.

Ptredpoklddejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty
mnozin az do pevné zvoleného k > 1. Nyni miZeme pra-
covat v indukénim kroku se vztahem pro k + 1 jevt, kdyz
sjednoceni prvnich k jevli bereme jako A ve vzorci (L)
vyse, zatimco zbyvajici jev hraje roli B:

PUSTA) = P((UEL A U Ay

k

— Z((—l)f“ Z

j=1 1§i|<---<ij§k

P(A; m---mAi_,.))

+ P(Agy1) — P((ArU---U A N Agg).

To uz pfipomind formuli pro k£ + 1 s¢itanych jevl, nicméné
ndm ve velké sumé chybéji vSechny vyrazy obsahujici Az
a ¢len s pravdépodobnosti souc¢asného nastoupeni vSech jevi.
Zato ndm vSak prebyvd posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu
miZeme nahradit vyrazem

—P((A1 N Aggr) U+ U (A N Agpy)

a pro tento vyraz opét pouZit induk¢ni predpoklad, tj. for-
muli ve vété. Pii troSe trpélivosti (a dostate¢né velkém pa-
piru na rozepsani vSech ¢lentl) ovéfime, Ze tim prave priddme
vSechny dosud chybéjici ¢leny. U

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem
¢ predchozi véty je piipad klasické pravdépodobnosti,
= » kdy vSechny konecné podmnoZniny zdkladniho
A2 prostoru jsou jevy a viechny elementdrni jevy maiji
4 stejnou pravdépodobnost. Ve vzorci z predchozi véty
pak vSechny pravdépodobnosti ddvaji pravé pocet prvkd
pfislusnych podmnozin, az na spolecny faktor % kde n je
pocet prvki zdkladniho prostoru.

Takto miZeme z véty LT vycist nasledujici tvrzeni
pro mohutnosti obecné kone¢né mnoZziny M a jejich podm-
nozin Ay, ..., Ax. Jako obvykle piSeme | M| pro pocet prvki
mnoziny M.

Samoziejmé pro konecnou mnoZinu M a jeji podm-
noZiny plati

IM\ (U_ A)| = M| — | Ui, Al

Nyni mtzeme dosadit z predchozi véty za mohutnost sjed-
noceni na pravé stran¢ a dostdvdme tvrzeni, kterému se fika
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princip inkluze a exkluze.

|M\ (Ul A)| =

k
= |M| + Z((—l)f > 1Ay N
J=1

I<ij<--<ij<k

)

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dvé nebo tfi mnoZiny,
viz obrazek pred vétou [T

1.19. Nezavislé jevy. Vrafme se na chvili k jednoduchému
modelu dokonalé hraci kostky. Bude nds zajimat, jak mohou
byt jevy zavislé.

Napt. pravdépodobnost, Ze nastanou zdroven jevy
,padne liché éislo“ a ,padne alespon trojka®, je 3 1 To je
totéz Jako tedy soucin pravdépodobnosti Jednothvych
jevia. To odpov1da predstavé, Ze mizeme nezdvisle testovat
obé podminky a vyslednd pravdépodobnost soucasného
splnéni bude dadna soudinem pravdépodobnostni dil¢ich.
Naopak, jestliZe budeme uvaZovat neslucitelné jevy, jako
jsou napf. ,,padne sudé Cislo* a ,,padne liché ¢islo®, bude
pravdépodobnost soucasného vyskytu obou nulova, zatimco
soucin dil¢ich pravdépodobnosti nulovy neni. To odpovida
prestaveé, Ze tyto dva jevy musi byt zdvislé, protoZe vyskyt
jednoho z nich ten druhy uz vylucuje. Samozfejmé miiZe
nastdvat slab$i zdvislost, napt. jev ,,padne liché ¢islo® je
dasledkem jevu ,padne trojka” a proto také neni dina
pravdépodobnost spoleéného vyskytu téchto dvou jevi
pomoci soudinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich
fekneme Ze jevy A a B jsou stochasticky nezavislé jestlize
plati

P(ANB)= P(A)- P(B).

Zkusme ale tutéZ hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A
»padne liché ¢islo®, jev B ,,padne alespon 3* a jev C ,,padne
nejvyse 3. Pravdépodobnosti jsou P(A) = 1 , P(B) = 2
P(CO) = %, PANBNC) = % =553 alepodvopclch
dostdvdme napt. P(ANC) = % * % %

Obecné tedy definujeme nezavislé jevy takto:

Definice. Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor
7 . (A, P) avném k jevi Ay, ..., A Rek-
neme, 7e tyto jevy jsou stochasticky nezavislé
- =~ (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestliZze pro
11bovolne z nich vybrané jevy A;,, ..., A;,, 1 < £ < k plati

P(A;,N---NA;)=P(A;) ...  P(A;).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezdvislych jevil
opét stochasticky nezdvisly. Ddle si pro dva stochasticky ne-
zavislé jevy A, B spo¢téme

P(ANB)=P(A\B)=P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

i < 16. MiZeme si totiZ predstavit, Ze vytdhneme postupné vSechny
koule. Kazd4 takovd posloupnost vytaZenych kouli (od prvni vytaZzené
koule po posledni), sloZzend z péti bilych, péti Cervenych a Sesti Cer-
nych kouli, m4 stejnou pravdépodobnost vytazeni a pro vypocet hle-
dané pravdépodobnosti mizeme opét pouzit model klasické pravdépo-

dobnosti. Zminénych posloupnosti je P(5,5,6) = Pocet po-

515051 5' 51
sloupnosti, kde na i-tém misté je ¢ernd koule, zbytek libovolny, je to-
lik, kolik je libovolych posloupnosti péti bilych, péti Cervenych a péti

¢ernych kouli, tedy P(5,5,5) = 5,5,5,) Celkem tedy je hledand prav-

dépodobnost
P(5.5.5) _ s5m _ 3
= 16l T g
PG.5.6) gy 8

O

1.46. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancu.
Dvé hlavni politické strany, které v zemi existuji, si pfi ,,volbach* ha-
zeji o kazdy poslanecky manddt zvlast minci. Kazda z téchto stran ma
pridélenu jednu stranu mince. Té stran€, jejiZ strana mince padne, na-
lezi mandat, o ktery se pravé losovalo. Jakd je pravdépodobnost, Ze

kazda ze stran ziskd 100 mandatG? (mince je ,,poctiva™)

ReSeni. Vsech moznych vysledkt losovani (uvazovanych jako dvou-
set&lenné posloupnosti rubt a lic) je 2°%. Pokud kaZd4 strana ziskd
pravé sto mandétil, je ve vylosované posloupnosti pravé sto licti a sto

rubii. Takovych posloupnosti je ( (takova posloupnost je jednozna-

100)
¢né urcend vybérem sto ¢lenti z dvou set moznych, na kterych budou

napt. lice). Celkem je hledand pravdépodobnost

(200) 200!
100/ __ 100!-100! _-
2200 — 9200 0, 056.

O
Nasledujici pfiklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje

pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehodé¢.

1.47. Roc¢né zahyne na silnicich v CR piiblizng 1200 Eeskych ob&ant.
Uréete pravdépodobnost, ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechti
zemie v ndsledujicich deseti letech pfi dopravni nehodé. Pfedpokla-
dejte pro zjednoduseni, Ze kazdy obCan md v jednom roce stejnou
,Sanci* zemfit pfi dopravni nehod& a to 1200/107.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany &lo-
vék v néasledujicich deseti letech nezahyne na pfi dopravni nehodé.
Pravdépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je (1 — 105) Pravdepo-
dobnost, Ze nezahyne v nasledujicich deseti letech, je pak (I — 5 05 12410,
Pravdépodobnost, Ze v ndsledujicich deseti letech nezahyne nikdo z
danych péti set lidf je opét podle pravidla soucinu (jednd se o nezé-

vislé jevy) (1 — 42)390_ pPrayd&podobnost jevu opaéného, tedy toho,

105

25
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Ze nékdo z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy
12\ 5000
1—|1—-— =0, 4512.
10°
O

Poznamka. Model, ktery jsme pouzili v pfedchozim piikladu k po-
pisu zadané situace, je pouze pfibliZzny. Problém spocivd v podmince,
7e kazdy obcan z vySetfovaného vzorku m4 stejnou pravdépodobnost
toho, Ze v pribéhu roku zahyne, kterou jsme odhadli z poc¢tu usmrce-
nych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiZ rok od roku méni a
i kdyby se neménil, tak se méni populace. Ukazme si jednu s nepfes-
nosti pfikladu na jiném zptsobu feseni: zahyne-li 1200 osob za rok,
tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni ¢lo-
vék zahyne v pribéhu deseti let tedy miZeme odhadnout i zlomkem
12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétn{ osoba nezahyne v prib&hu
10 let je tedy (1 — 5 04) (to jsou prvni dva ¢leny binomického rozvoje
1=+ 05 12410y 'Celkem dostiavame anolagicky jako v pfedchozim feseni
odhad pravdépodobnosti

12\ 3%
1_<1_W> =0,4514.

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.

Snaha pouZit matematickych znalosti k vyhfe v nejriznéjsich ha-

zardnich hrich je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy piiklad.

1.48. Alesovizbylo 2500 K¢ z pofddani tdbora. Ales neni Zadny fiou-

ma: 50 K¢ pridal z kasicky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty. -

Ales sdzi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu
je 18/37. Zacin4 sdzet na 10 K¢ a pokud prohraje, v dalsi sdzce vsadi
dvojnésobek toho, co v pfedchozi (pokud na to jest€ md, pokud ne, tak
kon¢i s hrou — byt by mél jesté penize na néjakou mensi sdzku). Pokud
n¢jakou sdzku vyhraje, v nasledujici sdzce hraje opét o 10 K&. Jaka
je pravdépodobnost, Ze pri tomto postupu vyhraje dalsich 2550 K¢?
(jakmile bude 2500 K¢& v plusu, tak konci)

ReSeni. Nejprve spocitejme, kolikrat po sob& miize Ale§ prohrit. Za-

¢ind-li s 10 K¢, tak na n vsazeni potfebuje

on _

104+20+---+10.2""! = 10(22’)_10(

=0

)= 10- (2" —1).

Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2" — 1) ato pron = 8.
Ales tedy miZe sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sdzky,
na devét sazek by potieboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K& a to v priibéhu
hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100 K¢, tak kon¢f{). Aby tedy
jeho hra skoncila netdspéchem, musel by prohrat osmkrat v fad¢. Prav-
dépodobnost prohry pii jedné sdzce je 19/37, pravdépodbnost prohry
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Odtud uz snadno dovodime, Ze zdménou jednoho nebo vice
stochasticky nezavislych jevi za jejich opacné jevy obdrzime
opét stochasticky nezavislé jevy.
Casto je potiebnd pravdépodobnost, Ze nastane alespoii
jeden ze stochasticky nezavislych jevi, tzn. hleddime P(A; U
-+ U Ap). MZeme pak pouzit elementdrni vlastnosti mnozi-
novych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

(UierAD)" = Nicr A}
(Nie1Ai) = Uje A}
a dostdvame:

(1.12) P(A U---UAp) =1— P(ASN

—1—(1—P(A)...

N A;‘) =
(I = P(Ap).

1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou
jevi miZeme pfeformulovat s piedstavou, Ze
zkoumdme jeden z nich za podminky, Ze druhy
nastal. U nezdvislych by podminka neméla mit

= 7adny vliv. Napf. ,,jakd je pravdépodobnost, Ze
pri hodu dvémi kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hod-
not deset?*. Formalizovat takovy postup umime nasledovné.

P{,lgm’néné pravdépodobngst——————

Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v
jevovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhle-
dem k hypotéze H je definovdna vztahem

P(AN H)

P(A|H) = O

Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou
skute¢né nezdvislé tehdy a jen tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Piimo z definice také vyplyvé tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépo-
dobnosti“. Mdme-li dva jevy A;, A, splilujici P(A; N Ay) >
0, potom

P(A1 N Ay) = P(A2) P(A1|A2) = P(A)) P(Az]A)).

Vsechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze nasta-
nou oba jevy A; i A,, jenom jinymi zpiisoby. Napiiklad v
poslednim piipadé nejprve sledujeme, zda nastane prvni jev.
Potom za predpokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda na-
stane i ten druhy. Podobné, pro tfi jevy A;, A,, A3 splitujici
P(A; N A; N A3z) > 0, dostaneme

P(A1 N AN Az) = P(A) P(A2|A) P(A3]A1 N Ay).

Slovy to lze opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu
vSech tif jevil zdroveni miiZeme spocitat tak, Ze se nejprve za-
byvdme vyskytem pouze prvniho z nich, potom druhého za
predpokladu, Ze prvni uZ nastal a naposledy tfettho za pred-
pokladu, Ze oba predeslé jevy jiZ nastaly.

Mame-li obecny pocet k jevi Ay, ..., Ar spliujicich
P(A;N---N Ag) > 0, pak véta fikd ndsledujici:

P(AiN---NAy) = P(A))P(Az|Ay)---P(Ag| AN -NA_1).
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Skute¢né, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech
pranikd, které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové.
Pokracenim Citateld a jmenovateldl ziskdme i napravo praveé
pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazo-
vanych jeva.

1.21. Geometrickd pravdépodobnost. V  praktickych

R problémech se casto setkdvdme s daleko
kone¢nou mnoZinou. Nemdme momentdlné
Z k dispozici ani zdkladni ndstroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné miZeme uvést
alespon jednoduchou ilustraci.

UvaZme rovinu R? dvojic redlnych ¢&isel a v ni pod-
mnoZinu 2 se zndmym obsahem vol Q (symbol ,,vol“ je
od anglického ,,volume®, tj. obsah/objem). Pfikladem muze
slouzit tfeba jednotkovy ctverec. Nahodné jevy budou repre-
zentovany podmnoZinami A C €2 a za jevové pole A bereme
néjaky vhodny systém podmnoZin, u kterych umime urcit
jejich obsah. Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je ddno
vybérem bodu v 2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoziny reprezentujici jev A.

Uvazme jako pfiklad problém, kdy ndhodné vybereme
dvé hodnoty a < b v intervalu [0, 1] C R. VSechny hod-
noty a i b jsou stejné pravdépodobné a otdzka zni ,jakd je
pravdépodobnost, Ze interval (a, ) bude mit velikost ale-
spoii jedna polovina?“. Volba ¢isel a, b je volbou libovolného
bodu [a, b] ve vnitiku trojihelniku 2 s hrani¢nimi vrcholy
[0, 0], [0, 1], [1, 1] (viz obrazek).

1[61 r(oao'ves

!

Ulohu si miizeme predstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny dcastnik vecirku nad rdnem pokousi dvéma
fezy rozdélit parek na tfi dily pro sebe a své dva kamarddy.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspori
palka?

Odpovéd je docela jednoduchd: Podobné jako u klasické
pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci P :
A — R vztahem

vol A

P(a) = vol Q’

v osmi po sob& nésledujicich (nezdvislych) sazkach je tedy (19/37)3.
Pravdépodobnost, Ze v téchto osmi hrach vyhraje 10 K& (pfi daném
postupu) je tedy 1 — (19/37)%. Na to, aby vyhral 2500 K¢&, potiebuje
255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle pravidla soucinu je
pravdépodobnost vyhry

19\ 8 255
(1 — <§) ) =0, 29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je niZsi, nez kdyby vsadil rovnou vse na
jednu barvu. ([

1.49. Samostatné si mizete vyzkouset spocitat predchozi priklad za
predpokladu, Ze Ale§ sdzi stejnou metodou jako v predchozim pii-
kladé, kondi v§ak a7 v okamZiku, kdy nem4 Z4dné penize (pokud nemd
na vsazeni dvojndsobku ¢astky prohrané v predchozi sdzce, ale ma

jesté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K&).

Podminéna pravdépodobnost

1.50.
padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 2?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pfi hodu dvéma kostkami

ReSeni. Oznacme jako B jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka,
jev ,,padne soucet 7“ ozna¢me jako A. MnoZinu vSech mozZnych vy-
sledkd budeme znadit opét jako 2. Pak

PAB_P(AmB)_%_mmm
A= "5 - BBl

Cislo 7 miiZe padnout &tyfmi réiznymi zpiisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy [ANB| =4, |B| =5-5 =25, tedy

P(A|B) = :
- 257
Vsimnéme si, Ze P(A) = %, tedy jevy A a B jsou zdvislé. O

1.51.

na seznam.cz. UZivatelské jméno ma stejné na obou serverech, hesla

Michal m4 dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu

rizné (ale nepamatuje si, které heslo ma na kterém serveru). Pti zada-
vani hesla pfi pfistupu do schranky se splete s pravdépodobnosti 1,/20
(tj. jestlize chce napsat zadat jemu znamé slovo jako heslo, tak jej s
pravdépodobnosti 95% skutecné spravné na klavesnici zad4). Michal
zadal na serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze
néco neni vporddku. Jaka je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné
heslo, ale pouze se ,,preklepnul” pfi zaddvani? (Pfedpokldddme, Ze
uzivatelské jméno zada vZdy bez chyby.)

Reseni. Ozna¢me A jev, 7e Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

$patné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevii:

Ay : chtél zadat spradvné heslo a ptepsal se,

27



4. PRAVDEPODOBNOST

5. GEOMETRIE V ROVINE

A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud’ se pfepsal

nebo ne.
Hleddme tedy podminénou pravdépodobnost P(A;|A), ta je podle
vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna:

P(A\NA) _ P(A) P(A))
P(A)  P(AjUAy)  P(A)+ P(Ay)’

potfebujeme tedy urcit pravdépodobnosti P(A;) a P(A3). Jev A4

P(A|A) =

je konjunkei (prinikem) dvou nezavislych jevi: Michal cht¢l zadat
spravné heslo a Michal se pti zaddvéni ptepsal. Dle zadan{ je pravdépo-
dobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem P(A;) =1 - 55 =
% (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe se jednd o nezdvislé jevy).
Dale je ze zaddni P(A;) = % Celkem P(A) = P(A)) 4+ P(Ay) =
ﬁ) + % = %, a miZeme vycislit:

P(A) _ @
P(A) 2421

P(A1]A) =

]

Geometricka pravdépodobnost.
Metodu geometrické pravdépodobnosti miZzeme pouZit v piipade,
Ze dany jevovy prostor sestdva z nekonecné mnoha elementérnich jevd,
které dohromady vypliiuji néjakou oblast na pfimce, rovning, prostoru
(u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ...). Pfedpokladame, Ze
pravdépodobnost toho, Ze nastane elementérni jev z urcité podoblasti
je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, ...) k velikosti celého

jevového prostoru.

1.52. Z TéSina vyjizdi vlaky co pil hodinu (smérem na Bohumin) a
vlaky se mezi t€émito dvéma stanicemi pohybuji rovnomérnou rychosti
72 km/h a jsou dlouhé 100 metrt, cesta trva 30 minut, vlaky se mijeji
nékde na trase. Nevyspaly hazardér Jarek si vybere jeden z t€chto vlakt
a béhem cesty z TéSina do Bohumina ndhodné vystréi hlavu z okna na
pet vtefin nad kolejisté pro protéjsi smér. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mu bude uraZena? (Predpokladame, Ze jiné neZ zminéné vlaky na trati

nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemnd rychlost protijedoucich vlaka je 40m /s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor vSech
mozZnosti je tedy interval (0, 1800 s), prostor ,,pfiznivych® moZnosti je
potom interval délky 7, 5 s leZici n€kde uvnitf predchozi tsecky. Prav-
dépodobnost uraZeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0, 004. (I

1.53.

nou vecerni vyjiZdi ndhodné autobus z Kolo¢avy do UZhorodu. Jednou

Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodin-
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kde A jsou podmnoZiny v roviné, které odpovidaji ndmi vy-
branym jevim.

Potiebujeme tedy zndt plochu podmnoZziny, kterd odpo-
vidd bodim s b > a + %, tj. vnitiku trojihelniku A ohra-
ni¢eného vrcholy [0, 11, [0, 1], [3, 1]. Evidentng dostdvdme
P(A) = 1.

Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou
pozadovanou minimdlni délku intervalu (a, b) dostaneme
pravdépodobnost jedna polovina?*.

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z dcinnych vypocet-
¢ nich metod pfibliznych hodnot je naopak simulace
znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni
A2 Cetnosti nastoupeni vhodné zvoleného jevu. Napi.
‘ zndmd formule pro obsah kruhu o daném poloméru
tikd, Ze obsah jednotkového kruhu je roven pravé konstanté

T =3,1415...,

ktera vyjadfuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho
poloméru. (Tady si také povSimnéme vychodiska, které jsme
nedokazali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstant-
nimu ndsobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to
budeme umét ukazat, aZ zvladneme tzv. integrovani. Expe-
rimentdlné si to ale miZeme ovérit nize uvedenym postupem
s riznymi velikostmi strany ctverce.)

Pokud zvolime za €2 jednotkovy tverec a za A priinik €2
a jednotkového kruhu se sttedem v pocétku, pak vol A = in.
Mame-li tedy spolehlivy generdtor ndhodnych ¢isel mezi nu-
lou a jednickou a pocitdme relativni Cetnosti, jak ¢asto bude
vzdélenost bodu [a, b] (ur¢eného vygenerovanou dvojici a,
b) od po¢itku mensi ne? jedna, tj. a> + b*> < 1, pak vysle-
dek bude pfi velkém poctu pokusi s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo in.

Numerickym postupiim zaloZenym na tomto principu se
tika metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

V poslednich odstavcich jsme intuitivné pouZzivali ele-
mentarni pojmy z geometrie redlné roviny. Ted
budeme podrobnéji zkoumat, jak se vyporada-
E =’ ~vat s potifebou popisovat ,,polohu v roviné*,
resp. ddvat do souvislosti polohy riznych bodi roviny.

Nastrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrét to ale
budou velice specidlni pravidla pfitazujici dvojicim hodnot
(x, y) dvojice (w, z) = F(x, y). Zéaroveni piijde o pfedzvéest
Uvah z oblasti matematiky, které se tikd linedrni algebra a
kterou se budeme podrobné zabyvat v dalSich tfech kapito-
lach.

1.23. Vektorovy prostor R?. Podivejme se na ,,rovinu‘“ ja-
koZto na mnoZinu dvojic redlnych &isel (x,y) € R? Bu-
deme jim Fikat vektory v R?. Pro takové vektory umime de-
finovat sé¢itani ,,po slozkach®, tj. pro vektory u = (x,y) a
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v = (¥, ¥) klademe
ut+v=x+x,y+y).

Protoze pro jednotlivé sloZky plati vSechny vlastnosti komu-
tativni grupy, evidentné budou tyto vlastnosti platit i pro nase
nové s¢itdni vektorii. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor
0 = (0, 0), jehoZ pfi¢tenim k jakémukoliv vektoru v dosta-
neme opét vektor v. Zdmérné ted pouZivame tentyZz symbol 0
pro vektor i jeho skaldrni slozky — z kontextu je vZdy jasné,
jakou ,,nulu“ mdme kdy na mysli.

Dile definujeme nasobeni vektord a skalard tak, Ze pro
aeRav=(x,y) € R?klademe

a-v = (ax,ay).

Zpravidla budeme znak - vynechdvat a pouhé zietézeni znakt
a v bude oznacovat skaldrni ndsobek vektoru. Pfimo se ovéii
dalsi vlastnosti pro ndsobenf skaldry a, b a s¢itani vektort u,
v, napr.

a(u+v) =au+av, (a+b)u =au+bu, albu) = (ab)u,

kde opét pouZivame stejny znak plus pro séitani vektord i
skalarg.

Tyto operace si miiZzeme dobfe piedstavit, jestliZze uvazu-
jeme vektory v jako Sipky zacinajici v po¢dtku
_ 0 =10, 0] akoncici v bodé€ [x, y] v roving.
Takové Sipky pak mtizeme prikladat jednu
G« ’ za druhou a to presné odpovida s¢itani vektort.
Nésobeni skaldrem a pak odpovidd nataZeni dané Sipky na
a—ndsobek.

Nyni miZzeme udélat podstatny krok: jestliZe si zapama-
4 tujeme dva vyznamné vektory ey = (1,0) a e, =
=P (0, 1), pak kazdy jiny vektor dostaneme jako

u=(xy =xe + yes.

Vyrazu napravo fikdme linedrni kombinace vektorii e| a e.
Dvojici vektorti e = (e, e;) fikdme bdze vektorového pro-
storu R?.

denné ve stejném Casovém rozmezi jezdi jiny autobus ndhodné opac-
nym smérem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét téZ pét hodin. Jaki je

pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ReSeni. Prostor viech mozZnych jevi je étverec 12 x 12, Ozna&ime-li
doby odjezdu obou autobusi x, resp. y, pak se tyto na trase potkaji
pravé kdyZ |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje v daném ctverci
oblast ,,pfiznivych jevli*. Obsah zbylé ¢asti spoc¢itdme piimo jednodu-
Seji, nebof je sjednocenim dvou pravoihlych rovnoramennych trojihel-
nikd o odvésnach délky 7, tedy je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici
»priznivym jevim* je tedy 144 — 49 = 95, celkem je hledand pravde-

5.2, 66.

podobnost p = 77

0 x»v\*ﬁat& z X

O

1.54. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete prav-

dépodobnost, Ze alesporii jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

ReSeni. Nahodné rozd&leni ty&e na tfi dily je dano dvéma body fezu,
¢isly x a y (nejprve ty€ rozfizneme ve vzdalenosti x od pocdtku, nehy-
beme s ni a déle ji roziizneme ve vzdalenosti y od poc¢atku). Pravdépo-
dobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-li ctverec
C tak, aby dvé jeho strany leZely na kartézskych osach v roviné, tak
podminka, Ze alesponi jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy, ndm

vymezuje ve ¢tverci ndsledujici oblast O:

0 ={(xyeCl(x=20)V(x=180) v (y =20) Vv (y = 180)
Vv (Ix = y) = 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujim4 takto vymezend oblast -+ 100 obsahu

Ctverce.
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5. Geometrie v roviné

1.55. Napiste obecnou rovnici pfimky p
teR

x=2—-t,y=1+43t

ReSeni. Vektor (—1, 3) je smérovym vektorem piimky p. Proto vek-
tor (3, 1) je jejim normdlovym vektorem a obecnd rovnice pfimky p
ma tvar

3x+y+c=0
pro jisté ¢ € R. Tuto konstantu ¢ uréime dosazenim x = 2,y = 1
(pfimka p prochézi bodem [2, 1] danym volbou ¢ = 0). Ziskdvame
tak ¢ = —7 a nasledné vysledek 3x +y — 7 = 0. (I

1.56. Je dana piimka

p:2,01+1(3,2), teR
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prtnik s pfimkou
q: [-1,2]+s(1,3), seR

ReSeni. Soufadnice bodii na pfimce jsou dany dle daného parametric-
kého zadédni jako x = 2 4+ 3¢ a y = 0 4 2¢. Vylouenim parametru ¢

ze soustavy téchto dvou rovnic dostdvdme obecnou rovnici piimky p:
2x =3y —4=0.

Prinik s pfimkou g ziskdme dosazenim parametrického vyjadieni

bodl pfimky ¢, tedy x = —1 4+ s ay = 2 4 35, do obecné rovnice

primky p:
2(=14+9) —32+35) —4=0,
odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni pfimky
q dostdvame souradnice priseciku P:
P = [—B, —g].
7 7
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Jestlize si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které
nejsou jeden nasobek druhého, tj. jinou bazi v R?, budeme
moci udélat totéz. Linedrni kombinace w = x u + y v ndm
pro vSechny rtzné dvojice (x, y) da pravé vSechny vektory
w v roving.

Nakonec mtizeme nahliZet vektory jako nase Sipky v abs-
traktni poloze, tj. zapomeneme na ztotoZnéni
bodil v roving s dvojicemi ¢isel. Jenom budou
Y, nase Sipky vechny ,,upoutdny* v bodé¢ 0, ktery

) je zérovedl nulovym vektorem. Zlstanou ndm
operace s¢itdni a nasobeni skaldry a teprve volbou béze ey,
e ztotoznime nasi rovinu Sipek s R2.

1.24. Afinni rovina. KdyzZ si pevné vyvolime néjaky vektor
u € R?, miizeme jej pricitat (tj. coby Sipku priklddat) k libo-
volnému bodu P = [x, y]. Mdme tak tedy s pevnym vekto-
rem definované posunuti, které kazdy bod roviny P zobrazi

na P + u.

+- ?t———??-fu.

jlosrasae 2

a7

Zkusme ted Uplné zapomenout na soufadnice a vnimat
celou rovinu jako mnoZinu, na které funguji nase
posunuti. Takovou mnoZinu A = R? si miizeme
predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi

o= v n¢kterém pevné zvoleném misté (miZzeme mu
fikat tfeba bod O = [xg, yo] € R?). Ptedpoklddejme, Ze
ji vnim4 jako nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych
méfitek a popisii a jenom vi, co to znamend posunout se o
libovolny nasobek né&jakého vektoru u € R?. Takové roviné
budeme fikat ,,afinni rovina“.

Aby mohl vidét kolem sebe ,,dvojice redlnych &isel®,
musi si vybrat néjaky bod E, kterému fekne ,,bod [1, 0] a
jiny bod E,, kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]“. Jinymi slovy,
zvoli si bazi e; = (1,0), e, = (0, 1) mezi vektory posunuti.
Do vsech ostatnich se pak dostane tak, Ze posko¢i ,,a—krét ve
sméru e; ““ a pak ,,b—krat ve sméru e, “ a takovému bodu bude
fikat ,,bod [a, b]“. Pokud to bude d€lat obvyklym zpisobem,
nebude vysledek zdviset na poradi, tzn. miZe také napted jit
b—krét ve sméru e, a pak teprve ve sméru e;.

3&\%
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To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) sourad-  1.57. Stanovte prisecik pifimek
ného systéemu v roviné, bod O je jeho pocdtkem, a obecné
kazdy bod P roviny je ztotoZnén s dvojici ¢isel [a, b], kterou
také budeme psit jako posunuti P — O. ReSeni. Nejdiive poznamenejme, Ze smérovym vektorem piimky p

Budeme déle pracovat v pevné zvolenych souradnicich,
tj. s dvojicemi redlnych Cisel, ale pro lepsi orientaci budeme
vektory zapisovat s kulatymi zdvorkami misto hranatych u
soufadnic bodd v afinni roving. (2, 1). To, Ze vektor u,, neni ndsobkem vektoru u,, pak zarucuje, Ze se

p:x+y—4=0, g:x=-14+2t,y=2+1 tekR

jeu, = (1, —1) (libovolny nenulovy vektor kolmy k vektoru (1, 1)

z obecné rovnice pifmky) a smérovym vektorem pifmky g je u, =

pfimky protinaji (pfimky nejsou rovnobézné). Bod [x, y] je hledanym
prisecikem, pravé kdyZ jeho soutfadnice vyhovuji rovnici piimky p
a soucasn¢ existuje redlné C¢islo ¢, pro které
x=—-142t, y=2+4t.
Dosadime-li odsud do obecné rovnice p, obdrZzime
-1+20+2+0nH—-4=0.
Této rovnici vyhovuje pravé r = 1, coZ dava prusecik se souradnicemi

x=1,y=3. U

1.58. Najdéte obecnou rovnici pfimky p, jeZ prochdzi bodem [2, 3]

a je rovnobéznd s primkou x — 3y + 2 = 0, a parametrickou rovnici

piimky ¢ prochdzejici body [1, 3] a [-2, 1].

ReSeni. KaZd4 piimka rovnob&zna s pifmkou x —3y+2 = 0 je zad4na
1.25. Piimky vroviné. KdyZ se nas pozorovatel umi posou-
1 vato libovolny ndsobek pevného vektoru, pak také vi,
co je to pfimka. x—=3y+c=0

Je to podmnoZina p C A vroviné takovd, Ze exis-  pro ngjaké ¢ € R. Pifmka p prochdzi bodem [2, 3]. Mus{ tedy platit
tuji bod O a nenulovy vektor v takové, Ze
2—-3-34¢=0, t. c=17.

rovnici

Pro pfimku ¢ 1ze ihned uvést jeji parametrické vyjadieni

g:I1,31+1(1—(=2),3—1)=[1,3]+1(3,2), t € R.

p={Pe€A, P-0=t-v,1teR}

PopiSme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s
volbou v = («, B):

xO)=xo+a-t, yO)=yo+pB-1 1.59. Zjistéte, zda n&které z pifmek

ProtoZe vektor v = («, A) je nenulovy, musi byt aspoii jedno P! - 2x+3y—4=0, py:x—y+3=0, p3:-2x+2y=-6

z ¢isel o, B rtizné od nuly. KdyZ pro urcitost predpokladame, P4 —Xx — % y+2=0, ps:x=24t y=-2—-t teR

Ze tieba o # 0, pak vylou¢ime ¢ z parametrického vyjadreni . . .

. . L (ne)jsou totozné.

pro x a y a jednoduchym vypoctem dostaneme -
Reseni. Je vidét, ze

—Px +ay = —fxo + ayo. 2. (—x—3y+2)=2x+43y—4.

. ‘ R né rovni iz zadavaji stejnou pifimku. Normalovy vek-
To je obecnd rovnice pifmky Obecné rovnice p; a p4 tudiz zadavaji stejnou p u. Normalovy ve

tor piimky p; je (2, 3), pro pfimku p; je (1, —1), pro ps3 je (—2,2)
(1.13) ax + by =c, a pro ps je (1, 1) (kolmy vektor k vektoru (1, —1)). Pfimky p, a ps

jsou rovnobé&zné (normélovy vektor jedné je ndsobkem normdalového
se zndmym vztahem dvojice ¢isel (a, b) = (—B, «) a sméro-

. - vektoru druhé). Dalsi dvojice rovnobéZnych piimek neexistuji. Nebof
vého vektoru piimky v = («, f)

soustava

(1.14) ao +bB =0. x—y+3=0, —-2x4+2y+6=0
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zjevné nemd feSeni, pifimky p; a p4 tvofi jedinou dvojici totoZnych

pfimek. |

1.60. Urcete pfimku p, kterd je kolméd k pfimce g : 6x —7y+13 =0
a kterd prochdzi bodem [—6, 7].
ReSeni. ProtoZe normalovy vektor piimky ¢ je smérovy vektor pfim-

ky p, miZeme bezprostiedné napsat vysledek

p:x=—-6+6fy=7-Tt t €R.

O

1.61. Udeijte priklad ¢isel a, b € R, pro néz je vektor u normdlovym
vektorem piimky AB, je-li A = [1, 2], B = [2b, b], u = (a — b, 3).
ReSeni. Smérovym vektorem piimky AB je (2b — 1, b — 2) (tento
vektor je vZdy nenulovy), a proto jejim normélovym vektorem je (2 —
b,2b — 1). Polozime-li
2—b=a-b, 2b—-1=3,

dostivime a = b = 2. O

1.62. Urcete vzdjemnou polohu piimek p, g v roving, jestlize je p :
2x —y—5=0,q9 : x +2y — 5 = 0. Pokud se jednd o riiznobézky,
naleznéte soufadnice jejich priseciku.
ReSeni. Z obecnych rovnic piimek p, ¢ zname jejich normélové vek-
tory (2, —1), (1, 2). Pfimky jsou rovnobéZné prave tehdy, je-li norma-
lovy vektor jedné ndsobkem normélového vektoru druhé, coZ ziejmé
pro piimky p, g splnéno neni. Jde tedy o rtiznobézky. Prisecik nalez-
neme vyreSenim soustavy
2x—y—5=0, x+4+2y-5=0.

KdyZ z prvni rovnice vyjadiime y = 2x — 5 a dosadime za y do druhé,
ziskdme

xX+22x—-5-5=0, . x=3.
Poté snadno uréime y = 2 -3 — 5 = 1. Pfimky se tak protinaji v bo-
dé [3, 1]. O

1.63. Uvazujme rovinu R? se standardni soustavou souiadnic. Z
pocatku [0, 0] je vyslan laserovy paprsek ve sméru (3, 1). Dopadne

na zrcadlovou piimku p danou parametricky jako
p:[431+1(=2,1)

a poté se odrazi (thel dopadu je shodny s thlem odrazu). V jakém bodé
dopadne odrazeny paprsek na piimku ¢, danou parametricky jako

q:[7,-10]4+1(—1,6)?
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Vyraz nalevo v rovnici piimky (I'T3) mGzeme vidét jako
skalarni funkci F zdvislou na bodech v roviné
a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako poZa-
davek na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vek-
— tor (a, b) je v tomto piipadé pravé smérem, ve
kterem F nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a, b)
praveé tim smérem, ve kterém zlstdvd naSe funkce F kon-
stantni. Konstanta ¢ pak urcuje, kterou ze vSech rovnob¢z-
nych pfimek rovnice urcuje.
M¢jme nyni dvé primky p a g a ptejme se po jejich pri-
niku p N ¢g. Ten bude popsan jako bod, splitujici obé rovnice
pfimek soucasné. PiSme je takto

ax +by =r
(1.15)

cx +dy=s.
Opét miZeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé
dvojici souradnic [x, y] bodt P v roviné¢ prifadi vektor hod-
not dvou skaldrnich funkei /) a F, danych levymi stranami
jednotlivych rovnic (ICT3). MiZeme tedy naSe rovnice napsat
jako jediny vztah F (v) = w, kde F je prifazent, které vektor
v popisujici polohu obecného bodu v roviné (v nasSich sou-
fadnicich) zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic, a
pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zadané
hodnoty w = (r, s).

1.26. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F, se kte-

= vlastnost respektuji operace scitdni a ndso-
beni s vektory a skaldry, tj. respektuji linedrni kombinace:

Fa-v+b-w)y=a-Fw)+b-F(w)
pro vSechny a, b € R, v, w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni
zobrazeni z R? do R?, a piSeme F : R? — R2. Slovy Ize
podminku také vyjadrit tak, Ze linedrni kombinace vektort
se zobrazuje na tutéZ linedrni kombinaci jejich obrazd, tj. li-
nedrni zobrazeni jsou ta zobrazeni, kterd zachovavaji linedrni
kombinace.
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Se stejnym chovdnim jsme se setkali i v rovnici (I'13)
pro piimku, kde $lo o linedrni zobrazeni F : R> — R a
jeho predepsanou hodnotu c. To je také diivodem, pro¢ jsou
hodnoty zobrazeni z = F(x, y) na obrazku vyobrazeny jako
rovina v R3.

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci
tzv. matic a jejich ndsobeni. Matici rozumime obdélnikové
schéma skalard, napr.

A=(a b) nebo v=<x),
c d y

hovoiime o (Ctvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v.
Jejich ndsobeni definujeme takto:

_(a b x\ _ [(ax +by
e ) (0)-65)

Podobné, miiZeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou ma-
tici B stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme pred-
chozi formule po jednotlivych sloupcich matice B a obr-
drZime jako vysledek opét Ctvercovou matici.
Neumime ndsobit vektor v zprava matici A protoZe ndm
. nevychazi pocty skalarti na fadcich v s poCty ska-
lart ve sloupcich A. Umime vSak napsat vektor
2\ w do fadku skaldra (tzv. transponovany vektor)
—~+¢ w! = (ab) aten zprava nasimi maticemi A nebo
vektory v jiZ ndsobit umime.
Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni (propocitejte
pro obecné matice A, B a vektor v detailn¢):

(A-B)-v=A-(B-v).
Misto vektoru v miZeme samoziejmé psét i libovolnou ma-

tici C spravného rozméru. Stejné snadno je vidét i distributi-
vita

A-B+C=A-B+A-C,
neplati vSak komutativita a existuji ,,d€litelé nuly*. Napft.

CO6D-6 - IEH-CD

Zejména vidime, Ze nasobeni vektorti pevnou matici za-
dava linerdni zobrazeni, a naopak, pomoci hodnot linedr-
niho zobrazeni F na dvou pevnych vektorech bize uZz do-
staneme celé piislusné zobrazeni. Body v roviné jsou tedy
obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni F roviny do ro-
viny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni
z roviny do redlné pfimky R. S maticemi a vektory umime
rovnice pro piimky a body psét

W v =(a b).@):c
e ()

Samoziejmé, ve zvldstnich situacich tomu tak byt ne-
musi. Tak tfeba prinikem dvou stejnych piimek je op€t sama
pfimka (a vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zob-
razeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly

ReSeni. Smér paprsku svird s piimkou p tdhel 45°, odraZeny paprsek
tedy bude kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3) (Po-
zor na orientaci! Dany smérovy vektor miZzeme téZ ziskat napiiklad
zrcadlenim podle kolmého vektoru k piimce p.) Paprsek dopadne v
bodé [6, 2], odrazeny paprsek tedy bude mit rovnici

[6,2] +1(1,—=3),t>0.

Prinik pfimky dané odrazenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4, 8],
coZ je mimo polopiimku, kterd je dand odrazenym paprskem (¢ = —2).

Odrazeny paprsek tedy primku g neprotne. U

1.64. Z bodu [—2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti

1 ms™!

ve sméru (3, 2) dsecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila z
bodu [5, —2] druh4 dsecka délky 1 ve sméru (—1, 1), oviem dvojné-
sobnou rychlosti. Srazi se?

ReSeni. Pfimky, po kterych se pohybuji dané tisecky, miizeme popsat

parametrickym vyjadfenim:

p : [-2,014+7r(3,2),
qg : [5 -2]4+s(—1,1).

Obecnd rovnice primky p je
2x =3y +4=0.

Dosazenim parametrického vyjadieni piimky ¢ ziskdme prisecik P =
[1,2].

Nyni se snazme zvolit jediny parametr ¢ pro obé usecky tak,
aby ndm odpovidajici bod na pifimkéach p, resp. g, popisoval polohu
pocatku prvni, resp. druhé, tsecky v Case ¢. V Case 0 je prvni dsecka
v bod€ [—2, 0], druhd v bodé [5, —2]. Za ¢as ¢ sekund urazi prvni
usecka t jednotek délky ve sméru (3, 2) druhd pak 2¢ jednotek délky
ve sméru (—1, 1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
p : [-2,0]+ «/_1_3(3’ 2),
g : [5-20+w2-11),

Pocatek prvni isecky dorazi do bodu [1, 2] v Case t; = +/13 s, poCétek
druhé tsedky v Case t = 2+/2s, tedy vice nez o piil vtefiny diive.
Tedy v dobé, kdy dorazi do priseciku P pocatek prvni dsecky, bude

jiZ konec druhé dsecky pry€ a Usecky se tak nesrazi. (]

1.65. Rovinny fotbalista vystieli mi¢ z bodu F = [1, 0] ve sméru
(3,4) na branu (dsecku) ohrani¢enou body A = [23,36] a B =

[26, 30]. Sméfuje mi¢ do brany?
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ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrdva v prvnim kvadrantu,
sta¢i uvazovat smérnice vektora FﬁA, (3,4), FB. Tvoti-li (v tomto
potadi) budrostouci nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu.
Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coz je klesajici posloupnost,
mic tedy sméfuje do brany. (I

1.66. Upravte (A — B)T - 2C - u, pfi¢emz
0 5 2 0 2 -2 3
(%) o= (20 =G F) = 0)
Reseni. Dosazenim
—1 4 —4
1)’ 2= <8 10)

-2 5 -2

A—B:(_l 1), (A—B)T:<5
-2 -1 4 —4 3 —52
a-mrace= () w0) ()= (&)

a nasobenim matic dostavame

1.67. Uvedte ptiklad matic A a B, pro néz

(@ (A+B)-(A—-B)#A-A—-B-B;
(b) (A+B)-(A+B)#A-A+2A-B+ B-B.
ReSeni. Pfipomeiime, Ze uvazujeme dvojrozmérné (¢tvercové) mati-
ce A a B. Pro libovolné matice A a B ovSem plati
(A+B)-(A—B)=A-A—A-B+B-A—B-B.
Identitu
(A+B)-(A—-B)=A-A—-B-B

tak dostaneme, pravé kdyZ je —A - B + B - A nulovou matici, tj. pravé
kdyZ matice A a B komutuji. Pfikladem hledanych matic jsou tedy
pravé ty dvojice matic, které nekomutuji (matice soucinu se pfi ziméné
poradi ndsobenych matic zméni). MliZeme napf. zvolit
1 2 4 3
=G =G )
nebot pii této volbé je
8 5 13 20
A'B—<2o 13)’ B'A—<5 8>'
Analogicky pro kazdou dvojici matic A, B plati

(A+B)-(A+ B)

To znamena, ze

(A+B)-(A+B)

=A-A+A-B+B-A+B-B.

=A-A+A-B+A-B+B-B

je spInéno tehdy a jenom tehdy, kdyZz A-B = B-A. Ve druhém piipadé
jsou tak hledané dvojice matic A, B zcela totozné s piipadem prvnim.
O
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celou rovinu. V prvém piipadé€ to pozndme tak, Ze jsou na-
levo v rovnicich (I”13) stejné vyrazy az na skalarni nasobek
(nebo jinak feceno, fadky matice A jsou stejné aZ na skaldrni
nasobek). V takovém pripad€ bud nebude v priniku prislus-
nych pifimek Zadny bod (rovnobézné rtizné piimky) nebo tam
budou vSechny body piimky (stejné primky). Tuto podminku
muze vyjadrit tak, Ze poméry a/c a b/d musi byt stejné, ne-
boli

(1.16) ad — bc = 0.

Vsimnéme si, Ze toto vyjddieni uz zahrnuje i pripady, kdy ¢
nebo d je nulové.

1.27. Determinant matice. Vyrazu nalevo v (I’I8) fikdme
determinant matice A a piSeme pro néj

a b
d

Nasi diskusi ted mtizeme vyjadrit takto:

det A = =ad — bc.

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na
vSech maticich A a rovnice A-v = u je jednoznacné reSitelnd,
praveé kdy? je det A # 0.

Zkuste promyslet, Ze pro tuto tivahu bylo podstatné, Ze
&\ pracujeme s polem skalard. Napiiklad nad ce-
@y, lymi Cisly obecné neplati. KdyZ prosté spoteme
¥/, esenirovnic s celo¢iselnymi koeficienty (tj. ma-
/ tice A ma pouze celoCiselné vstupy), tak toto
feSeni celociselné byt nemusi.

1.28. Afinni zobrazeni. Podivame se, jak maticovd symbo-

7 . lika umoZiluje pracovat s jednoduchymi zobra-

" zenimi v afinni roving. Vid&li jsme, Ze ndsobe-

— nim matici je dano linerdni zobrazeni. Posunuti

v afinnf roviné R? o pevny vektor t = (r, s) € R?> umime v
maticové formé také snadno zapsat:

() rer=()-0)- ()

JestliZze k vysledku linedrniho zobrazeni jest€ dovolime
pricist pevny vektor ¢+ = (r, s), pak nase zobrazeni bude mit

tvar
b <x> s A b4t (ax—i—by—i—r).
y cx+dy+s

Takto jsou popsdna pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny
do sebe.

Takova zobrazeni ndm umoZni piepocitdvani soufadnic
« vzniklych rliznymi volbami pocitki a bdzi
S » smérd pro posunuti. Co se stane, kdyZ nds
pozorovatel z odstavce bude tutéZ rovinu
shliZet z jiného bodu nebo si aspoii vybere jiné
body E 1, E»? Zkuste si promyslet, Ze na trovni soufadnic
to skutecné bude pravé zména realizovand pomoci afinniho
zobrazeni. Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu
tak je ve vSech dimenzich.




CHAPTER 1. KRUCKY K MATEMATICKYM PROBLEMUM

Y
s e
; A\ IK
A
S .
s
\V/

1.29. Euklidovskd rovina. Pfidejme nyni schopnost
naseho pozorovatele vidét vzdalenosti. Napf. mtze véfit
obvyklému vzorci pro velikost vektoru v = (a, b)

vl = va* + b?

v jim zvolenych afinnich soufadnicich. OkamZit¢ pak
muiZeme definovat pojmy jako jsou thel a otoceni v rovin€.
Jednoduse si to miiZeme predstavit takto: nas clovek se
7%, rozhodne o néjakych bodech E; a E, Ze jsou
od néj ve vzdalenosti jedna, a zarover si fekne,
- Zejsou na sebe kolmé. Vzddlenosti ve smérech
souradnych os pak jsou ddny piislusnym pomérem, obecné
pouZziva Euklidovu (nebo Pythagorovu) vétu. Odtud vyjde
pravé vyse uvedeny vzorec.

b

N "

= 10-Q1 = {Z %

Nas pozorovatel roviny mtiZze samoziejmé postupovat i ji-
nak. MiiZe pouZit néjaky standard pro skutecné méfeni vzda-
lenosti bodi P a Q v roviné a fici, Ze to je pravé velikost
vektoru Q — P, ktery potiebujeme na posunuti z P do Q.
Pak si vybere néjaky z vektort, které skutecné maji velikost
1 a tfeba pomoci trojihelniku o stranich s velikostmi 3,4 a 5
zkonstruuje kolmy vektor o velikosti jedna a ddle pokracuje
jako vyse.

o)

1.68. Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni F, G : R*> — R? zadan4 pfifa-

zenimi
(x Tx — 3y
F'(y)'_)(—Zx—FSy)’ x,y €R,
(x 2x +2y —4
G'(y)l_)<4x—9y+3)’ x,y€eR
linearni.

ReSeni. Pro libovolny vektor (x, y)” € R?> miizeme vyjadfit
by 7 =3 X X
F = . , G =
((y)) (—2 > ) <y> ((y>>

2 2 X n —4
4 -9 y 3
Odtud vyplyva, Ze obé zobrazeni jsou afinni. Pfipomenime, Ze afinni

zobrazeni je linedrni, praveé kdyZ se nulovy vektor zobrazi sim na sebe.

OO0 «(©)-6)

zobrazeni F je linedrni, zobrazeni G nikoli. U

1.69. Bud déan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF (vrcholy jsou
oznaceny pofadé v kladném smyslu) se sttedem v bodé¢ S = [1, 0]

a vrcholem A = [0, 2] Urcete soufadnice vrcholu C.

ReSeni. Soufadnice vrcholu C ziskdme oto&enim bodu A okolo stiedu
S Sestithelnika o 120° v kladném smyslu:

c — (COS(IZO°) —sin(120°)

sin(120°)  cos(120°) ) C=9H+5=

1 _B\ /_ ; .
) (i —2)(21>+“’0]:[§—ﬁ»—1—§1-
O

1.70. Buddan rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leZici
cely v prvnim kvadrantu. Urcete soufadnice jeho tfettho vrcholu.
V31

Reseni. Treti soufadnice Je[ +%5,5 “/73] (ota¢ime bod [1, 0] 0 60°
kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). O
1.71. Urcete soufadnice vrchold trojihelnika, ktery vznikne otoce-

nim rovnostranného trojihelnika, jehoz dva vrcholy jsou A = [1, 1]
abB =
S = [0, 0]) 0 60° v kladném smyslu kolem bodu S.

[2, 3] (tfeti pak v poloroviné dané pfimkou AB a bodem

ReSeni. Treti vrchol trojihelnika dostaneme napf. otoéenim o 60° jed-

noho z vrcholil kolem druhého (Ve sprévném smyslu). Hledané body

majf soufadnice [—3 /3, v/3—1 3, WA+ 11-343, V3+

51 0
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1.72. Urcete uhel, ktery sviraji vektory

@) u=(=3,-2),v=1(=2,3);
(b) u=(2,6),v=(-3,-9).

ReSeni. Hledany thel ¢ Ize vypoditat ze vzorce

Ux UxFULyVy
ull-lol

cos @ =
kde u = (uy,uy), v = (vy,v,). VSimnéme si, Ze vektor (-3, —2)
muizZeme ziskat tak, Ze zaménime poradi soufadnic ve vektoru (—2, 3)
a jednu z nich vynasobime ¢islem —1. To je ovSem uprava, kterd se
provadi, kdyZ chceme ze smérového vektoru primky ziskat normalovy
(nebo naopak). Vektory ve varianté (a) jsou tedy kolmé, tj. ¢ = /2.
Nebot —3 - (2,6) = 2 - (=3, —9), je ve varianté (b) vektor u ndsob-
kem vektoru v. Pokud jeden vektor pfejde na druhy tak, Ze ho vyna-
sobime kladnym ¢islem, sviraji tyto vektory evidentné nulovy uhel.
V naSem piikladu je tfeba ndsobit zdpornym ¢islem, coZ bezprostiedné

dava ¢ = 7. (Il

1.73. Urcete tihel, ktery sviraji ¢ thlopricky A3 A7 a AsAq pravidel-
ného dvandactitihelnika AgA1 A, ... Aq;.

ReSeni. Odchylka nezdvisi na velikosti daného dvanictitihelnika.
Volme dvanéctidhelnik vepsany do kruZnice o poloméru 1. Jako v
pfedchozim piikladé uréime soufadnice jeho vrcholl a podle vzorce
snadno dopoc?l’teime, Ze cos(p) = Nﬁ’ tedy ¢ = 75°.

Jiné feSeni. Ulohu Ize fesit Cist€ metodami syntetické geometrie: ozna-
¢ime S stfed dvandctithelnika a 7" prisecik thlopticek A3 A7 a AsAjp.
Nyni |L A7As5A 19| = 45° (obvodovy thel prislusny stfedovému thlu
A7S8Aq, ktery je pravy), dile |L AsA7;A3| = 30° (obvodovy thel
prislusny stredovému tihlu A5 SA3, jehoZz velikost je 60°). Velikost thlu
AsT A7 je pak dopitkem vyse zminénych thlt do 180°, tedy je rovna
105°. Hledan4 odchylka je pak 180° — 105° = 75°. ]

1.74. Najdéte matice A takové, Ze

L (L B
A=z 7).
22

Ndpovéda: jaké geometrické zobrazeni v roving zaddvd matice A%?

ReSeni. A” je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takZe hledané

matice jsou
VAT
=T 4
2 2
tj. jsou to matice rotace o 30°, resp. 0 210°. (Il
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Euklidovska rovina je afinni rovina s vySe zavedenym po-
jmem vzdélenosti.

1.30. Uhel vektori. Jak jsme jiz pouZivali pfi diskusi kom-
Yl plexnich ¢isel coby bodl v roving, tzv. gonio-
S ' metrickd funkce cos ¢ je ddna hodnotou redlné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoZ
—— thel s vektorem (1, 0) je ¢.
Zjevné je pak druhd soufadnice takového vektoru dana
redlnou hodnotou 0 < sing < 1 spliujici

(cos gz))2 + (sin (p)2 = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w miiZeme jejich dhel
popsat pomoci soufadnic v = (v, vy), w = (w,, w,) takto:

Uy Wy + Vywy
CoOS¢p = ——————=

vl - flwl

s

Tento vztah si snadno ovéfime, pokud véfime, Ze otoceni
= roviny kolem pocatku neméni dhly. Pak totiZ
miZeme napied libovoln€ zvolené vektory
vyndsobit vhodnymi skaldry tak, abychom
Ry dostali vektory velikosti jedna (nds vzorec totiZ
po ndsobeni vektort libovolnymi skalary dava pochopitlené
neménné vysledky). Poté milzZeme vhodnym otocenim
nasi roviny dosdhnout toho, Ze prvni z vektorG bude pravé
prvnim bazovym vektorem (1, 0). Potom ddva naS vzorec

Wy
cosp = —,
[w]]

coZ je pouze opakovdnim definice funkce cos ¢.

1.31. Rotace kolem bodu v rovin€. Matici libovolného zna-
mého zobrazeni F : R*> — R? lze vcelku snadno uhddnout:
Je-li totiz vysledkem matice se sloupci (a, ¢) a (b, d), pak
prvni sloupec dostaneme nasobenim této matice s prvnim
vektorem bdze (1, 0) a druhy je vycislenim na druhém vek-
toru baze (0, 1).
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Z obrazku je proto vidét, Ze pro rotaci o thel Y proti
sméru hodinovych rucek jsou v matici sloupce

(D)= ¢ am=an)

Smér proti sméru hodinovych ruc¢ek oznacujeme jako kladny
smér rotace, opacny je pak zdporny. Proto dostdvadme tvr-

zeni:

2

—7

Rotace o pfedem dany thel ¢ v kladném sméru kolem
pocétku soufadnic je ddna matici Ry, :
—sinyr X
cos ¥ v/

X cos
o= () e (2

Matice rotace lu

Nyni, kdyZ uZ vime, jak vypadd matice otoCeni v ro-
7 = vin¢, miZeme ov¢fit, Ze otoCeni zacho-
5 I vava vzdalenosti a dhly (definované pfe-
= deslym vzorcem). Oznaéime-li obraz vek-

toru v jako

/ vy Uy COS Y — v, Sinyr
v = = R -V = . )
(v’y) v (vx sinyr 4 vy cos Y
/

a podobné w' =
opravdu plati

Ry - w, pak lze snadno pfepocitat, Ze

'l = Tl

/
y = UxWy + vywy.

Predchozi vyraz Ize pomoci vektori a matic napsat na-
sledovné

/ / /
VW, + v w

(Ry - w)T(R,/, cv) =wlo.
Transponovany vektor (R - w)” je roven w - R]/T,, kde ng
je tzv. transponovand matice k matici Ry,. To je matice, jejiZ
fadky tvoii sloupce ptivodni matice a sloupce naopak tvori

1.75. Stanovte A - A pro
A (cgs @
sing  cos¢@
ReSeni. Vime, 7e zobrazeni
<x> . (cgsw —s1ngo> ' (x)’ .y R
y sing  cosg y

je rotaci roviny R? kolem pocatku soustavy soufadnic o thel ¢ v klad-

_Sm‘p), kde ¢ € R.

ném smyslu. Vzhledem k asociativité¢ ndsobeni matic dostdvame, Ze
zobrazeni

(x) . <093(p —sm(p> ‘ <c9s<p — sm<p) . (x)  xyeR
y sing  cosg sing  cosg y
je rotaci o dhel 2¢. To znamend, Ze plati

A A= c952<p —sin2¢p ‘
sin2¢  cos2¢

Poznamenejme, Ze jsme samoziejmé mohli piimo vyndsobit A - A

(a aplikovat vzorce pro sinus a kosinus dvojndsobného thlu). Opakova-

nim vySe uvedeného (pfip. pouzitim matematické indukce) lze ovSem
snadné&ji obdrzet

A — (cps ne

sinng

jestlize klademe A2 =A- A, A3 =A.A.Aatd. O

—sinng .
cosmp)’ n=273, ...,

1.76. Zjistéte, jak4 linedrni zobrazeni R? do R? jsou zaddna mati-

cemi (tj. popiSte jejich geometricky vyznam)

10 10 V22
A1=(0 O)’ A2=<0 1)» A3=<§ é , As=
0 1
(Vo)

ReSeni. Necht (x, y)” je nadile libovolny redlny vektor. Pro matici

()= 0)-()=(6):

coZ znamend, 7e linedrni zobrazeni, které tato matice zadava, je pro-

A dostaivame

jekce na osu x. Podobné vidime, Ze matice A, urcuje zrcadleni vzhle-
dem k ose y, protoZe
()= (0 0)-6)=()
y 0 1) \»y y )
Matici Aj lze vyjadrit ve tvaru
(cos @ —sin g0>
sing  cosg@
pro ¢ = m/4, a tudiZ zadava otoCeni roviny kolem pocétku o thel /4
(v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych rucic¢ek). Pro mati-
ci A4 pak ziskdvame
X 01 X
()= (o) ()= )
Matice A4 tedy urcuje zdmeénu os — zrcadleni vzhledem k piimce y =
X. ]
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1.77. Rovnobéznikova rovnost. DokaZzme jako ilustraci nasich né-

stroju tzv. ,,rovnobéZnikovou rovnost“: Jsou-li u, v € R?, pak:

2(Jull* + oll?) = llu + vlI* + lu — v|*.

3%

Neboli soucet druhych mocnin délek tihlopfi¢ek rovnobéZznika je roven

dvojnésobku souctu druhych mocnin délek jeho stran.

ReSeni. Rozepsdnim obou stran do soufadnic u = (uy, us), v =

(v1, vy) obdrZime:

2([lull® + llvlI*) =
= 2(uf + uj + vi + v3)
= u% + 2uq vy + U12 + u% + 2urvy + v% +u% — 2uqvi+
+ 0] + U5 — 2upvy + vy
= (u1 +v1)* + (U2 +v2)* + (U1 — v1)* + (U2 — v2)?
= llu+ v+ Ju — |,
a

1.78. UkaZte, Ze sloZenim lichého poctu stfedovych soumérnosti v

rovin€ dostaneme opét stfedovou symetrii.

ReSeni. Stiedovou soumérnost v roviné se sttedem S reprezentujme
predpisem X — S — (X —S), neboli X — 25 — X. (Obraz bodu X ve
sttedové symetrii podle stiedu S dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu
S pric¢teme soutfadnice vektoru opacného k vektoru X — S.) Postupnou
aplikaci tif stredovych soumérnosti se stfedy S, T a U tak dostavame
X—>2S—X 2T -Q2S—X)— 2U - Q2T — 25 - X)) =
200 -T+S)— X, celkem X — 2(U — T + S) — X, coZ je sttedovd
soumérnost se sttedem S — 7" 4 U. SloZen{ libovolného lichého poctu
sttedovych soumérnosti tak postupné redukujeme az na sloZenf tif stfe-
dovych soumérnosti, jde tedy o stfedovou symetrii (v principu se jedna

o diikaz matematickou indukci, zkuste si jej sami zformulovat). [

1.79. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li dany vSechny stiedy jeho
stran.

ReSeni. K feSeni vyuZijeme toho, Ze sloZenim lichého poctu stie-
dovych soumérnosti je opét stfedova soumérnost (viz predchozi pri-
klad). Oznaéme vrcholy hledaného (2n + 1)-thelnika po fadé A,
Ay, ..., Aoy astiedy stran (poc¢inaje sttedem strany A A;) postupné
S1, S2, ... 8241 Provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stfedd, tak bod A, je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové
soumérnost, tedy jejim stfedem. K jeho nalezen{ tedy staci provést uve-
denou stfedovou soumérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A;

leZi pak ve stiedu tseCky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné
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fadky ptivodni matice. Vidime tedy, Ze matice otoceni spliiuji
vztah Rg Ry = I, matice I (n€kdy piSeme prost€ 1 a mdme
tim na mysli jednotku v okruhu matic), je tzv. jednotkovd ma-

tice
1 0
(9.

Tim jsme odvodili pozoruhodné tvrzeni — matice F s vlast-
nosti, ze F - Ry = I (budeme takové fikat inverzni matice
k matici rotace Ry) je matici transponovanou k ptvodni. To
je logické, nebof inverzni zobrazeni k rotaci o thel ¥ je opét
rotace, ale o thel —1/, tj. inverzni matice RVT, je rovna matici
R _ (cos(—xﬂ) —sin(—w)) . ( cos ¥ sinw)
V7 \sin(=y)  cos(—y) )~ \—siny cosy )

Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu
P =0+ w, P = [w,, w,], opét pomoci matice, snadno
napiSeme potiebny vzorec pomoci posunuti:

Staci si k tomu uvédomit, Ze mtiZeme misto rotace kolem
daného bodu P napfed posunout P do naSeho pocétku, pak
provést rotaci a pak udélat opa¢né posunuti, kterym celou
rovinu vratime tam, kde méla celou dobu byt, viz obrdzek.
Pocitejme tedy

v=<§)>|—>v—wr—>Rw-(v—w)
= Ry -(v—w)+w

[ cosY(x —w,) —sinPY(y — wy) + w,
—\siny(x —wy) +cosy(y —wy)) +wy )7

1.32. Zrcadleni. Dalsim dobie zndmym piikladem zobra-

pon zeni, kterd zachovavaji velikosti, je tzv. zrca-
%, dleni vzhledem k primce. Opét nam bude stacit
" popsat zrcadleni vzhledem k pifmkdm proch4-
zejicim pocatkem O a ostatni se z nich odvod{

pomoci posunuti, resp. rotaci.

Hledejme tedy matici Zy, zrcadleni vzhledem k pifmce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim tihel ¢ s vek-
torem (1, 0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
)
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’ (oo

et

i
‘ J(CU‘*“) |
(B (3)=(12s)

Obecné miiZzeme kaZdou pfimku otocit do sméru vektoru
(1, 0) a tedy zapsat obecnou matici zrcadlen{ jako

Zy=Ry-Zo-R_y,

kdy nejprve oto¢ime matici R_, ptimku do ,,nulové® polohy,
odzrcadlime matici Zj a vratime zpét otoenim Ry, .

Mitzeme proto (diky asociativit¢ ndsobeni matic)
spocist:

7. _ (€°s Y —siny 1 0 cosy  siny
V= \siny  cosy ) \0 —1) \—=siny cosy
__[cosyr  siny cosy  siny
T \singy —cosy) \—siny cosy
_ (cos2 ¥ — sin® ¥ 2 sin yr cos )

2sinycosy  —(cos? ¢ — sin® )

_(cos2y  sin2y
T \sin2y¢ —cos2y )’

Pouzili jsme ptitom obvyklé souctové vzorce pro goniomet-
rické funkce. PovSimnéme si také, Ze Zy, - Zy je dano:

cos2y  sin2y I 0\  [(cos2y —sin2y
sin2y  —cos2y ) \0 —1) " \sin2¢y cos2y /|-

Toto pozorovani l1ze zakreslit a zformulovat ndsledovné

8. ;

sttedové symetrii. Dal§i vrcholy A,, ..., Ay,11 ziskdme zobrazovanim

bodu A, ve stfedovych soumérnostech podle S, ..., Sot1- O

1.80. Spoctéte délky stran trojihelniku s vrcholy A = [2,2], B =
(3,01, C =1[4,3].

ReSeni. Uzitim znamého vzorce pro velikost vektoru

lull = Jui +u3,  u=(ui,uy) € R?

obdrZzime vysledky

|AB| = ||A— Bl =V(2-3)2+ 2 - 02 =5,
|BC| = 1B — Cl| =3 =42+ (0 -3)2 = V10,
IACI = ||A = Cll = V2 - 42+ (2 - 3)2 = V5.

O

1.81. Urcete obsah trojihelniku ABC, je-li A = [-8,1], B =
[—2,0],C =15,9].
ReSeni. Vime, Ze obsah je roven poloving determinantu matice, jejiz
prvni sloupec je dan vektorem B — A a druhy sloupec vektorem C — A,
tj. determinantu matice
(—2 - (=8 5- (—8))
0—-1 9-1 J°
Jednoduchy vypocet tak ddva vysledek
L(-2=(=8) O-D =5 (-8)-0-1) =%
Dodejme, Ze pii zaméné poradi vektorti by hodnota determinantu méla
opacné znaménko (jeji absolutni hodnota by tedy zlstala stejnd) a Ze

by se vilbec nezménila, kdybychom vektory (pfi zachovan{ potadi) na-
psali do radkda. ([

1.82. Pomoci uréeni determinantd dvojrozmérnych matic spoctéte
obsah S ¢tyfihelniku vymezeného jeho vrcholy [1, 1], [6, 1], [11, 4],
[2, 4].

ReSeni. Nejprve si oznaéme vrcholy (proti sméru pohybu hodinovych
rucicek)

A=[1,1], B=16,1], C=[11,4], D =1[2,4].

Pokud rozd€lime ¢étyidhelnik A BCD na trojihelniky ABC a ACD,
miZeme ziskat jeho obsah jako soucet obsahti téchto trojihelnikd, a to

vycislenim determinantd

6—1 11—1'_‘5 10‘ p _‘11—1 2—1‘
1—1 4—1|"j0 3] 7 |4-1 4-1
10 1
3 3
kde ve sloupcich jsou postupné vektory B—A, C —A (prod;)aC —A,
D — A (pro d,). Plati

_di , dp __ 53-10-0 10:3—1-3 __ 15427 __
S—2+2— 2 + 2 - 2 =21

-

k]
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Spravnost vysledku muizeme snadno potvrdit, nebof Ctyfihel-
nik ABCD je ocividné lichobéZnikem s rovnobéZnymi stranami
délek 5, 9 a jejich vzdalenosti v = 3. ]

1.83. Vypoditejte obsah S Ctyrihelniku zadaného vrcholy

[Os _2]s [_17 1]7 [175]7 [19_1]
ReSeni. Pfi obvyklém oznaceni vrcholi
A=[Oa _2]’ B:[l’_l]’ C=[195]7 D:[_lal]

a nemén€ obvyklém rozdéleni Ctyfuhelniku na trojihelniky A BC
a ACD s obsahy S a S,, dostdvame

1-0 1- 0‘ i[1-0
—-14+2 542/ 2542
7-D+33+7 =38.

S=851+8%=

.

1
2 142
1
2

O

1.84. Urcete obsah ¢tyithelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B =
[11,13],C =[2,51a D =[-2, —5].
Reseni. Ctyfihelnik rozdélime na dva trojihelniky ABC a ACD. Je-

Mex s

jich obsahy pak spocitdme pomoci patfi¢nych determinantti, viz 34

1 15' 47

s |L[r st 47
{2110 13 21-3 =5 2

O

1.85. Stanovte rozlohu louky, kterd je na pozemkové mapé ohra-
nicena body o kétach [-7, 1], [—1, 0], [29, O], [25, 1], [24, 2] a[17, 5].
(Jednotky neuvaZujte. Jsou ureny pomérem pozemkové mapy vici

skutecnosti.)

ReSeni. UvaZovany Sestithelnik midZeme rozd€lit napf. na Ctyfi troju-

helniky s vrcholy
[—7,11,[-1,01,[17,5]; [—1,0], [24,2],[17,5];
[—1,0], [25, 1], [24, 2]; [—1,01],[29,0], [25, 1].
Jejich obsahy jsou po fadé 24, 89/2, 27/2 a 15, coz dava vysledek
24+441 4131 4+15=97.

0

1.86. Urcete obsah trojihelnika AyA3A 1, kde ApA; ... Ay jsou vi-
choly pravidelného dvanéctidhelnika vepsaného do kruZnice o polo-
méru 1.

ReSeni. Vrcholy dvanictithelnika miiZeme ztotoZnit s dvanactymi od-
mocninami z ¢fsla 1 v komplexni roving. Zvolime-li navic Ag = 1,
pak mtizeme psat Ay = cos(2kw/12) + i sin(2km/12). Pro vrcholy

zkoumaného trojihelnika mame: A, = cos(w/3) + isin(w/3) =

40

Tvrzeni. Otoceni o tihel r obdrZime naslednym provedenim
dvou zrcadleni vzhledem ke smérim, které spolu sviraji tihel
1
7V

Pokud umime odlvodnit predchozi tvrzeni ryze

&\ geometrickou tdvahou (zkuste si zahrdt na
@y, ,,syntetického geometra®), dokdzali jsme pravé

HIubsi je nésledujici rekapitulace pfedchozich dvah
(skoro si mizeme fici, Ze uz umime dokazat skuteCné
zajimavy matematicky vysledek):

Zf‘b]lazem’ zachovdvajici velikost————

1.33. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno
z jednoho nebo vice zrcadleni, pravé kdy? je
dano matici R splriujici

d

To nastane, pravé kdyZ toto zobrazeni zachovdvd velikosti.
Otocenim je takové zobrazeni pritom prave tehdy, kdyZ

R:(Ccl b), ab4+cd =0, a*+F=b0+d&=1.

Je determinant matice R roven jedné, coz odpovida sudému

poctu zrcadleni. P¥i lichém poctu zrcadleni je determinant

l roven —1.

Dukaz. Zkusme napted spocist, jak mutze vypadat
755 obecné¢ matice A, kdyZ piislusné zob-
l razeni zachovdva velikosti. Tj. mame
" zobrazeni

()= (¢ ) ()= (2a)

Zachovani velikosti tedy znamend, Ze pro vSechna x a y je

X4y = (ax +by)’ + (cx + dy)’ =
= (@® 4 A x* + (b* + &)y + 2(ab + cd)xy.

ProtoZe m4 tato rovnost platit pro vSechna x a y, musi si byt
rovny koeficienty u jednotlivych mocnin x?, y* a xy na pravé
i levé strang. Tim jsme spocetli, Ze rovnosti kladené na ma-
tici R v prvnim tvrzeni dokazované véty jsou ekvivalentni
vlastnosti, Ze pfisluSné zobrazeni zachovava velikosti.

Diky vztahu a?> + ¢> = 1 mlZeme predpoklddat, Ze
a = cosg ac = sing pro vhodny thel ¢. Jakmile takto
zvolime prvni sloupec matice R, aZ na ndsobek ndm vztah
ab + cd = 0 urcuje i druhy sloupec. Zarovei ale vime, Ze i
velikost vektoru ve druhém sloupci je jedna a dostavame tedy
pravé dv€ moZnosti pro matici R:

sin ¢
—cos (p) ’

cosep —sing cos @
sing cos¢g )’ sin ¢
V prvém piipadé jde o rotaci o dhel ¢, ve druhém pak o ro-
taci sloZenou se zrcadlenim podle prvni soufadné osy. Jak
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jsme vidéli v predchozim tvrzeni 3], kazda rotace odpo-
vid4a dvéma zrcadlenim a determinant matice R je v téchto
dvou piipadéch skutecné jedna nebo minus jedna a rozliSuje
je. O

1.34. Obsah trojuhelnika. Zavérem naseho malého vyletu
do geometrie se zaméfme na obsah rovinnych
__ objektti. Budou ndm stacit trojihelniky. Kazdy
trojuhelnik je vymezen dvojici vektord v a w,
, které, ptiloZeny do jednoho z vrchold P, zadaji
zbyle dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit vzorec (skaldrni
funkci vol), kterd dvéma vektortim priradi ¢islo rovné obsahu
vol A (v, w) takto definovaného trojihelniku A (v, w), kde si
pro urcitost za P volime pocatek a posunutim se obsah stejné
neméni.

Ze zadan{ je vidét, Ze hledand hodnota je polovinou plo-
chy rovnobéZniku nataZeného na vektory v a w a snadno se
spocte (pomoci zndmého vzorecku: zdkladna krat prisluSna
vyska) nebo prosté vidi z obrazku, Ze nutné plati

vol A(v +v', w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w).

Vieanta, o "J-8~‘~¢t
= a_-\—lo

Tolel, = Mo roveeben b

qg&k;«tm%
///;\/

J”

—

-\

Nakonec jest€ pfiddme k naSemu zaddni poZadavek

vol A(v, w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, Ze opatifime plochu znaménkem
podle toho, v jakém potadi bereme vektory (tj. jestli se na
ni divdme shora nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcti matice A, pak

A=, w)H—~ detA

spliiuje vSechny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobra-
zeni ale miiZze byt? KaZzdy vektor umime vyjadfit pomoci
dvou bdzovych vektord e; = (1,0) ae; = (0,1) a
diky linearité je tedy kazdd moZnost pro vol A jednoznacné
urena uZ vycislenim na téchto vektorech. ProtoZe ale pro
obsabh, stejné jako pro determinant, je zjevné vol A(e, e;) =
vol A(ey, ) = 0 (kvili poZadované antisymetrii), je nutné
kazd4 takové skaldrni funkce jednoznacné€ zaddna hodnotou
na jediné dvojici argumentd (e, ¢;). Jsou si tedy vSechny
mozZnosti rovny aZ na skaldrni ndsobek. Ten umime urcit
poZadavkem

1
vol A(ela 82) = 57

1/2 +iv/3/2, A3 = cos(r/2) + i sin(r/2) = i, A1} = cos(—n/6) +
i sin(—/6) = +/3/2 — i/2, neboli soufadnice t&chto bodii v kom-
plexni rovniné jsou A, = [1/2, \/_/2 = [0,1], A,y =
[V3/2, ——] Podle vzorce pro obsah trOJuhelnfka je potom hledany
obsah § roven

1 301 3
sollA—Au| _1i5-9 48| _3-43
2 A3 —An| 2 _‘/75 % 4
O
1.87. Které strany Ctyithelniku zadaného vrcholy [—2, —2], [1, 4],

[3, 3] a[2, 1] jsou viditelné z pozice bodu [3, & — 2]?

ReSeni. Jednd se o modelovou tlohu na viditelnost stran konvexniho
mnohothelniku v roving. V prvnim kroku uspordddme vrcholy tak,
aby jejich poradi odpovidalo sméru proti pohybu hodinovych rucicek.
Kdyz jako prvni vrchol zvolime napt. A = [—2, —2], je dalsi poradi
B=[2,1,C =

spole¢né s bodem X =

[3,3], D = [1, 4]. UvaZujme nejprve stranu AB. Ta

[3, m — 2] zadava matici

—2-3 2-3
2—(r—=2) 1—(x—2)

tak, Ze jeji prvni sloupec je rozdilem A — X a druhy sloupec je B — X.
To, zda je vidét z bodu [3, & — 2], pak urcuje znaménko determinantu
—-2-3 2-3 =5 —1
- (-2 1—-(#x—-2) |-® 3—m
—-5-B—m)—(—D(—m) <0.

Zaporna hodnota znamen4, Ze strana je vidét. Dopliime, Ze nezalezi
na tom, zda uvazujeme rozdily A — X a B — X,nebo X — Aa X —
B. Kdybychom vSak zaménili potadi sloupci, piislusna strana by byla
vidét pravé tehdy, kdyZ by byl determinant kladny.

Pro stranu BC analogicky obdrZzime

2-3 0 | _
1—(r=2) 3—(7r—2) 3—7 5—nm
—-1-5—m)—-0<0.
Tato strana je tudiZ vidét. Zbyvaji strany CD a D A. Pro né€ dostdvdme
po radé
3-3 1-3 Y -2 |
3—(7—-2) 4—(@—-2) |5-7 6—m|
—(=2)-G—m) >0,
1-3 —2-3 =2 =5 _
- (-2 2—-(7-2)| |6—7w -m|
—2-(—m)—(=5-(6—m)>0.

Z bodu X jsou tedy vidét praveé strany urené dvojicemi vrcho-
li[-2,-2],[2,1]a[2, 1], [3, 3]. U
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1.88. Uvedte strany pétidhelniku s vrcholy v bodech [—2, —2],
[—2,2], [1,4], [3,1] a [2,—11/6], které je moZné vidét z bo-
du [300, 1].

T

ReSeni. Pro zjednodusSeni zapist ,,tradi¢né* poloZzme

A=[-2,-2], B=][2,-11/6], C=][3,1], D=
[1,4], E=[-2,2].
Strany BC a CD jsou zjevné z pozice bodu [300, 1] viditelné; naopak
strany DE a EA byt vidét nemohou. Pro stranu A B rad¢ji uréeme
—2-300 2-300
-2-1 =47
Odsud plyne, Ze tato strana je z bodu [300, 1] vidét. O

—302- (=) — (-298) - (-3) < 0.

1.89. Viditelnost stran trojihelnika. Je dan trojtihelnik s vrcholy
A =1[5,6], B =17,8], C =[5, 8]. UrCete, které jeho strany je vidét
z bodu [0, 1].

ReSeni. Uspofadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru ho-
dinovych rucicek: [5, 6], [7, 8], [5, 8]. Pomoci pfislusnych determi-
nantl uréime, je-li bod [0, 1] ,,nalevo” ¢i ,,napravo” od jednotlivych

stran trojuhelnika uvaZovanych jako orientované dsecky,

B—P|_|75|_, C—P 55| _,
c—prP|=|77]7% |aAa-P 7 51
A-P|_|5 7|_,
B—P 5 7(=Y

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5, 6] a
[7, 8] lezi na pfimce, stranu A B tedy nevidime. Stranu BC rovnéZ tak
nevidime, narozdil od strany AC. O

1.90. Urcete, které strany Ctyfihelnika s vrcholy A = [95,99], B =
[130, 106], C = [40, 60], D = [130, 120]. jsou viditelné z bodu [2, 0].

ReSeni. Nejprve je tieba urcit strany étyfihelnika (,,spravné” poradi
vrchol): ACBD. Po spocitani piisluSnych determinanti (viz pred-
naska) zjistime, Ze jsou vidét pouze strana CB. O

6. Zobrazeni a relace

1.91. Rozhodnéte, zda nésledujici relace na mnoZiné M jsou relace
ekvivalence:
i) M ={f:R— R}, kde (f ~ g) pokud f(0) = g(0).
ii) M ={f : R — R}, kde (f ~ g) pokud f(0) = g(1).
iii) M je mnoZina pfimek v roviné, pri¢emz dvé piimky jsou v
relaci, jestliZe se neprotinaji.
iv) M je mnoZzina pfimek v roving, pficemz dvé primky jsou v

relaci, jestliZze jsou rovnobézZné.
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tj. volime orientaci a méritko pomoci volby bazovych vek-
tord a chceme aby jednotkovy ¢vtverec mél plochu jedna.

Vidime tedy, Ze determinant zaddvd plochu rovnobé€z-
niku ur¢eného sloupci matice A a plocha trojihelniku je tedy
polovi¢ni.

1.35. Viditelnost v roviné. Ptredchozi popis hodnot pro ori-
, entovany obsah ndm ddva do rukou elegantni nistroj
pro uréovani pozice bodu vici orientovanym tsec-
4’ kdm. Orientovanou dseckou rozumime dva body v ro-
U1 ving R? s uréenym poradim. MaZeme si ji predstavit
jako Sipku od prvého k druhému bodu. Takové orientovana
usecka ndm rozd¢€luje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim
»levou* a ,,pravou”. Pro dany bod chceme poznat, jestli je v

té levé nebo pravé.

Takové ulohy Casto potkdvdme v pocitacové grafice pri
feSeni viditelnosti objektl. Pro zjednodusent si zde jen pred-
stavme, Ze usecku ,,je vidét“ z bodl nalevo a neni vidét z
téch napravo.

i rak’ Ao /?:/ \
T Z i
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Mame-li dén néjaky bod C, spo¢téme orientovanou plo-
chu pfislusného trojihelniku zadaného vektory A — C a
B — C. Pokud jsme s bodem C nalevo od usecky, pak pii
obvyklé kladné orientaci proti sméru hodinovych ruc¢ek bude
vektor A — C diive neZ ten druhy a proto vyslednd plocha (tj.
hodnota determinantu matice jejimiZ sloupci jsou tyto dva
vektory) bude kladnd. Naopak, pfi opacné poloze bude vy-
sledkem zaporna hodnota determinantu a podle zdporné hod-
noty determinantu zjistime, Ze je nd$ bod od tsecky napravo.

Uvedeny jednoduchy postup je skute¢né Casto vyuZivan
pro testovani polohy pfi standardnich dlohadch v 2D grafice.

6. Relace a zobrazeni

V této zavérecné Casti ivodni motivacni kapitoly se vra-

. time k formalnimu popisu matematickych struk-
tur, budeme se je ale pribéZné snaZit ilustrovat
%\ najiz znamych prikladech. Zaroveil miiZeme tuto

N cast brat jako cviceni ve formalnim piistupu k ob-
Jektum a konceptum matematiky.

1.36. Relace mezi mnoZinami. Nejprve potfebujeme defi-
novat kartézsky soucin A x B dvou mnoZin A a B. Je to
mnoZina vSech uspofddanych dvojic (a, b) takovych, Ze a €
A a b € B. Bindrni relaci mezi mnoZinami A a B pak rozu-
mime libovolnou podmnoZinu R kartézského soucinu A x B.
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Casto piseme a ~p b pro vyjadfeni skutednosti, Ze
(a,b) € R, tj. Zebody a € Aab € B jsouv relaci R.
Definicnim oborem relace je podmnoZina

DCA, D={acA;dbeB, (a,b)ecR).

Slovy vyjadfené, je to mnoZina prvkl a z mnoZiny A tako-
vych, Ze existuje prvek b z mnoZiny B tak, Ze (a, b) patii do
relace R. Struénéji, jsou to takové prvky z A, které maji obraz
v B. Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

ICB, [I={eB;dacA,/ (a,b)ec R}

to znamend takové prvky v B, které maji vzor v A.
Specidlnim piipadem relace mezi mnoZinami je zobra-
zeni 7 mnozZiny A do mnoZiny B. Je to pii-
pad, kdy pro kazdy prvek defini¢niho oboru re-
= lace existuje prave jeden prvek z oboru hodnot,
ktery je s nim v relaci. Ndm zndmym piipadem zobrazeni
jsou vSechny skaldrni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni
je mnoZina skaldrd, tfeba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zob-
razeni zpravidla pouZivdme znaceni, které jsme také u skaldr-
nich funci zavedli. PiSeme

f:DCA—-ICB,fa)=>b
pro vyjadfeni skute¢nosti, Ze (a, b) patii do relace, a fikdme,
7e b je hodnotou zobrazeni f v bod€ a. Déle fikdme, Ze f je
e zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,
e zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, jestlize je D = A
a I = B, Casto také surjektivni zobrazeni
e prosté (Casto také injektivni zobrazeni), jestlize je D =
A apro kazdé b e [ existuje pravé jeden vzor a € A,
f(a) =b.

Vyjéadfeni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fSAxB, f={@ fa)acA}

zname také pod ndzvem graf zobrazeni f.

|
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v) M = N, kde (m ~ n) pokud S(m) + S(n) = 20, pri¢emz

S(n) znadi ciferny soucet ¢isla n.

vi) M = N, kde (m ~ n) pokud C(m) = C(n), kde C(n) =

ResSeni.

S(n), pokud je ciferny soucet S(n) mensi nez 10, jinak defi-
nujeme C(n) = C(S(n)) (je tedy C(n) < 10).

i) Ano. Ovéfime tfi vlastnosti ekvivalence:

i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkci f je f(0) =
f(0).
ii) Symetrie: jestliZze plati f(0) = g(0), paki g(0) = f(0).
iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0),
pak platii f(0) = h(0).

ii) Ne. Definovand relace neni reflexivni, napt pro funkci sin

méme sin 0 # sin 1 a neni ani tranzitivni.

iii) Ne. Relace opét nenf reflexivni (kazd4 primka protind sama

sebe) ani tranzitivni.

iv) Ano. Tridy ekvivalence pak tvofi mnoZinu neorientovanych

smeéry v roving.

v) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S(1) = 2.

vi) Ano.

1.92. Mame mnozinu {3, 4, 5, 6, 7}. Napiste explicitné relaci

i) a déli b
ii) a dé€li b nebo b dé€li a

iii) a a b jsou soudélnd

1.93. Nechf je na R? definovana relace R tak, Ze ((a, b), (c,d)) € R
pro libovolnd a, b, c,d € R, pravé kdyz b = d. Zjistéte, zda se jednd

4 v (g & (“‘"\B@L‘ﬂ(@\ﬁq& o relaci ekvivalence. Pokud jde o relaci ekvivalence, popiste geomet-

ricky rozklad, ktery urcuje.

ReSeni. Z ((a, b), (a, b)) € R proviechnaa, b € R plyne, Ze relace je

reflexivni. Stejné snadno vidime, Ze relace je symetrickd, nebot v rov-

nosti (druhych sloZek) mizZeme zaménit levou a pravou stranu. Je-li

((a,b), (c,d)) € Ra((c,d), (e, f)) € R, tj.plati-lib =dad = f,
lehce dostdvdme splnéni tranzitivni podminky ((a, b), (e, f)) € R,

tji. b = f. Relace R je relaci ekvivalence, kdy body roviny jsou spolu

v relaci, pravé kdyZ maji stejnou druhou soufadnici (pifimka jimi za-

dand je kolmd na osu y). PfisluSny rozklad proto rozdéli rovinu na

pfimky rovnobéZné s osou x. (I
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1.94. Urcete, kolik riiznych bindrnich relaci lze zavést mezi mnoZi-
nou X a mnoZinou vSech jejich podmnoZin, m4-li mnoZina X pravé 3
prvky.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, 7e mnoZina viech podmnozin X m4
23 = 8 prvkd, a tudiZ jeji kartézsky soucin s mnoZinou X ma 8§ - 3 =
24 prvkt. UvaZovanymi bindrnimi relacemi jsou pravé podmnoZiny

tohoto kartézského soucinu, kterych je celkem 2%4. (Il

1.95. Uvedte defini¢ni obor D a obor hodnot I relace
R = {(a,v), (b, x), (¢, x), (c,u), (d,v), (f, )}

mezi mnoZinami A = {a, b, c,d,e, f} a B = {x, y,u, v, w}. Je rela-
ce R zobrazeni?
Reseni. P¥{mo z definice defini¢niho oboru a oboru hodnot relace do-
stdvame

D ={a,b,c,d, f} C A,

Nejednd se o zobrazeni, protoZe (c, x), (c,u) € R,tj. ¢ € D ma dva

I ={x,y,u,v} CB.

obrazy. [l

1.96. Nechf je na mnoziné {a, b, ¢, d} dana relace R. Rozhodnéte,
zda je R relaci usporddani (pfip. zda se jednd o tGplné usporadani),
je-li

(@ R={(a,a),(b,b),(c,c),(d, d), (b,a), (b, c), (b,d)};

(b) R={(a,a), (b,b),(c,c),d, d), d a),(a,d};

() R={(a,a),(b,b),(c,c),(d d),(a,b), (b, c), (b,d};

ReSeni. Ve varianté (a) je uvedeno uspofadant, které neni tplné (nap.
(a,c) ¢ R, (c,a) ¢ R). Ve varianté (b) relace R neni antisymetricka
(viz (a,d) € R, (d,a) € R), a tudiZ se nejednd o uspotfddani (jde
o ekvivalenci). Ve variantich (c) a (d) také neni uvedeno usporddénd,
protoZe relace R zde neni po fadé tranzitivni (napft. (a, b), (b, c) € R,
(a,c) ¢ R) areflexivni (viz (d,d) ¢ R). Ve varianté¢ (e) je tplné
usporadani (pokud budeme (a, b) € R interpretovat jako a < b, pak
a<b<c<d. O

1.97. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f injektivni, resp. surjektivni,
jestlize

@ f:ZxXZ—17Z, f((x,y)=x+y—10x*

(b) f:N—>NxN, [ =(2xx*+10).
ReSeni. Ve varianté (a) je uvedeno surjektivni zobrazeni (postacuje
polozit x = 0), které nenf injektivni (staci zvolit (x, y) = (0, —9)
a (x,y) = (1,0)). Ve varianté (b) se naopak jednd o injektivni zobra-

zeni (obg jeho slozky, tj. funkce y = 2x a y = x? 4 10, jsou evidentné
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1.37. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna kon-

cepce, jak se skladaji. Mame-li dvé zobrazeni f : A — B a

g : B — C, pak jejich sloZeni g o f : A — C je definovdno
(g0 fla) =g(f(a)).

Ve znaceni pouzivaném pro relace totéZ mtizeme zapsat jako

fSAxB, [f={@,f(a),acA)
gSBxC, g={(b,gb));be B}

gof CAXC, gof={@ag(f(a)),acA}

Zcela obdobné definujeme sklddani relaci, v predcho-

> zich vztazich jen doplnime existencni kvantifi-
katory, tj. musime uvaZovat v§echny ,,vzory* a
.Y, VvSechny ,,obrazy“. UvaZme relace R € A x B,
) SCBxC.PotomSoRC A xC,

SoR={(a,c);3db e B,(a,b) € R, (b, c) € §}.
Zvlastnim ptipadem relace je identické zobrazeni
idy ={(a,a) € A x A;a € A}

na mnozin€ A. Je neutrdlni vzhledem ke skladani s kaZzdou
relaci s definiénim oborem nebo oborem hodnot A.

@y’ﬂ
(d R={(a,a),®,b),(c,c),(a,b),(a,c),(ad,D,c),bd,c, d)B’/

(e) R = {(a’ a)’ (b’ b)’ (C’ C)’ (d7 d)? (a’ b)’ (a’ C)’ (a9 d)’ (b’ c)’ (b’ d)’ (C’ d)}'
é 3

(<]

- B
K olau'=
vy, {3 najalog ety

y(;cy%

Pro kaZzdou relaci R € A x B definujeme inverzni relaci
R™' ={(b,a); (a,b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivin ve specifictéjsi
situaci. Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho in-
vezni relace, ta v§ak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky
proto hovoifime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud ka-
Zzdy prvek b € B je obrazem pro prave jeden vzor v A. V
takovém pripadé€ je samoziejmé inverzni zobrazeni prave in-
verzni relaci.



CHAPTER 1. KRUCKY K MATEMATICKYM PROBLEMUM

Vsimnéme si, Ze sloZenim zobrazeni a jeho inverzniho
zobrazeni (pokud obé existuji) vZdy vznikne identické obra-
zeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

1.38. Relace na mnoziné. V piipadé A = B hovoiime o
relaci na mnoZiné A. Rikdme, Ze relace R je:

e reflexivni, pokud id4 C R, tj. (a,a) € R pro vSechny
acA,

e symetrickd, pokud R~! = R, tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b,a) € R,

e antisymetrickd, pokud R™'NR Cidy,, tj. pokud (a, b) €
R a zéroveil (b, a) € R, paka = b,

e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € Rvyplyvdi (a,c) € R.

Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné refle-
xivni, symetricka i tranzitivni.

Relace se nazyvad uspordddni jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd. Relaci
usporddani obvykle znacime symbolem <, tj.
skute¢nost, Ze prvek a je v relaci s prvkem b znacime a < b.

Zde je dobré si uvédomit, Ze relace <, tj. ,,byti ostie me-
nsi nez*, mezi redlnymi (raciondlnimi, celymi, pfirozenymi)
¢isly neni relace usporddéni, protoZe neni reflexivni.

Dobrym piikladem uspordddni je inkluze. UvaZme
mnoZinu 2* viech podmnoZin kone¢né mnoZziny A (znaceni
je specidlnim pfipadem obvyklé notace B* pro mnoZinu
vSech zobrazeni z A do B; prvky mnoZiny 24 jsou tedy
zobrazeni A — {0, 1}, které "tikaji", zda urcity prvek je
¢i neni v dané podmnoZing€) a na nf relaci X € Z danou
vlastnosti ,,byt podmnoZinou*.

Evidentné jsou splnény vSechny tfi vlastnosti pro uspoié-
dani: skute¢né, je-li X € Y azdrovenn Y C X musi byt nutné
mnoZiny X a Y stejné. Je-li X C Y C Zjetaké X C Z a
také reflexivita je zfejma.

Rikdme, Ze uspofdddni < na mnoZiné A je ipiné, kdyz
pro kazdé dva prvky a, b € A plati, Ze jsou srovnatelné, t;.
buda < b nebo b < a. VSimnéme si, Ze ne vsechny dvojice
(X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pies-
néji, pokud je v A vice neZ jeden prvek, existuji podmnozZiny
XaY,kdyneniani X C Y ani Y C X.

Pfipomerime rekurentni definici pfirozenych ¢isel N =
{0,1,2,3,...}, kde

0=¢, n+1=1{0,1,2,...,n.

Na této mnoziné N definujeme relaci < nasledovné: m <
n, pravé kdyZ m € n nebo m = n. Evidentné jde o dplné
usporddani. Napt. 2 < 4, protoZe

2={0,{0}} € {0, {9}, {9, (9}}. {0, {9}, {9, (D}}}) = 4.

Jinak feceno, samotnd rekurentni definice zadava vztah n <
n + 1 a tranzitivné pak n < k pro vSechna k, ktera jsou timto
postupem definovana pozdé;ji.

rostouci na N), které neni surjektivni (napf. dvojice (1, 1) nema vzor).
O

1.98. Stanovte pocet zobrazeni mnoZiny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}.

Kolik z nich je surjektivnich a kolik injektivnich?

ReSeni. Prvku 1 mtiZeme v ramci zobrazeni pfifadit libovoln& jeden
ze tii prvkl a, b, c. Podobné také pro prvek 2 méame tfi moZnosti.
Podle (kombinatorického) pravidla soucinu tak existuje celkem 32 zob-
razeni mnoziny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}. Surjektivni Zadné z nich
byt nemiZe, nebof kone¢nd mnozina {a, b, c} ma vice prvkd neZ mno-
Zina {1, 2}. Pfi libovolném zobrazeni prvku 1 (tfi moZnosti) obdrZime
injektivni zobrazeni, pravé kdyz prvek 2 zobrazime na jiny prvek (dvé
moznosti). Vidime tedy, Ze injektivnich zobrazeni mnozZiny {1, 2} do

mnoZiny {a, b, c} je 6. ([

1.99. Pocet injektivnich zobrazeni mezi mnozinami Urcete pocet
injektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2, 3} do mnoZiny {1, 2, 3, 4}

ReSeni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnoZi-
nami je ddno vybérem (uspofddané) trojice z mnoZiny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po fadé obrazy ¢&isel 1, 2, 3) a ob-
racené kazdé injektivni zobrazeni ndm zaddva takovou trojici. Je tedy
hledanych injektivnich zobrazeni stejn¢ jako moznosti vybéru uspora-
danych trojic ze Ctyf prvkd, tedy v(3,4) =4 -3 -2 = 24, ([

1.100. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2, 3, 4} na
mnoZinu {1, 2, 3}.

ReSeni. Hledany pocet uréime tak, Ze od poétu viech zobrazeni ode-
éteme ta, kterd nejsou surjektivni, t.j. ta, jejichZ obor hodnot je bud
jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnoZinou. Vsech zobrazeni je
V(3,4) = 3* zobrazeni, jejichZz oborem hodnot je jednoprvkova
mnoZina, jsou tii. PoCet zobrazeni jejichZ oborem hodnot je dvouprv-
kovd mnoZina je (;) 24 -2) ((;) zptisoby mtizeme vybrat obor hodnot
a mame-li jiZz dva prvky fixovany, mame 2* — 2 moZnosti, jak na n&

zobrazit ¢tyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich

zobrazeni
(1.8) 3~ (;) (2* —2) — 3 = 36.

O
1.101. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni [ mnoZiny

{1,2,3,4,5} na mnozZinu {1, 2, 3} takovych, Ze f(1) = [f(2).

Reseni. Kazdé takové zobrazeni je jednozna¢né dano obrazem prvki

{1, 3,4, 5}, téchto zobrazeni je tedy pfesné tolik, kolik je zobrazeni
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surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 3, 4, 5} namnoZinu {1, 2, 3}, tedy

36, jak vime z ptedchoziho pfikladu. |

1.102. Hasseiiv diagram usporadani. Hasseliv diagram daného
usporddani < na n-prvkové mnoZiné M je diagram s n vrcholy (kazdy
vrchol odpovidd pravé jednomu prvku mnoZiny), ptiCemz dva vrchly
(prvky) a, b jsou spojeny (viceméné svislou) ¢arou (tak, Ze a je ,,dole*
a b ,nahote®), pravé kdyZ b pokryva a, tj. a < b a neexistuje c € M

tak,Zea < cac < b.

1.103. Urcete pocet relaci uspofddani na ¢tyfprvkové mnozZing.

ReSeni. Postupné projdeme vSechny mozné Hasseovy diagramy
usporddani na néjaké Ctyfprvkové mnozZziné M a spocitime, kolik
rtiznych uspofddani (tj. podmnoZin mnoZiny M x M) ma dany

Hassetiv diagram, viz obr.:

- y | | ‘
FIESHE (& 1 8 2 [y |4
oL 7 I
TR S A
ANYI1YTIEIYIAID]]
Ak ,‘ L / T ‘ ut \‘ B | l
FAN A at ; z ‘ Z | & " L
| | ! \ J
Celkem tedy je 219 uspofddédni na ¢tyfprvkové mnoZiné. 0

1.104. Urcete pocet relaci usporddani mnoZiny {1, 2, 3, 4, 5} tako-

vych, Ze pravé dvé dvojice prvkil jsou nesrovnatelné.

1.105. Vypiste vSechny relace na dvouprvkové mnoziné {1, 2}, jez
soucasné nejsou reflexivni, jsou symetrické a nejsou tranzitivni.
ReSeni. Reflexni relace jsou pravé ty, které obsahujf obé dvojice (1, 1),
(2, 2). Tim jsme vylou¢ili relace
{(I,D,2,2)}, {(1,1),(2,2),1,2)}, {1, D, (22,2 D},
{(1,D),(2,2),(1,2), 2, D}.

Zbyvajici relace, které jsou symetrické a nejsou tranzitivni, museji
obsahovat (1, 2), (2, 1). Pokud takova relace obsahuje jednu z téchto
dvou usporddanych dvojic, musi obsahovat rovnéz druhou (podminka
symetrie). Kdyby neobsahovala ani jednu z téchto dvou usporddanych
dvojic, pak by ocividné byla tranzitivni. Z celkového poctu 16 relaci

na dvouprvkové mnoZing jsme tak vybrali

{(1,2), (2, D}, {(1,2), 2, 1), d, D},
Je videét, Ze kazda z téchto 3 relaci neni reflexivni, je symetrickd a neni

tranzitivni. O
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{(1,2), (2, 1), (2, 2)}.

1.39. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na
mnoZiné A zaddva zdroven rozklad mnoZiny
‘.‘/, A na podmnoziny vzdjemné ekvivalentnich
prvkd, tzv. tfidy ekvivalence. Pro libovolné

s a € A uvaZzujeme tfidu (mnoZzinu) prvk, které
jsou ekvivalentni s prvkem a, tj.

R,=1{be€ A;(a,b) € R}.

Casto budeme psit pro R, prosté [a], je-li z kontextu ziejmé,
o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé kdyZ (a, b) € R a kazda takova
tiida ekvivalence je tedy reprezentovdna kterymkoliv svym
prvkem, tzv. reprezentantem. Zaroven R, N R, # O, pravé
kdyZ R, = R, tj. tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni.
Konecné, A = U,caR,, tj. celd mnoZina A se skutené roz-
loZi na jednotlivé tiidy.

Mtizeme také tfidim rozkladu rozumét tak, Ze tfidu [a]
vnimdme jako prvek a ,,az na ekvivalenci®.

1.40. Konstrukce celych a racionalnich ¢isel. Na pfiroze-
v nych Cislech umime sice scitat a vime, Ze prictenim

nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat odecitani,
2 pii ném ale jen nékdy existuje vysledek v mnoZiné

Zékladni ideou konstrukce celych ¢isel z ptirozenych je
tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To miZeme udélat tak,
7e misto vysledku odecitini budeme pracovat s uspordda-
nymi dvojicemi ¢isel, které ndm samoziejmé vZdy vysledek
dobfe reprezentuji. Zbyva jen dobie definovat, kdy jsou (z
hlediska vysledku odecitdni) takové dvojice ekvivalentni. Po-
tfebny vztah tedy je:

(a,b)y ~ (@ ,b) < a—b=ad—-b < a+b =ad'+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostiedni rovnosti v pfi-
rozenych ¢islech neumime, vyrazy vpravo uZ ano. Snadno
ovéiime, Ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji tfidy oznacime
jako celd ¢isla Z. Na nich definujeme operaci sCitani (a s nf i
odecitani) pomoci reprezentantd. Napf.

[(@a.D)]+[(c,d] =[(a+c, b+ d)],

coZ zjevné nezdvisi na vybéru reprezentantd.

Lze si pfitom vZdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladna
¢isla a reprezentanty (0, @) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se
ndm bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy piiklad ukazuje, jak dilezité je umét
nahliZet na tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a sou-
stfedit se na vlastnosti téchto objektd, nikoliv formalni popisy
jejich konstrukei. Ty jsou vSak dileZité k ovéfeni, Ze takové
objekty viibec existuji.

U celych ¢isel ndm uZ plati vSechny vlastnosti skalart
(KG1)-(KG4) a (0O1)—(04), viz odstavce [T a 3. Pro naso-
beni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro vSechna Cisla a
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riiznd od nuly a jedni¢ky neumime najit &islo a ! s vlastnosti
a-a~' =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky pro ndsobeni.

Zaroven si povSimnéme, Ze plati vlastnost oboru integrity
(OD), viz 3, tzn. je-li soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt
alespori jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti mizeme zkonstru-
ovat raciondlni ¢isla Q pfidanim vSech chybéjicich inverzi
zcela obdobnym zpidsobem, jak jsme konstruovali Z z
mnoziny N. Na mnoZin€ uspofddanych dvojic (p, q), g # 0,
celych ¢isel definujeme relaci ~ tak, jak o¢ekdvame, Ze se
maji chovat podily p/q:

(.9~ (p.4d) < pla=p/d < p-d=p"q
Opét neumime ocekdvané chovani v prostfedni rovnosti
v mnoZin€ Z formulovat, nicméné rovnost na pravé strané
ano. Zjevné jde o dobfe definovanou relaci ekvivalence
(ovérfte podrobnosti!) a raciondlni Cisla jsou pak jeji tfidy
ekvivalence. KdyZ budeme formélné pséit p/q misto dvojic
(p, q), budeme definovat operace ndsobeni a s¢itdni pravé
pomoci formuli, které ndm jsou jisté¢ dobfe zndmy.

1. 41 Zbytkove tiidy. Jinym dobrym a jednoduchym pfi-
i kladem jsou tzv. zbytkové tiidy celych cisel.
==/ Pro pevné zvolené pfirozené ¢islo k definujeme
ekvivalenci ~; tak, Ze dvé ¢isla a, b € Z jsou
. ekvivalentni, jestliZe jejich zbytek po d€leni ¢is-
lemk j Je stejny. Vyslednou mnozinu tfid ekvivalence oznacu-
jeme Zy. Nejjednodussi je tato procedura pro k£ = 2. To dosta-
vame Z; = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda cisla, zatimco
jednicka ¢isla lichd. Opét 1ze snadno zjistit, Ze pomoci repre-
zentantd miZeme koerektné definovat ndsobeni a s¢itani na
kazdém Zy.

Véta. Zbytkové tridy Zy jsou komutativnim télesem skaldrii
(tj. spliiuji i vlastnost (P) z odstavce [[3), prave kdy? je k pr-
vocislo.

Pokud k prvocislem neni, obsahuje 7. vidy délitele nuly,
neni proto ani obor integrity.

Dtkaz. OkamfZité je vidét druhé tvrzeni — jestlize x -
y = k pro ptirozend Cisla x, y, pak samoziejmé je vysledek
ndsobeni prisluSnych tiid [x] - [y] nulovy.

Naopak, jsou-li x a k nesoudélnd, existuji podle tzv. Bez-
outovy rovnosti, kterou dovodime pozdéji (viz ??) ptirozena
¢isla a a b spliujici

ax+bk=1,
coZ pro odpovidajici tiidy ekvivalence ddva
[a] - [x] +[0] = [a] - [x] = [1]
a proto je [a] inverznim prvkem k [x]. O

1.106. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnoZiné {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Ekvivalence miizeme poditat podle toho, kolik prvkii maj je-
jich tfidy rozkladu. Pro pocty prvki tfid rozkladu ekvivalenci na Ctyi-

prvkové mnozing jsou tyto moznosti:

Pocty prvki ve tfidach rozkladu | pocet ekvivalenci daného typu
1,1,1,1 1
211 §
1 (4
22 2 (2)
4
3.1 ()
4 1
Celkem tedy mame 15 rtiznych ekvivalenci. ([

Poznamka. Obecné pocet tiid rozkladu n-prvkové mnoZiny udava
Bellovo cislo B, pro které l1ze odvodit rekurentni formuli B, ; =

> (2)Br.

k=0

1.107. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné?
ReSeni. Relace je libovolnd podmnoZina kartézského soucinu
mnoZiny se sebou samou. Tento kartézsky soucin ma n? prvki a je

< . < i« An?
tedy pocet vsech relaci na n-prvkové mnoZing 2" . U

1.108. Kolik existuje reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZiné?

ReSeni. Relace na mnoZiné M je reflexivni, pravé kdy? je diagonalni
relace Ay = {(a, a), kdea € M} jeji podmnoZinou. U zbylych n*> —n
uspotrddanych dvojic v kartézském soucinu M x M mame nezdvislou
volbu, jestli dand dvojice v dané relaci bude ¢i ne. Celkem tedy mdme

2y o o P < gix
2" =" rliznych reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZing. U

1.109. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnozing?

ReSeni. Relace na mnoZiné M je symetrickd, pravé kdy?z je jeji pri-
nik s kazdou mnozinou {(a, b), (b, a), kdea # b, a,b € M} bud
celd dana dvouprvkova mnoZina, nebo je tento prinik prazdny. Dvou-
prvkovych podmnoZin mnoZiny M je ('21) a pokud kromé prinikd s
témito mnoZinami jesté uréime prinik dané relace s diagondalni relaci
Ay = {(a, a), kde a € M}, je timto dan4 relace jednoznacné urcena.
Celkem miiZeme provést ( ) + n nezdvislych voleb mezi dvéma alter-
nativami: kazda mnoZina typu {(a, b), (b, a)|la, b € M, a # b} bud’je
podmnoZinou dané relace, nebo ani jeden z jejich prvkid v dané relaci
neleZi a kazda dvojice (a, a), a € M, potom také bud’v relaci leZi nebo

ne. Celkem tedy mdme
2 (5)+n
symetrickych relaci na n-prvkové mnoZzing. ([
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1.110. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové
mnoZzing?

ReSeni. Relace na mnoZing M je antisymetricka pravé kdy? jeji prinik
s kazdou mnoZinou {(a, b), (b, a)} a # b, a, b € M neni dvojprvkovy
(jsou tedy tii moZnosti jak prinik vypada, bud je to mnoZina {(a, b)},
nebo {(b, a)}, nebo je prinik prazdny). Prinik s diagondlni relaci pak
muze byt libovolny. Uréenim téchto vSech prinika je relace jednozna-
¢né urcena. Celkem mame

3G)pn
antisymetrickych relaci na n-prvkové mnoZin€. ]

1.111. Urcete pocet relaci na mnoZiné {1, 2, 3, 4}, které jsou soucasné

symetrické i tranzitivni.
1.112. Urcete pocet relaci uspotradani na tiiprvkové mnozing.

1.113. Urcete pocet relaci usporadani na mnoZziné {1, 2, 3, 4} takovych,
Ze prvky 1 a 2 jsou nesrovnatelné (tedy neplati 1 < 2 ani 2 < 1, kde

< je oznaceni uvaZované relace uspotrddani).

e

1.114. Nechf pro libovolna celd ¢isla k, [ plati (k, [) € R prave tehdy,
kdyZ je ¢&islo 4k — 4l celociselnym ndsobkem 7. Je takto zavedend
relace R ekvivalence, usporadani?

ReSeni. Uvédomme si, Ze dvé celd &isla jsou spolu v relaci R, pravé
kdyZ davaji stejny zbytek po déleni 7. Jde tedy o priklad tzv. zbytkové
tiidy celych Cisel. Proto vime, Ze relace R je relaci ekvivalence. Jeji
symetrie (napf. (3, 10), (10,3) € R, 3 # 10) pak implikuje, Ze se

nejedna o uspotadani. |

1.115. Nechf je na mnoziné N = {3,4,5,...,n,n+ 1, ...} defi-
novéna relace R tak, Ze dvé Cisla jsou v relaci, pravé kdyZ jsou ne-
soud€lnd (tedy neobsahuje-li prvociselny rozklad uvazovanych dvou
¢isel ani jedno stejné prvocislo). Zjistéte, zda je tato relace reflexivni,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni.
ReSeni. Pro dvojici stejnych &isel plati, Ze (n, n) ¢ R. Nejednd se tedy
o reflexivni relaci. Byt ,,soudélny* nebo ,,nesoud€lny* pro dvojici ¢isel
z N je zfejmé vlastnost neusporddané dvojice — nezdvisi na uvedeném
potadi uvazovanych ¢isel, a proto je relace R symetrickd. Ze symetrie
relace R plyne, Ze nenf antisymetricka (napf. (3, 5) € R, 3 # 5). Nebof
je R symetrickd a (n,n) ¢ R pro libovolné ¢islo n € N, volba dvou
rtznych ¢isel, kterd jsou spolu v této relaci, davd, Ze R neni tranzitivni.
]
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Reseni cvifeni
1.1. Ukaite, 7e pokud uvaZovani odmocnina neni pfirozend, pak nenf ani raciondlni. Pokud 2/ nenf pfiro-
zend, tak existuje prvocislo r a prirozené s takova, ze r* déli ¢, P nedéli  a m nedéli s (zapis ord, t = s)
Predpokladejte, Ze Wt = g, p,q € Z,neboli t - p™ = ¢". Uvaite ord, L a ord, R a jejich délitelnost ¢islem
m. (L znaci levou stranu rovnice, ...)
1.7.
i) a)l—-3-2i4+4i=-2+42i
b) 1.(=3) — 82+ 6i +4i =5+ 10i
c) 142i

d) V42 +(=3)2=5

o) % _ % _ 1.(—3)+§;2+6i—4i _ _% + %i
ii) a) 241

b) 2i

c) 2

d) 1

e) F=-2i

1.30. y, =2(3)" —2.
1.42. Jednd se o zndmy problém permutaci s pevnymi body.
i) Pokud Sest lidi dostne ten sviij, tak zdkonité i ten Sesty. pravdépodobnost je tedy nulova.
ii) Necht M je mnoZina vSech uspotfadani a jev A; je uspotfadani, kdy i-ty hra¢ dostane sviij krigl.
k
Chceme spocitat |[M — U; A;|. Dostdvame 7! ZZ:O % = 1854. A pravdépodobnost je % =
108 = 0,37 |
280 — 20
iii) Vybereme, kteff tfi dostanou ten svij - (;) = 35 moZnosti. Zbyli tyfi musi dostat jiné nez svoje. To je
k
opét vzorec z minulého bodu, konkrétné jde o 4! Zizo % = 9 mozZnosti. Mdme tedy dohromady
1

9 - 35 = 315 mozZnosti a pravdépodobnost je % = 16
1.92.

i) 3,3),4,4),(5,5),(6,6),(7,7), (3, 6) ovéite, Ze jde o relaci usporadani
ii) opét (i,7) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3) ovérte, Ze jde o relaci ekvivalence
iii) (i,i) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3), (4, 6), (6,4) ovéfte, Ze nejde o relaci ekvivalence,
protoZe neni spliiena tranzitivita.

1.104.
1.111. Relace uvedenych vlastnosti je relaci ekvivalence na néjaké podmnoZin€ mnoZiny {1, 2, 3, 4}. Celkem

1+4-1+()-2+(3)-5+15=52.

1.112. 19.
1.113. 87.
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Dopliujici priklady k celé kapitole

1.116. Setkani se zicastnilo Sest muzi. Pokud si vSichni navzdjem potfasli rukama, vycislete pocet

potreseni.

ReSeni. Pocet potfeseni rukou ziejmé odpovida po&tu zpiisobi, jak 1ze vybrat neusporddanou dvojici
ze 6 prvki, . vysledek je c (6,2) = (3) = 15. O

1.117. Urcete, kolika zptisoby lze z 15 poslancti vybrat ¢tyf¢lennou komisi, neni-li moZné, aby jisti

2 poslanci pracovali spolu.
ReSeni. Vysledek je

()~ (5) = 1297

odecteme pocet téch vybéri, kdy oba zminéni poslanci budou vybréni (v takovém piipad€ vybirdme

pouze 2 dalsi ¢leny komise ze 13 poslanci). O

1.118. Kolika zpisoby mizZeme rozdélit 8 Zen a 4 muZe do 2 Sesticlennych skupin (v nichZ neroz-

liSujeme poradi — jsou neusporddané) tak, aby v obou skupinéch byl alespoil 1 muz?

ReSeni. Rozd&leni 12 osob do 2 esti¢lennych skupin bez jakychkoli podminek je dano libovolnym
vybérem 6 z nich do prvni ze skupin, coZ lze provést (162) zpisoby. Skupiny ale nejsou rozliSitelné
(nevime, kterd z nich je prvni), a proto je pocet vSech moZnych rozdélen{ % . (]62). \" (g) pripadech pak
budou vSichni muzi v jedné skupiné (volime 2 Zeny z 8, které skupinu doplni). Spravna odpovéd je

tudiz
L)@ =

O

1.119. Jaky je pocet Ctyfcifernych Cisel slozenych z Cislic 1, 3, 5, 6, 7 a9, ve kterych se zadn4 z cifer
neopakuje?

ReSeni. K dispozici mdme Sest riiznych &islic. Ptame se: Kolik riiznych uspofddanych &tvefic z nich
muzeme vybrat? Vysledek je proto v (6,4) =6-5-4 -3 = 360. ([l

1.120. K vytrvalostnimu zdvodu, v némZ béZci vybihaji jeden po druhém s danymi ¢asovymi od-
stupy, se prihlésilo k zdvodnikd, mezi nimi také tfi kamaradi. Stanovte pocet startovnich listin, v rdmci

kterych Zadni dva z trojice kamaradt nestartuji té€sné po sobé€. Pro jednoduchost uvazujte k > 5.

ReSeni. Ostatnich k —3 zdvodniké miZzeme sefadit (k —3)! zptisoby. Pro uvaZované ti kamarady pak
mdme k — 2 mist (zacdtek, konec a k — 4 mezer), na které je miZeme rozmistit v (k — 2, 3) zplsoby.

Podle (kombinatorického) pravidla soucinu je tak vysledek

(k=3)-(k—2) - (k—=3) - (k—4) = (k—2)!- (k—3) - (k—4).
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1.121. Turnaje se zucastni 32 lidi. Podle poZadavkl organizatorti se musi libovolnym zptisobem
rozdélit do Ctyf skupin tak, aby prvni skupina méla 10 dcastnikd, druha 8, tieti také 8 a posledn{

¢tvrtd potom 6. Kolika zptlisoby se mohou takto rozdélit?

ReSeni. MiZeme si predstavit, Ze z 32 ti¢astnikd vytvofime fadu, kdy prvnich 10 utvo¥i prvni skupinu,
dalSich 8 druhou atd. Celkem miZeme ucastniky sefadit 32! zplisoby. Uvédomme si ovSem, Ze na
rozdéleni do skupin nemd vliv, kdyzZ zaménime poradi osob, které patii do stejné skupiny. Proto je

pocet navzdjem ruznych rozdéleni roven

P (10,8,8,6) = t5racerer-

O

1.122. Je potieba ubytovat 9 osob v jednom ¢étyflizkovém, jednom tfiltizkovém a jednom dvoultiz-
kovém pokoji. Zjistéte, kolika zpisoby to lze provést.
ReSeni. Jestlize napf. hostim ve &tyilazkovém pokoji, prifadime &islici 1, v tifliizkovém pokoji &isli-
ci 2 a v dvouldZzkovém cislici 3, pak vytvafime permutace s opakovdnim ze tif prvki 1, 2, 3, v nichz
jednicka se vyskytuje Ctyfikrat, dvojka tfikrat a trojka dvakrét. PrisluSny pocet permutaci je

9!

O

1.123. Reckd abeceda se skldd4 z 24 pismen. Kolik riiznych slov majicich pravé pét pismen z ni 1ze
utvorit? (Bez ohledu na to, zda tato slova maji néjaky jazykovy vyznam.)

ReSeni. Pro kaZdou z péti pozic ve slové mame 24 moZnosti, nebot pismena se mohou opakovat.
Vysledek je tedy V (24, 5) = 24°. O

1.124. Urcete pocet zptisobi, jak 1ze rozd€lit mezi tfi osoby A, B a C 33 rlznych minc{ tak, aby

osoby A a B mély dohromady pravé dvakrat vice minci, neZ m4 osoba C.

ReSeni. Ze zadani vyplyvd, Ze osoba C mé obdrZet 11 minci. To lze provést (ﬁ) zpusoby. Kazdou
ze zbyvajicich 22 minci miiZe ziskat osoba A nebo B, coZ dava 2%? moZnosti. Z (kombinatorického)

pravidla sou¢inu plyne vysledek () - 222, O

1.125. Kolika zptisoby mizete mezi 4 chlapce rozdélit 40 stejnych kulicek?

ReSeni. Pridejme ke 40 kulickam troje z4palky. Poskladame-li kuli¢ky a zdpalky do fady, rozdéli
zapalky kulicky na 4 tseky. Ndhodné sefadme chlapce. Dame-li prvnimu chlapci vSechny kulicky
z prvniho dseku, druhému chlapci vSechny kulicky z druhého dseku atd., je jiZ vidét, Ze vSech roz-
délenf je pravé (1)) = 12341. O

1.126. Podle kvality délime vyrobky do skupin 1, I1, I11, I V. Zjistéte pocet vSech moZnych roz-
déleni 9 vyrobki do téchto skupin, kterd se lisi tim, kolik vyrobkd je ve skupiné I, II, III, I'V.

ReSeni. Zapisujeme-li pifmo uvazované deviti¢lenné skupiny z prvka I, 11, I11, IV, vytviiime
kombinace s opakovanim devaté tfidy ze Ctyf prvki. Pocet takovych kombinaci je (192) = 220. ([
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1.127. Kolika zpisoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni pouze, Ze alespon

jeden z tymt z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje 16 muZstev).

ReSeni. Nejprve uréime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce a Ostravy. Ty lze
vybrat ¢(3,16) = (') zpiisoby. Z Sesti moznych pofadi zminénych tf tymi na vybranych tech
mistech vyhovuji podmince ze zadani Ctyfi. Pro libovolné poradi téchto tymt na libovolné vybranych
trech mistech pak miiZzeme nezavisle volit potfadi zbylych 13 tymt na ostatnich mistech tabulky. Podle

pravidla soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

1
<36) -4 - 13! = 13948526592000.

1.128. Kolik je mozZnych uspotddani (v fadé€) na fotce volejbalového tymu (6 hrach), kdyz

i) Gouald a Bamba chtéji stat vedle sebe
ii) Gouald a Bamba chté&ji stit vedle sebe a uprostied

iii) Gouald a Kamil nechté&ji stat vedle sebe
ReSeni.
i) Goualda a Bambu miZeme v tomto piipadé pocitat za jednoho, rozli§ime jen jak stoji vza-

jemné. Mame 2.5! = 240 poradi.

ii) Tady je to podobné,jen pozice Goualda a Bamby je pevné dand. Dostavame 2.4! = 48
mozZnosti.

iii) Nejjednodussi je asi odecist ptipady, kdy stoji vedle sebe (viz (1)) od vSech potadi. Dosta-
neme 6! — 2.5! = 720 — 240 = 480.

1.129. Hazeni minci. Sestkrat hodime minci.

i) Kolik je vSech rtiznych posloupnosti panna, orel
ii) Kolik je takovych, Ze padnou praveé Ctyfi panny.
iii) Kolik je takovych, Ze padnou aspoii dvé panny.

1.130. Kolik existuje presmycek slova BAZILIKA takovych, Ze se v nich stfidaji souhldsky a sa-
mohlésky?
ReSeni. ProtoZe souhldsky i samohldsky jsou v daném slové &tyfi, tak se v kazdé takové pie-

smyCce stiidaji pravideln¢ souhldsky a samohldsky. Slovo tedy mutze byt typu BABABABA
nebo ABABABAB. Na danych ¢tyfech mistech mliZeme pak samohldsky permutovat mezi sebou

(P,(2,2) = % zplsoby) a nezdvisle na tom i souhldsky (4! zptsoby). Hledany pocet je pak dle
pravidla soucinu 2 - 4! - 51 = 288. O

1.131. Kolika zptisoby lze rozdé€lit 9 dévcat a 6 chlapcii do dvou skupin tak, aby kazdad skupina

obsahovala alespori dva chlapce?

Reseni. Rozd&lime zvl43( déviata a chlapce: 2°(2° — 7) = 12800. O]
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1.132. Materidl je tvofen péti vrstvami, kazdd z nich mé vldkna v jednom z danych Sesti smért.
Kolik takovych materiald existuje? Kolik je jich takovych, Ze dvé sousedni vrstvy nemaji vldkna ve

stejném sméru?

Reseni. 6°a6-5°. O

1.133. Na kruzZnici stoji n pevnosti (n > 3), ocislovanych po fad€ ¢isly 1,..., n. V jeden okamzik

#¥ . kazda vystfeli na jednu ze dvou sousednich (pevnost 1 sousedi s pevnosti n). Oznac¢me P (n)

{]
W)
2\

W
= pocet moznych vysledki stfelby (za vysledek stfelby povaZujeme mnoZinu Cisel pravé téch

o

N pevnosti, které byly pri stielbé zasaZeny, nerozliSujeme pritom mezi jednim a dvéma z4sahy).

Dokazte, Zze P(n) a P(n + 1) jsou nesoudélnd.

ReSeni. Ozna¢ime-li zasaZené pevnosti Gernym koletkem a nezasaZené bilym, dloha je ekvivalentni
uloze urcit pocet vSech moznych obarveni n kolecek, umisténych na kruznici, ¢ernou a bilou barvou
tak, aby nebyla Zddna dvé bild kolecka ,,objedno®. Pro lichd » je tento pocet roven poctu K(n) obar-
veni ¢ernou a bilou barvou tak, aby Zadna dvé bild kolecka nestdla vedle sebe (pfecislujeme pevnosti
tak, Ze zaCneme u kolecka 1 a ¢islujeme poporadé vzestupné po lichych Cislech a poté vzestupné po
sudych). V pifpadé sudého n je tento pocet roven K(n/2)?, kvadritu poctu obarveni n/2 kolecek na
obvodu kruhu tak, aby Zadnd dvé bil4 nestdla vedle sebe (barvime nezdvisle koleCka na lichych a na
sudych pozicich).

Pro K(n) snadno odvodime rekurentni formuli K(n) = K(n — 1) + K(n — 2). Navic snadno
spocteme, Ze K(2) = 3, K(3) = 4, K4) =7,tedy K(2) = F(4) — F(0), K(3) = F(5) — F(1),
K(4) = F(6) — F(2) aindukci snadno dokdzeme K(n) = F(n+2) — F(n —2), kde F (n) znaci n-ty
¢len Fibonacciho posloupnosti (F(0) = 0, F(1) = F(2) = 1). Navic protoZe (K(2), K(3)) = 1,
mdame pro n > 3 obdobné jako u Fibonacciho posloupnosti

(K(n), K(n — 1)) = (K(n) — K(n — 1), K(n — 1)) =
=Kn-2),Kn—-1)=-.-=1.

UkdZeme nyni, Ze pro kazdé sudé n = 2a je P(n) = K(a)* nesoudélné jak s P(n + 1) =
KQa+1),taks P(n — 1) = K(2a — 1). K tomu stac¢i nasledujici: pro a > 2 je totiz

(K(a), K2a+1)) = (K(a), FQ)KQa) + F(DKQ2a — 1)) =
= (K(a),F3KQR2a—-1)+F2)KQ2a—-2)=...

= (K(a), Fa+ 1)K(a+ 1)+ F(a)K(a)) =

= (K(a),Fa+1)=(F@+2)-Fa-2),Fa+1)=
= (Fa+2)—F@a+1)—F@a-2),Fa+1))=

= (F(a)—F@—-2),Fa+1)=

= (F@—-1,Fa+1D)=(F@—-1),F()=1

(K(a), K2a — 1)) = (K(a), FQ)KQa —2)+ F(1)KQ2a — 3)) =
= (K(a), F3)KQRa—-3)+F(2)K(2a —4)) =

= ---=(K(), F@K(@)+ Fa—1)K(a—-1)) =

= (K@@),Fla—-1))=(F@+2)—Fa-2),Fa-1)=
= (F(a+2)—F(a),Fla—1)) =

53



6. ZOBRAZENI A RELACE

6. RELACE A ZOBRAZENI

= (Fa+2)—-F@a+1),Fa-1)={F@),Fla-1) =1

Tim je tvrzeni dokédzéno. H

1.134. Kolik pen€z naspoiim na stavebnim spofeni za pét let, vkladam-li 3000 K¢ mésicné (vZdy
k 1. v mésici), vklad je drocen roc¢ni trokovou mirou 3% (droceni probihd jednou za rok) a od stitu

obdrZim ro¢né piispévek 1500 K¢ (stdtni piispévek se pfipisuje vZdy azZ 1. kvétna ndsledujiciho roku)?

ReSeni. Ozna¢me mnoZstvi nasporenych penéz po n-tém roce jako x,,. Potom dostavame (pron > 2)

ndsledujici rekurentni formuli (navic pfedpokladdme, Ze kazdy mésic je pfesné dvanactina roku)

Xp1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500+

11 1
.03 14+ — 4o —
0, 03 3000( + 12+ +12>+

uroky z vkladd za aktudlni rok

2
+ 0,03-§-1500 =

—_—
urok ze stdtniho piispévku pripsaného v aktudlnim roce

=1,03(x,) + 38115.

Tedy

n—2
x, = 38115 2(1, 03) + (1, 03)"'x; + 1500,
i=0

pfiemZ x; = 36000 + 0,03 - 3000 (1 + 1 + - - - + §5) = 36585, celkem

(1,03)* -1

x5 = 38115 ( ) + (1,03)* - 36585 + 1500 = 202136.

k)l

0

1.135. Poznamka. Ve skutecnosti tiro¢eni probiha podle poctu dni, které jsou penize na uctu. Ob-
starejte si skutecny vypis ze stavebniho spofenti, zjistéte si jeho dro¢eni a zkuste si spocitat pfipsané
uroky za rok. Porovnejte je se skute¢né pripsanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou
souhlasit ...

1.136. Na kolik maximalné ¢asti d€li rovinu n kruzZnic?

ReSeni. Pro maximélni pocet p,, oblasti, na které déli rovinu kruZnice odvodime rekurentni vzorec

Di+1 = Pk + 2k.

Vsimnéme si totiz, Ze (n + 1)-ni kruZnice protind n pfedchozich maximalné v 2n prisecicich (a tato

situace skute¢n€ muZe nastat).
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X ‘ _
@r\&@nx( deetl hrpancee

Navic zfejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostdvidme

Pk=Pn1+2m—1)=p, 2 +20-2)+2(n—-1)=...
n—1

=p1—|—22i=n2—n+2.

i=1

1.137. Na kolik nejvyse ¢asti déli tfifrozmérny prostor n rovin?

ReSeni. Oznaéme hledany pocet r,,. Vidime, 7e ro = 1. Podobné jako v piedchozim piikladu uva-
Zujme, Ze mame v prostoru n rovin, pfidejme jednu dalsi a ptejme se, kolik nejvySe Casti prostoru
pribude. Opét to bude pfesné tolik, kolika ptivodnimi ¢astmi prostoru pridand rovina prochdzi. Kolik
to miZe byt? Pocet ¢asti prostoru, kterymi (n 4+ 1)-ni rovina prochdzi je roven poctu ¢4sti, na které je
pridana (n + 1)-ni rovina rozdélena priiseCnicemi s n rovinami, které v prostoru jiz byly rozmistény.
T&chto &4sti v§ak miiZe byt podle predchoziho pifkladu nejvyse 1/2 - (n? + n + 2), dostdvame tak

rekurentni formuli

n>4+n+2
Tn41 = Tn ) .
Danou rovnici opét miiZeme vyfesit piimo:
n—1D24+m-1)+2 n>—n+2
rn, = rn—]+ = rn—1 _— =
2 2
m—12=-m—-1D)+2 n*—n+2
= }"n_2+ =
2 2
n m-1% n m-1
= Fprt— = — 14+1=
r 2+2+ > > > + 1+
n m-1D* m-3? n -1 0n-2)
R T A T T R B
+1+14+1=

= "-Zro+%Zi2—%Zi+le
i=1 i=1 i=1

nn+1)2n+1) nn+1)
— +n

=1
+ 12 4
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n>+6n+5
6 9

kde jsme pouZili znamého vztahu

z”:iz _n(n+1)2n+1)
= - ,
i=1

ktery 1ze snadno dokdzat matematickou indukci.

1.138. Na kolik maximalné ¢asti déli trojrozmérny prostor n kouli?

1.139. Na kolik ¢asti déli prostor n navzajem rtznych rovin, které v§echny prochazi jednim danym
bodem?

ReSeni. Pro hledany poet x, odvodime rekurentni formuli
Xy = Xp—1 +2(n — 1),

dale x; = 2, tedy
X, =nn—1)+2.

O

1.140. Z bali¢ku 52 karet ndhodné€ vybereme 16 karet. Vyjadrete pravdépodobnost, Ze vybereme

pravé 10 ervenych a 6 Cernych karet.

ReSeni. Nejdifve si uvédomme, 7e nemusime zohlediiovat pofadi vybéru karet. (Ve vysledném
zlomku bychom usporddané vybéry ziskali tak, Ze bychom ¢islem 16! vyndsobili Citatele i jmeno-
vatele.) Pocet vSech moznych (neuspofadanych) vybérd 16 karet z 52 je (?é) Podobné je pocet vSech

26
10

10 karet z 26 Cervenych a 6 karet z 26 ¢ernych, uZiti (kombinatorického) pravidla soucinu ddv4 vysle-
dek

moznych vybéra 10 karet z 26 roven ( ) a 6 karet z 26 pak (266). Nebof vybirame nezévisle na sob&

0

1.141. 'V urné je 7 bilych, 6 Zlutych a 5 modrych kouli. Vylosujeme (bez vraceni) 3 koule. Urcete
pravdépodobnost, Ze pravé 2 jsou bilé.
ReSeni. Celkem mame (7+§’+5 ) zpusobt, jak lze vybrat 3 koule. Vylosovat praveé 2 bilé umoZiiuje
(;) vybéri bilych a soucasné (111) vybéria zbylé (tieti) koule. Podle pravidla soucinu je tak pocet zpi-
sobi, jak Ize vylosovat pravé 2 bilé, roven (]) - (). Odsud jiz plyne vysledek

()11

(5)
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1.142. Z karetni hry o 108 kartach (2 x 52 + 4 Zolici) bez vraceni vybereme 4 karty. Jak4 je prav-

dépodobnost, Ze aspoii jedna z nich je eso nebo Zolik?

ReSeni. Lehce miizeme urdit pravd&podobnost opaéného (komplementirniho) jevu znamenajiciho,
Ze ve vybrané Ctvefici nenf Zadna z 12 uvaZovanych karet (8 es a 4 Zolikli). Tato pravdépodobnost je
ddna pomérem poctu vyberi 4 karet z 96 a poctu vybeéri 4 karet ze 108, tj. je rovna (%46) / (128). Opacny

jev ma tudiz pravdépodobnost

O

1.143. Pri hazeni kostkou padla jedenactkrat po sobé Ctyrka. Uvedte pravdépodobnost, Ze padne

podvan4cté.

ReSeni. Predchozi vysledky (podle nagich predpokladi) nijak neovliviiuji, co padne na kostce pfi
dalSich hodech. Proto je hledand pravdépodobnost 1/6. O

1.144. Z balicku 32 karet ndhodné vypadne 6 karet. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsou vSechny téze
barvy?

ReSeni. K tomu, abychom ziskali vysledek
()’
staci nejprve zvolit jednu ze 4 barev a uvédomit si, Ze existuje (g) zpisobt, jak vybrat 6 karet z 8 této

barvy. U

1.145. Tr¥i hraci dostanou po 10 kartach a 2 zbudou (z balicku pfipraveného na marias nebo prsi —
32 karet, z toho 4 esa). Je pravdépodobné;jsi, Ze n€kdo dostane listovou sedmu, osmu a devitku, nebo

to, Ze zbyla dvé esa?

ReSeni. ProtoZe pravdépodobnost, Ze n&jaky z hract dostane uvedené tfi karty, je rovna hodnot&
29
36
(io)
zatimco pravdépodobnost, Ze zbudou dvé esa, je rovna ¢islu
()
je pravdépodobnéjsi, Ze néjaky z hraci dostal zminéné tfi karty. Poznamenejme, Ze dok4zat nerovnost
e
(10) ()

Ize Gpravou obou jejich stran, kdy opakovanym krécenim (po vyjidfeni kombinacnich ¢isel dle defi-

nice) lehce dostaneme 6 > 1. U

1.146. Hodime n kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi ¢isly, kterd padnou, nebudou hodno-
ty1,3a6?

Reseni. Ulohu miZeme preformulovat tak, Ze n-krat po sob& hodime 1 kostkou. Pravdépodobnost,
Ze pfi prvnim hodu nepadne 1, 3 nebo 6, je 1/2. Pravdépodobnost, Ze pfi prvnim a druhém hodu
nepadne 1, 3 ani 6, je zjevné 1/4 (vysledek prvniho hodu neovliviiuje vysledek druhého). Vzhledem
k tomu, Ze jev uréeny vysledkem jistého hodu a jakykoli jev uréeny vysledkem jiného hodu jsou vzdy
(stochasticky) nezavislé, hledand pravdépodobnost je 1/2". ([
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1.147. Dva pratelé€ stfileji nezavisle na sobé do jednoho terce, kazdy po jednom vystielu. Pravdépo-
dobnost zdsahu terce pro prvniho je 0, 4, pro druhého je 0, 3. Naleznéte pravdépodobnost P jevu, Ze

po stfelbé bude v terci prave jeden zdsah.

ReSeni. Vysledek stanovime tak, Ze seéteme pravdépodobnosti téchto dvou nesluéitelnych jevi: trefil
se prvni stfelec a druhy nikoli; prvni stielec minul, zatimco druhy ter¢ zasdhl. Pfi nezavislosti jevi
(ktera se zachovava také tehdy, kdyZ uvazujeme komplementy nékterych z jevti) je pravdépodobnost

spole¢ného nastoupeni dina souc¢inem pravdépodobnosti jednotlivych jevl. UZitim toho dostdvame

P=0,4-1-0,3)+(1-0,4)-0,3=0,46.
g

1.148. Dvandctkrat po sobé hazime tiemi mincemi. Jaka je pravdépodobnost, Ze alespoi v jednom

hodu padnou tfi lice?

ReSeni. Uvazime-li, Ze pti opakovani téhoZ pokusu jsou jednotlivé vysledky nezavislé, a oznac¢ime-li

proi € {1, ..., 12} jako A; jev ,,pfi i-tém hodu padly tfi lice”, ur€ujeme
12
P (U Ai) =1-(0—-P(A)) - (1—=P(A2) (1 = P(A1)).
i=1

Prokazdéi € {1, ..., 12} je vSak P(A;) = 1/8, nebof na kazdé ze tii minci padne lic s pravdépo-
dobnosti 1/2 nezdvisle na tom, zda na ostatnim mincich padl lic, pfip. rub. Nyni jiZ miiZeme napsat

vysledek

="
0

1.149. Z deseti karet, z nichZ pravé jedna je eso, namatkou vybereme kartu a vratime ji zpét. Koli-
krat takovy vybér musime provést, aby pravdépodobnost, Ze aspori jednou vybereme eso, byla vetsi
nez 0, 9?

ReSeni. Oznadme A; jev ,.pfi i-tém vybéru bylo vytaZeno eso”. Nebot jednotlivé jevy A; jsou (sto-

chasticky) nezdvislé, vime, Ze
P (Lﬁ}l Ai) =1-(0—=P(A))- (1= P(A2)--- (1 = P(A,))
pro kazdé n € N. Pfipo;neﬁme, 7e hleddme n € N takové, aby platilo
P (Lnjl Ai) =1—-(0—-P(A))-(1—-P(A))---(1—P(A)) >0,9.
Ziejmé je P(A;) :_1 /10 pro libovolné i € N. Proto sta¢{ vyresit nerovnici
1—(3)">0,9,

ze které lze vyjadrit

log, 0,1
n> log“ , kdea > 1.
og, 0,9
Vycislenim potom zjistime, Ze dany pokus musime provést alespoinl dvaadvacetkrat. g
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1.150. Texas hold’em. Nyni spocitejme n€kolik jednoduchych tloh tykajicich se popularni karetni

hry Texas hold’em, jejiZ pravidla zde nebudeme uvéadét (pokud je ¢tendf neznd, snadno je dohledd na

internetu). Jaka je pravdépodobnost, Ze

i)
ii)
iii)

iv)

Reseni.

i)

ii)

iif)

jako startovni kominaci dostanu dvojici stejnych symbolt?

ve své startovni dvojici karet budu mit eso?

na konci budu mit jednu z Sesti nejlepSich kombinaci karet?

vyhraji, pokud drZim v ruce eso a trojku (libovolné barvy), na flopu je eso a dve dvojky a
na turnu je tfeti trojka a vSechny tyto ¢tyfi karty maji riiznou barvu? (posledni karta river

jesté neni otoCena)

Pocet riznych symboli je 13 a jsou vZdy ¢tyfi (pro kaZzdou barvu jeden). Proto je pocet
dvojic se stejnymi symboly 13(}) = 78. Poget viech moznych dvojic je ('3*) = 1326.
Pravdépodobnost stejnych symbolt je tedy % =0, 06.

Jedna karta je eso, to jsou Ctyfi moznosti a druh4 je libovoln4, to je 51 moZnosti. Dvojice s
ob&ma esama, kterych je (‘2‘) = 6 jsme ale takto zapocitali dvakrit. Dostdvdme tedy 4.51 —
6 = 198 dvojic a pravdépodobnost je % =0, 15.

Spocitdme pravdépodobnosti jednotlivych nejlepSich kombinaci:

ROYAL FLUSH: Takové kobinace jsou ziejmé jen Ctyfi - pro kazdou barvu jedna. VSech
kombinaci péti karet je (%) = 2598960. Pravdépodobnost je tak rovna asi 1, 5.107°. Hodné
mala :)

STRAIGHT FLUSH: Postupka, kterd kon¢i nejvyssi kartou v rozmezi 6 aZ K, tj. 8 moZnosti

pro kaZdou barvu. Dostdvame % =1,2.1075.
POKER: Ctyfi stejné symboly - 13 moZnosti (pro kazdy symbol jedna). P4t4 karta miZe byt
libovoln4, to znamenda 48 moZnosti. Odtud: % =2,4.107%.

FULL HOUSE: Tii stejné symboly 13(;) = 52 moZnosti a k tomu dva stejné symboly je
12(3) = 72 moZnosti. Pravdépodobnost je yarees = 1,4.1073.

FLUSH: VSech pét karet stejné barvy znamend 4( 153) = 5148 moZnosti a pravdépodobnost
je pak 7285 = 2.1073,

STRAIGHT: Nejvyssi katrta postupky je v rozmezi 6 aZ A, tj. 9 moZnosti. Barva kazdé karty
je pak libovoln4, tj. dohromady 9.4° = 9216 moZnosti. Zde jsme ale zapocitali jak straight
flush, tak i royal flush. Ty je potfeba odecist.

Pro zjiSténi pravdépodobnosti néjaké z Sesti nejlepSich kombinaci to ale ani nemusime délat,
jen prvni dvé kombinace nezapo¢teme. Celkové tedy dostdvdme pravdépodobnost zhruba
3,510 42107 4+ 1,4.107° +2,4.107* =7, 14.107.

Evidentné je situace hodn¢ dobrd a proto bude lepsi spocitat nepiiznivé situace, tj. kdy bude
mit souperf lepsi kombinaci. J4 mam v tuto chvili full house ze dvou es a tif dvojek. Jedina
kombinace, kterd by mmé& mohla porazit v tuto chvili je bud’ full house ze ti{ es a dvou dvojek
nebo dvojkovy poker. To znamen4, Ze souper by urcité musel drZet eso nebo posledni dvojku.
Pokud drZi dvojku a libovolnou jinou kartu, pak urcité vyhraje bez ohledu na kartu na riveru.
Kolik je moznosti pro tuto kartu ke dvojce? 3 +4 + --- + 4 + 2 = 45 (jednu trojku a dvé
esa uzZ mit v ruce nemiiZze). V¢ech zbylych kombinaci je (426) = 1035 a pravdépodobnost

takové prohry je tak 0,043. Pokud drZi v ruce eso, pak se mtiZe stat nasledujici. Pokud drZi
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(zbyld) dvé esa, tak opét vyhraje, pokud na riveru nepiijde dvojka - pak by byl split poker.
i—i = 103. pokud drZ soupef v ruce

eso a néjakou jinou kartu, neZ 2 a A, tak nasleduje remiza bez ohledu na river. Celkova

Pravdépodobnost (podminénd) mé prohry je tedy ﬁ.

pravdépodobnost vyhry je tak skoro 96 Y.

0

1.151. Zjistéte pravdépodobnost, Ze pti hodu dvéma kostkami padla alespoii na jedné kostce Ctytka,
jestlize padl soucet 7.
ReSeni. Piiklad je nejsnaze fesitelny jednoduchym vyétem moZnosti — téch je 7, z &ehoZ pravé 2 jsou

priznivé vysetfovanému jevu. Spravnd odpoveéd je 2/7. O

1.152. Hodime dvéma kostkami. Urcete podminénou pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padla
pétka za podminky, Ze padl soucet 9. Na zdkladé tohoto vysledku rozhodnéte o nezavislosti jevii ,,na

prvni kostce padla pétka“ a ,,padl soucet 9%.
ReSeni. Ozna¢ime-li jev ,,na prvni kostce padla p&tka“ jako A a jev ,,padl soucet 9% jako H, pak plati

P(AIH) = 2@0ib z =L
Uvédomme si, Ze soucet 9 miizeme ziskat tak, Ze na prvni kostce padne 3 a na druhé 6, na prvni 4 a na
druhé 5, na prvni 5 a na druhé 4 nebo na prvni 6 a na druhé 3. Z té€chto ¢tyt (stejné pravdépodobnych)
vysledkl jevu A vyhovuje pravé jeden. Protoze pravdépodobnost jevu A je ocividné 1/6 # 1/4,

nejsou uvedené jevy nezavislé. ([l

1.153. Méjme balicek 32 karet. Vytdhneme-li dvakrat po jedné karté, naleznéte pravdépodobnost,
Ze druhd tazend karta bude eso, kdyZ prvni kartu vratime, a také tehdy, kdyz ji do balicku nevratime
(druhou kartu potom vybirdme z bali¢ku 31 karet).

ReSeni. Pokud kartu do bali¢ku vratime, zjevn& opakujeme pokus, ktery ma 32 moZnych (stejn& prav-
dépodobnych) vysledkd, pfi¢emz prave 4 z nich vyhovuji ndmi uvazovanému jevu. Vidime, Ze tomto
pripadé je hledand pravdépodobnost 1/8. Ve druhém pfipadé, kdy prvni kartu do balicku nevritime, je
ovsem hledand pravdépodobnost stejnd. Postacuje napr. uvaZit, Ze pti vytaZzeni postupné vech karet je
pravdépodobnost vytaZeni esa jako prvni karty totoznd s pravdépodobnosti, Ze druhd vytazend karta
bude eso. Pochopitelné bylo mozné vyuZit toho, Ze mame zavedenu podminénou pravdépodobnost.
Tak bychom mohli obdrZet
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1.154. UvaZujme rodiny se dvéma détmi a pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze vSechny moZnosti
v mnoZing€ 2 = {kk, kh, hk, hh}, kde k znadi ,.kluk* a & znamend ,holka* pfi zohlednéni stai{ déti,

jsou stejné pravdépodobné. Zavedime ndhodné jevy
H; —rodina m4d kluka, A —rodina mé 2 kluky.
Vypoctéte P (A |Hy).

Podobné uvazujme rodiny se tfemi détmi, kdy je

Q = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.
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Jestlize
H, — rodina m4 kluka i holku, A, —rodina m4 nejvySe jednu holku,
rozhodnéte o nezavislosti ndhodnych jevl A, a H;.
ReSeni. Uvazenim, které ze Gtyf prvki mnoZiny Q (ne)vyhovuji jevu Ay, resp. Hj, lehce ziskdvame

— P@AINH) _ PA) _
PAdH) = Z5" = B =

1
3

EN[SFSEN

Daéle mame zjistit, zda plati
P (A2NHy) = P (Ay) - P (Hy).

Opét si staci pouze uvédomit, Ze jevu A, vyhovuji pravé prvky kkk, kkh, khk, hkk mnoZiny €2, jevu H;
prvky kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk a jeva A, N Hy prvky kkh, khk, hkk. Odtud plyne

P(AxNH) =g=7¢ §=P(A) P(H),

coZ znamend, Ze jevy A, a H, jsou nezavislé. U

1.155. Pétkrat jsme hodili minci. Pokud padl lic, dali jsme do klobouku bilou kuli¢ku. KdyZ padl
rub, dali jsme do t€hoz klobouku kuli¢ku ¢ernou. Vyjadiete pravdépodobnost, Ze v klobouku je vice

¢ernych kulic¢ek neZz bilych, je-li v klobouku alespoi jedna ¢ernd kulicka.

ReSeni. Zavedme jevy

A — v klobouku je vic ¢ernych kuli¢ek nez bilych,

H - v klobouku je aspori jedna ¢ernd kulicka.

Chceme stanovit P(A|H). Uvédomme si, Ze pravdépodobnost P (H C) opacného jevu k jevu H je 27>
a Ze pravdépodobnost jevu A je stejnd jako pravdépodobnost P (AC) jevu opaéného (v klobouku je
vic bilych kuli¢ek). Nutné tedy P(H) = 1 — 27>, P(A) = 1/2. Déle je P(A N H) = P(A), nebot
jev H obsahuje jev A (jev A ma za dtsledek jev H). Celkem jsme obdrzeli

1

PAIHD = S5t = 7 — o
—\2

(=)

w
—_

O

1.156. 'V osudi je 9 ¢ervenych a 7 bilych kouli. Postupné vytdhneme 3 koule (bez vraceni). Urcete

pravdépodobnost, Ze prvni dvé budou Cervené a tfeti bila.

ReSeni. Piiklad budeme fesit pomoci véty o ndsobeni pravdépodobnosti. Nejprve poZzadujeme vy-
tazeni Cervené koule, coZ se podaii s pravdépodobnosti 9/16. Pokud byla poprvé vytaZena Cervena
koule, pfi druhém tahu vytdhneme znovu ¢ervenou kouli s pravdépodobnosti 8/15 (v osudi je 15 kou-
Ii, z toho 8 Cervenych). Kone¢né, pokud byla dvakrat vytaZena cervend koule, pravdépodobnost, Ze

potom bude vytaZena bil4, je 7/14 (v osudi je 7 bilych kouli a 7 Cervenych koul{). Celkem dostdvame
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1.157. 'V osudi je 10 kouli, a to 5 Cernych a 5 bilych. Postupné budeme losovat po jedné kouli,
pricemZ vytaZenou kouli nevratime zpét. Stanovte pravdépodobnost, Ze nejprve vytdhneme bilou,

poté Cernou, pak bilou a v poslednim ¢tvrtém tahu opét bilou kouli.

ReSeni. PouZijeme vétu o nasobeni pravd&podobnosti. V prvnim tahu vytdhneme bilou kouli s prav-
dépodobnosti 5/10, poté Cernou s pravdépodobnosti 5/9, ndsledné bilou s pravdépodobnosti 4/8 a na

z&vér bilou s pravdépodobnosti 3/7. Dohromady to ddva

0

1.158. Z balicku 32 karet ndhodné vybereme Sestkrdt po sobé po jedné karté, a to bez vraceni.

Spoctéte pravdépodobnost, Ze prvni krdl bude vybran az pfi Sestém vybéru.

ReSeni. Podle véty o ndsobeni pravd&podobnosti je vysledek

28 27 26 25 24 4 -
3.2 24 (723,

0

1.159. Jakd je pravdépodobnost, Ze soucet dvou ndhodné zvolenych kladnych ¢isel mensich nez 1
bude mensi nez 3/7?

ReSeni. Je vidét, Ze jde o jednoduchy piiklad na geometrickou pravdépodobnost, kdy jako zdkladni
prostor 2 se nabizi ¢tverec s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 1], [0, 1] (volime dv€ ¢isla mezi 0 a 1). Zajima
nds pravdépodobnost jevu uddvajiciho, Ze pro ndhodné zvoleny bod [x, y] v tomto ¢tverci bude platit
x +y < 3/7; tj. pravdépodobnost toho, Ze zvoleny bod se bude nachdzet uvnitf trojihelniku A
s vrcholy [0, 0], [3/7, 0], [0, 3/7]. Nyni jiZ snadno vycislime

2
3
_ volA _ (3) _ 9
P(A) - ://(?IQ - 1 — 98-

O

1.160. Necht je ndhodné rozlomena ty¢ na tfi ¢asti. Stanovte pravdépodobnost, Ze délka druhé (pro-
stiedni) Casti bude vétsi nez dvé tietiny délky tyce pred jejim rozlomenim.

ReSeni. Nejprve si oznaéme délku uvaZované tyce jako d. Rozlomeni tyée ve dvou mistech je dano
volbou bodd, kde ji zZlomime. Ozna¢me jako x bod, ve kterém je prvni (napf. bliZze néjakému pred-
métu) zlom, a jako x + y bod, ve kterém je druhy zlom. To ndm fikd, Ze za zdkladni prostor lze
povaZzovat mnoZzinu {[x, y]; x € (0,d),y € (0,d — x)}, tj. trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0],
[d, 0], [0, d]. Délka prostfedni ¢asti je ddna hodnotou y. PoZadavek ze zadani lze nyn{ zapsat v jedno-
duchém tvaru y > 2d/3, coz odpovida trojihelniku s vrcholy [0, 2d/3], [d/3, 2d/3], [0, d]. Obsahy
uvazovanych pravoudhlych rovnoramennych trojiihelnikt jsou d?/2 a (d/3)?/2, a proto je hledand

pravdépodobnost

‘ o
5]

iy

o=
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1.161. Ty< o délce 2 m je ndhodné roziezadna na tfi ¢asti. Naleznéte pravdépodobnost jevu, Ze tfeti
cast méfi méné nez 1, S m.

ReSeni. Tento piiklad je na uZiti geometrické pravd&podobnosti, kdy hleddme pravdépodobnost toho,
Ze soucet délek prvnich dvou C4sti je vétsi neZ Ctvrtina délky tyce. Uréeme pravdépodobnost opacného
jevu, tj. pravdépodobnost, kdyZ budou ndhodné (a nezdvisle na sobg) zvolena dvé mista, ve kterych
bude ty& roziezana, Ze budou obé& v prvni &tvrting ty¢e. Pravdépodobnost tohoto jevu je 1/42, nebot
pravdépodobnost vybéru mista v prvni Ctvrting tyce je zfejmé 1/4 a tento vybér se (nezdvisle) jednou

opakuje. Pravdépodobnost hledaného (opacného) jevu je tak 15/16. O

1.162. Z Brna vyrazi ndhodné nékdy mezi polednem a ¢tvrtou hodinou odpoledni Honza autem do
Prahy a opa¢nym smérem nékdy ve stejném intervalu autem Martin. Oba si ddvaji ptil hodiny pauzu
v motorestu v poloving cesty (pristupném pro oba sméry). Jakd je pravdépodobnost, Ze se tam potkaji,
jezdi-li Honza rychlosti 150 km/h, a Martin 100 km/h? (Vzddlenost Brno-Praha je 200 km)

ReSeni. Oznacime-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy y a pro mensi vyskyt zlomki
v nésledujicich vypoctech zvolime za jednotku deset minut, tak stavovym prostorem bude Ctverec
24 x 24. Doba piijezdu Martina do motorestu je x + 6, do piijezdu Honzy (x + 4). Stejné jako v
predchozim piikladu to, Ze se v motorestu potkaji je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich piijezdu se
neli$i o vice nez o ptl hodiny, tedy |[(x + 6) — (y + 4)| < 3. Tato podminka ndm pak ve stavovém

¢tverci vymezuje oblast o obsahu 24 — %(232 + 19?) (viz obr.) a hledand pravdépodobnost je

/’J’ e
. g x-f
g4 dmm o ///f [zuﬂ
' /;" ; ‘ l x ~rJ £ L)
71 ; 24
,f"/s’/' ‘| g?x{g{Jﬁ

!

i / \

i £ A

1

242 — 5232 +19) 131

=0,227
242 ~ 576

p:
(]

1.163. Mirek a Marek chodi na ob&dy do univerzitni menzy. Menza md otevieno od 11h do 14h.
KaZdy z nich strdvi na ob&dé€ pll hodiny a dobu pfichodu (mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den potkaji, seddvaji-li oba u stejného stolu?

ReSeni. Prostor viech moZnych jevi je &tverec 3 x 3. Ozna&ime-li x dobu piichodu Mirka a y dobu
prichodu Marka, tak tito se potkaji, pravé kdyz |x — y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve ctverci
moZnych uddlosti oblast, jejiz obsah je roven 11/36 obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i

hledand pravdépodobnost. U

1.164. Mirek vyjede ndhodné mezi desitou hodinou dopoledni a osmou hodinou vecerni z Brna do
Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném intervalu z Prahy do Brna. Obé€ma trva cesta 2h. Jaka je

pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi po stejné trase). Cesta trvd obéma 2h.
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ReSeni. Re$ime naprosto analogicky jako v pfedchozim piiklad&. Prostor viech moZnych jevi je
¢tverec 10x 10, Mirek vyjiZzdéjici v Case x, potkd Marka vyjizdéjictho v Case y pravé kdyz |x —y| < 2.

Hledan4 pravdépodobnost je p = 25 = % =0, 36.
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1.165. Dvoumetrova ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete pravdépodobnost, Ze ze vzniklych
dilt ptjde sestavit trojihelnik.

ReSeni. Rozdé&leni tyce je dano stejné jako v pfedchozim piikladé body fezu x a y a jevovym prosto-
rem je opét Ctverec 2 x 2. Aby z Casti bylo moZno sestavit trojihelnik, museji jejich délky spliiovat
tzv. trojihelnikové nerovnosti, tedy soucet délek libovolnych dvou ¢asti musi byt vétsi nez délka treti
¢asti. Vzhledem k tomu, Ze soucet délek je roven 2m, je tato podminka ekvivalentni podmince, Ze
kazda s ¢asti musi byt mensi nez 1 m. To pomoci fezil x a y vyjadiime tak, Ze nesmi platit soucasné
x <lay < InebosouCasnéx > lay > 1 (odpovidd podminkdm, Ze krajni dily tyce jsou mensi nez
1), navic |x — y| < 1 (prostfedni dil musi byt mensi neZ jedna). Tyto podminky spliiuje vysrafovand
oblast na obrazku a jak snadno nahlédneme, jeji obsah je 1/4.

o
!

O
1.166. Je rovnice

(a) 4-x1 - ﬁx2 = 37

X - 2«/7x2 = -2
(b) 4x1 — «/§XQ = 16,

X1 — 2«/7)62 = —7;

dx, + 2x, = 7,
©) =2x1 — x» = =3
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jednoznacné feSitelnd (md pravé 1 feSeni)?
ReSeni. Soustava linedrnich rovnic je jednoznacné feitelna pravé tehdy, kdyZ je nenulovy determi-
nant matice ur¢ené koeficienty na levé stran¢ soustavy. Zvlaste feceno, absolutni ¢leny (¢isla na pravé
stran€) neovliviiuji jednoznacnost feseni soustavy. Musime tedy ve variantich (a) a (b) dostat stejnou
odpovéd. Protoze
“1‘ __2{/57' =4-(-2v7) = (-v3-1) #0,
‘ 4 2
-2 -1
maji soustavy ve variantdch (a) a (b) pravé 1 feSenfi a posledni soustava nikoliv. Vyndsobime-li druhou

=4 (-1)= 2 (-2)) =0,

rovnici v (¢) ¢islem —2, vidime, Ze tato soustava nema feseni. |

1.167. Spocitejte obsah rovnobéZniku s vrcholy v bodech [3, 5], [6, 8] a [6, 9].

ReSeni. PiestoZe takovy rovnob&znik neni zadan jednozna&né (neni uveden &tvrty vrchol), trojihelnik
s vrcholy [5, 5], [6, 8] a [6, 9] musi byt nutné polovinou kazdého rovnobé&zniku s t€émito tfemi vrcholy
(jedna ze stran trojihelniku se stane thloprickou rovnobéZzniku). Proto je hledany obsah vZdy roven

determinantu

6-5 6-5 |1 1
8—5 9-5/"[3 4

‘:1-4—1-3:1.
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1.168. Vyctem prvkt zadejte S o R, je-li
R={(2,4),4,4),4,5} c NxN,
S={(3,1,3,2),3,5,4,1),4,4H} cNxN.
ReSeni. UvaZzenim viech vybérii dvou uspofddanych dvojic
2,4),4 1; (2,4,4,4; 449, 4D 449,449
spliiujicich, Ze druhd sloZzka prvni uspotfddané dvojice, kterd je prvkem R, je rovna prvni sloZce druhé
usporddané dvojice, kterd je prvkem S, dostdvame

SoR={2,1),2,4),&,1),4,4}.

O
1.169. Nechf je ddna bindrn{ relace
R ={(0,4), (=3,0), (5, 7), (5,2),(0,2)}
mezi mnoZinami A = Z a B = R. Vyjddiete R"'a Ro R~
ReSeni. IThned vidime, Ze
R~!' ={(4,0),(0,-3), (7, 5),(2,5), (2,0)}.
Odtud pak dale
RoR™'={(4,4),(0,0), (7, ), (2,2), (4,2), (7,2), 2, 7), (2,4)}.
0
1.170. Rozhodnéte, zda je relace R urcend podminkou
(@ (a,b) e R < |a| < |b|;
(b) (a,b) e R < |a|l =|2b|
na mnozin€ celych ¢isel Z tranzitivni.
ReSeni. V prvnim piipadé relace R tranzitivni je, protoZe plati
lal <|bl, |b] <|c| = lal<|c|
Ve druhém piipadé relace R tranzitivni neni. Staci napt. uvazit, Ze
4,2),2,1)e R, &4, 1)¢R
0

1.171. Najdéte vSechny relace na M = {1, 2}, které nejsou antisymetrické. Které z nich jsou tranzi-
tivni?

ReSeni. Hledané relace, jeZ nejsou antisymetrické, jsou étyfi. Jsou to pravé ty podmnoziny {1, 2} x
{1, 2}, které obsahuji prvky (1, 2), (2, 1) (jinak nemiZe byt podminka antisymetrie poruSena). Z téch-
to Ctyf je tranzitivni pouze jedind relace

{(1,D),(1,2),2,1),2,2)} =M x M,

protoZe nezahrnuti dvojic (1, 1) a (2, 2) do tranzitivni relace by znamenalo, Ze nemdZe obsahovat
zaroven (1,2) a (2, 1). O]
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1.172. Existuje relace ekvivalence, kterd je soucasné€ relaci usporadani, na mnozin€ vsech primek
v roviné?

ReSeni. Relace ekvivalence (piip. relace usporadani) musi byt reflexivni, a proto kazd4 pifmka mus{
byt v relaci sama se sebou. Déle poZadujeme, aby hledand relace byla symetrickd (ekvivalence)
a zaroven antisymetrickd (uspotfddani). To davd, Ze pfimka muzZe byt v relaci pouze sama se sebou.
Zavedeme-li ovSem relaci tak, Ze dvé primky jsou v relaci pravé tehdy, kdyZ jsou totoZné, dostaneme
,,velmi pfirozenou‘ relaci ekvivalence i relaci uspofdddni. Staci si uvédomit, Ze je trividln€ tranzitivni.

Hledanou relaci je pravée identické zobrazeni mnoZiny vSech piimek v roviné. O

1.173. Urcete, zda je relace
R={(k,) e ZXZ; |k| = [l]}
na mnoZiné Z ekvivalence, uspofadani.
Reseni. Relace R neni ekvivalenci: neni symetrickd (kupf. (6, 2) € R, (2, 6) ¢ R); neni usporddanim:
neni antisymetrickd (mj. (2, —2) € R, (—2,2) € R). U

1.174. Ukazte, Ze prunik libovolnych relaci ekvivalence na libovolné dané mnoZiné X je rovnéz
relace ekvivalence a Ze sjednoceni dvou relaci uspofddani na X nemusi byt relace usporadani.
ReSeni. Postupné uvidime, e prinik relaci ekvivalence je reflexivni, symetricky a tranzitivni.
VSechny relace ekvivalence na X musi obsahovat dvojici (x, x) pro kazdé x € X, a proto ji musi
obsahovat také dany prinik. Pokud v priniku ekvivalenci je prvek (x, y), musi v ném byt rovnéz
prvek (y, x) (staci vyuZit toho, Ze kazd4 ekvivalence je symetrickd). To, Ze do prlniku ekvivalenci
nalezi prvky (x, y) a (y, z), znamen4, Ze se jedna o prvky kazdé z ekvivalenci. Z tranzitivnosti v§ech
jednotlivych ekvivalenci jiz vyplyva, Ze do priniku naleZi také prvek (x, z).
Zvolime-li X = {1, 2} a relace uspotddéani
R ={1,1),2,2,(1,2)}, R={(11,(272),2 D}
na X, dostavame relaci
RIUR, ={(1,1),(2,2),(1,2), (2, D},
kterd ziejmé neni antisymetrickd, a tedy ani uspofddanim. U
1.175. NamnoZiné M = {1, 2,...,19, 20} je zavedena relace ekvivalence ~ tak, Ze a ~ b pro

libovolnd a, b € M préavé tehdy, kdyZ prvni cifry ¢isel a, b jsou stejné. Sestrojte rozklad dany touto
ekvivalenct.

ReSeni. Dvé ¢isla z mnoZiny M jsou ve stejné tiid& ekvivalence, pravé kdy? jsou spolu v relaci (prvni
cifra je stejnd). Rozklad ji urceny se tedy sklada z mnoZin

{1,10, 11, ..., 18, 19}, {2, 20}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}.

O

1.176. Je dédn rozklad se dvéma tiidami {b, c}, {a, d, e} mnoZiny X = {a, b, c, d, e}. Napiste relaci
ekvivalence R na mnoZin€ X piislu§nou tomuto rozkladu.

ReSeni. Ekvivalence R je urena tim, Ze v relaci jsou spolu ty prvky, které jsou ve stejné t¥idé roz-
kladu, a to v obou poradich (R musi byt symetrickd) a kazdy sdm se sebou (R musi byt reflexivni).

Proto R obsahuje pravé
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6. ZOBRAZENI A RELACE 6. RELACE A ZOBRAZENI

(a,a), (b,b),(c,c),(d, d), (e, e),
(b,c), (c,b), (a,d), (a,e), (d a),(de), (e a),(ed).
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KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

V minulé kapitole jsme se snad rozehtéli s relativné jed-
noduchymi tlohami, k jejichZ feSeni nebylo potieba slozitych
nastroji. Vystacili jsme si pfitom se s¢itdnim a ndsobenim
skalart. V této a dalSich kapitolach se postupné budeme vé-
novat jednotlivym t€ématim souvisleji.

Hned tfi kapitoly budou vénovany ndstrojim pro praci
s daty, kdy operace spoCivaji v obzvlasf jednoduchych dko-
nech se skalary, jen je téch skalart povice nardz. Hovoifime o
»linedrnich objektech* a ,linearni algebie*. Jakkoliv to ted
muze vypadat jako hodné specidlni nastroj, uvidime pozdéji,
moci jejich ,linedrnich pfibliZzeni*.

V této kapitole budeme pracovat primo s kone¢nymi po-
sloupnostmi skaldrti. Takové se objevuji v praktickych tlo-
hach vSude, kde mame objekty popisovany pomoci nékolika
parametrti. Nedélejme si pritom problémy s pfedstavou, jak
vypada prostor s vice neZ tfemi ,,soufadnicemi*. Smifme se
se skute¢nosti, Ze malovat si budeme umét jednu, dvé nebo tfi
dimenze, ale pfedstavovat ty obrazky mohou jakykoliv jiny
pocet. A kdyz budeme sledovat jakykoliv parametr u tieba
500 studentii (napf. jejich vdhu nebo vék), budou nase data
mit hned zrovna 500 poloZek a budeme s nimi chtit praco-
vat. Nasim cilem bude vytvorit néstroje, které budou dobie
fungovat nezdvisle na skute¢ném poctu téchto poloZek.

Také se nedésme slovnich spojeni jako pole ¢i okruh
skalarti K. Prosté si miZeme ptedstavit jakykoliv konkrétni
Ciselny obor. Okruhy skalard pak zahrnuji i celd ¢isla Z a
vSechny zbytkové tiidy, zatimco mezi poli jsou pouze R, Q,
C a zbytkové tiidy Zy s prvociselnym k. Zvlastni je mezi nimi
Z5, kde ze vztahu x = —x nem@zZeme usoudit, Ze x = 0, za-
timco u vSech ostatnich ¢iselnych obord tomu tak je.

VétSinou se o vektorech hovoii pouze ve spojeni s poli
skalart, protoZe obecnad teorie je pri existenci neivertibilnich
dvou castech této kapitoly budeme pracovat s vektory a ma-
ticemi v kontextu kone¢nych poslounosti skalarti a tam bude
zajimavé si i tfeba ptipadu celych ¢isel povsimnout. Bude pii-
tom snad pékné vidét, jak silné vysledky lze dtislednnym for-
malnim uvaZovanim odvodit.

1. Vektory a matice

2.1. Vektory nad skalary. Prozatim budeme vektorem ro-
zumét usporadanou n-tici skalard z K, kde pevné zvolené
n € N budeme nazyvat dimenzi.

KAPITOLA 2
Elementarni linearni algebra

Na vektorové prostory pljdeme od lesa. Zacneme s né¢im zné-
mym, totiZ soustavami linedrnich rovnic. I za nimi jsou totiZ skryty

vektorové prostory.

2.1. A ted’ vam to pékné natfeme. Firma zabyvajici se velkoplos-
nymi natéry si objednala 810 litrd barvy, kterd ma obsahovat stejné
mnozZstvi cervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrd cerné barvy).
Obchod mtiZe splnit tuto zakazku smichanim béZné prodavanych ba-

rev (mé skladem jejich dostatecné zdsoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % cervené, 25 % zelené
a 25 % modré barvy;

e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené
a 12,5 % modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % cervené, 20 % zelené

a 60 % modré barvy.

Kolik litrd od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly
splnény poZadavky zdkaznika?

ReSeni. Ozna¢me jako

e x — mnozZstvi (v litrech) nacervenalé barvy, které se pouZije;
e y —mnoZstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouZzije;

e z —mnoZstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouZije.

Smichanim barev chceme ziskat barvu, kterd bude obsahovat 270 litra
Cervené barvy. Uvédomme si, Ze nacervenald barva obsahuje 50 % Cer-
vené, nazelenald obsahuje 12,5 % cervené a namodrald 20 % cervené
barvy. Musi tudiz platit

0,5x + 0,125y + 0,2z = 270.

Analogicky poZadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x + 0,75y + 0,2z = 270,

0,25x + 0,125y + 0,6z = 270.
Nyni miZeme postupovat dvéma zptisoby. Bud budeme postupné vy-
jadfovat proménné pomoci ostatnich (z prvni rovnice je x = 540 —
0,25y — 0,4z, dosadime za x do druhé a tieti rovnice a dostaneme
dvé linearni rovnice o dvou nezndmych 2,75y + 0,4z = 540 a
0, 25y + 2z = 540. Ze druhé rovnice vyjadiime z = 270 — 0, 125y a
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1. VEKTORY A MATICE

dosazenim do prvni dostdvame 2, 7y = 432, neboli y = 160, odkud
7 =270-0, 125-160 = 250 ax = 540-0, 25-160+4-0, 4-250 = 400.
Druhym zplisobem je zapsat si soustavu do matice, jejiZ prvni 14-
dek bude tvoren koeficienty u nezndmych v prvni rovnici, druhy koe-
ficienty ve druhé rovnici a tieti ve tfeti. Je tedy matice soustavy
0,5 0,125 0,2
0,25 0,75 0,2 |,
0,25 0,125 0,6
rozSifenou matici soustavy potom ziskdme z matice soustavy pfipsa-
nim sloupce pravych stran jednotlivych rovnic v systému:
0,5 0,125 0,2270
0,25 0,75 0,2|270
0,25 0,125 0,6 270
Jejim postupnym upravovanim pomoci tzv. elementarnich fadko-
vych dprav (odpovidaji ekvivalentnim Gpravam rovnic, vice viz ?? pak
dostdvame:

0,5 0,125 0,2 270 1
0,25 0,75 0,2(270 | ~| 1
0,25 0,125 0,6 270 1

0,25 0,4 540
30,8108 | ~
0,5 2,4|1080

1 0,25 0,4 540 1 0,25 0,4| 540
0 2,75 0,4{540 |~ 0 11 1,6|2160 | ~
0 0,25 2 |540 0 1 8 12160

1 0,25 0,4 540 1
0 1 8 (2160 | ~| O
0 11 1,6[2160 0
A opét zpétné vypocitime
~ —21600
‘T 86,4
y=2160 — 8250 = 160,

x =540—-0,4-250 -0, 25 - 160 = 400.

0,25 0,4 540
1 8 2160
0 —86,4| —21600

= 250,

Je tedy potieba smisit po fad¢ 400 1, 160 1, 250 1 uvedenych barev.

Cim vice mame v soustave rovnic, tim je druhy zpGsob feSeni zpra-

vidla vyhodn&;s. O

2.2. Vypoctéte

x1 + 2x% + 3x = 2,
2x1 — 3)(2 - X3 = —3,
=3x1 + x» + 2x3 = -3.

ReSeni. Zadanou soustavu linedrnich rovnic zapiSeme ve tvaru

rozsifené matice

1 2 3|2
2 -3 —-1|-31],
-3 1 2 |-3
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Skaldry umime s¢itat a ndsobit. Vektory budeme také s¢i-
tat, ndsobit vSak vektor budeme umét jen skaldarem. To odpo-
vid4 piedstavé, kterou jsme jiz vidéli v roving R?, kde s¢i-
tani odpovidalo skladani vektorti coby Sipek vychazejicich z
pocétku a ndsobeni skaldrem pak jejich patfiénému nataho-
véni.

Nasobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skalirem b tedy de-
finujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime stejnym
skaldrem b a také scitani vektorti definujeme po slozkach..
To znamend

44 {
4dkladni operace s vektofy———————

u+v:(al""’an)+(bla"'abn):(al+b]7"'7an+bn)

b-u=>b-(a,...,a,)=0b-ay,...,b-a,).

Pro s¢itani vektord a ndsobeni vektorti skalary budeme
pouzivat stile stejné symboly jako u skaldrd samotnych, tj.
symboly plus a bud te¢ku nebo prosté ziet€zeni znakd.

Konvence zapisu vektori. Nebudeme, na rozdil od mnoha
jinych ucebnic, v textu pouZzivat pro vektory Zadné specidlni
znaceni a ponechdvame na ¢tenafi, aby udrzoval svoji pozor-
nost premyslenim o kontextu. Pro skalary ale spiSe budeme
pouZivat pismena ze zacatku abecedy a pro vektory od konce
(prostfedek ndm ziistane na indexy proménych ¢i komponent
a také pro scitaci indexy v souctech).

Casto budeme pozadovat, aby skalary byly z n&jakého
pole, viz [T}, ale v této kapitole budeme vesmés pracovat s
operacemi, které tento prepoklad nepotiebuji. V literatuie se
pak vétSinou misto o vektorovych prostorech hovofi o modu-
lech nad okruhy. U obecné teorie se ale v pfiSti kapitole jiZ
zcela omezime na pole skalarg.

Pro s¢itani vektord v K” zjevné plati (KG1)—(KG4) s nu-
lovym prvkem

0=1(0,...,0) € K"

Schvélné zde pouzivame i pro nulovy prvek stejny symbol
jako pro nulovy prvek skaldrt.

1' Vlastnosti vektora

Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

(V1) a-Wtw)y=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-b-v)y=(a-b)-v
(V4) l-v=v

(o2

Vlastnosti vektord (V1)-(V4) se pro K" snadno ovéii pro
kterykoliv okruh skalart K, protoZe pfi ovéfovani vZdy pou-
Zivame pro jednotlivé soutfadnice vektord pouze vlastnosti
skalard uvedené v [T a 3.

Budeme takto pracovat napt. s R", Q", C", ale také Z",
(Zy)',n=1,2,3,....
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vvvvvv

ktery budeme pfi praci s vektory pouZivat, jsou matice.

*—* Matice nad skaldry }

Matici typu m/n nad skalary K rozumime obdélnikové
schéma

an an AT

azy an o
A=

anl Am2 ... Qmun

kde a;; € KprovSechny 1 <i <m, 1 < j <n.Matici A s
prvKky a;; znaCime také A = (a;;).

Vektory (a;1, aia, - . ., a;y) € K" nazyvame (i—té) radky
matice A, i = 1,...,m, vektory (aij, azj, ..., an;) € K"
nazyvame (j—té) sloupce matice A, j = 1,...,n.

Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni
A:{l,....m} x{l,...,n} > K,

kde A(i, j) = a;j. Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné
pravé vektory v K”.

I obecné matice lze chipat jako vektory v K", prosté za-
pomeneme na fddkovani. Zejména tedy je definovano s¢itani
matic a ndsobeni matic skaldry:

A+ B = (aij + bij),

kde A = ((l,‘j), B = (b,‘j), a e K.
Matice —A = (—a;;) se nazyva matice opacnd K matici
A a matice

a-A=(a-aj)

0 ... 0
0= : :
0 ... 0
se nazyva nulovd matice. Zapomenutim faddkovani tak zis-
kame néasledujici tvrzeni, Ze matice jsou jen specificky za-
psané vektory:

Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a - A, —A, 0 zaddvaji na
mnoZiné vSech matic typu m/n operace scitani a ndsobeni
skalary spliiujici axiomy (V1)—(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi Casty ndstroj pro popis néja-
kych matematickych modeld jsou systémy linedrnich rovnic.
Pravé matice 1ze vhodné vyuZit pro jejich zapis.

Uvazme nésledujici systém m rovnic v n proménnych:

ayxy +apxy + -+ apx, = by

a1 x1 +apx; + -+ aypx, = by

Am1 X1 + ApaXxz + -+ -+ AunXp = by,

Posloupnost xi, ..., x, 1ze chdpat jako vektor proménnych,
tj. sloupec v matici typu n/1, a podobné hodnoty by, ..., b,
muizZeme vnimat jako vektor u a to opét jako jediny sloupec

kterou pomoci elementarnich fadkovych transformaci postupné pieve-

deme na schodovity tvar

1 2 3|2 1 2 3|2
2 -3 -1|\-3}|~10 =7 =7|-7 |~
-3 1 2 | -3 0O 7 11| 3
1 2 3] 2 1 2 3|2
~1 0 1 1] 1 ~1 01 1|1
0 0 4|4 0 0 1|-1

Nejdiive jsme ptitom dvojndsobek prvniho fddku odecetli od druhého
a jeho trojndsobek pficetli ke tretimu. Poté jsme secetli druhy a tfeti

raddek (soucet napsali do tfetitho fddku) a druhy fadek vyndsobili ¢is-

lem —1/7. Pfejdeme nyni zpét k soustaveé rovnic

X1 + 2x 4+ 3x3 = 2,

x + x =

X3 = —1.
Thned vidime, Ze x3 = —1. Dosadime-li x3; = —1 do rovnice x, +x3 =
1, dostaneme x,; = 2. Podobné dosazeni ziskanych hodnot x3 = —1,
X3 = 2 do prvni rovnice dava x; = 1. O

Systémy linedrnich rovnic tedy lze zapisovat v maticovém tvaru.
Ale je to n€jakd vyhoda, kdyZ je stejné umime feSit, aniZz bychom
hovofili o maticich? Ano je, o feSeni miZeme hovofit koncepcnéji a
jazyk matic pak daleko 1épe navadi k pocitaCovému zpracovéni pro-
blému. Zkusme si tedy osvojit 1épe riizné operace, které miZzeme s ma-
ticemi provadeét. Jak jsme vidéli v pfedchozich prikladech, tak ekviva-
lentni dpravy linedrnich rovnic odpovidaji v fe¢i matic elementarnim
fadkovym (sloupcovym) tdpravdm. Déle jsme vidéli, Ze pfevedeme-li
témito Upravami matici soustavy do schodovitého tvaru (tomuto pro-
cesu fikdme Gaussova eliminace, viz 1), tak je jiZ vyfeSeni soustavy
velmi jednoduché. UkaZme si to jesté na dalSich pfikladech, na kterych
uvidime, Ze soustava linedrnich rovnic miZe mit nekone¢né mnoho

feSeni.

2.3. Vyfeste soustavu linedrnich rovnic

2X1 — Xy + 3X3 = 0,
3X1 + 16)62 + 7X3 = 0,
3X1 — SX2 + 4X3 = 0,
—Tx1 + Tx» + —10x3 = 0.

ReSeni. Vzhledem k nulovosti pravych stran viech rovnic (jednd se
tedy o homogenni systém) budeme upravovat pouze matici systému.
ReSeni nalezneme pievodem na schodovity tvar pomoci elementar-
nich fadkovych transformaci, které odpovidaji ziméné potadi rovnic,
vynasobeni rovnice nenulovym ¢islem a pfi¢itani ndsobkd rovnic. Na-

vic miZeme kdykoli od maticového zapisu pfejit zpét k zapisu rovnic
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s nezndmymi x;. Nejprve docilime toho, aby se proménnd x; vyskyto-
vala pouze v prvni rovnici. Zfejmé postacuje (—3/2)ndsobek prvniho
tadku pricist ke druhému a ke tfetimu faddku a jeho (7/2)ndsobek k po-

slednimu fadku, coZ v maticovém zdpisu dava

2 -1 3 2 -1 3

3 16 7 | _|o 352 52
3 -5 4 0 —7/2 —1/2
~7 7 -10 0 7/2 1/2

Odtud je vidét, Ze druhd, tfeti a Ctvrtd rovnice jsou ndsobky rovnice
7x3 + x3 = 0. Pfi maticovém zdpisu miZeme napf. (1/5)nasobek

druhého fadku pficist ke tretimu a jeho (—1/5)ndsobek k poslednimu

tadku, ¢imz obdrzime schodovity tvar

2 -1 3 2 —1 3 2 —1 3
0 352 52 | [0 352 52 0 7 1
0 —7/2 —1)2 0 0 0 0 0 0|
0 72 12 0 0 0 0 0 0

ktery jsme v poslednim kroku zjednodusili tak, Ze jsme druhy faddek

(druhou rovnici) vynasobili ¢islem 2/5. PfestoZe byly zaddny Ctyfirov-

nice pro tfi neznamé, ma cela soustava nekone¢né mnoho feseni, nebof

pro libovolné x3 € R maji zbylé rovnice

2x1 — xp + 3x3 = 0,
Tx, + x3 = 0
feSeni. Nahradime tak proménnou x3 parametrem ¢ € R a vyjadiime
1 1 1 11
x2:—§x3:—§t a xlzi(x2—3x3):—7t.
Pokud jesté nahradime t = —7s, obdrZime vysledek v jednoduchém

tvaru

(x1, x2, x3) = (11s, s, =7s5), s e€R.

2.4. Naleznéte vsechna feSen{ soustavy linedrnich rovnic

v matici typu n/1. Systém rovnic Ize pak formaln¢ psat ve
tvaru A - x = u takto:

al AT X1 b1

Aml  --- Qmn Xn bn

Pivodni rovnice nyni obdrZime tak, Ze vZdy bereme fadky z
A a s¢itdme souciny odpovidajicich komponent. To znamen4,
7e skutecné jako i-ty prvek vysledného vektoru ziskdme

aiy Xy + -+ ainXy

a zapis A - x = u ddva skutecné plivodni systém linedrnich
rovnic.

V roviné, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uZz zavedli ta-
kovyto pocet a vidé€li jsme, Ze s nim lze pracovat velice efek-
tivné (viz T28). Nyni budeme postupovat obecnéji a zave-
deme vSechny ndstroje jiZ zndmé z roviny pro vSechny di-
menze n.

2.4. Soucin matic. Nasobeni matic je definovana pouze,
kdyZ to rozméry sloupcii a fadkil v maticich dovoli:

] Soudin matic

4

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem

skaldr K a libovolnou matici B = (bj ) typu n/g nad K

definujeme jejich soucin C = A - B = (c;;) jako matici typu

m/q s prvky
n
cik = Y _aijbj,prolibovolné 1 <i <m,1 <k <gq.

=1

3x; + 3x3 — 5x4 = =8,
Xy — X2 + x3 — x4 = =2,
=2x;1 — X 4+ 4x3 — 2x4 = 0,
21 4+ xo — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Soustavé rovnic odpovida rozsifena matice

s w2

3 0 3 —-5|-8
1 -1 1 —=1]-=2
-2 -1 4 =210
2 1 -1 —-1|-3
Zaménou poradi fadki (rovnic) potom obdrzime matici
1 -1 1 —=1]-=2
2 1 -1 —-1|-3
-2 -1 4 =210 ’
3 0 3 —-5]-8
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G 2)(Got)=(G19)

2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadki a
sloupcti, hovorime o ctvercové matici. PoCet fadki a sloupcti
pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

1 ... 0
E=0)=1: .
0 ... 1
se ikd jednotkovd matice. Na mnoZiné ctvercovych matic
nad K dimenze n je soucin matic definovan pro kazdé dvé

matice, je tam tedy definovdna operace ndsobeni, jejiZ vlast-
nosti jsou velice podobné jako u skalari:

Tvrzeni. Na mnoZiné vSech ctvercovych matic dimenze n nad

libovolnym okruhem skaldrii K je definovdna operace ndso-

beni s nasledujicimi vlastnosti okruhu (viz [[3):

(1) Plati asociativita ndsobeni (O1)

(2) jednotkova matice E = (§;;) je jednotkovym prvkem pro
ndsobeni dle (0O3)

(3) Plati distributivita s¢itani a ndsobeni (O4).
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Obecné vsak neplati axiomy (02) ani (OI). Ctvercové matice  kterou pfevedeme na schodovity tvar. Nejprve pfi¢teme (—2)ndsobek,

pron > 1 proto netvoii obor integrity, zejména tedy nejsou  2ngsobek a (—3)ndsobek prvniho fadku po Fadé ke druhému, tetimu

ani (nekomutativnim) télesem. . L. o o . L
a ctvrtému fadku, ¢imZ ziskdme 0 pod prvnim nenulovym &islem v prv-

Dtkaz. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou
asociativni, distributivni i komutativni, miZeme pro tfi ma-
tice A = (a;)) typum/n, B = (by) typun/paC = (cu)

nim fadku. Analogicky poté ziskdme O pod prvnim nenulovym ¢islem
ve druhém fadku tak, Ze tento faddek a jeho (—1)ndsobek pri¢teme po

typu p/q spoéist radé ke tfetimu a ¢tvrtému fadku. Takto dostaneme
1 -1 1 —1|-=2 I -1 1 —1]-2
A-B= (Zaij.bjk), B-C= (ijk-ckl) 2 1 —1 —1l|=3 0 3 -3 1|1
J k -2 -1 4 =210 0 -3 6 —-4|-4

3 0 3 -5|-8 0 3 0 —2|-2
(A-B)-C = (Z(Z ai,.bjk).ckl> = (Z aij.b,-k.ck,>
ke ik 11 —1]-=2 -1 1 —1]=2
A-(B-0) = (Za,»j.(Zb,k.ck,)) = (Zai,-.bjk.ck,)
j k

- 1

3 3 1|1 0 3 -3 1|1
— 0 3 —3|-3 0 0 3 —3|-3
’ 0 0 3 -3|-3 0 0 0 010

Odtud vyplyva (¢tvrty fadek je pouhou kopif tietiho — 1ze jej tedy ,,vy-

S O =

Vsimnéme si, Ze jsme pri vypoctu vychézeli z toho, Ze je
jedno v jakém poradi uvedené soucty a souciny provadime,
tj. vyuZzivali jsme podstatné naSich vlastnosti skalart. nulovat®), Ze soustava bude mit nekone¢né mnoho feseni, nebof dosta-

Velmi snadno vidime, Ze ndsobeni jednotkovou matici  vime tfi rovnice pro &tyfi neznamé, které oCividné budou mit pravé

mad skutecné vlastnost jednotkového prvku: . v o . < )
] p jedno feSeni pro kazdou volbu proménné x4 € R. Nezndmou x4 proto

apy, - dim (1) (1) o 8 nahradime parametrem ¢ € R a od maticového zdpisu prejdeme zpét
AE = o —A=E-A k rovnicim
Am1 - dmm - X1 - Xy + X3 - t = =2,
00 -1 3x, — 3x3 + r = 1,
Zbyva distributivita ndsoben{ a s¢itdni. Opét diky distri- 3x3 — 3t = -=3.

butivit€ skaldr snadno spocteme pro matice A = (a;;) typu
m/n, B = (by) typun/p, C = (cj) typun/p, D = (du)
typu p/q
_ 1
A-(B+0O) = (Zaij(bjk +Cjk)) 3y =3t+3+1=1, . xn= 5(21—2)-
J

Z posledni rovnice mdme x3 = t — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice

potom dava

Konecné podle prvni rovnice je
= a;iby) + a;ic; =A-B+A-C 1 1
((; ibie) (; / ’k)) Xm Q= —i= 2 g x =29,

(B+C)-D = (Z B +cjt) dkl) Mnozinu feSeni miizeme tudiZ zapsat (pro ¢ = 3s) ve tvaru
k

5 2
{(xl, X2, X3, X4) = (2s — 3 25 — 3 35 — 1, 3s> , S € R}.
= ((Zb,»kdm +0Q c,kdkz)> =B-D+C-D
X X Nyni se vrafme k rozSifené matici nasi soustavy a upravujme ji

Jak jsme jiz vidéli v 28, dv€ matice dimenze 2 nemusi  ddle uzitim fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru)

komutovat: prvni nenulové &islo kazdého Fadku (tzv. pivor) bylo pravé &islo 1 a aby
<1 O) . <0 1) = <0 1) vSechna ostatni ¢isla v jeho sloupci byla 0. Plati
0 0 0 0 0 0
1 -1 1 —-1]|-=-2 1 -1 1 —-1]-2
<8 é)(é 8) =<8 8) 0 3 -3 1 1 1o =1 13|13 |
o 0 3 -3|-3 0o 0 1 —-1]-1
Tim jsme ziskali zaroveni protipiiklad na platnost (O2) i (OI). 0O 0 0 o010 0 0 0 O 0
Pro matice typu 1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati,
protoZe je maji samy skalary a pro vét$i matice ziskdme pro- 1 -1 0 O -1 1 0 0 =2/3]-5/3
tiptiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do o 1 0 —=2/3}-2/3|_ 1010 —2/3|-2/3
levého horniho rohu pfisluSnych ¢tvercovych schémat a do- 0O 0 1 -1 —1 001 -1 —1 ’
plnime nulami. (Ovéite si sami!) O 0 0 O 0 0 0 0O 0 0
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v

pricemZ nejdfive jsme vyndsobili druhy a tfeti fddek ¢islem 1/3, pak
pricetli teti fddek ke druhému a jeho (—1)ndsobek k prvnimu a na
z&vér pricetli druhy faddek k prvnimu. Z posledni matice snadno dosté-

vame vysledek

x| —5/3 2/3
x| _ -2/3 i 2/3 . 1eR
X3 —1 1
X4 0 1

Volné proménné jsou totiz ty, jejichZ sloupce neobsahuji Zadného pi-
vota (v naSem piipade neobsahuje pivota Ctvrty sloupec, je tedy volna

¢tvrtd proménnd, tj. pouzZivdme ji jako parametr). O

2.5. Urcete feSeni systému rovnic

V diikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjstho
typu, dokdzali jsme tedy prisluSné vlastnosti obecnéji:

iatiyita a distributivita nasobpmfrmatic——

Disledek. Ndsobeni matic je asociativai a distributivni, tj.

A-(B-CO)=(A-B)-C
A-(B+C)=A-B+A-C,
kdykoliv jsou vSechny uvedené operace definoviny. Jednot-

kovd matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobeni zleva i
Zprava.

3)61
X1
—2)61
2)61

+

X2
X2
X2

|+ + +

3)63
X3
4X3
X3

5X4
X4
2X4
X4

8,
2.
0,
—3.

ReSeni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od sou-
stavy z predeslého piikladu lisi pouze v hodnoté 8 (misto —8) na pravé
strané prvni rovnice. Provedeme-li totoZné fddkové tpravy jako v mi-

nulém piikladu, obdrZzime

30 3 5|8 -1 1 —1]=2
1 -1 1 —1|=2|_ |2 1 -1 —1|-3
2 -1 4 -=2]0 2 -1 4 2|0
2 1 -1 —1[-3 3.0 3 -5/8 )
1 -1 1 -1]-=2 -1 1 —1]-=2
o3 3 1|1 | o 3 -3 1|1
0 0 3 -3|-3 0 0 3 -3/-3]|
0 0 3 -3|13 00 0 0]16

kde posledni dpravou bylo odecteni tfetiho fadku od ¢tvrtého. Ze Ctvrté
rovnice 0 = 16 vyplyvd, Ze soustava nemd feSeni. Vyzdvihnéme, Ze
pfi dpravé na schodovity tvar obdrZzime rovnici 0 = a pro néjakéa # 0
(tj. nulovy fadek na levé strané a nenulové ¢islo za svislou ¢arou) pravé

tehdy, kdyz soustava nemad feseni. O

1. Manipulace s maticemi

V této podkapitole budeme pracovat pouze s maticemi, abychom
si osvojili jejich vlastnosti.

2.6. Nasobeni matic. Provedte naznacené ndsobeni:
T
-1 3 2 1)
o))
2 1 -1 3)

—1

iii) (
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1
1

-1

3
1

1
)
3

1
2

2

-2

1

1
-3
0

2

2.6. Inverzni matice. Se skalary umime pocitat tak, Ze z
rovnosti @ - x = b umime vyjadiit x = a~' - b, kdykoliv
inverze k a existuje. Podobné bychom to chtéli umét i s ma-
ticemi, mdme ale problém, jak poznat, zda takova existuje, a
jak ji spocitat.

Rikdme, 7e B je matice inverzni k matici A, kdy#

A-B=B-A=E

Piseme pak B = A~! a je samoziejmé, Ze ob& matice mus{
mit tutéz dimenzi n. Matici, k niZ existuje matice inverzni,
tikdme invertibilni matice.
Pokud A" a B! existuji, pak existuje i inverze k sou-
¢inuA-B
(A-B '=pB"1.Aa""
Je totiz, diky pravé dokdzané asociativité ndsobeni,

B'AH.A-B=B'"- (A" A -B=E
(A-B)-B'-AhY=A-B-BYHY. A '=E

ProtoZe s maticemi umime pocitat podobné jako se ska-
lary, jen maji sloZitéjsi chovani, mohou ndm skute¢né hodné
pomoci s feSenim systémi linedrnich rovnic: Jestlize vyja-
difme soustavu n rovnic pro n neznidmych souc¢inem matic

agg Alm X1 b
am1

amm xm

a jestliZe existuje matice inverzni k matici A, pak Ize ndsobit
zleva A~! a dostaneme

Al u=A"1" A x=E x=nx,

tj. hledané feSeni.

Naopak rozepsanim podminky A-A~! = E pro nezndmé
skaldry v hledané matici A~! dostaneme n systémii linedr-
nich rovnic se stejnou matici na levé strané a riznymi vektory
napravo.
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.....

rientovat v predchozi ivaze o systémech rovnic a jejich mati-
cich. Samoziejmé nds nalezeni inverzni matice stoji jisté usili
— vétsi nez primé vyfesSeni rovnice. Podstatné vsak je, Ze po-
kud mame mnohokrat za sebou fesit systémy se stejnou ma-
tici A ale riznymi pravymi stranami u, pak se nim nalezeni
A~! opravdu hodné vyplati.

Z hlediska feseni systémt rovnic A - x = u je jisté pfiro-
zené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory u, které
zadavaji systémy rovnic se stejnym feSenim. Zkusme se ted
zamyslet nad moznostmi, jak zjednoduSovat matici A tak,
abychom se k feSeni blizili.

Zacneme jednoduchymi manipulacemi s fadky rovnic,
které feseni ovliviiovat nebudou, a stejnym zpisobem pak
muiZeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se ndm u ctver-
cové matice podafi vlevo dostat systém s jednotkovou matici,
bude napravo feSeni plivodniho systému. Pokud pfi naSem
postupu néjaké radky tplné vypadnou (pfi Gpravich se vynu-

luji), bude to také ddvat dalsi pfimé informace o feSeni.
Nase jednoduché Gpravy jsou:

—-ﬁéﬁkové elementarni transform(f\,l‘

e zaména dvou radka
e vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem
e pricteni fadku k jinému fadku.

Témto operacim fikdme rddkové elementdrni transformace.
Je zjevné, Ze odpovidajici operace na drovni rovnic v systému
skute¢né nemohou zménit mnoZinu vsech jeho feseni.

Analogicky, sloupcové elementdrni transformace matic
jsou

e zdména dvou sloupct
e vyndsobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem
e pricteni sloupce k jinému sloupci,

ty vSak nezachovdvaji feSeni piislusnych rovnic, protoZe
mezi sebou michaji samotné proménné.

Systematicky mutzeme pouZit elementarni fadkové
Upravy k postupné eliminaci proménnych. Postup je al-
goritmicky a vétSinou se mu fikd Gausova eliminace
proménnych.

——6dussova eliminace proménn?'clr

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skaldri
K Ize konecné mnoha elementdrnimi radkovymi transforma-
cemi prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:

o Je-li ajj = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém vadku
Jsou také nulové, potom ay; = 0 pro vSechna k > i

o je-li ag_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim radku,
pak a;; = 0.

1 3 1 1
iv) | =2 2 =1} - 3],
3 1 —4 -3
1 -2 3
vl 3 =3)-[-2 2 -1},
3 1 —4
2
vi) (1 2 =2)-|1
3

Body i) a ii) v pfedchozim piikladu ukazuji, Ze ndsobeni Ctverco-
vych matic neni komutativni, v bodé iii) vidime, Ze pokud miZeme né-
sobit obdélnikové matice, tak pouze v jednom ze dvou moZnych poradi.
V bodech iv) a v) si pak v§imnéme, Ze (A-B)T = AT.B”, coZ zejména
plati, pokud matice B je vektorem (ma bud’ pouze jeden fadek, ¢i jeden

sloupec).

2.7. Nechf je

4 0 -5 7 2 0
2 7 15|, B=|0 0 3
2 7 13 0 —19 V13

Lze matici A prevést na matici B pomoci elementdrnich fadkovych

A=

transformaci (pak fikdme, Ze jsou fadkove ekvivalentni)?

ReSeni. Obé matice jsou zfejmé& fadkové ekvivalentni s trojrozmér-
nou jednotkovou matici. Snadno se vidi, Ze fddkova ekvivalence na
mnozin€ vSech matic danych rozmért je relaci ekvivalence. Matice A

a B jsou tudiZ fddkové ekvivalentni. ([
2.8. Reste maticovou rovnici
2 5 4 —6
(19)-G )
2.9. Naleznéte libovolnou matici B, pro kterou je matice C = B - A

ve schodovitém tvaru, jestliZe

3 -1 3 2
5 -3 2 3
A=11 3 5 0
7 -5 1 4

Reseni. Budeme-li matici A postupné ndsobit zleva elementarnimi

maticemi (uvazte, jakym fddkovym dpravdm toto ndsobeni matic od-

povidd)
0010 1 000
0100 -5 100
Ec=11 000" 2=l0o o1 ol
000 1 0 0 0 1
1 000 1 000
0 100 0 100
EB={_3010| 2=l0o 01 ol
0 0 0 1 7 0 0 1
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Dukaz. Matice v fddkové schodovitém tvaru vypada
takto

0 0 a1j .. aAim
0 0 O ay Ao
0 0 daip

a matice miZe, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi fadky.
K pfevodu libovolné matice mizeme pouZit jednoduchy al-
goritmus, kterym se postupné, fddek za fddkem, bliZime k
vyslednému schodovitému tvaru:

1 0 00 1 00
o 11300 o 1 00
Es=1lo 0o 1 0] #=lo —2 1 o]
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 00 1 0 00
o 1 00 o174 00
Er=1o o 1 0|l B=lo o 1 ol
0 -4 0 1 0 0 01
obdrzime
0 0 1 0
0 1/12 =5/12 0 -
B = EsE7EqEsEEsEXEy = | _/2/3 1//3 ol ,
0 —4/3 —-1/3 1
1 =3 =5 0
c— 0 1 9/4 1/4
“10 0 0 0
0 0 0 O

O

2.10. Komplexni ¢isla jako matice. UvaZzme mnoZinu matic

Algaritmus Gaussovy elimifface——————

(1) Zaménou fadkad docilime, Ze v prvnim fadku bude v prv-
nim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty
sloupec.

(2) Proi = 2, ..., vynasobenim prvniho fadku prvkem a;;,
i-t€ho fadku prvkem a;; a odectenim vynulujeme prvek
a;j na i-tém fadku.

(3) Opakovanou aplikaci bodid (1) a (2), vzdy pro dosud
neupraveny zbytek fadk a sloupcd v ziskané matici
dospéjeme po kone¢ném poctu krokd k poZadovanému
tvaru.

C:{(_ab b ,a,b e R}. Vsimnéte si, Ze C je uzaviend na
s¢itdni a ndsobeni matic a déle ukazte, Ze priftazeni f : C — C,

_"b P\ s a4 bi spliuie F(M + N) f(M) + f(N) i
fM - N) = f(M) - f(N) (na levych strandc rovnosti se jednd o

s¢itani a ndsobeni matic, na pravych o s¢itdni a nasobeni komplexnich

¢isel). Na mnoZinu C spolu s ndsobenim a s¢itdnim matic 1ze tedy
nahliZet jako na téleso C komplexnich Cisel. Zobrazeni f se pak

nazyva izomorfismem (téles). Je tedy naptiklad

(5596 3)-( )

coZ odpovidd tomu, Ze (3 + 5i) - (8 — 9i) = 69 — 13i.

2.11. Vyfeste maticové rovnice

Go)x=Gi) =G9-G3

ReSeni. Zjevn€ nezndmé X a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uvazo-

vané souciny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2). PoloZzme

a _ (a2 b2
(6 @) =)

a rozndsobme matice v prvni zadané rovnici. M4 platit

)= )

b

X dy

a; + 3¢y

b1 + 3d;
3a; + 8¢y

3by + 8d,
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Tim je tvrzeni dokdzano (]

Uvedeny postup je skutecné pravé obvykld eliminace
proménnych v systémech linedrnich rovnic.

Poznamka. Gaussovu eliminaci jsme sformulovali pro
obecné skaldry z néjakého okruhu. Zd4 se byt prirozené, Ze
ve schodovitém tvaru jesté vyndsobenim vhodnymi skaldry
dosdhneme jednotkovych koeficienti na vysledné nenulové
»diagondle* nad nulami v matici a dopocitdme feSeni. To ale
pro obecné skaldry nepijde, pfedstavte si tfeba celd Cisla Z.
Pro feSeni systémt rovnic nemd ale viibec uvedeny po-
stup rozumny smysl, kdyZ jsou mezi skaldry délitelé nuly.
Promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a pripadné
Z> nebo Zs.
2.8. Poznamka. V dalsim budeme uZ pracovat jen s polem
skalarti P, kazdy nenulovy skaldr je tedy invertibilni.
Vsimnéme si, Ze elementdrni fadkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava)
ndsledujicimi maticemi:
(1) Prehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)
1 0

0
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(2) Vyndsobeni i-té€ho faddku (resp. sloupce) skaldrem a:
1

<~

1
(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0

0

1«
J

Toto prostinké pozorovani je ve skutecnosti velice pod-
statné, protoZe soucin invertibilnich matic je invertibilni a
vSechny elementdrni transformace jsou nad polem skaldrd
invertibilni. Pro libovolnou matici A tedy dostaneme ndso-
benim vhodnou invertibilni matici P = Py - - - P; zleva (po-
stupné ndsobeni k maticemi zleva) jeji ekvivalentni fddkovy
schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyZ eliminacni postup na
sloupce, dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodo-
vity tvar B’ vyndsobenim vhodnou invertibilni matici Q =
Q1 --- Q. Pokud ale za¢neme s matici B = A’ v fddkové
schodovitém tvaru, eliminuje takovy postup pouze vSechny
dosud nenulové prvky mimo diagondlu matice a zdvérem lze
jesté i tyto elementdrnimi operacemi zménit na jednicky. Cel-
kem jsme tedy ovéfili dalezity vysledek, ke kterému se bu-
deme mnohokrat vracet:

2.9. Véta. Pro kazdou matici A typu m /n nad polem skaldrii
K existuji ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q
dimenze n takové, Ze matice P - A je v Fddkové schodovitém
tvaru a

1 ... 0 ... ... ... 0
0 ... 1 0 0
P-A-Q=14g 0 1 o 0
0 0 0 0 0

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V pred-
chozich dvahdch jsme se dostali prakticky k uplnému al-
goritmu pro vypocet inverzni matice. Béhem jednoduchého
niZe uvedeného postupu bud’ zjistime, Ze inverze neexistuje,

tj. m4 byt
ap + 36‘1 =
by + 3d; =
3b; + 8, = 4.

’

’

W N =

Sectenim (—3)ndsobku prvni rovnice se tfeti dostdvame ¢; = 0 a na-
sledn€ a; = 1. Podobné seCtenim (—3)nasobku druhé rovnice se Ctvr-

tou dostdvdme d; = 2 a poté b; = —4. Je tedy

1 -4
x=(y 3).

Hodnoty as, by, ¢;, d> najdeme odlisSnym zptisobem. Napf. pouZi-

a b\ _ 1 d —b
c d) " ad—bc\—c a)’

ktery plati pro libovolnd ¢isla a, b, ¢, d € R (pfiCemzZ inverzni matice

tim vzorce

existuje pravé tehdy, kdyz ad — bc # 0), spoctéme

13\ (-8 3

3 8 3 -1)
Vynédsobeni zadané rovnice touto matici zprava ddva

1 2 -8 3
w=(3) ()
-2 1
X2 = (—12 5) '

2.12. Vypocet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

a tudiZ

O

4 3 2 1 01
A=1|5 6 3], B=|3 3 4
35 2 2 23

L . —1
Poté uréete matici (AT . B) )

ReSeni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiSeme ma-
tici A a matici jednotkovou. Pomoci fadkovych transformaci pak pie-
vedeme matici A na jednotkovou. Timto matice jednotkovd prejde na

matici A~'. Postupnymi dpravami dostdvame

4 3 211 00 1 =2 0|1 0 -1
56 3/]1010]~]5 6 3/01 0 ~
352|001 35 2(0 0 1
1 -2 0|1 0 -1 1 =2 0|1 0 -1
0 16 3|]-5 1 5 ~10 5 1}]-21 1 ~
0 11 2|-3 0 4 0 11 2/-3 0 4
1 -2 01 0 -1 1 00 3 —4 3
5 1]1-2 1 1 ~1 00 1]-7 11 -9
1 0] 1 =2 2 0101 -2 2
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1 003 —4 3
~1 0101 =2 2 ,
00 1}-7 11 -9

pricemz v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fadku tieti, ve dru-

hém jsme (—5)ndsobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho

(—3)ndsobek ke tietimu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého

fadku tieti, ve ctvrtém jsme (—2)ndsobek druhého pricetli ke tfetimu,

v patém kroku jsme (—5)ndsobek tfettho fadku pricetli ke druhému

a jeho 2ndsobek k prvnimu, v poslednim kroku jsme pak zaménili

druhy a tieti fadek. Zdliraznéme vysledek

3 —4 3
A= 1 -2 2
-7 11 -9

Upozornéme, Ze pii urovéani matice A~! jsme diky vhodnym f4d-

kovym tpravdm nemuseli pocitat se zlomky. PfestoZe bychom si mohli

obdobné pocinat pfi uréovani matice B~!, budeme rad&ji provadét vice

ndzorné (nabizejici se) fadkové dpravy. Plati

10 1[1 00 101[1 00
33401 0])~[031/-310
223001 02 1]-201

1o 1 ]1 0 1 11 0

031—310~01%—1§

2

00 1/3] 0 —2/3 1 00 3/0 =3
1ool1 2 =3 1 0oof1 2
01 0l-1 1 —1]~f010[-1 1
00 35/0 =321 00 1|0 =2

tj.

12 -3
B'=[-1 1 -1
0 -2 3

Vyuzitim identity
(A7-B) =B (A1) =B (a7

a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic 1ze obdrZet

12 =3\ (3 1 -7
(A" B '=[-1 1 1] |-4 2 11
0 -2 3 302 -9

~14 -9 42

—[-10 =5 27

17 10 —49
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nebo bude inverze spoctena. I naddle pracujeme nad polem
skalart.

Ekvivalentni fadkové transformace se ¢tvercovou matic{
A dimenze n vedou k matici P’ takové, Ze matice P’ - A bude
v fadkové schodovitém tvaru. Pfitom mtiZe (ale nemusi) byt
jeden nebo vice poslednich fadkd nulovych. Jestlize mé exis-
tovat inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k
P’ - A. Jestlize vSak je posledni fadek v P’ - A nulovy, bude
nulovy i posledni fadek v P’ - A - B pro jakoukoliv matici B
dimenze n. Existence takového nulového fadku ve vysledku
(fadkové) Gaussovy eliminace tedy vyluéuje existenci A~".

Piedpoklddejme nyni, ¢ A~! existuje. Podle ptedcho-
ziho, nalezneme fddkové schodovity tvar bez nulového radku,
tzn. Ze vSechny diagondlni prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak
ovSem pokracovdnim eliminace pomoci fddkovych elemen-
tarnich transformaci od pravého dolniho rohu zpét a vynor-
movéanim diagondlnich prvki na jednicky ziskdme jednotko-
vou matici E. Jinymi slovy, najdeme dal$i invertibilni ma-
tici P” takovou, Ze pro P = P” - P/ plati P - A = E. Vy-
ménou fddkovych a sloupcovych transformaci lze za predpo-
kladu existence A~! stejnym postupem najit Q takovou, Ze
A - Q= E. Odtud

P=P-E=P-(A-Q)=(P-A)-0=0.
To ale znamend, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
A'l=pP=0

k matici A. Prakticky tedy miiZeme postupovat takto:

N

11V ypocet inverzni matice|

Vedle sebe napiSeme ptivodni matici A a jednotkovou
matici E, matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi
Upravami nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eli-
minaci na diagondlni matici a v té ndsobime fadky inverz-
nimi prvky z K. TytéZ Gpravy postupné provadéné s E vedou
pravé k hledané matici A~!. Pokud tento algoritmus narazi
na vynulovani celého fadku v pivodni matici, znamen4 to, Ze
matice inverzni neexistuje.

2.11. Zavislost fadka a sloupcii a hodnost matice. V
predchozich dvahdch a poctech s maticemi jsme stdle pra-
covali se s¢itdnim tadkd nebo sloupcti coby vektord, spolu
s jejich ndsobenim skaldry. Takové operaci fikdme linedrni
kombinace. V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vra-
time za chvili v 23, bude ale uZite¢né pochopit podstatu
uz nyni. Linedrni kombinaci fadkt (nebo sloupcii) matice
A = (a;j) typu m/n rozumime vyraz aiu;, + --- + aiu;,,
kde a; jsou skalary, u; = (aji,...,aj,) jsou fddky (nebo
uj = (aij,...,ay;) jsou sloupce) matice A.

JestliZze existuje linearni kombinace danych fadku s ale-
spoil jednim nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimz vy-
sledkem je nulovy fadek, fikdme, Ze jsou linedrné zavislé.
V opacném piipade, tj. kdyZ jedinou moZnost jak ziskat nu-

s Nz

lovy fadek je vyndsobeni vyhradn& nulovymi skaldry, jsou
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linedrné nezavislé. Obdobné definujeme linedrné zavislé a
nezdvislé sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme ted
intepretovat tak, Ze pocet vyslednych nenulovych ,,schodd*
v fadkové nebo sloupcoveé schodovitém tvaru je vZdy roven
poctu linedrné nezavislych fadkt matice, resp. poctu linedrné
nezavislych sloupcti matice. Ozna¢me E;, matici z véty Z9 s
h jednickami na diagondle a predpoklddejme, Ze dvéma riz-
nymi postupy dostaneme rtiznd i’ < h. Pak ovSem podle
naseho postupu budou existovat také invertibilni matice P a
0 takové, ze

P-Ey-Q=E,

s ¥z

V soucinu Ej; - Q bude vice nulovych fadki ve spodni ¢asti
matice, neZ kolik m4 byt jednicek v Ej a pritom se k nim
mdme dostat uz jen fddkovymi transformacemi. ZvySit pocet
linearné nezavislych fadkt ale pomoci elementarnich fddko-
vych transformaci nelze. Proto je pocet jedni¢ek v matici
P - A-Q ve vété Z9 nezavisly na volbé naseho postupu elimi-
nace a je roven jak poctu linearn€ nezavislych fadka v A, tak
poctu linedrn€ nezavislych sloupcti v A. Tomuto &islu fikdme
hodnost matice a znacime je h(A). Zapamatujme si vysledné
tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m /n nad polem skalarii K. Ma-
tice A ma stejny pocet h(A) lindrné nezavislych radkii a line-
arné nezavislych sloupcii. Zejména je hodnost vZidy nejvyse
rovna mensimu z rozméri matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také iikd, Ze
Ctvercovd matice A dimenze m md inverzi pravé, kdyz je jeji
hodnost rovna poctu fadkd m.

2.12. Matice jako zobrazeni. Zcela stejné, jak jsme s mati-

cemi pracovali v geometrii roviny, viz 29, mtiZeme kaZdou

étvercovou matici A interpretovat jako zobrazeni
A:K'—>K', x—A-x

Diky distributivnosti ndsobeni matic je zfejmé, jak jsou zob-

razovany linedrni kombinace vektord takovymi zobrazenimi:

A-(ax+byy=aA-x+bA-y.

Pfimo z definice je také vidét (diky asociativnosti ndsobeni
matic), Ze skldddni zobrazeni odpovida skldd4ni matic. Inver-
tibilni matice tedy odpovidaji bijektivnim zobrazenim.

Z tohoto pohledu je velice zajimava véta Z9. MZeme ji
¢ist tak, Ze hodnost matice urcuje, jak velky je obraz celého
K" v tomto zobrazeni. Skute¢né, je-li A = P - J - Q s matici
J s k jednic¢kami jako v 9, pak invertibilni Q napfed jen
bijektivné ,,zamichd*“ n-rozmérné vektory v K", matice J
pak ,,zkopiruje* prvnich k soutfadnic a vynuluje n — k zbyva-
jicich. Tento ,.k—rozmérny* obraz uz pak ndsledné ndsobeni
invertibilni P nemize zvétsit. K pojmim dimenze, linearni

s Xz

nezdvislost apod. se vratime ve tfeti ¢4sti této kapitoly.

2.13. Zjistéte, zda je matice

32 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 —4 8

invertibilni.

Reseni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) pravé

7Nz

tehdy, kdyZ ji 1ze pomoci fadkovych transformaci pfevést na jednotko-

vou matici. To je ekvivalentni napt. s tim, Ze mé nenulovy determinant.

Vy¢cisleni
3 -1 2
4 1 2 -4
22 4 1|70
2 3 —4 8

tak dava, Ze neni invertibilni.

2.14. Vypocitejte inverzni matici k matici

1 0 =2
A=12 -2 1
5 =5 2

2.15. Naleznéte inverzni matici k matici

83 0 00
52 0 00
00 -1 00
00 0 1 2
00 0 35

2.16. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici

1 1 1 1
1 1 -1 1
C=1; -1 1 -
1 -1 -1 1

Pokud ano, uréete tuto matici C~!.
2.17. Stanovte A~ je-li

(a) A= (_ll ;), pricemz i je imagindrni jednotka;

1 -5 -3
b)yA=|-1 5 4
-1 6 2

2.18. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)

2—n 1 1 1

1 2—n . 1
A=

1 2—n 1

1 1 1 2—n
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2. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

1. VEKTORY A MATICE

2. Soustavy linearnich rovnic

Se soustavami linedrnich rovnic jsme se jiZz setakli na zac¢4tku kapi-
toly. Nyni se budeme vénovat této problematice podrobné&ji. Zkusme
nejprve vyuzit vypoctu inverzni matice k feseni systému linedrnich

soustav rovnic.

2.19. Utastnici zdjezdu. Dvoudenniho autobusového zjezdu se zi-
Castnilo 45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢ za
dospélého, 16 K& za dité a 24 K¢ za seniora, celkem 1 116 K&. Druhy
den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K¢ za dospélého, 24 K¢
za dité a 34 K¢ za seniora, celkem 1 542 K¢. Kolik bylo mezi vyletniky

dospélych, déti a seniord?
ReSeni. Zavedme proménné

x uddvajici ,,pocet dospélych*;
y udévajici ,,pocet déti;

z udévajici ,,pocet seniori®.

Zajezdu se zucastnilo 45 osob, a proto
x + y + z = 45.

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pfi zavedeni
nasich proménnych a pfi zachovani pofadi ¢ini 30x+16y+24z a 40x+
24y + 34z. My je ovSem zname (1 116 K¢ a 1 542 K¢). Mame tak

30x + 16y + 24z = 1116,
40x + 24y + 34z = 1542

Soustavu ti{ linedrnich rovnic zapi§eme maticové jako

11 1 X 45
30 16 24| [y]=[1116
40 24 34 z 1542
Resenim je
¥\ (16 5 —4 45 | (132 2
yl==-13 3 3| |1ue|l==|72]=|(12],
;] 0\_a0 —g 7 1542] 0\ 66 11
neboft
11 1\ L[16 5 —4
30 16 24| =-|30 3 -3
40 24 34 6\_40 -8 7

Slovné vyjadieno, zdjezdu se zicastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 se-

niora. O
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2.13. Matice rotaci v R?. Nyni si jako ilustraci najdeme po-
pis rotaci v R3. Nejprve si napi§eme matice zobrazeni rotaci o
tihel ¢ postupné kolem os x, y, z v R?. P¥i rotaci libovolného
bodu kolem dané osy (feknéme x), se piislusnd souradnice
daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zbylymi osami

pak jiZ je rotace ddna zndmou matici typu 2/2.

Postupné tedy dostdvame nésledujici matice — rotace

kolem osy z:

rotace kolem osy y:

rotace kolem osy x:

U matice rotace kolem osy y mdme jinak znaménko u ¢.
Chceme totiz, stejn¢ jako u ostatnich os rotaci kolem osy y
v kladném smyslu, tedy takovou, Ze pokud se divime proti
sméru osy y, tak se svét toci proti sméru hodinovych rucicek.
Pti obvyklé orientaci soufadnych os jako na obrazku jde tady
o rotaci v zdporném smyslu v rovin€ xz (tedy osa z se otaci
smérem k x). Rozmyslete si kladny a zdporny smysl rotace
podél vsech tif os.

Diky tomu, Ze ndsobeni matic odpovidd sklddani zbra-
zeni (stejné jako jsme to pouZivali v roviné) mizZeme nyni
docela snadno napsat matici pro zobrazeni rotace kolem li-

cos
sin

0

¢ —sing 0
¢ cosep O
0 1

cosep 0 sing
0
—sing 0 cosg

1 0
0 cosgp
0 sing

1 0

0
—sing
cos ¢

bovolné osy prochizejici po¢dtkem v R3.

UkdZeme si to na rotaci v kladném smyslu o thel 60°
kolem pifmky dané po¢dtkem a vektorem (1, 1, 0) v R3. Toto

otaceni je sloZenim nésledujicich tfi zobrazeni:

e rotace 0 45° v zdporném smyslu podle osy z (osa rotace
(1, 1, 0) prejde do osy x)

e rotace 0 60° v kladném smyslu podle osy x.

e rotace 0 45° v kladném smyslu podle osy z (o0sa x prejde

zpét na osu danou vektorem (1, 1, 0)).

Matice vysledné rotace tedy bude soucinem matic od-
povidajicich témto tfem zobrazenim, pficemZ pofadi matic
je ddno potfadim provddéni jednotlivych zobrazeni, prvnimu
zobrazeni odpovidd v soucinu matice nejvice napravo. Cel-

kem tedy dostdvdme pro hledanou matici A vztah:

A

N2 A2
2 2
=2 2
2 2
0 0
3 1
4 4
= 1 3
4 Z
_N6 6
4 4

0

0
1

st

=

1
0
0

0 0 ¥2 2
RN B I B

o

vlozit obrazek
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2. Determinanty

V paté ¢asti prvni kapitoly jsme vidéli, Ze pro ¢tvercové
matice dimenze 2 nad redlnymi Cisly existuje skaldrni funkce
det, kterd matici priradi nenulové ¢islo prave, kdyzZ existuje
jeji inverze. Nefikali jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno
si to ovéfite (viz odstavce poc¢inaje a vzorec (CI8)). De-
terminant byl uZitecny i jinak, viz 33 a 34, kde jsme si
volnou tivahou odvodili, Ze obsah rovnobéznika by mél byt li-
nedrné zavisly na kazdém ze dvou vektorti definujicich rovno-
béZnik a Ze je uziteCné zaroven poZadovat zménu znaménka
pri zméné potadi téchto vektord. ProtoZe tyto vlastnosti mél,
az na pevny skaldrni ndsobek, jedin¢ determinant, odvodili
jsme, Ze je obsah dan pravé takto. Nyni uvidime, Ze podobné
Ize postupovat v kazdé kone¢né dimenzi.

V této casti budeme pracovat s libovolnymi skaldry K
a maticemi nad témito skaldry. Nase vysledky o determi-
nantech tedy budou vesmés platit pro vSechny komutativni
okruhy, zejména tedy tfeba pro celo¢islené matice.

2.14. Definice determinantu. Pfipomenime, Ze bijektivni
zobrazeni mnoZiny X na sebe se nazyva permutace mnoZiny
X,vizl[ Je-li X = {1, 2, ..., n}, lze permutace zapsat po-
moci vysledného potadi ve formé tabulky:

1 2 ... n

(0(1) a2) ... o*(n)) )
Prvek x € X se nazyvd samodruznym bodem permutace o,
je-li o(x) = x. Permutace o takovd, Ze existuji pravé dva
rizné prvky x, y € X so(x) = y ao(z) = z pro vSechna
ostatni z € X se nazyva transpozice, znacime ji (x, y). Sa-
moziejme pro takovou transpozici plati také o (y) = x, odtud
nazev.

V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy —
vezmeme vSechny mozné souciny dvou prvk, po jednom z
kaZzdého sloupce a fadku matice, opatiime je znaménkem tak,
aby pri pfehozeni dvou sloupcti doslo ke zméné celkového
znaménka, a vyrazy vSechny (tj. oba) seteme:

A= (a b), det A = ad — be.
c d
Obecné, uvazujme Ctvercové matice A = (a;;) dimenze
n nad K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskla-
dany ze vSech moznych soucind prvki z jednotlivych fadkt
a sloupcti:

~+ Definice determinantu }

Determinant matice A je skaldr det A = |A| definovany
vztahem

|A] = Z sgn(o)aig(1y * A20(2) * * * Anon)
o€,
kde %, je mnoZina vSech moZnych permutacina {1, ...,n}a
znaménko sgn pro kazdou permutaci o jeSt€é musime popsat.
Kazdy z vyrazt

sgn(o)aio(1) - A20(2) * * * Ano(n)

2.20. Za pomoci vypoctu inverzni matice urcete feSeni soustavy

X1+ X2 + x3 + x4 = 2,
Xp + X2 — X3 — x4 = 3,
Xp — X2 + X3 — x4 = 3,

5

X1 — X2 — X3 + X4 =

Co kdyZ vsak matice soustavy neni invertibilni? Potom nemtiZzeme
k jejimu feSeni inverzni matice vyuZit. Takovd soustava pak mé jiny
pocet neZ jedno feSeni. Jak moznd Ctendr jiz vi, tak systém linedrnich
rovnic bud'nemad feseni, nebo m4 jedno feSeni, nebo jich md nekone¢né
mnoho (naptiklad nemtiZze mit praveé dvé feSeni). Prostor fesenf je bud
vektorovy prostor (v piipadé, Ze prava strana vSech rovnic v systému
je nulovd, hovofime o homogennim systému linedrnich rovnic) nebo
afinni prostor, viz B, (v pifipadé&, ze pravd strana alespoii jedné z rov-
nic je nenulovd, hovoiime o nehomogennim systému linedrnich rovnic).
UkaZzme si tedy riizné moZné typy fesSeni soustavy linearnich rovnic na
ptikladech.

2.21. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R md linedrni systém
X1 — ax, — 2x3 = b,
x1 + (I—-a)x = b-3,
x1 + d—a)x, + axz3 = 2b—1

(a) pravé 1 fesent;
(b) Zadné fesent,
(c) alespon 2 feSeni?

ReSeni. Soustavu , tradi¢n&“ prepiSeme do roziifené matice a upra-
vime
—-a 2 b 1 —a -2 b
1 1—a 0 | b-3 ~1 0 1 2 -3
1 1—a a |2b-1 0 1
1 —a 2| b
~10 1 2 -3
0 0 a |b+2
Dodejme, Ze v prvnim kroku jsme prvni fadek odecetli od druhého
a od tietiho a ve druhém kroku pak druhy od tfetiho. Vidime, Ze sou-
stava bude mit pravé jedno feSeni (které l1ze urcit zpétnou eliminaci)
tehdy a jenom tehdy, kdyZ a # 0. Pro a = 0 totiZ ve tfetim sloupci
nen{ prvni nenulové &islo néjakého radku. Je-lia = 0ab = —2, dosta-
vame nulovy fadek, kdy volba x3 € R jako parametru ddvéd nekonecné
mnoho riznych feSeni. Proa = 0ab # —2 posledni rovnice a = b+2

nemiZe byt splnéna — soustava nema feseni.
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2. DETERMINANTY

Poznamenejme, Ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi
(xlv X2, x3) = (_2+2t’ -3 - 2t7 t) ’ re R
apro a # 0 je jedinym feSenim trojice

(—3a2—ab—4a+2b+4 2b+3a+4 b+2>

’ El

a a a

2.22. Zjistéte pocet feSeni soustav

(a)
12x; + 5x + llx3 = -9,
X1 — 5)63 = —9,
X1 + 2x3 = -7,
(b)
4)(1 + 2)C2 — 12)63 = O’
5x; + 2x, — x3 = 0,
—2x; — x + 6x3 = 4
()
4x1 + 2.X2 — 12)(3 — O,
5x; + 2x; — x3 = 1,
—2x; — xp + 6x3 =

ReSeni. Vektory (1, 0, —5), (1, 0, 2) jsou ocividné linedrné nez4vislé
(jeden neni nasobkem druhého) a vektor (12, +/5, 11) nemiiZe byt je-
jich linearni kombinaci (jeho druhd sloZka je nenulova), a proto matice,
jejimiz fadky jsou tyto tfi linedrné nezavislé vektory, je invertibilni.
Soustava ve varianté (a) md tedy prave jedno feSeni.

U soustav ve variantdch (b), (c) si sta¢i povSimnout, Ze je
4,2,-12) = =2(-2, —1, 6).

V piipadé (b) tak secteni prvni rovnice s dvojndsobkem tieti divd 0 =
8 — soustava nemd feSenf; v ptipadé (c) je tfeti rovnice ndsobkem prvni

— soustava md zfejmé nekone¢né¢ mnoho feseni. U

2.23. Najdéte (libovolny) linedrni systém, jehoZ mnoZina feseni je
pravé
{(t +1, 2¢, 3¢, 41); t € R}.

ReSeni. Takovym systémem je napf.

2)61 — Xy = 2, 2)62 — X4 = 0, 4)63 - 3)64 =0.

Témto rovnicim totiZ uvedené feSeni vyhovuje pro kazdé t € R a vek-

tory

(25 _1’05 0)7 (Os 2’ 0, _1)7 (07 O’ 45 _3)

zaddavajici levé strany rovnic jsou ziejmé linedrné nezavislé (mnoZina

feSeni obsahuje jeden parametr). (Il
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l nazyvame clen determinantu |A|.

V dimenzich 2 a 3 snadno uhddneme i spravnd znaménka.
Soucin prvkl z diagonaly ma byt s kladnym znaménkem a
chceme linearitu v kaZdém sloupci a antisymetrii pti pfeho-
zeni dvou sloupci nebo fadku.

o

Dﬂt;‘rrminanty v dimensi dvéfitr—"—

Pro n = 2 je, jak jsme cekali

ay an

= +ayax — apa.
dz; ax

Podobné pron = 3

aip ap as
ar| Ay ax| =+ apdxaz; — a3axnas; + a;3azas
asy asy dass

— a11a3a3 + a12a23a31 — A120214033.

Tomuto vzorci se fika Saarusovo pravidlo.

2.15. Parita permutace. Jak tedy najit spraivna znaménka
permutaci? Rikdme, Ze dvojice prvkiia, b € X = {1, ..., n}
tvori inverzi v permutaci o, je-lia < b ao(a) > o(b). Per-
mutace o se nazyva sudd (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp.
lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)POtinvei 5 7nakime
ji sgn(o). Tolik tedy definice znamének naSich clenti
determintu, chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z
ndsledujictho tvrzeni o permutacich uZ je jasné vidét, Ze
Saarusovo pravidlo skute¢né pocitd determinant v dimenzi
3.

Véta. Na mnoZine X = {1,2,...,n} je pravé n! riiznych
permutaci. Tyto lze sefadit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé
po sobé jdouci se lisi pravé jednou transpozici a kaZda trans-
pozice méni paritu. Lze p¥i tom zacit libovolnou permutaci.

Dt¢kaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni sa-
moziejmé plati. Budeme postupovat indukci pies dimenzi.

Ptedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoZiny s
n — 1 prvky a uvazme permutaci o (1) = ay,...,0(n) =
a,. Podle indukéniho predpokladu vSechny permutace, které
maji na poslednim misté a,, dostaneme z tohoto potadi po-
stupnym provddénim transpozic. Pfitom jich bude (n—1)!. V
poslednim z nich prohodime o (n) = a, za néktery z prvka,
ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu uspofdddme
vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim
misté do posloupnosti s poZadovanymi vlastnostmi. Po n-
ndsobné aplikaci tohoto postupu ziskdme n(n — 1) = n! za-
rucené ruznych permutaci, tzn. v§echny, pravé predepsanym
zpisobem. V§imnéme si, Ze posledni véta dokazovaného tvr-
zeni se nezda pfilis§ dilezita pro jeho vyuZiti. Je vSak velice
dilezitou casti postupu v naSem diikazu indukci pies pocet
prvku.
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Zbyva tvrzeni véty o paritdch. UvaZme poradi

(al""vai’aiJr]a--'an)a

ve kterém je r inverzi. Pak zjevné je v pofadi

(Cll,...,ai+1,al’...,l’l)

bud'r — 1 nebo r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;, a;) lze
pfitom ziskat postupnym provedenim (j —i)+(j —i —1) =
2(j — i) — 1 transpozic sousednich prvkd. Proto se provede-
nim libovolné transpozice parita permutace zmeéni. Navic jizZ
vime, Ze vSechny permutace lze ziskat provddénim transpo-
zic. g

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni
paritu permutace a Ze kazdé potadi ¢isel {1, 2, ..., n} lze zis-
kat postupnymi transpozicemi sousednich prvka. Dokézali
jsme proto:

Disledek. Na kaZdé konecné mnoZiné X = {1,...,n} sn

prvky, n > 1, je pravé %n! sudych a %n! lichych permutact.

JestliZe sloZime dv& permutace za sebou, znamen4 to pro-
vést napfed vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou.
Proto pro libovolné permutace o, n : X — X plati

sgn(o on) = sgn(o) - sgn(n)
a proto také
sgn(o ') = sgn(o).
2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrym ndstrojem

pro praktickou praci s permutacemi je jejich rozklad na tzv.
cykly.

— Cykly B
Permutace o na mnoZiné X = {1, ..., n} se nazyva cyk-
lus délky k, jestliZe je moZné najit prvky a;, ..., ar € X,
2 <k < ntakové, Ze o(a;) = aj11,i = 1,...,k — 1, za-

timco o (a;) = a; aostatni prvky v X jsou pro o samodruZné.
Cykly délky dva jsou pravé transpozice.

Kazda permutace je sloZenim cykli. Cykly sudé délky
maji paritu —1, cykly liché délky maji paritu 1.

Posledni tvrzeni musime jeSt¢ dokdzat. Jestlize definu-
jeme pro danou permutaci o relaci R tak, Ze dvaprvky x, y €
X jsou v relaci pravé kdyZ o” (x) = y pro néjakou iteraci per-
mutace o, pak zjevné jde o relaci ekvivalence. ProtoZe je X
kone¢nd mnoZina, musf pro n&jaké £ byt o (x) = x. Jestlize
zvolime jednu tfidu ekvivalence {x, o (x),...,0" ' (x)} C
X a ostatni prvky definujeme jako samodruzné, dostdvdme
cyklus. Evidentné je pak celd ptivodni permutace X sloZenim
vSech téchto cykld a je jedno v jakém poradi cykly skladame.

Pro urc€eni parity si nyni sta¢i povSimnout, Ze cykly sudé
délky lze napsat jako lichy pocet transpozic, proto maji paritu
—1. Obdobnég cyklus liché délky dostaneme ze sudého poctu
transpozic a proto maji paritu 1.

2.24. Stanovte hodnost matice

1 -3 0 1
1 -2 2 —4
A=l1 -1 0 1
-2 -1 1 =2
Poté stanovte pocet feSeni systému linedrnich rovnic
X1+ x2 + x3 — 2x4 = 4
—3x; — 2% — x3 — x4 = 5,
+ 2x + xy = 1,
X1 — 4xp + x3 — 2x4 = 3
a také vSechna feSeni systému
X1 + x2 + x3 — 2x4 = 0,
—3x; — 2% — x3 — x4 = 0,
+ 2x + x3 = 0,
X1 — 4xp, + x3 — 2x4 = 0
a systému
X1 — 3)62 == 1,
X1 — 2x + 2x3 = —4,
Xy — X2 = 1,
—2x1 — x3 + xz3 = =2.
ReSeni. Nebof je
1 -3 0 1
1 -2 2 -4
1 —10 1|=71%
-2 -1 1 =2

jsou sloupce matice A linearn€ nezavislé, a tudiZ se jeji hodnost rovna
jejimu rozmeéru.

Prvni z uvedenych tfech systémd je zadan rozsifenou matic{

1 1 1 214
-3 -2 —-1 —-115
0 2 0 1 |1
1 -4 1 =213
Ovsem lev4 strana je pravé AT s determinantem |AT| = |A| # 0.

o ) -1 i s v
Existuje tedy matice (AT) a soustava mé prave 1 reSeni
-1
(x1, X2, x3, x)T = (A7) - (4,5,1,3)7.

Druhy ze systémi ma totoznou levou stranu (uréenou matici AT)
s prvnim. ProtoZe absolutni Cleny na pravé strané linedrnich systémi
neovliviiuji pocet feSeni a protoze kazdy homogenni systém md nu-
lové feseni, dostdvame jako jediné feseni druhého systému uspotdda-
nou Ctvetici
(x1, x2, x3, x4) = (0,0,0,0).

Tteti systém md rozsifenou matici

1 -3 0] 1

1 -2 2|4

1 -1 0] 1 ’
-2 -1 1]=-2

83



2. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

2. DETERMINANTY

coZ je matice A (pouze posledni sloupec je uveden za svislou ¢arou).

Pokud budeme tuto matici upravovat na schodovity tvar, musime ob-

drZet fadek

Vime totiz, Ze sloupec na pravé strané nenf linearni kombinaci sloupcti

na levé stran€ (hodnost matice je 4). Tento systém nem4 feSeni.

2.25. Vyfeste systém homogennich linearnich rovnic zadany matici

(00 0fa),

0 V2 V3 V6

2 2
0 2
3 3

V3
J3

2.26. Urcete vSechna fesSeni systému

X2
3)61 — 2XQ
X1+ x

X1

2.27. Vyfteste

2.28. Rozhodnéte o fesitelnosti soustavy linedarnich rovnic

trech proménnych x;, x;, x3.

2.29. Stanovte pocet feSeni 2 soustav 5 linedrnich rovnic

kde

84

3)63
X3
X3

-2

-3

0

kde a # 0.

-5
V5 2V3 -3

0
+ X4
+ 4xy
+ X4

3x — 5y + 2u + 4z = 2,

5x + 7y — 4u — 67

3,

Tx —4y + u + 3z = 5.

3x1 + 3x, + x3

2)61 + 3X2 — X3

2x1 — 3x2 + x3

3x1 — 2x2 + x3

AT x=(1,2,3,4,5",

T
x = (xy, x2, x3)

a

A=

N O W

lv

— O =

O 2

W O W

AT . x=(,1,1,1, D7,

S = O

2.17. Jednoduché vlastnosti determinantu. Poznani vlast-
nosti permutaci a jejich parit z predchozich odstavcti nam ted’
umozni rychle odvodit zdkladni vlastnosti detemrintt.

Pro kaZdou matici A = (a;;) typu m/n nad skaldry z K
definujeme matici transponovanou k A. Jde o matici AT =
(aj;) s prvky a;; = aji, kterd je typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyvi sy-
metrickd. Jestlize plati A = —AT, pak se A nazyva antisy-
metrickad.

r———l@dﬂéduché vlastnosti determifrarm——
Ve

€ta. Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) plati

(1) |AT| = |A],

(2) Je-li jeden radek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak
|A]l =0,

(3) JestliZe matice B vznikla z A vyménou dvou rdadki, pak
|Al = —|B,

(4) JestliZe matice B vznikla z A vyndsobenim vddku skald-
rema € K, pak |B| = a|A]|,

(5) Jsou-li prvky k-tého Fadku v A tvaru axj = cxj + byj a
vSechny ostatni Fadky v maticich A, B = (b;;), C = (c;j)
Jjsou stejné, pak |A| = |B| + |C],

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému
Fadku A linedrni kombinaci ostatnich radku.

Dtkaz. (1) Cleny determinantt |[A| a |[A”| jsou v bijek-
tivni korespondenci. Clenu sgn(o)ais(1) * A26(2) * * * Ano(n) PIi-
tom v AT odpovida ¢len (na pofadi skaldrd v soucinu totiZ
nezalezi)

$gN(0)ag()1 - Ae2)2 * * * Qo(nyn =
= 8gN(0)a15-1(1) - A25-12) *** Gno~(n) »
pricemz musime ovéfit, Ze je tento ¢len opatien spravnym
znaménkem. Parita o a o~ je ale stejn4, jde tedy opravdu o
¢len |AT| a prvni tvrzeni je dokdz4no.

(2) Plyne pfimo z definice determinantu, protoZe v§echny
jeho ¢leny obsahuji z kazdého fadku pravé jeden Clen, a je-li
jeden z fadkd nulovy, budou tedy vSechny nulové.

(3) Ve vsech ¢lenech | B| dojde ve srovnani s determinan-
tem |A| u permutaci k pfidani jedné transpozice, znaménko
vSech Clenil determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyva piimo z definice, protoZe Cleny determi-
nantu | B| jsou ¢leny |A| vyndsobené skaldrem a.

(5) V kazdém c¢lenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-
tého fadku matice A. ProtoZe plati distributivni zdkon pro
ndsobeni a s¢itdni v K, vyplyva tvrzeni piimo z defini¢niho
vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi ¢leny deter-
minantu vZdy dva scitance stejné aZ na znaménko. Proto je
v takovém piipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni (5) moZné
pricist k vybranému fddku libovolny jiny fddek, aniZ by se
zmneénila hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) 1ze
ale pricist i skalarni nasobek libovolného jiného fadku. [J
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2.18. Vypocetni dusledky. Podle pfedchozi véty umime  2.30. Nechf je dano
prevést elementarnimi fadkovymi transformacemi kazdou

4 5 1 X1 b,
¢tvercovou matici A na fadkove schodovity tvar, aniZ bychom A=13 4 o x=|x b=|b
zménili hodnotu jejiho determinantu. Jen musime ddvat po- 11 1) s ’ by

Ve

zor, abychom vzdy k upravovanému fadku pouze pricitali li- o o o )
nesrnf kombinace F4dki ostatnich Najdéte takovd redlnd Cisla by, by, b3, aby systém linedrnich rovnic A -

——pocet determinanti elimir% . X =bmél
Je-li matice A v fddkovém schodovitém tvaru, pak v ka- (a) nekone¢né mnoho fesent;
7Zdém Clenu |A| je alespoii jeden soulinitel prvkem pod di- (b) pravé jedno fesent;
agondlou s vyjimkou piipadu, kdy jsou vSechny jen na dia-
gondle. Pak je ale jedinym nenulovym ¢lenem determinantu
ten, ktery odpovidd identické permutaci. Vidime tedy, Ze de-
terminant takové matice ve schodovitém tvaru je

(c) zadné feSenti;

(d) pravé 4 feseni.

2.31. Urcete feSeni soustavy linedrnich rovnic
|Al =ai -ax - ap.

4 2x3 =0
Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu vy- ax) + axy + 233 ’

poc¢tu determinanti pomoci Gaussovy eliminaéni metody,

viz P71, 2x1 + 3)62 — X3 = 07

Vsimnéme si také hezkého disledku prvniho tvrzeni v z4vislosti na parametru a € R.

predchozi véty o rovnosti determinantd matice a matice trans-
ponované. Zarucuje totiZ, Ze kdykoliv se ndm podafi dok4- 2.32. V zdvislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o poctu

zat n¢jaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuZitim  fegeni soustavy
fadkt prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro

sloupce. Napft. tedy miZzeme okamzité vSechna tvrzeni (2)— g é 2 g il g
(6) této véty preformulovat i pro pfi¢itani linedrnich kombi- 3 9 5 4 t x2 =1 3
naci ostatnich sloupcti k vybranému. 3

6 -1 2 -8 X4 -3

Diéle si v§imnéme, Ze vlastnosti (3)—(5) z pfedchozi véty
fikaji, Ze determinant jakoZto zobrazeni, které n vektorim
dimenze n (fddkim nebo sloupciim matice) prifadi skaldr, je ~ 2.33. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linedrnich rovnic
antisymetrické zobrazenf linedrni v kazdém svém argumentu, proménnych, jejiZz mnoZinou feseni je
pfesné jako jsme podle analogie z dimenze 2 pozadovali.
(@) {(0,0,0)};

2.19. VDEllSI .Vlails'tnostl d‘eterm¥nantq. Casem .uV1d1me,.ze () {(0.1.0). (0,0,0), (1,1,0)}:

skutecné stejné jako v dimenzi dva je determinant matice

roven orientovanému objemu rovnobéznosténu urc¢eného je- © {(x 1,0); x € Rk

jimi sloupci. Uvidime také, Ze kdyZ uvdZzime zobrazeni x > (d) {(x, y,2y); x,y € R}.

A - x zadané Ctvercovou matici A na R", pak miZeme de- .

terminant této matice vid&t jako vyjadieni poméru mezi ob- 2.34. Reste soustavu linedrnich rovnic v zavislosti na redlnych para-

jemem rovnobéznosténd danych vektory xi,...x, a jejich  metrech a, b.

obrazy A - xy,..., A - x,. ProtoZe sklddani zobrazeni x +—
A-x +— B-(A-x) odpovidd ndsobeni matic, je snad docela X+2y+bz = a
pochopitelna tzv. Cauchyova véta: ) x—y+2z = 1
< —L
\.* Cauchyova véta lu 3x—y = 1.

Véta. Necht A = (a;;), B = (b;j) jsou ctvercové matice
dimenze n nad okruhem skalaru K. Pak |A - B| = |A| - | B|.

3. Determinanty

My ted tuto vétu odvodime ryze algebraicky uZ proto,

7e ptredchozi odvoldvka na geometricky argument téZko 2.35. Spotitejte determinant matice

miZe fungovat pro jakékoliv skaldry. Zakladnim néstrojem 1 356
je tzv. rozvoj determinantu podle jednoho nebo vice fadka ¢i 1 2 2 2
sloupcti. Budeme potiebovat néco malo technické pripravy. 1 112
Ctenaf, ktery by snad tolik abstrakce neztravil miZe tyto 01 21
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2. DETERMINANTY

Reseni. Za¢neme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice

(jednu) nul. Postupné dostdvidme

} ; ; g 2 2 2 35 6 35 6
1112:1-112—1-112+1222
01 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
PodleSaarlg)vapravidla —2—2+6 —2.

2.36. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 1 1 1
Oall_1
01 a 1|
0 00 —a

Pro komplexni a uvedte bud jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

ReSeni. Spocitime determinant rozvinutim podle prvniho sloupce ma-

tice:

SRR

D = a4 =a-|l a 1],

01 a 1 00 —a

0 00 —a
déle rozvijime podle posledniho fadku:

_ _ a 1 _ 2,2
D=a-( a)l a‘_ a“(a 1).

Celkem dostdvdme nésledujici podminku pro a: a* — a*> + 1 = 0.

Substituci 1 = a2, pak mdme 7 — 1 + 1 s kofeny 1; = 1HY3 =

2
cos(m/3) + isin(mw/3), 1 = 1‘%5 = cos(/3) — isin(w/3) =
cos(—m/3) + isin(—m/3), odkud snadno urc¢ime ¢tyfi mozné hod-
cos(/6) + isin(m/6) = /3/2 + i/2,
ar = cos(7m/6) + i sin(77/6) = —/3/2 — i/2, a3 = cos(—1/6) +
isin(—m/6) = /3/2 —i/2, as = cos(57/6) + isin(57/6) =
—V3/2+1i)2. O

noty parametru a: a; =

2.37. Vandermondiv determinant. DokaZte vzorec pro tzv. Vander-

mondtv determinant, tj. determinant Vandermondovy matice:

1 1 1
aj ay .. a,
612 a Cl2
Vo=|4 @ o di= ] @-a),
: 1<i<j<n
n—1 n—1
aj a ... a,

kdeal, ..

aj —aj, kde j > i.

., a, € R ana pravé strané rovnosti je soucin vSech rozdil

Reseni.
UkaZeme opravdu nadherny dtikaz indukci, nad nimZ srdce ma-

tematika zaplesd. Pro n = 2 vztah trividlné plati. Nechf tedy plati
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pasdze preskocCit a vstfebat pouze znéni Laplaceovy véty a
jejich dtsledkd.

2.20. Minory matice. Nechf A = (a;;) je matice typu m /n
al<ij<...<ipg<m,1<j <...<j; <njsoupevné
zvolend pfirozend ¢isla. Pak matici

Qiy jie

i i QAiyjy

M =

Qijy  Qigj Qi jy

typu k/€ nazyvame submatici matice A urCenou fadky
i1, ..., 1 asloupci ji, ..., j,. Zbyvajicimi (m — k) fadky a
(n — ) sloupci je urcena matice M* typu (m — k)/(n — £),
kterd se nazyva doplrikova submatice k M v A. Pfi k = £
je definovan |M|, ktery nazyviame subdeterminant nebo
minor fadu k matice A. Je-lim = n, pak pii k = £ je i
M* ctvercova a |M*| se nazyva doplnek minoru | M|, nebo
dopliikovy minor k submatici M v matici A. Skalar

(= 1yitFictirttic | |

se nazyva algebraicky doplnék k minoru | M|.

Submatice tvofené prvnimi k fadky a sloupci se nazyvaji
hlavni submatice, jejich determinanty hlavni minory matice
A.

Pti specidlni volbé k = ¢ = 1, m = n hovoiime o
algebraickém dopliiku A;; prvku a;; matice A.

Pokud je |M| hlavni minor matice A fadu k, pak pfimo
z definice determinantu je vidét, Ze kazdy z jednotlivych
k!(n — k)! scitanct v soucinu |M| s jeho algebraickym do-
pliikem je ¢lenem determinantu |A|.

Obecné, uvazme submatici M, tj. ¢tvercovou matici,
uréenou fadky i} < ip < --- < ig asloupci j; < -+ < ji.
Pak pomoci (i; — 1) + --- 4+ (ix — k) vymén sousednich
fadkt a (j; — 1) 4+ - - - 4+ (jx — k) vymén sousednich sloupcti
v A prevedeme tuto submatici M na hlavni submatici a do-
pliikovd matice pfitom pfejde pravé na doplitkovou matici.
Celd matice A pfejde pfitom v matici B, pro kterou plati
podle 7T a definice determinantu |B] = (—1)%|A|, kde
o= Zlflzﬁh — jp) —2(1 + -+ - + k). Tim jsme ovéfili:

Tvrzeni. JestliZe je A je ctvercovd matice dimenze n a |M)|
Je jeji minor v¥adu k < n, pak soucin libovolného clenu | M|
s libovolnym clenem jeho algebraického doplitku je clenem

| Al

Toto tvrzeni uz podbizi pfedstavu, Ze by se pomoci tako-
vych soucinti mensich determinantd skute¢né mohl determi-
nant matic vyjadiovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! riz-
nych ¢lent, pravé jeden pro kazdou permutaci. Tyto ¢leny
jsou navzdjem razné jakoZto polynomy v prvcich (nezndmé
obecné) matice A. JestliZe tedy ukdZeme, Ze navzdjem riz-
nych vyrazt z predchoziho tvrzen{ je pravé tolik jako je tomu
u determinantu |A|, pak dostaneme jejich souctem prave de-
terminant.
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Zbyva proto ukazat, Ze uvaZzované souciny |M| - |M*|

obsahuji pravé n! rtiznych ¢lenti z |A|.

Ze zvolenych k tadkd lze vybrat (Z) minorti M a podle
predchoziho lematu je kazdy z k!(n — k)! ¢lent v soucinech
|M| s jejich algebraickymi dopliiky ¢lenem |A|. Pfitom pro
rizné vybéry M nemtiZzeme nikdy obdrZet stejné Cleny a jed-
|M| - |M*| jsou také
po dvou riizné. Celkem tedy mame pravé pozadovany pocet

notlivé ¢leny v (— 1)/t Fitirt-+i .

k!(n —k)!(;) = n! Clend.

Tim jsme bezezbytku dokézali tzv. Laplaceovu vétu:

< —
*—’ Laplaceova véta Be I
Véta. Necht A = (a;;) je ctvercovd matice dimenze n

nad libovolnym okruhem skaldrii a necht je pevné zvo-
leno k jejich radkii. Pak |A| je soucet vSech (’Z) soucinii
(= DyivtFitit=tii . | M| . |M*| minorii ¥adu k vybranych
ze zvolenych vadkii, s jejich algebraickymi doplriky.

Uvedend véta prevadi vypocet |A| na vypocet determi-
nanti nizsiho stupné. Této metod¢ vypoctu se fika Laplaceiiv
rozvoj podle zvolenych fadki ¢i sloupci. Napt. rozvoj podle

i-tého fadku nebo i-tého sloupce:

n

n
Al =Y aAi; =Y a; A
j=1

j=1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku a;; (tj. k mi-

noru stupné 1).

Pfi praktickém pocitini determinanti byvd vyhodné
kombinovat Laplacedv rozvoj s pfimou metodou pficitani

linearnich kombinaci fadkda ¢i sloupct.

2.21. Dikaz Cauchyovy véty. Diikaz se opird o trikovou
ale elementdrni aplikaci Laplaceovy véty. PouZijeme prosté

dvakrét Laplaceliv rozvoj na vhodné matice:

Uvazme nejprve matici H dimenze 2n (pouZividme tzv.
blokovou symboliku, tj. piSeme matici jakoby sloZenou ze

(sub)matic A, B atd.)

aynr ... Qdip 0

(A O\ _ |au ... am 0
H_<—E B)_ —1 0 by
0 -1 bn

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadkd obdrzime

pravé [H| = |A| - |B).

Nyni budeme k poslednim » sloupciim postupné pricitat
linearni kombinace prvnich n sloupci tak, abychom obdrZeli

0
bln

bnn

VoW s

pro determinant matice uréené Cisly ay, ..., a; a dokdZeme, Ze plati
i pro vypocet determinantu Vandermondovy matice urenou &isly
ai, ..., ax+1. UvaZzme determinant V., jako polynom P v proménné
ay+1.Z definice determinantu vyplyvd, Ze tento polynom bude stupné k
v této proménné a navic ¢isla ay,. .. ,a; budou jeho kofeny: nahradime-
li totiZ ve Vandermondové matici Vj, 1 posledni sloupec tvoreny moc-
ninami ¢isla a4 libovolnym z predchozich sloupci tvofenym moc-
ninami ¢isla a;, tak hodnota tohoto pozménéného determinantu je
vlastn€ hodnotou Vandermondova determinantu (jakoZto polynomu v
proménné a;) v bod€ a;. Tato je ov§em nulovd, nebof determinant
z matice se dvéma shodnymi, tedy linearn¢ zavislymi, sloupci je nu-
lovy. To znamen4, Ze a; je kofenem P. Nalezli jsme tedy k kofent
polynomu stupné k, tudiZ vSechny jeho kofeny a P musi byt tvaru
P = C(ay+1—a))(ags1—a2) - - - (ak+1—ax), kde C je néjakd konstanta,
resp. vedouci koeficient polynomu P. UvdZzime-li vSak vypocet deter-
minantu V;,; pomoci rozvoje podle posledniho sloupce, tak vidime,
7e C = V;, coz uz dokazuje vzorec pro Vi . O

Jiné feSeni. (viz Navody a feSeni cviceni)

2.38. Naleznéte matici algebraicky adjungovanou a matici inverzni

k matici

S O -
N O W o
S NO P
o O R~ O

ReSeni. Adjungovand matice je

A Ap Az Ay
Ay A Ay Ay
A3z Ay Azz Ay |
Ay Ap Ay Ay

A" =

kde A;; je algebraicky dopliiek prvku a;; matice A, tedy soucin
Cisla (—1)'*/ a determinantu trojrozmérné matice vzniklé z A vyne-

chénim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati

30 4 0 0 4
A =10 6 0| =-24, Ap, =-15 6 0/=0,.
7 0 8 0 0 8
1 0 O 1 0 2
Apz=—10 3 4| =0, Ay =10 3 0|=-12.
5 00 5 0 6
Dosazenim ziskame
24 0 20 0\  [=24 0 8 0
., o =32 0 28| [0 32 0 16
8 0 —4 0 1 20 0 —4 0
0 16 0o -12 0 28 0o -12
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2. DETERMINANTY

Inverzni matici A~! uréime ze vztahu A~! = |A|~! - A*. Determi-

nant matice A je (rozvojem podle prvniho fddku) roven

(1) g g 2 30 4 0 3 4
Al = =10 6 0[4+2|5 0 0|=16.
> 060 7 0 8 0 7 8
07 0 8
Dostdvame tedy
-3/2 0 1/2 0
Al 0 -2 0 1
54 0 -—-1/4 0
0o 7/4 0 -3/4

2.39. Najdéte algebraicky adjungovanou matici F*, je-li

a B 0
F=1y 6 0], o, B,v,8 eR.
0 0 1

2.40. Vypocitejte algebraicky adjungované matice k maticim

3 2 0 -1
02 2 1 I+i 2
@1 2 3 2 ® (3—21’ 6)’

o1 2 1

pfiCemzZ i oznacuje imagindrni jednotku.
4. Vektory a matice

5. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Jak popsat analyticky shodnd zobrazeni v roviné ¢i prostoru jako je
rotace, osova symetrie ¢i zrcadleni, nebo projekci tfirozmérného pro-
storu na dvojrozmérné platno? Jak popsat zvétSeni obrdzku? Co maji
spole¢ného? Jsou to vSechno linedrni zobrazeni. Znamen4 to, Ze zacho-
vavaji jistou strukturu roviny ¢i prostoru. Jakou strukturu? Strukturu
vektorového prostoru. Kazdy bod v rovin€ je popsdn dvéma v prostoru
pak tfema soufadnicemi. Pokud zvolime pocatek soufadnic, tak ma
smysl mluvit o tom, Ze néjaky bod je dvakrét dal od poc¢étku stejnym
smérem ne? jiny bod. Také vime, kam se dostaneme, posuneme-li se o
néjaky tsek v jistém sméru a pak o jiny dsek v jiném sméru. Tyto
vlastnosti miZzeme zformalizovat, hovofime-li o vektorech v roving,
¢i prostoru a o jejich nasobcich, ¢i souctech. Linedrni zobrazeni ma
pak tu vlastnost, Ze obraz souctu vektort je soucet obrazl s¢itanych
vektorl a obraz nasobku vektoru je ten stejny ndsobek obrazu ndsobe-
ného vektoru. Tyto vlastnosti prav€ maji zobrazeni zminénd v dvodu
tohoto odstavce. Takové zobrazeni je pak jednozna¢né urceno tim, jak
se chova na vektrorech néjaké baze (to je v roviné obrazem dvou vek-
tort nelezicich na pifimce, v prostoru obrazem tii vektort nelezich v

roving).
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matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

ag ay,  Cl1 Cin

| am Aun Cnl Cnn
k=121 0 0 ..0
0 -1 0O ... 0

Prvky submatice nahofe vpravo pfitom musi spliiovat
cij = anbij + apbyj + -+ + ainby;

neboli jde prave o prvky soucinu A - B a |K| = |H|. Pfitom
rozvojem podle poslednich n sloupct dostdvame

|K| — (_1)n+1+~-'+2n|A.B| — (_1)2n(n+1)|AB| — |AB|
Tim je Cauchyova véta bezezbytku dokdzéana.

2.22. Determinant a inverzni matice. Predpokla-
dejme nejprve, Ze existuje matice inverzni k matici A,
tj. A- A~' = E. ProtoZe pro jednotkovou matici plati vzdy
|E| = 1, je pro kaZzdou invertibilni matici vZdy |A| inverti-
biln{ skaldr a diky Cauchyove vété plati |A|~! = |A7!|.

My vSak nyni kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho
véty umime fici vic.

‘fzorec pro inverzni matigt————————

|

Pro libovolnou c¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze
n definujeme matici A* (a/)), kde af; = Aj; jsou alge-
braické dopliiky k prvkim aj; v A. Matici A* nazyvame al-
gebraicky adjungovand matice k matici A.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldrii
K plati

2.1 AA* = A*A = |A| - E.

Zejména tedy

(1) A~" existuje jako matice nad okruhem skaldrii K prave,
kdyz |A|7" existuje v K.
(2) Pokud existuje A~', pak plati A=" = |A|7! - A*.

Dtkaz. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze
z existence A~! vyplyvd invertibilita |A| € K.

Pro libovolnou ctvercovou matici A spocteme pfimym
vypoctem A - A* = (¢;;), kde

n
*
cij = ) aaj; =
k=1

Pokud i = j je to pravé Laplaceidv rozvoj |A| podle i-t€ho
fadku. Pokud i # j jde o rozvoj determinantu matice v niz
je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne
A - A* = |A| - E a dokazali jsme rovnost (IZ-T).
Predpoklddejme navic, Ze | A| je invertibilni skaldr. Jest-
lize zopakujeme predesly vypocet pro A* - A, obdrZime

n

Z aikAjk .

k=1
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|A|~'A* . A = E. Proto na§ vypocet skute¢né dava inverzni
matici A, jak je tvrzeno ve véte. O

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Vratme se ted'na chvilku k systémim m linedrnich rovnic
pro n proménnych z 3 a pfedpoklddejme navic, Ze jde o
rovnice tvaru A - x = 0, tj.

a oo Ay X1 0

aml . Qpmn X, 0

Diky vlastnosti distributivity pro ndsobeni matic je ziejmé,
Ze soucCet dvou feSeni x = (X1, ..., x,) ay = (Y1, ..+ V)
spliiuje

A-x+y)y=A-x+A-y=0
a je tedy také feSenim. Stejné tak zlstdva feSenim i skaldrni
ndsobek a - x. MnoZina vSech feSeni pevné zvoleného sys-
tému rovnic je proto uzaviend na s¢itani vektord a nasobeni
vektorl skalary. To byly zdkladni vlastnosti vektorti dimenze
n v K", viz 7. Ted ale mdme vektory v prostoru feSeni s
n soufadnicemi a ,,dimenze* tohoto prostoru urcité¢ nema
byt n (pokud matice systému neni nulovd). Pfipady dvou
rovnic pro dvé nezndmé jsme potkali pfi feSeni geometric-
kych problémt v roviné v 23 a pro dvé zavislé rovnice byl
mnoZinou vSech feSeni ,,jednorozmérny* prostor — piimka.
U dvou nezavislych rovnic to byl prisecik dvou piimek, tj.
,hularozmérny* prostor.
2.23. Abstraktni vektorové prostory. Uz v [T, jsme ale
potkali jest€ zajimavéjsi piiklad prostoru vSech feSeni homo-
genni linedrni diferen¢ni rovnice (druhého fadu). Opét jsme
dvé feSeni mohli libovolné kombinovat pomoci s¢itdni a né-
soben{ skaldry a dostali jsme tak vS§echna mozn4 feSeni. Tyto
,»vektory* ov§em jsou nekonecné posloupnosti ¢isel, prestoze
intuitivné oekdvdme, Ze dimenze celého prostoru feSeni by
méla byt dvé. Potfebujeme proto obecnéjsi definici vektoro-
vého prostoru a jeho dimenze:

\'Ebeﬁnice vektorového prostorLT.L

Vektorovym prostorem V nad polem skaldrt K rozu-
mime mnoZinu, na které jsou definovany

e operace s¢itani spliujici axiomy CI(KG1)—-(KG4),
e ndsobeni skaldry, pro které plati axiomy IZT(V1)—-(V4).

Ptipoméiime naSi jednoduchou konvenci ohledné zna-
¢eni: skaldry budou zpravidla oznafovany znaky z pocdtku
abecedy, tj. a, b, c, ..., zatimco pro vektory budeme uZivat
znaky z konce, u, v, w, x, y, z. Pfitom jesté navic vétSinou
X, ¥, Z budou opravdu n-tice skaldrt. Pro dplnost vyctu, pis-
mena z prostfedka, napt. i, j, k, £ budou nejcastéji oznacovat
indexy vyrazd.

Abychom se trochu pocvicili ve formalnim postupu,

(o .

ovéfime jednoduché vlastnosti vektord, které pro n-tice

A jak tedy zapsat néjaké linedrni zobrazeni f na vektorovém pro-
storu V? Zaénéme pro jednoduchost s rovinou R?: predpoklddejme,
Ze obraz bodu (vektoru) (1, 0) je (a, b) a obraz bodu (0, 1) je (c, d).
Tim uZ je jednozna¢né uréeny obraz libovolného bodu o soufadnicich
(u,v): f((u,v)) = f@(l,0) + v, 1) =uf(l,0)+vf(1,0) =
(ua, ub) + (vc, vd) = (au + cv, bu + dv), coZz miZeme vyhodné

zapsat nasledujicim zptsobem:

a c\(u\ (au+cv
b d)\v) \bu+dv
Linedrni je tedy zobrazeni jednoznac¢né dané matici. Navic pokud

mame dalsi linedrni zobrazeni g, dané matici h

spocitame (Ctendr si jisté ze zdjmu sdm overi), Ze jejich slozeni g o f
ae+ fc be+df

ag+ch bg+dh)]-

To nas vede k tomu, abychom ndsobeni matic definovali timto zpa-

/ ), tak snadno
je dédno matici (

sobem, tedy aby aby aplikace zobrazeni na vektor byla ddna matico-
vym ndsobenim matice zobrazeni se zobrazovanym vektorem a aby
sloZeni zobrazeni bylo ddno souc¢inem matic jednotlivych zobrazeni.
Obdobné to funguje v prostorech vyssi dimenze. Zaroveni ndm to za-
jisti, Ze ndsobeni matic bude asociativni, ale nebude komutativni, ne-
bof tomu tak je u sklddani zobrazeni.

To je tedy dal8i z motivaci, pro¢ se zabyvat vektorovymi prostory
a pro€ je s pojmem vektorového prostoru tizce spojen pojem matice.
Dile si samozfejmé ukdzeme celou fadu jinych vyuziti pocitani s ma-
ticemi a vektory.

Vlastnosti vektorového prostoru, kterych jsme si v§imli u roviny ¢i
tifrozmérného prostoru, ve kterém Zijeme, mé celd fada jinych mnoZin.

Ukazme si to na prikladech.

2.41. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o ndsledujicich
mnoZindch, jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem redlnych Ci-

sel:

i) MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloupnosti.

(Reélnou, resp. komplexni posloupnosti rozumime zobrazeni
f N = R, resp. f : N — C. O obrazu ¢isla n pak ho-
vorime jako o n-tém Clenu posloupnosti, vétSinou jej oznacu-
jeme dolnim indexem, napt. a,.)

ii) MnoZina feSeni homogenni diferen¢ni rovnice.

iii) MnoZina feSeni nehomogennf diferencni rovnice.

iV{f:R>R|f(1)=f2)=c,ceR}

ReSeni. (1) Ano. MnoZina viech redlnych, resp. komplexnich, po-
sloupnosti tvoii zfejmé redlny, resp. komplexni, vektorovy prostor. S¢i-

tani posloupnosti a ndsobeni posloupnosti skalarem je totiZ definovano
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¢len po ¢lenu, kde se jednd o vektorovy prostor redlnych, resp. kom-
plexnich, ¢isel.

(2) Ano. Abychom ukdzali, Ze mnoZina posloupnosti vyhovujicich
dané diferen¢ni homogenni rovnici tvoii vektorovy prostor, sta¢i uka-
zat, 7e je uzaviend vzhledem ke s¢itan{ i ndsoben{ redlnym ¢islem (ne-
bof se jednd o podmnoZinu vektorového prostoru) méjme posloupnosti

(xXn)o2 o a (Yn)ney vyhovujici stejné homogenni diferen¢ni rovnici, tedy
am)x, +an —Dx,—1 +---+al)x; = 0
amy, +an —Dyp—1+---+a)yr = 0.

Sectenim téchto rovnic dostaneme
a(m)(xp + yn) +a(n — D1 + yu—1) +--- +a(D)(x; + y1) =0,
tedy i posloupnost (x, + y,).2,, vyhovuje stejné diferencni rovnici.
Rovnéz tak pokud posloupnost (x,):°, vyhovuje dané rovnici, tak i
posloupnost (kx,);>,, kde k € R.
(2) Ne. Soucet dvou feSeni nehomogenni rovnice
am)x, +an — Dx,_1+---+a(l)x; = ¢
a(m)y, +an —Dy,_1+---+al)yy = ¢, ceR—{0}

vyhovuje rovnici
a(m)(x, + yp) +a(n — D (g1 + yp—1) + - +a(D)(x1 + y1) = 2c,

zejména pak nevyhovuje plivodni nehomogenni rovnici. MnoZina
feSeni vSak tvofi afinni prostor, viz Bl

(3) Je to vektorovy prostor pravé, kdyz ¢ = 0. Vezme-li dvé funkce

skalart byly samoziejmé, nicméné ted je musime odvodit z
axiomd.
Tvrzeni. Necht'V je vektorovy prostor nad polem skaldarii K,
ddle uvaime a, b, a; € K, vektory u, v, u; € V. Potom
(1) a-u = 0prdavé kdyZa = 0nebou =0
(2) (=1 -u=—u
(3) a-(u—v)y=a-u—a-v
(4) a—b)-u=a-u—>b-u
(5) (Z:‘l:l a,») : (27:1 ”j) = im Z?:l ai - uj.
Dukaz. MtzZeme rozepsat

(a—i-O)-u(‘/:Z)a-u—i-O-u:a-u

coZ podle axiomu (KG4) zarucuje 0 - ¥ = 0. Nyni

u+ =D -u B2 A+ =1D))-u=0-u=0

aodtud —u = (—1) - u. Dale

a -+ (=1-v) "=

coz dokazuje (3). Plati

a-u+(—a)-v=a-u—a-v

(a—b)-uwzﬁm)a-u+(—b)-u=a-u—b-u
a tim je ovétfeno (4). Vztah (5) plyne indukei z (V2) a (V1).
Zbyva(1):a-0 =a-(u—u) = a-u—a-u = 0, coZspolu
s prvnim tvrzenim tohoto diikazu ukazuje jednu implikaci. K
opacné implikaci poprvé potiebujeme axiom pole pro skaldry
a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p-u =0a p # 0,
piku=1-u=((p ' -p-u=p'-0=0. [l

2.24. Linearni (ne)zavislost. V odstavci T jsme praco-
vali s tzv. linedrnimi kombinacemi fadk matice. S obecnymi
vektory budeme zachdzet zcela analogicky:

f ag 7 dané mnoziny, pak (f + (D = (f + 9@ = f(D + |
g(1) = 2c. Méa-li funkce f + g byt prvkem dané mnoZiny, musi byt
(f+2)(A) =c,tedy 2c = ¢, tedy c = 0. ]

2.42. Zjistéte, zda je mnoZina
Up = {(x1, x2,x3) € R |xy | =[xz | = | x3}
podprostorem vektorového prostoru R? a mnoZina
U, = {ax2+c; a,c € R}

podprostorem prostoru polynomt stupné nejvyse 2.

Line,érnl’ kombinace a nezaviftost—————

Vyrazy tvaru a; -vy +- - - +ay -vx nazyvame linedrni kom-
binace vektori vy, ..., vy € V. MnozZina vektort M C V ve
vektorovém prostoru V nad K se nazyva linedrné nezavisla
jestlize pro kazdou k-tici vektorti vy, ..., v, € M a kazdé
skalary ay, ..., a; € K plati:

al.vl+...+ak.vk:0 — 611=Cl2="'=ak=0'

Posloupnost vektord vy, ..., vy nazveme linedrné nezd-
vislou jestlize vy, ..., vy jsou po dvou rizné a {vy, ..., v}
je linearn€ nezavisla.

Mnozina M vektort je linedrné zavisla, jestliZe nenf li-
nearn¢ nezavisla.

ReSeni. MnoZina U, neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime napf.,
7e je

1,1, )+ (-1,1,1) =(0,2,2) ¢ U;.
MnoZina U, ov§em podprostor tvoii (nabiz{ se pfirozené ztotoZnéni s

R?), protoZe

(a]x2 + c1) + (a2x2 + cz) = (a1 + ay) ¥ + (c1 + ),
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Piimo z definice pak vyplyvd, Ze neprdzdnd podmnoZina
M vektord ve vektorovém prostoru nad polem skalarti K je
zavisla prave, kdyz je jeden z jejich vektord vyjadritelny jako
linedrni kombinace ostatnich. Skute¢né, alespoii jeden koefi-
cient ve vyrazu musi byt nenulovy a protoZe jsme nad polem
skalard, mizeme jim podélit a vyjadrit tak u néj stojici vektor
pomoci ostatnich.
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Kazdd podmnoZzina linedrné nezdvislé mnoZiny M je sa-
mozfejmé také linedrné nezdvisld (poZadujeme stejné pod-
minky na méné vektort). Stejn¢ snadno vidime, Ze M C V
je linearn€ nezavisla pravé tehdy, kdyz kazda kone¢na podm-
nozina v M je linearn€ nezdavisla.

2.25. Generatory a podprostory. Podmnozina M C V se
nazyva vektorovym podprostorem jestliZze spolu se ziZenymi
operacemi s¢itdni a ndsobeni skaldry je sama vektorovym
prostorem. Tzn. poZadujeme

Va,be K, Vv,we M, a-v+b-we M.

Rozeberme si hned néekolik priklada: Prostor m—tic ska-
lard R™ se sCitdnim a ndsobenim po sloZkach je vektorovy
prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napf. pro
m = 2, jsou vektory (1, 0), (0, 1) € R? linedrn& nezavislé,
protoZe z

a-(1,0)+5b-(0,1) = (0,0

plyne a = b = 0. Dile, vektory (1, 0), (+/2,0) € R? jsou
linedrn& zdvislé nad R, protoze ~/2- (1, 0) = (+/2, 0), oviem
nad @Q jsou linearné nezdvislé! Nad R tedy tyto dva vek-
tory ,,generuji‘ jednorozmérny podprostor, zatimco nad Q
je dvourozmérny.

Polynomy stupné nejvySe m tvori vektorovy pro-
stor R,,[x]. Polynomy mutzeme chdpat jako zobrazeni
f : R — R a scitdni a ndsobeni skaldry definujeme
takto: (f +8)(x) = f(x) +gW), (@ fHx) =a- f(x).
Polynomy vsech stupiil také tvoii vektorovy prostor R, [x]
a R,[x] € R,[x] je vektorovy podprostor pro vSechna
m < n < oo. Podprostory jsou také napt. vSechny sudé poly-
nomy nebo liché polynomy, tj. spliiujici f(—x) = £ f(x).

Uplné analogicky jako u polynomi miizeme definovat
strukturu vektorového prostoru na mnoZiné vSech zobrazeni
R — R nebo vSech zobrazeni M — V libovolné pevné zvo-
lené mnoZiny M do vektorového prostoru V.

ProtoZze podminka v definici podprostoru obsahuje
pouze univerzalni kvantifikatory, je jisté prinik podprostort
opét podprostor. Snadno to ovéiime i pfimo: Necht W;,i € I,
jsou vektorové podprostory ve V, a,b € K, u,v € N;e;W;.
Pak pro vSechny i € I,a-u + b -v € W, to ale znamen4,
Zea-u+b-ve Nict W;.

Zejména je tedy podprostorem prunik vSech podprostort
W C V, které obsahuji pfedem danou mnozinu vektord M C
V. Rikdme, Ze takto M generuje podprostor (M), nebo Ze
prvky M jsou generdatory podprostoru (M).

Zformulujme opét ne¢kolik jednoduchych tvrzeni o gene-
rovani podprostort:

Tvrzeni. Pro kaZdou podmnoZinu M C V plati

(1) (M) ={ay -ur+---+ar-u; ke Na, e Kjuj €
M,j=1,...k};

(2) M = (M) pravé kdyz M je vektorovy podprostor;

(3) jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor;

(4) (B) = {0} C V, trivialni podprostor.

k- (ax2 + c) = (ka) x* + kc

pro vSechna ¢isla ay, ¢y, az, ¢, a, ¢, k € R. O

2.43. Je mnozina V = {(1, x); x € R} s operacemi
B:VxV->V,

O:RxV =1V,

(Lyy®(d,z) =(l,z+y) pro viechna
zO(,y=(,y-z) provsechna

vektorovym prostorem?

6. Linearni zavislost a nezavislost

2.44. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o line-
arni nezavislosti vektord (1,2,3,1), (1,0,—1,1), (2,1,—1,3)
a(0,0,3,2).

ReSeni. ProtoZe
1 2 3 1
1 0 -1 1
2 1 -1 3T 1070
00 3 2
uvedené vektory jsou linedrné nezdvislé. U

2.45. Nechtjsou dany libovolné linedrné nezavislé vektory u, v, w, z
ve vektorovém prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V linedrné zavislé,

¢i nezavislé, vektory

u—2v, 3ut+w-—z, u—4v+w+2z, 4v+ 8w +4z.

ReSeni. UvaZované vektory jsou linedrné nezdvislé pravé tehdy,
kdyZ jsou linedrné nezavislé vektory (1,-2,0,0), (3,0,1, —1),
(1,-4,1,2),(0,4,8,4) vR* Je viak

1 =2 0 0
30 1 -1
| —4 1 2 |=73#0
0 4 8 4
tudizZ jsou uvazované vektory linedrn¢ nezavislé. ([

2.46. Urcete viechny konstanty a € R takové, aby polynomy ax? 4
x 42, =2x* + ax 4+ 3 a x*> 4+ 2x + a byly linedrné zavislé (ve vektoro-
vém prostoru P3[x], polynomt jedné proménné stupné nejvyse 3 nad
redlnymi Cisly).

ReSeni. V bézi 1, x, x? jsou soufadnice zadanych vektort (polynomii)
ndsledujici: (a, 1, 2), (-2, a, 3), (1,2, a). Polynomy budou linedrné
zéavislé, prave kdyZ bude mit matice, jejiz fadky jsou tvofeny souradni-
cemi zadanych vektorti mensi hodnost, nezZ je pocet vektord, v tomto

eV

pripadé tedy hodnost dvé a mensi. V ptipadé Ctvercové matice niZsi
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hodnost neZ je pocet fadki je ekvivalentni nulovosti determinantu dané

matice. Podmika na a tedy zni

a 1 2
-2 a 3/=0,
1 2 a
tj. a bude kofenem polynomu a* — 6a — 5 = (a + 1)(a® — a — 5), tj.
dloha md i feSeni ay = —1, a3 = 1£Y21. O
2.47. Vektory
(1,2,D), (-1,L,O), (O, L1

jsou linedrné nezavislé, a proto z nich Ize sestavit bazi R*. Kazdy troj-
rozmérny vektor je tak néjakou jejich linedrni kombinaci. Jakou jejich

linedrni kombinaci je vektor (1, 1, 1)?

2.48. Vyjadrete vektor (5,1, 11) jako linedrni kombinaci vektorti

(3,2,2),(2,3,1), (1, 1, 3), tj. naleznéte Cisla p, g, r € R, pro kterd je
S, ,1H)=p@3,2,2)+¢q(2,3,1)+r(1,1,3).

2.49. Pro jaké hodnoty parametrd a,b,c € R jsou vektory
(1,1,a,1),,b,1,1), (c, 1, 1, 1) linedrné zavislé?

2.50. Necht je dan vektorovy prostor V a néjakd jeho baze sloZena

z vektord u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

u—3v+z, v—-5S5w—z, 3w-—-T7z, u—w++z

linearné (ne)zavislé.

2.51.

prostoru polynomu stupné nejvyse 3.

Dopliite vektory 1 — x? +x°, 1 + x> + x°, 1 — x — x’ na bdzi

2.52. Tvofi matice

(5 64 G 65

bazi vektorového prostoru ctvercovych dvourozmérnych matic?

ReSeni. Uvedené ¢tyfi matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic

linedrné nezdvislé. Vyplyva to z toho, Ze matice

1 1 -5 1
0 4 0 =2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. reguldrni, coZ je mimochodem ekvivalentn{ livovolnému z né-
sledujich tvrzeni: jeji hodnost je rovna rozméru;ze z ni pomoci fadko-
vych elementdrnich transformaci obdrzZet jednotkovou matici; existuje
k ni matice inverzni; ma nenulovy determinant, roven 116; ji zadana
homogenni soustava linedrnich rovnic ma pouze nulové feseni; kazdy

nehomogenni linedrni systém s levou stranou uréenou touto matici ma
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DtUkaz. (1) MnoZina vSech linearnich kombinaci au; +
-+ 4 ajuy na pravé stran€ (1) je jisté vektorovy podprostor
a samoziejmé obsahuje M. Naopak, kazd4 z jednotlivych li-
nedrnich kombinaci nutné¢ musi byt v (M) a prvni tvrzeni je
dokézano.

Tvrzeni (2) vyplyva okamzité z (1) a z definice vektoro-
vého podprostoru a obdobné je z prvniho tvrzeni ziejmé i
tvrzeni treti.

Konecné, nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoZe
prazdnou mnoZinu obsahuji v§echny podprostory a kazdy z
nich obsahuje 0. O

2.26. Soucty podprostori. KdyZ uZ mame pfedstavu o ge-
neratorech a jimi vytvarenych podprostorech, méli bychom
rozumét i moznostem, jak nékolik podprostord muize vy-
tvéret cely vektorovy prostor V.

7' Soucty podprostort

|

Nechf V;, i € 1, jsou podprostory ve V. Pak podpro-
stor generovany jejich sjednocenim, tj. (U;c;V;), nazyvdme
souctem podprostorii 'V;. Znaéime ) ._, V;. Zejména pro
Vi,...,Vp, CV,

Vit Ve= (ViUVaU--- U V),

Vidime jsme, Ze kazdy prvek v uvazovaném souctu pod-
prostorti miiZzeme vyjadfit jako linedrni kombinaci vektorl z
podprostort V;. ProtoZe vSak je s¢itani vektori komutativni,

1ze k sobé posklddat ¢leny patiici do stejného podprostoru a
pro koneény soucet k podprostort tak dostavame

V1+V2+~-+Vk:{v1+-~+vk; v; GVi,i:L...,k}.

Soucet W = Vi + --- 4+ Vi C V se nazyva piimy soucet
podprostord, jsou-li priniky vSech dvojic trividlni, tj. V; N
V; = {0} pro vSechny i # j.UkédZeme, Ze v takovém piipadé
1ze kazdy vektor w € W napsat praveé jednim zptisobem jako
soucet

w=v+ -+ v,

kde v; € V;. Skute¢né€, pokud by tento vektor Slo zdroven
vyjadrit, jako w = v| + - - - + v}, potom

O=w—w= (v — V) + -+ (v — V).

Pokud bude v; — v; prvni nenulovy ¢len na pravé strané, pak
tento vektor z V; umime vyjadfit pomoci vektorid z ostatnich
podprostori. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze V; mé se
v8emi ostatnimi nulovy prinik. Jedinou moZnosti tedy je, Ze
vSechny vektory na pravé strané jsou nulové a tedy je rozklad
w jednoznacny.

Pro pfimé soucty podprostord piSeme

W=Vi@ - @Vi=a_V.

2.27. Baze. Nyni mame vse pfipravené pochopeni minimal-
nich mnoZin generator( tak, jak jsme to d&lali v rovniné R?.
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\-}Béze vektorovych prostorti .YL

PodmnoZina M C V se nazyva bdze vektorového pro-
storu V, jestlize (M) = V a M je linedrné nezavisla.

Vektorovy prostor, ktery ma kone¢nou bazi nazyvame ko-
necnérozmérny, mohutnost baze nazyvame dimenzi V.

Nema-li V konecnou bazi, fikdme, Ze V je nekonecnéroz-
mérny. PiSeme dim V = k, k € N, piipadné k = oo.

Vsimnéme si, Ze trividlni podprostor je generovan prazd-
nou mnoZinou, kterd je "prazdnou"bazi. M4 tedy trividlni
podprostor dimenzi nulovou.

Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat
jako k-tici v = (v;..., vx) bazovych vektord. Jde tu pie-
devS§im o zavedeni konvence: U konecnérozmérnych pod-
prostorti budeme totiz vZzdy uvazovat bazi véetné¢ zadaného
poradi prvki i kdyZ jsme to takto, striktné vzato, nedefino-
vali.

Zjevng, je-li (vy,...,v,) bazi V, je cely prostor V
pfimym souctem jednorozmérnych podprostort

V=(u)® - & (v).

Okamzitym didsledkem vyse odvozené jednoznacnosti
rozkladu jakéhokoliv vektoru ve V do komponent v pifimém
souctu ddvd jednoznacné vyjadieni

w =XV + -+ X,V

a dovoluje nam tedy po volbé baze opét vidét vektory jako n—
tici skalard. K tomuto pohledu se vratime v zapéti v odstavci
3T, jak jen dokonéime diskusi existence bazi a soucti pod-
prostorti v obecné poloze.

2.28. Véta. Z libovolné konecné mnoZiny generdtorii vekto-
rového prostoru V lze vybrat bazi. KaZdad baze V md pritom
stejny pocet prvkii.

Dtxkaz. Prvni tvrzeni ukdZeme snadno indukci pfes
pocet generatort k.

Jedin€ nulovy podprostor nepotiebuje Zadny generator
a tedy umime vybrat prazdnou bazi. Naopak, nulovy vektor
vybrat nesmime (generdtory by byly linedrné zavislé) a nic
jiného uZ v podprostoru neni.

Abychom méli indukéni krok pfirozenéjsi, probereme
jesté pfimo pripad k = 1. Mame V = ({v}) a v # 0 protoZe
{v} je linedrn€ nezdvisld mnoZina vektort. Pak je ovSem {v}
zéroven baze V.

Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k = n, a uvazme
V ={(v,...,vy41). Jsou-li vy, ..., v, linedrn€ nezavislé,
pak tvofi bdzi. V opa¢ném piipadé existuje index i takovy, Ze

Vi =aivi+ -+ a1V a1V + 0+ Aupi Vg

Pak ovSem V = (vy, ..., vi_1, Vit1, ..., Ups) @ jiZ umime
vybrat bazi (podle indukéniho predpokladu).

pravé jedno feSeni; obor hodnot linedrniho zobrazeni, jez zaddv4, je

vektorovy prostor dimenze 4; toto zobrazeni je injektivni). O

2.53. Uvazme komplexni ¢isla C jako redlny vektorovy prostor.

Urcete soufadnice &isla 2+i v bazi dané kofeny polynomu x> 4 x + 1.

2.54. UvaZme komplexni ¢isla C jako redlny vektorovy prostor.

Urdete souradnice &isla 2+i v bazi dané koteny polynomu x> —x + 1.

7. Pruniky a sjednoceni vektorovych prostori, generatory
2.55. 'V R3jsou dény podprostory U a V generované po fadé vektory
(1,1,-3),(1,2,2) a (1,1,-1, 1,21, (1,3,3).

Naleznéte prinik té€chto podprostord.

ReSeni. Podprostor V ma dimenzi pouze 2 (nejednd se tedy o cely

prostor R?), nebof

11

2 3]=0

1 3

a nebof libovolnd dvojice z uvazovanych tfech vektora je ocividné li-

nedrné nezdvisld. Stejn€ snadno vidime, Ze také podprostor U maé di-

menzi 2. Soucasné je

1 1 1
1 2 1[|=2%#£0,
-3 2 -1

a proto vektor (1, 1, —1) nemtiZe naleZet do podprostoru U. Prinikem
rovin prochdzejicich pocatkem (dvojrozmérnych podprostord) v troj-
rozmérném prostoru musi byt alespofi pfimka. V naSem piipadu je
jim pravé pifimka (podprostory nejsou totozné). Urcili jsme dimenzi

priniku — je jednodimenziondlni. V§imneme-li si, Ze
1(15 1’ _3)—"_2(172’2) = (375’ 1) = 1(1’ 15_1)+2(1527 l)s

dostavame vyjadfeni hledaného priiniku ve tvaru mnoZiny vSech ska-
larnich nasobkd vektoru (3,5,1) (jednd se o pfimku prochazejici

pocéatkem s timto smérovym vektorem). U

2.56. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vek-
toryu; = (—1,3, -2, D), u, = 2,—-1,—1,2), u3 = (—4,7, -3, 0),
us = (1,5, =5, 4). vybranim né¢jaké maximalni mnoziny linearné ne-
zavislych vektorl u; (tj. vybranim béze).

ReSeni. Sepiseme vektory u; do sloupcii matice a obdrZenou matici

upravime pomoci fddkovych elementarnich transformaci. Takto zis-

kame
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-1 2 41 12 0 4 12 0 4
3 -1 7 5| -1 2 -4 1| _[o 4 -4 s
-2 -1 -3 -5 3 -1 7 5 0 -7 7 -7
12 0 4 -2 -1 -3 -5 0 3 -3 3
12 0 4 12 0 4 10 2 0

fo v -1t s o1 -1 s _foor -1 o0
01 -1 1 00 0 -l/4 00 0 1
00 0 0 00 0 0 00 0 0

Odtud vyplyv4, Ze linedrné nezdvislé jsou pravé vektory uy, u;, uy,
tj. pravé ty vektory odpovidajici sloupctim, které obsahuji prvni nenu-

lové ¢islo néjakého radku. Navic odsud plyne (viz tfeti sloupec)

2- (_1’ 37 _2v 1) - (27 _15 _17 2) = (_47 7’ _39 O)

8. Linearni zobrazeni

2.57. PopiSme si nejprve nékterd linedrni zobrazeni. Za¢neme néko-
lika piiklady v prostorech malych dimenzi. Ve standardni bazi R? uva-

7ujme ndsledujici matice zobrazeni f : R> — R?:

10 0 1 a 0 0 -1
=(0) #=(0) =@ 0) »-03)
Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru

W c {(0,a); a € R} c R?

na podprostor
V C {(a,0); a € R} c R%

Evidentné pro toto zobrazeni f : R> — R plati f o f = f a tedy
flim 7 je identické zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.

Matice B md vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o pfisluiném zob-
razeni f. MlZeme si jej predstavit jako matici derivovani polynomt
R, [x] stupné nejvyse jedna v bazi (1, x).

Matice C zaddva zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—
krat, druhy b—krat. Tady se ndm tedy celd rovina rozpadd na dva pod-
prostory, které jsou zobrazenim f zachovény a ve kterych jde o pou-
hou homotetii, tj. roztaZeni skaldrnim ndsobkem. Napft. volba a = 1,
b = —1 odpovidd komplexni konjugaci x + iy — x — iy na dvouroz-
mérném redlném prostoru R? ~ C v bézi (1, i). Toto je linedrni zob-
razeni redlného vektorového prostoru, nikoliv vSak jednorozmérného
komplexniho prostoru C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy
X.

Matice D je matici rotace o pravy uhel ve standardni bazi. Jako
pro kazdé linedrni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na de-
finicnim oboru a oboru hodnot, ve kterych bude jeho matici jednot-
kova matice E (prosté vezmeme jakoukoliv bazi na defini¢nim oboru

a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto piipad¢€ totézZ s
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Zbyva ovérit, Ze baze maji vZdy stejny pocet prvkit. Uva-
Zujme bazi (v, ..., v,) prostoru V alibovolny nenulovy vek-
tor

Uu=avy+---+av, €V
s a; # 0 pro jisté i. Pak

1
v = ;(u — (a1 +- -+ a1V Haip Vgt -+anvn))

1
a proto také (u, vy, ..., Vi—1, Vit1, ..., Uy) = V. Jisté je to
opét baze, protoZe vektory vy, ..., v;_1, Vit1, - - ., Uy byly ne-
z4vislé, takZe kdyby pfidanim u vznikly linedrné zavislé vek-
tory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci, ale to by zna-
menalo

V={(,.. < Un),

coZ neni mozZzné. TakZe uZ vime, Ze pro libovolny nenu-
lovy vektor u € V existuje i, 1 < i < n, takové, Ze
(U, vy, ..., Vi1, Vity, ..., Uy) je opt bdze V.

Dale budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linedrné
nezdvislou mnoZinu uy, . .., u; a budeme postupné pridavat
ui, us, ..., vzdy vyménou za vhodné v; podle predchoziho
postupu. Je tfeba pouze ovérit, Ze takové v; vZdy bude existo-
vat (tj. Ze se nebudou vektory u vyménovat vzajemn¢). Pred-
pokladejme tedy, Ze jiZ mdme umisténé uy, ..., u,. Pak upyq
se jisté vyjadii jako linedrni kombinace téchto vektort a zby-
lych v;. Pokud by pouze koeficienty u uy, ..., u, byly nenu-
lové, znamenalo by to, Ze jiz samy vektory uy, ..., gy byly
linedrné zavislé, coZ je ve sporu s naSimi pfedpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme bazi ve které z
ptvodni doslo k vyméné k vektort za nové. Pokud by k > n,
pak jiZ v n-tém kroku obdrZime bézi vybranou z novych vek-
tort u;, coZ znamend, Ze tyto nemohou byt linedrné nezdvislé.
Zejména tedy neni moZzné, aby dvé baze mély rizny pocet
prvkd. U

'9vi715vi+]7--

Vv,

Ve skuteCnosti jsme dokdzali siln€j$i tvrzeni, tzv. Steinit-
zovu vetu o vymené, kterd ik, Ze pro kaZzdou kone¢nou bazi
v a kazdy systém linedrn€ nezavislych vektorti ve V umime
najit podmnoZinu bazovych vektort v;, po jejichZ ziméné za
zadané nové vektory opét dostaneme bazi.

2.29. Diisledky Steinitzovy véty o vyméné. Diky moznosti
volné volit a vyménovat badzové vektory miZzeme okamZité
dovodit pékné (a intuitivné snad také ocekdvané) vlastnosti
bazi vektorovych prostord:

Tvrzeni. (1) KaZdé dvé baze konecnérozmérného vektoro-
vého prostoru maji stejny pocet vektori, tzn. Ze nase de-
finice dimenze nezdvisi na volbé baze.

(2) Ma-li V konecnou bazi, Ize kaZdou linedarné nezavislou
mnoZinu doplnit do baze.

(3) Bdze konecnérozmérnych vektorovych prostorii jsou
pravé maximalni linedrné nezavislé mnoZiny.

(4) Bdze prostoru s konecnou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoZiny generatori.
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vvvvvv

ace kolem dimenzi podprostort a jejich soucti:

Dusledek. Necht W, Wy, W, C V jsou podprostory v pro-
storu konecné dimenze. Pak plati

(1) dmW <dimV

(2) V=W pravé kdy? dimV = dim W

(3) dim W; + dim W, = dim(W; + W,) 4+ dim(W; N W,).

Dt¢kaz. Zbyva dokdzat pouze posledni tvrzeni. To je
ziejmé, pokud je dimenze jednoho z prostorti nulova. Pred-
pokladejme tedy dim W) = r # 0, dim W, = s # 0 a nechf
(wy ..., w,) jebize Wi N W, (nebo prazdnd mnoZina, pokud
je prinik trividlni).

Podle Steinitzovy véty o vymeéné lze tuto bdzi do-

plnit na bdzi (wy,...,w;,, Uy ..., u,) pro W; a bazi
(wy ..., Wy, Vg1, - .., Ug) pro Ws. Vektory
Wiy ooy Wey Uptl s oo s Upy Vgt o ovy Ug

jisté generuji W; + W,. UkdZeme, Ze jsou pfitom linedrné
nezavislé. Nechf tedy

jednou bdzi na zacdtku i konci. Zkusme vSak uvaZovat matici C jako
matici zobrazeni g : C*> — C?. Pak umime najit vektory u = (i, 1),

v = (1, i), pro které bude platit

=8 3 ()=rm = ) ()=

To ale znamen4, Ze v bazi (u, v) na C> md g matici

(6 )

a povSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu matice C mé na
diagondle prvky a,a = cos(%n )+i sin(%n). Jinymi slovy, argument
v goniometrickém tvaru tohoto komplexniho ¢isla udava thel otoceni.

s Nz

Navic, midZeme si oznacit redlnou a imaginarni ¢ast vektoru u takto

uzxu+iyu=Reu+iImu=<(1)>+i‘((1))

a ziZeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy podprostor ge-

nerovany vektory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou i) je pravé

aywi+- - +aw b e+ - b Vg - U = Ootoéem’ o thel %7‘[.

Pak nutné

—(Cr1 V1 e vg) =
=a-wi+-+a - w by U+ -+ by - u,
musi patfit do W, N W;. To ale m4 za nésledek, Ze
b =---=b, =0,
protoZe tak jsem dopliiovali naSe bdze. Pak ovSem i
R R o T e R A R R L

a protoZe piislu$né vektory tvoii bazi W,, jsou vSechny koe-
ficienty nulové.

vvvvv

O

2.30. Piiklady. (1) K" ma (jako vektorovy prostor nad K)
dimenzi n. Bazi je napf. n-tice vektorti

((1,0,...,0),0,1,...,0)...,(0,...,0,1)).

Tuto bazi nazyvame standardni bdaze v K". V piipade konec-
ného pole skaldrt, napt. Z;, mda cely vektorovy prostor K"
jen kone¢ny pocet prvki. Kolik?

(2) C jako vektorovy prostor nad R md dimenzi 2, bazi
tvori napt. ¢isla 1 a i.

(3) K, [x], tj. prostor polynomi stupné nejvyse m, ma di-
menzi m + 1, bazi je napf. posloupnost 1, x, X2, ..., X" Vek-
torovy prostor vSech polynomi K[x] ma dimenzi co, umime
vsak jeSté stéle najit bazi (i kdyZ s nekonecn€ mnoha prvky):
1x, x%,....

(4) Vektorovy prostor R nad Q ma dimenzi oo a nema
spocetnou bizi.

(5) Vektorovy prostor vSech zobrazeni f : R — R ma
také dimenzi co a nemd spocetnou bazi.

Nyni zkusme prejit do linedrnich zobrazeni z R* do R?. Jednim z

nich je napfiklad rotace.

2.58. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o thel /3 kolem
pfimky prochdzejici po¢itkem s orientovanym smérovym vektorem
(1, 1, 0) ve standardni bazi R3.

ReSeni. Uvedené otodeni Ize ziskat sloZenim po fad& téchto t zobra-
zeni:
e rotace o /4 v zaporném smyslu podle osy z (osa rotace
pfejde na osu x);
e rotace o 7r/3 v kladném smyslu podle osy x;
e rotace o 7r/4 v kladném smyslu podle osy z (osa x pfejde na

osu rotace).

Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvede-
nym tfem zobrazenim, pri¢emZ poradi matic je ddno poradim prova-
déni jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobrazeni odpovida v soucinu

matice nejvice napravo. Takto dostaneme hledanou matici

V22 1 0 O V2 V2
2 2 P
VRN SN I I R R V2 2 g =
2 2 \%12 2 2
0o 0 1 0 % 3 0 0 1
31 W6

i 1 3
= 1 3 _4be

i_ 1 4

_V6 V61

& Tz 2

Uvédomme si, Ze vyslednou rotaci bylo mozné ziskat napft. také

sloZenim nésledujicich tfi zobrazeni:
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e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osarotace pfejde ~ 2.31. Souradnice vektori. Kdyz je mnoZina
na osu y); {vy,...,v,} C V baze, miZeme kazdy vektor w € V
vyjadfit jako linearni kombinaci v = ajv; + -+ + a,v,.

o rotace 0 7/3 v kladném smyslu podle osy y; Predpokladejme, Ze to udélame dvéma zpiisoby:

e rotace o /4 v zdporném smyslu podle osy z (osa y piejde
na osu rotace). w=av +---+a,v, =bv;+---+b,v,.

Analogicky tak dostdvame Potom ale

O0=(ar —b1)-vi+---+(a —by) v,

V22 1 9 B V2 V2o
2 2 2 2 2 2
—\/Ti % 0 0 10 % %E 0= a proto a; = b; pro vSechnai = 1, ..., n. Lze tedy kazdy
0 0 1 _%g 0 % 0 0 1 vektor zadat praveé jedinym zptisobem jako linedrni kombi-
3 1 /6 naci bazovych vektort. Koeficienty této jediné linearni kom-
I 3 % binace vyjadfujici dany vektor w € V ve zvolené bdzi
_4«/_6 ig l4 y’=. (vy, ..., v,) se nazyvaji souradnice vektoru w v této
4 4 2 bazi.

0 Kdykoliv budeme mluvit o soufadnicich (ay, ..., a,)

vektoru w, které vyjadfujeme jako posloupnost, musime
2.59. Matice obecné rotace v R>. Ve vedlejsim sloupci umi kolega ~ mit pevn€ zvolenu i posloupnost bézovych vektori v =
(v1, ..., v,). Jakkoliv jsme tedy baze zavedli jako minimalni
mnoziny generatord, ve skutecnosti s nimi budeme pracovat
jako s posloupnostmi.
ziho prikladu totiZ miiZeme provést i s obecnymi hodnotami. Uvazme o5 Toutadnic vekt 4
Pdiazeni soufadnic ve orﬂ'rn——“_

libovolny jednotkovy vektor (x, y, z). Rotace v kladném smyslu o thel ’

v R? popsat pouze matice rotace kolem soufadnicovych os. V tomto

sloupci umime odvodit i matici obecné rotace v R*. Uvahu z piedcho-

Ptifazeni, které vektoru u = ajv; + - - - + a,v, pfitadi
jeho soufadnice v bdzi v, budeme znacit stejnym symbolem
rotaci, jejichZ matice jiZ zndme: v:V — K" M4 tyto vlastnosti:

¢ kolem tohoto vektoru pak miiZeme zapsat jako sloZeni nasledujicich

i) rotace R v zdporném smyslu kolem osy z o thel s kosinem (1) v(u +w) = v(u) + v(w); Yu,w € V
x/v/x*+ y* = x/+/1 — 72, tedy sinem y/+/1 — z2, ve které [ @) v(@-u)=a-v(); VacK VueV.

prejde pfimka se smérovym vektorem (x, y, z) na piimku se

Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych strandch

smérovym vektorem (0, y, z). Matice této rotace je t&chto rovnic nejsou totozné, naopak, jde o operace na riiz-

x/NV1—=22 y/J1=22 0 nych vektorovych prostorech! Pfi této prileZitosti se také
Ri=|-yv1—-22 x/¥1T=-22 0], miZeme zamyslet nad obecnym piipadem bdze M (moZna
0 0 1 nekone¢nérozmérného) prostoru V. Bize pak nemusi byt

spocetnd, potfdd ale jest¢ miZeme definovat zobrazeni M :
V — KM (tj. soufadnice vektoru jsou zobrazeni z M do K).
V1 —22, tedy sinem z, ve které piejde pifmka se sméro- Uvedené vlastnosti piitazeni soufadnic jsme vidéli uz
vym vektorem (0, y, z) na pfimku se smérovym vektorem  diive uzobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali line-
4rni (zachovévaly na$i linedrn{ strukturu v roving). NeZ se bu-
deme vénovat podrobnéji z4vislosti soufadnic na volbé baze,

ii) rotace ‘R, v kladném smyslu podle osy y o thel s kosinem

(1, 0, 0). Matice této rotace je

v1-2z2 0 Z podivdme se obecnéji na pojem linearity zobrazeni.
R, = 0 1 0 ,
-z 0 V1-22 2.32. Linearni zobrazeni. Pro zcela obecné vektorové

prostory, kone¢né i nekone¢né dimenze, definujeme pojem

iii) rotace R3 v kladném smyslu kolem osy x o thel ¢ s matici :
linearity* takto:

1 0 0
0 cos(p) —sin(p) |, ’ D#ﬁnice linedrnich zobrazgmf———————
0 sin(p) cos(e) Nechf V a W jsou vektorové prostory nad tymZ polem

skalart K. Zobrazeni f : V — W se nazyva linedrni zobra-
zeni (homomorfismus) jestlize plati:

D) flut+v)=fw+ fv), Yu,veV
Matice sloZeni téchto zobrazeni, tedy hledand matice, je dana souci- l 2) fla-u)y=a- f(u), VaeK, YueV.

iv) rotace R, !'s matici R, !,

V) rotace Rf‘ s matici Rf].

nem matic jednotlivych rotaci v opa¢ném poradi:
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Samozfejmé, Ze jsme takovd zobrazeni jiz vid€li ve
formé ndsobeni matic:

K'sx—A-xe K"

s matici typu m /n nad K.

Obraz Im f := f(V) C W je vidy vektorovy podpro-
stor, protoZe linedrni kombinace obrazli f(u;) je obrazem li-
nearni kombinace vektorti u; se stejnymi koeficienty.

Stejné tak je vektorovym podprostorem mnoZina vSech
vektort Ker f := f~'({0}) C V, protoZe linedrni kombi-
nace nulovych obrazl bude vzdy zase nulovym vektorem. Na-
zyva se jadro linedrniho zobrazeni f.

Linedrni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfis-
mus.

Podobn¢ jako u abstraktni definice vektorovych prostord,
opet je tfeba overit zdanlivé samoziejma tvrzeni vyplyvajici
z axiomu:

Tvrzeni. Nech? f : V — W je linedrni zobrazeni. Pro
vSechny vektory u,uy, ..., uy € V, ay, ..., a € Kplati:

(1) f(0)=0

(2) f(—u)=—fu)

(3) flar-ur+---+ag-up) =ar- fu)+---+ap- fup)

(4) pro kaZdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz
f (V1) vektorovy podprostor ve W.

(5) Pro kazdy podprostor W, C W je mnoZina f~"(W;) =
{veV; f(v) e Wi} vektorovy podprostor ve V.

Dtkaz. Pocitdme s vyuZitim axiomi a definic a jiZ do-
kazanych vysledki (dohledejte si piipadné samostatné!):

O =fu—-u)=f((1-=1D-u)y=0-f(u)=0
flmu)y=f((=D-w) =D fw) =—fu).

v s

Vlastnost (3) se ovéii snadno z defini¢niho vztahu pro
dva scitance indukei pies pocet s¢itancl. Z platnosti (3) nyni
plyne, Ze (f(Vy)) = f(V}), je to tedy vektorovy podprostor.

Je-li naopak f(u) € Wy a f(v) € Wy, pak pro libovolné
skalarybudei f(a-u+b-v) =a- f(u)+b- f(v) e W;. O

2.33. Jednoduché dusledky.

(1) Slozeni g o f : V — Z dvou linedrnich zobrazeni f :
V> Wag: W — Zjeopét linedrni zobrazeni.

(2) Linedrni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé
kdyZIm f = W aKer f = {0} C V. Inverzni zobrazeni
k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro libovolné podprostory Vi, V, C V a linearni zobra-
zeni f:V — W plati

SVi+ V) = f(Vi) + f(Va),
FVinvy) C f(vi) N f(V).

(4) Zobrazeni ,pfifazeni soufadnic” u : V — K" dané libo-
volné zvolenou bazi u = (u, ..., u,) vektorového pro-
storu V je izomorfismus.

(5) Dva kone¢n€rozmérné vektorové prostory jsou izo-
morfni pravé kdyZ maji stejnou dimenzi.

2.1

R7'-R;'-Ry-Ry-Ri =
2.2)

cos ¢ + (1 — cos p)x2 (1 —cos)xz + ysing

(1 —cosg)yz — xsing

( cos ¢ 4 (1 — cos ¢)z>

(1 —cosp)xy — zsing
cos ¢ + (1 — cos @)y
(1 —cosp)zy + xsing

yx(1 — cos¢) + zsing
zx(1 —cos¢g) — ysing

2.60. Je déno linedrni zobrazeni R?> — R3 ve standardni bézi ndsle-

dujici matict:
—1

O =

0
1 1
0 0
Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi
(f1, f2, 5 =((1,1,0), (=1, 1, 1), (2,0, 1)).
ReSeni. Matice pfechodu T od baze i = (f1, f2, f3) k standardni
bézi, tj. bazi danou vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), ziskdme podle
Tvrzeni 2.25 zapsdnim soufadnic vektord fi, f>, f3 ve standardni bazi
do sloupcti matice pfechodu 7. Mame tedy

1 -1 2
T=|1 1 0
0 1 1
Matice prechodu od standardni béze k bazi f je potom
r 3 _1
4 4 2
71— -1 1 1
o h
1 i 2
Matice zobrazeni v bézi f je potom
1 3
i 2
T'AT =12 0 I
§ -2 9
4 4

O

2.61.

nejvySe 2 s redlnymi koeficienty. V tomto prostoru uvazme bézi 1, x,

UvaZme vektorovy prostor mnohoc¢lenti jedné nezndmé stupné

x2. Napiste matici zobrazeni derivace v této bdzi a také v bazi 1 + x2,

X, x + x%.

0 0 1 1

21,12 1 3 1. O
0 0

0
ResSeni. | O
0 -1 -1

S O =

2.62. Ve standardni bazi v R? uréete matici rotace o 90° v kladném
smyslu kolem pfimky (¢, ¢, ¢), t € R, orientované ve sméru vektoru
(1, 1, 1). Dale urCete matici této rotace v bazi

g =((1,1,0), (1,0, =1), (0, 1, 1)).

ReSeni. Snadno uréime matici uvaZované rotace a to ve vhodné bazi,

totiZ v bazi dané smérovym vektorem piimky a dédle dvéma navzdjem
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kolmymi vektory v rovin€ x + y + z = 0, tedy v roviné vektori kol-

mych k vektoru (1, 1, 1). Uv€domme si, Ze matice rotace v kladném
smyslu 0 90° v n&jaké ortonormalni bazi v R? je ((1) _01>, v orto-

—k/1
Ik 0
roviné x + y + z = 0 kolmé vektory (1, —1,0) a (1, 1, —2) o velikos-
tech /2 a +/6, tak v bézi f = ((1,1,1), (1, —1,0), (1,1, —2)) m4
10 0
uvazovand rotace matici | 0 0 —+/3 |. Abychom ziskali ma-

0 1//3 0

tici uvazované rotace ve standardni bazi, sta¢i nam transformovat ma-

gondlni s velikostmi vekorl &, [ potom . Zvolime-li v

tici jiZ znAmym zptGsobem. Matici pfechodu T od baze f ke standardni

dostaneme zapsanim soufadnic (ve standardn{ bazi) vektort baze f do

1 1 1
sloupci matice 7: T = |1 —1 1 |. Celkem tedy pro hledanou
1 0 -2

matici R mame

1 0 0
(2.3) R=T-{0 0 —V3|-1!

0 1//3 0

1/3 1/3—+/3/3 1/3++/3/3
(2.4) =|1/34++3/3 1/3 1/3 —+/3/3

1/3—-3/3 1/3+/3/3 1/3

Tento vysledek miZeme ovérit dosazenim do matice obecné ro-
tace (2.1), normovanim vektoru (1, 1, 1) dostdvdme vektor (x, y, z) =

(1/+/3,1/+/3,1/+/3), cos(g) = 0, sin(¢) = 1. O

2.63. Matice obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit ma-
tici (obecné) rotace (2.1) o thel ¢ v kladném smyslu kolem
jednotkového vektoru (x,y,z) jinym zplsobem neZ, jsme
ucinili v [], analogicky jako v pfedchozim piikladé. V bézi
i = ((x,y2,(=yx0),(zx, 2y, 2 - 1)), tedy v ortogo-
ndlni bazi tvorené smérovym vektorem osy rotace a dvéma
navzdjem kolmymi vektory o shodnych velikostech +/1 —z2

lezicimi v roviné kolmé na osu, ma uvazovana rotace matici

1 0 0
A = 0 cos(¢) —sin(y) |. Matice pfechodu od baze f ke
cos(p) sin(e) 0
x =y zx
standardni bazi je potom 7 = |y x 2y s inverzni matic{
z 0 -1
X y Z
T_l - - 13;2 1fZ2 0
zx I
1-22 1-22

Celkem pak pro matici R hledané rotace dostdvame
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(6) SloZeni dvou izomorfismi je izomorfismus.

Dtkaz. Ovéfeni prvniho tvrzeni je velmi snadné
cviceni.

Pro druhé si uvédomme, Ze je-li f linedrni bijekce, pak
w = f~'(au + bv) prave, kdyz

fw)=au+bv=f@ f@)+b-f'(w).
Je tedy také w = af~'(u) + bf~'(v) a tedy je inverze k
linedrni bijekci opét linedrni zobrazeni.

Diéle, f je surjektivni pravé, kdyZ Im f = W a pokud
Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruCuje f(u — v) = 0, tj.
u = v. Je tedy v tom piipad€ f injektivni.

Dalsi tvrzeni se dokaze snadno pifimo z definic. Najdéte
si protiptiklad, Ze v dokazované inkluzi opravdu nemusi na-
stat rovnost! Zbyvajici body jsou jiZ ziejmé. ([

2.34. Opét souradnice. UvaZzujme libovolné vektorové pro-
story V.aWnad KsdimV = n,dimW = m a m&me
linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou volbu bazi
u=Wy,...,up)naV,v=(vy,...,v,) na W, mame k dis-
pozici pfislu$nd prifazeni soufadnic a celou situaci nékolika
pravé zminénych zobrazeni zachycuje nésledujici diagram:

Vv w
ul o~ o~ iv
Juw
T oo > K™

Spodni §ipka f,, , je definovdna zbylymi tfemi, tj. jako zobra-
zeni jde o sloZeni

Jup=vo f OE_I-
Pritom je kazdé linearni zobrazeni jednoznacné urceno
svymi hodnotami na libovolné mnoZin€ generdtorti, zejména

tedy na vektorech baze u. Oznacme
fw) =ay-vi+ay- v+ + anvn

fup) =ap-vi+axn -vo+--+anv,

f(un)=aln'vl+a2n'v2+"'+amnvm

tj. skaldry a;; tvoif matici A, kde sloupce jsou soufadnice
hodnot f (u ;) zobrazeni f nabdzovych vektorech vyjddieni v
bazi v na cilovém prostoru W. Pro obecny vektor u = xju;+
-4 x,u, € V spocteme (vzpomenme, Ze s¢itani vektort je
komutativni a distributivni vii¢i ndsobeni skalary)

f@) =x1fu)+ -+ x0 f(un)

=x1(anvy + -+ aniVm) + -+ X,@1a01 F -0+ Qi V)
= (x]all + - +xnaln)vl +---+ (xlaml + - +xnamn)vm

Pomoci ndsobeni matic 1ze nyni velice snadno a ptfehledné
zapsat hodnoty zobrazeni f, ,(w) definovaného jednoznacné
predchozim diagramem. Pfipomenime si, Ze vektory v K" cha-
peme jako sloupce, tj. matice typu r/1

Juo@w)) =v(f(w)) = A - u(w).
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Matici A nazyvame matici zobrazeni f v bazich u, v.

Naopak, mdme-li pevné zvoleny baze na V i W, pak ka-
7da volba matice A typu m/n zadava jednoznacné linearni
zobrazeni K* — K™ atedy i zobrazeni f : V — W.Mame-
li tedy zvoleny baze prostort V a W, odpovidd kazdé volbé
matice typu m /n pravé jedno linearni zobrazeni V. — W a
ukdzali jsme bijekci mezi maticemi pfislusného rozmeéru a
linedrnimi zobrazenimi V — W.

2.35. Matice pirechodu mezi souradnicemi. Jestlize za V i
W zvolime tentyZ prostor, ale s riznymi bazemi, a za f iden-
tické zobrazeni, vyjadfuje postup z predchoziho odstavce vek-
tory baze u v souradnicich vzhledem k v. Ozna¢me vysled-
nou matici 7. KdyZ pak zaddme vektor u

U=xiu+- -+ x,Up

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u; jejich vyja-
dfeni pomoci vektort z v, obdrZime soufadné vyjadieni x =
(X1, ..., x,) téhoZ vektoru v bdzi v. Staci k tomu preskld-
dat poradi s¢itanct a vyjadfit skaldry u jednotlivych vektort
béze.

Ve skute¢nosti ted’ délame totéZ, co v predchozim od-
stavci pro specidlni pripad identického zobrazeni idy na vek-
torovém prostoru V. Matice tohoto identického zobrazen{ je
T atedy nutn€ musi naznaceny pfimy vypocetdatx = T - x.
Situace se zobrazena na diagramu:

idy

Vv Vv

“l: :lv
T=(@dy )y,

Kr - S KR

Vyslednou matici T nazyvame matice piechodu od baze
u vektorového prostoru V k bdzi v téhoZ prostoru.
Pfimo z definice vyplyva:

*—* Vypocet matice pfechodu}

Tvrzeni. Matici T pFechodu od bdze u k bdzi v ziskame tak,
Ze souradnice vektorii bdze u v bdzi v napiseme do sloupcii
matice T.

Funkce matice pfechodu je takovd, Ze zndme-li soutrad-

nice x vektoru v bazi u, pak jeho souradnice v bdzi v se ob-
drZi vyndsobenim sloupce x matici prechodu (zleva). ProtoZe
inverzni zobrazeni k identickému je opét totéZ identické zob-
razeni, je matice pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je
pravé matice pfechodu opaénym smérem, tj. od baze v k bézi
u.
2.36. Vice souradnic. Nyni si ukdZeme, jak se sklddaji sou-
fadnd vyjddfeni linedrnich zobrazeni. Uvazme jeSt€ dalsi vek-
torovy prostor Z nad K dimenze k s bazi w, linedrni zobra-
zeni g : W — Z a oznaCme pfisluSnou matici gy ..

R=T-R-T"!=

cos<p+(lfcos<p)x2 (1 —cosgp)xy — zsing
cos ¢ + (1 —c0s<p)y2

(1 —cosg)zy + xsing

(1 —cosg)yz —xsing
cos¢ + (1 —cos <p)z2

yx(1 —cosg) + zsing

(1 —cosg)xz+ ysing
zx(1 —cosg) — ysing

Pti ndsobeni a ndsledném zjednoduSovéni je nutno opakované pou-
zit pfedpokladu x> + y* + z2 = 1.

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti riznych typi linedrnich zobra-
zeni se nynf dostaneme k pofadnéjSimu pochopeni néstrojt, které ndm
vektorové prostory pro linedrni modelovani procest a systémil nabi-

zeji.
2.64. Najdéete matici zrcadleni v roving podle primky y = x

Reseni. Namalujte si obrazek. V bazi urené vektory (1, 1), (1, —1)

je matice zrcadleni zfejmé ((1) _01> Ve standardni bdzi je tedy rovna

) 6

Inverzni matici je v tomto pfipad€ jednoduché najit, protoze vektory

ve sloupcich jsou kolmé, tj. matice je (skoro) ortogondlni. Mdme

oD =20 = () =)

Vyndsobenim piislusnych matic dostaneme vysledek (? (1)) Tento

vysledek se d4 uhddnout i pfimo z obrazku. ([

2.65. Najdéte matici zrcadleni vzhledem k roviné x + y + z = 0.
ReSeni. Z tvaru rovnice roviny zjistime jeji jednotkovy normalovy vek-
tor. V naSem piipadé to je n = \/ig(l, 1, 1). Zrcadleni Z na vektoru v
Ize pak vyjadfit Zv = v — 2(v.n)n = (1 — 2nn")v (pro standardni
skalarni sou¢in je v.n = vn’). Matice zrcadleni je tedy

1 00 111 1 (1! -2 =2

01 0l-2-1111)l=2|=2 1 =2
00 1 1 1) 3\=2 2 g

1 —2nn’ =

O

Nyni jeden zndmy, ale velmi pékny priklad.

2.66. Urcete soucet tihli, které v roving R? sviraji s osou x postupné
vektory (1, 1), (2, 1) a (3, 1) (obrazek).

ReSeni. Uvazime-li rovinu R? jakoZto Gaussovu rovinu komplexnich
Cisel, tak uvedené vektory odpovidaji komplexnim ¢islim 1+, 2 4
a 3 4+ i a mame najit soucet jejich argumentd, tedy podle Moivrovy
véty argument jejich soucinu. Jejich soucin je (1 + )2+ )3 +i) =

(1 4+ 3i)(3 + i) = 104, tedy ryze imaginarni ¢islo s argumentem 7/2

a tedy hledany soucet je roven prave m/2. (Il
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2.67. UvaZme komplexni Cisla jako redlny vektorovy prostor a za
jeho bazi zvolme 1 a i. V této bézi urcete matici nésledujicich line-
arnich zobrazeni:
a) konjugace,
b) nasobeni Cislem (2 + 7).
Urcete matici té€chto zobrazeni v bazi (1 — i), (1 + ).

Reseni.

1 0
2) (0 —1)’
P . o 2 -1
b) V obou bazich je matice stejnd a to 1 2 )

Zamyslete se, pro¢ tomu tak je.

0

2.68. Urcete matici A, kterd ve standardni bazi prostoru R3 zaddva
kolmou projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory
uy=(-1,1,00au; =(—1,0,1).

ReSeni. Nejprve poznamenejme, e uvedeny podprostor je rovinou
prochdzejici pocitkem s normdlovym vektorem u; =
Uspotddand trojice (1, 1, 1) je totiZ o¢ividnym feSenim soustavy

+ X = 0,
+ x3 = 0,

—Xx

—Xx

tj. vektor us je kolmy na vektory u;, u,. Podotknéme rovnéz, Ze jsme
tento priklad jiZ vyfeSili (matici A zndme z dfivéjSiho prikladu).

Pfi dané projekci se vektory u; a u, museji zobrazit na sebe a

vektor u3 potom na nulovy vektor. V bdzi slozené po fadé z vektort

ui, Uy, u3 je proto matice této projekce

1 00

010

0 0O

Pomoci matic pfechodu
12 1
-1 -1 1 -3 3 3
T:lOl,T‘I:—%—%%
1 1

0o 1 1 i 03 3

od baze (uy, u, u3) ke standardni bazi a od standardni baze k bazi

(U1, Uz, uz) ziskdme

1 2 1
-1 -1 1 100y (=% % —3
1 1
0 1 1 0 0 O 3 3 3
2 _ L1
Y TR L |
IS TR
3 3 3
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(1,1, 1).

K" - e > K™ Lo

SloZeni go f na hornim fddku odpovid4 matici zobrazeni
K" — K* dole a ptimo spocteme (piSeme A pro matici f a
B pro matici g ve zvolenych bazich):

Guw © fus(¥) =wogov'ovo fou

=B-(A-x)=(B-A) -x=(go fHuwk

pro vechny x € K”". Sklddani obrazeni tedy odpovida né-
sobeni pfisluSnych matic. V§imnéte si také, Ze isomorfismy
odpovidaji prave invertibilnim maticim.

Stejny postup ndm ddva odpovéd’ na otdzku, jak se zméni
matice zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i
oboru hodnot:

\% Vv w w
S
K» LT > K" - f,ﬂ,f% ,,,,, > K™ S_l > K™

kde T je matice pfechodu od u’ k u a S je matice pfechodu
od v’ k v. Je-li tedy A ptivodni matice zobrazeni, bude nova
ddna jako A’ = S~'AT.

Ve specidlnim piipad¢ linedrniho zobrazeni f : V — V,
tj. zobrazeni ma stejny prostor V jako defini¢ni obor i obor
hodnot, vyjadfujeme zpravidla f pomoci jediné baze u pro-
storu V. Pak tedy pfechod k nové bazi u’' s matici pred-
chodu T od u’ k u bude znamenat zménu matice zobrazeni
naA' =T 1AT.

2.37. Linearni formy. Obzvlast jednoduchym a zdroven
dilezitym pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linedrni
formy. Jde o linedrni zobrazeni z vektorového prostoru V
nad polem skalari K do skalard K. Jsou-li ddny soufadnice
na V, je prifazeni jednotlivé i-té soufadnice vektorim pravé
takovou linedrni formou. Pfesnéji feceno, pro kazdou volbu
bize v = (vi,...,v,) mdme k dispozici linedrni formy
v 1V — K takové, Ze v (v;) = 8;, tj. nula pro rtizné
indexy i a j a jednicka pro stejné.

Vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V zna¢ime
V* a tikdme mu dudlni prostor vektorovému prostoru V.
Predpoklddejme nyni, Ze prostor V md kone¢nou dimenzi
n. Bazi V* sestavenou z pfifazovini jednotlivych soufadnic
jako vySe nazyvame dudlni bdze. Skutené se jednd o bazi
prostoru V*, protoZe jsou tyto formy zjevné linedrné neza-
vislé (provéite si!) a je-li a libovolnd forma, pak plati pro
kazdy vektor u = xjv; + - - - + x,v,

O((Lt) = xla(vl) + -+ xna(vn)
=a()vy W) + -+ a(v,)v, (1)

a je tedy « linedrni kombinaci forem v;.
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Pfi pevné zvolené bazi {1} na jednorozmérném prostoru
skalart K jsou s kaZzdou volbou baze v na V linearni formy
o ztotoZnény s maticemi typu 1/n, tj. s faddky y. Pravé kom-
ponenty téchto fadkid jsou soufadnicemi obecnych linedrnich
forem v dudlni bazi v*. Vycisleni takové formy na vektoru je
pak ddno vyndsobenim piislusného fddkového vektoru y se
sloupcem soufadnic x vektoru u € V v bazi v:

)=y -x =yix1+ -+ YuXp.

Zejména tedy vidime, Ze pro kazdy konecnérozmérny pro-
stor V je V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izo-
morfismu je ddna napf. na$i volbou dudlni bdze k zvolené
bdzina V.

U nekonecné rozmérného prostoru se véci maji jinak.
Napf. uz nejjednodussi piiklad prostoru vSech polynomu
Kl[x] v jedné proménné je vektorovym prostorem se spocet-
nou bazi s prvky v; = x' a stejné jako vyse miizeme definovat
linedrn€ nezdvislé formy v;. Jakykoliv formdlni nekonecny
soudet > ;2 a;v} je nyni dobfe definovanou linedrni formou
na K[x], protoZe bude vycislovan vZzdy pouze na konecné li-
nedarni kombinaci bazovych polynomt X,i =0,1,2,....
Spocetnd mnoZina vSech v; tedy neni bazi. Ve skute¢nosti
Ize ukazat, Ze tento dudlni prostor ani spocetnou bazi mit
nemuze.

2.38. Multilinearni formy. Podobné budeme pracovat i se
zobrazenimi ze soucinu k kopii vektorového prostoru V do
skalarq, kterd jsou linedrni v kazdém ze svych k argument.
Hovotime o k—linedrnich formach. Budeme se Casto setkdvat
s bilinedrnimi formami, tj. ptipadem « : V x V — K, kde
pro jakékoliv vektory u, v, w, z a skalary a, b, c a d plati

a(au + bv, cw +dz) = aca(u, w) + ad a(u, z)
+ bca(v, w) + bd a(v, z).

Pokud navic plati
a(u, w) = a(w, u),

hovotime o symetrické bilinedrni forme.

JiZ v dimenzi 2 jsme zavedli determinant jako bilinedrn{
antisymetrickou formu, tj. takovou, kde misto druhé rovnosti
vySe plati o (u, w) = —a(w, u). Obecné vime z véty I'T2, Ze
je determinant moZno nahliZet jako n—linedrni antisymetric-
kou formu.

Jako u linedrnich zobrazeni je ziejmé, ze kazdd k—
linedrni forma je dplné€ uréena svymi hodnotami na vSech
k—ticich bazovych prvkd v pevné bdzi. V analogii k li-
nedrnim zobrazenim tyto hodnoty miZeme vnimat jako
k-rozmérné analogie matic. UkdZeme si to v piipadé k = 2,
kde ptijde doopravdy o matice, jak jsme je zavedli.

*—* Matice bilinedrni formy IL

Jestlize zvolime bdzi ¥ na V a definujeme pro danou
bilinedrni formu o skaldry a;; = a(u;, u;), pak zjevné do-
staneme pro vektory v, w se soufadnicemi x a y (jakoZto

|

2.69. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochaze-
jici pocdtkem a kolmé na vektor (1, 1, 1).
Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (x1, x2, x3) € R3 v
uvazovaném zobrazeni ziskdme tak, Ze od daného bodu odecteme jeho
kolmou projekci do normdlového sméru dané roviny, tedy do sméru
(1, 1, 1). Tato projekce p je ddna (viz prednaska) jako

x, 1,1, 1)

X1 +x2+x3 X1 +x20+x3 X1+x+x3

anog s s s
Vysledné zobrazeni je tedy
2X1 X2 + X3 2x2 X1+ X3 2)63 X1+ X2
X — =\ 5 s 5 T T 5 5 — -
P=17 3 3 R 3
2 -b -
I S T A
B ? 31 23 "
-3 T3 3 X3

O

2.70. Ve vektorovém prostoru R? uréete matici kolmé projekce na

rovinux +y — 2z =0.

2.71.
rovinu 2x — y + 2z = 0.

Ve vektorovém prostoru R? uréete matici kolmé projekce na

9. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

s ws

2.72. Vlastni ¢isla a vlastni vektory mohou slouZit k ndzornému po-
pisu linedrnich zobrazeni, zejména v R? a R3. (1) UvaZme zobrazeni

s matici ve standardni bazi

0 0 1
fRR-R, A=[0 1 0
1 00
Pak dostdvdme
—A 0 1
IA—XE|=|0 1—x2 O0|==A+r2+1-1,
1 0 —A
s kofeny A; » = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1
se spoctou:
-1 0 1 1 0 -1
0O 0 0]~]0 0 O0];
1 0 -1 00 O
s bazi prostoru feseni, tj. vSech vlastnich vektorl s touto vlastni hod-
notou
ur=(0,1,0), wuy=(1,0,1.
Podobné pro A = —1 dostdvame tieti nezavisly vlastni vektor
1 01 1 01
02 01~10 2 0)=us=(-1,0,1).
1 01 00O
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V bézi uy, uy, us (v§imnéte si, Ze u3 musi byt linedrné nezavisly
na zbylych dvou diky ptfedchozi vété a u;, u, vysly jako dv€ nezdvisla

feSeni) méd f diagondlni matici

A=

S O =

0 0
1 0
0 —1
Cely prostor R? je piimym soudtem vlastnich podprostord, R® =
Vi ® V,,dim V), = 2, dim V, = 1. Tento rozklad je d4dn jednoznacné
a vypovida mnoho o geometrickych vlastnostech zobrazeni f. Vlastni
podprostor V| je navic pfimym souétem jednorozmérnych vlastnich
podprostord, které 1ze v§ak zvolit mnoha riznymi zptisoby (takovy da-
181 rozklad nem4 tedy jiZ Zddny geometricky vyznam).

(2) Uvazme linearni zobrazeni f : R;[x] — R,[x] definované
derivovanim polynomd, tj. f(1) =0, f(x) =1, f(x*) = 2x. Zobra-
zeni f ma tedy v obvyklé bazi (1, x, x*) matici

010
A=]|0 0 2
0 00
Charakteristicky polynom je |A — A - E| = —A3, existuje tedy pouze
jedind vlastni hodnota, A = 0. Spoc¢téme vlastni vektory:
010 010
0 0 2)]~10 01
0 00 000

Prostor vlastnich vektori je tedy jednorozmérny, generovany konstant-

nim polynomem 1.

s N2

2.73. Priklad i se zménou baze. UrcCete vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice
1 0
A=1]1 2 1
1 2 1

Popiste toto zobrazeni a napiste jeho matici v bazi:

e = |[1,—1,1]
eo = [1,2,0]
es = [0,1,1]

ReSeni. Charakteristicky polynom dané matice je

1—x 1 0
1 2—2 1 |==X4+42-20=-2(A>—4r+2).
1 2 1-—2a

s

Koreny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, udavaji, kdy nebude mit matice

1—A 1 0
1 2—A 1
1 2 1—A
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sloupce soufadnic)

n
T
a(v,w) = E aijxiy; =y -A-x,
i.j=1

kde A je matice A = (a;;).

Pfimo z definice matice bilinerdni formy je vidét, Ze
forma je symetrickd nebo antisymetrickd prave, kdyZ ma tu-
téZ vlastnost jeji matice.

2.39. Skalarni soucin a velikost vektori. V geometrii ro-
viny R? jsme jiZ pracovali nejen s bizemi a linedrnimi zobra-
zenimi, ale také s velikosti vektort a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmi jsme pouzili souradného vyjadreni pro velikost

v=(x,y):
vl = v/x* 4+,

zatimco thel ¢ dvou vektord v = (x,y) av’ = (¥, y) byl
dan
xx' +yy
ol

PovSimnéme si, Ze vyraz v Citateli posledniho vyrazu je
linedrni v kazdém ze svych argumentd, zna¢ime jej (v, v’) a
fikdme mu skaldrni souin vektord v a v’. Takto definovany
skaldrni soucin je také symetricky ve svych argumentech a
plati

cos @ =

IvlI* = (v, v).

Zejména plati, Ze ||v|| = 0 pravé, kdyZ v = 0. Z naSich tdvah
je také vidét, Ze v Euklidovské rovin€ jsou dva vektory kolmé
prave, kdyz je jejich skalarni soucin nulovy.

Analogicky budeme postupovat v obecném piipadé redl-
ného vektorového prostoru, tj. uvazujeme nyni pouze vekto-
rové prostory nad redlnymi skalary R.

! Skalarni soucin

—

Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi
¢isly je bilinedrni symetrickd forma (, ) : V. xV — R
takovd, Ze (v, v) > 0a ||v||> = (v, v) = 0 pouze pfi v = 0.

Cislu ||v|| fikdme velikost vektoru v.

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogondlni, jestlize
(v, w) = 0. Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v| = 1.
Béze prostoru V sloZend z ortogondlnich vektori se nazyva
ortogondlni baze. Jsou-li bdzové vektory navic i normované,
je to ortonormdlni bdze.

v ooz

Pro skaldrni soucin se ¢asto pouziva také obvyklé tecky,
tj. (u, v) = u - v. Z kontextu je pak tfeba poznat, zda jde o
soucin dvou vektort (tedy vysledkem je skaldr) nebo néco
jiného (stejné jsme znacili soucin matic a také n€kdy soucin
skalar).

Jak jsme vidéli v minulém odstavci, bilinedrni formy jsou
v soufadnicich ddny svoji matici.

Zvolime-li si tedy bazi u, je skaldrni soucin pln& uren
svymi hodnotami na dvojicich bazovych vektorti. Ozna¢me
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si tedy plnou hodnost, tedy soustava rovnic
Sij = (uj,uj). 1—A 1 0 X1
Pak ze symetri¢nosti skaldrniho soucinu plyne s;; = s;; az } 2 ; A | 1 N X2

linedrnosti sou¢inu v kazdém z argumentt dostdvdme:

7 ¥z

bude mit i jiné feSeni neZ feSeni x = (0, 0, 0). Vlastni ¢isla tedy jsou
XU, ) = xiyilug, u;) = S XV o ) T o
<Z o Zy, ) Z i (i ) Z 41y 0,24 /2, 2 — +/2. Spocitejme vlastni vektory piisluiné jednotlivym
i J iJj ij
o . . ) . vlastnim hodnotdm:
Pokud je baze ortonormalni, je matice S jednotkovou matici.

Tim jsme dokazali nasledujici uZite¢né tvrzeni: e 0: Resime tedy soustavu

ﬁs-k-ﬂ}lérnf soudin aortogonélni@zfﬁ ) 1 1 0\ [/x;

1 2 1 X2 =0

Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kaZdé ortonormdlni bdzi ddan 121 A3
vyrazem Jejim fesenim je jednodimenziondlni vektorovy prostor vlast-
(x,y) =x" - y. nich vektord ((1, —1, 1)).
Vobecné bdzi V existuje symetrickd matice S takova, Ze o 2+ ﬁ: Resime soustavu
(x,y=xT-8§-y. —(14+v2) 1 0 X1
1 —2 1 x| =0.
- ' 1 2 —(1++2)) \xs
2.40. Ortogonalni dopliiky a projekce. Pro kazdy pevné Resenim je jednodimenziondlni prostor ((1,1 + ~/2,1 +
zvoleny podprostor W C V v prostoru se skaldrnim souci- V2)).

nem definujeme jeho ortogondlini dopinék takto e 2 — /2: Regime soustavu

i . <
W= ={ueV; (u,v) =0 pro viechny v € W}. W2Z—-1) 1 0 X

Pfimo z definice je zjevné, Ze W+ je vektorovy podprostor. 1 V2 1 x| =0.

Jestlize W C V md bézi (u, ..., u;) je podminka pro W+ 1 2 W2-1)) \x3

ddna | %ko lih(.)moge.nmch rovaic pro 1 prvomennych. BUdf Resenim je prostor vlastnich vektord ((1, 1 — /2, 1 —+/2)).

tedy mit W- dimenzi alespoii n —k. Zarovennaleu €¢ WNW

znamend (u, u) = 0 atedy i u = 0 podle definice skalarniho Dan4 matice m4 vlastni &isla 0, 24-+/2 a 2—+/2, kterym piislusi po

soucinu. Zejmé je tedy vzdy fadé jednorozmérné prostory vlastnich vektorta ((1, —1, 1)), ((1,1 +

V=WeWw V2,14 V2)a (1,1 - V2,1 -V2)).

Zobrazeni tedy miZeme interpretovat jako projekci podél vektoru
(1, —1, 1) do roviny dané vektory (1,1 + +/2,1 4+ ~/2) a (1,1 —
\/5, 1— \/5) sloZenou s linedrnim zobrazenim danym ,,nataZenim

Lineéarni zobrazeni f : V — V na libovolném vektoro-
vém prostoru se nazyva projekce, jestlize plati

fof=1F

V takovém piipadé je pro kazdy vektor v € V

danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich vektort.
Nyni jej vyjadieme v uvedené bazi. K tomu budeme potiebovat
v=f(w+@w—fw) elm(f)+Ker(f) =V matici pfechodu 7' od standardni bdze k dané nové bézi. Tu ziskdme

aje-liv e Im(f)a f(v) = 0, pak je i v = 0. Je tedy pre- tak, Ze soutadnice vektor staré baze v bazi nové napiSeme do sloupcti

chozi soudet podprostorti piimy. Rikdme, e f je projekce  matice 7. My vSak snadnéji zapiSeme matici pfechodu od dané baze k
na podprostor W = Im( f) podé€l podprostoru U = Ker(f).  bdzi standardni, tedy matici T~'. Soufadnice vektorii nové bize pouze
Slovy se dd projekce popsat prirozené takto: rozloZime dany
vektor na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.
Je-li na V navic skaldrni soucin, fikdme Ze jde o kol- . 1
mou projekci, kdyZ je jddro kolmé na obraz. Kazdy podpro- r—=1-
stor W # V tedy definuje kolmou projekci na W. Je to 1
projekce na W podél W+, kterd je ddna pomoci jednozna-  Potom
¢ného rozkladu kazdého vektoru u na komponenty uy € W 0
auy. € W, tj. linedrni zobrazent, které uy + uy. zobrazi T=T =11
nauy. -2

zapiseme do sloupci:
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a pro matici B zobrazeni v nové bazi pak mame (viz Z38) 2.41. Existence ortonormalni baze. PovS§imnéme si, Ze na
0 5 D) kazdém vektorovém prostoru jisté existuji skalarni souciny.

B=TAT'=l0 -2 —1]. Prosté si staci vybrat libovolnou bazi, prohlasit ji za ortonor-

0 14 6 maln{ a hned jeden dobfe definovany skalarni souc¢in mame.

V této bazi pak skaldrni souciny pocitdme podle vzorce v Tvr-
U zeniz3m.
Umime to ale i naopak. Mame-li zadan skaldrni soucin

2.74. Naleziiete vlastni ¢isla a jim pfislu§né vektorové prostory vlast- na vektorovém prostoru V, miZeme veelku jednoduse

nich vektorii matice: pocetné vyuZzit vhodnych kolmych projekci a jakoukoliv
-1 =2 3 zvolenou bazi upravit na ortonormdlni. Jde o tzv. Grammiiv—
0 —g —% Schmidtiiv ortogonalizacni proces. Cilem této procedury
0 é _%‘ bude z dané posloupnosti nenulovych generatord vy, ..., vg

kone¢nérozmérného prostoru V  vytvofit ortogondln{
2.75. UrCete charakteristicky polynom | A=A E |, vlastni ¢islaa vlastni  mnoZinu nenulovych generétort pro V.

vektory matice - Gramadova—Schmidtova ortogorfattzace———
4 —-1 6 ’ )
2 1 6]}. Tvrzeni. Nechf (uy,...,uy) je linedrné nezavisla k-tice
2 -1 8 vektorii prostoru V se skaldarnim soucinem. Pak existuje
. . ortogondlni systém vektorii (vi, ..., V) takovy, Ze v; €
2.76. Stanovte vlastni hodnoty matice (U, ...,u;), i =1,..., k. Ziskame je ndsledujici procedu-
—-13 5 4 2 rou:
0 —-100 o Nezavislost vektorii u; zarucuje, Ze u; # 0; zvolime vi =
-30 12 9 5 u1.
—12.6 41 o Mdme-lijiZ vektory vy, ..., vg potfebnych vlastnosti, zvo-
2.77. Udejte piiklad ¢tyfrozmérné matice s vlastnimi Cisly A, = 6 lime vy = ugyy+ajvy+- - -+agvy, kde a; = —%

a A, = 7 takové, aby nédsobnost A, jako korene charakteristického po-

lynomu byla 3 a aby DUkAz. Zatneme prvnim (nenulovym) vektorem v; a

(a) dimenze podprostoru vlastnich vektorl A, byla 3; spocteme kolmou projekci v, do

1
(b) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 2; (v1)™ C {vr, v2}).
Vysledek bude nenulovy pravé, kdyZ je v, nezdvislé na v;.

(c) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 1. N o . 9
Ve vsech dalSich krocich budeme postupovat obdobné.

2.78. Vite-li, Ze ¢isla 1, —1 jsou vlastni hodnoty matice V £-tém kroku tedy chceme, aby pro veyy = ueyr +
11 5 4 1 ajvy + - -+ 4+ apvg platilo (veyq, v;) = 0, pro viechny i =
1,...,£.Odtud plyne
A -3 0 10
Sl -20 11 8 2 0= (ugp1 +arvr + -+ -+ agve, v;) = (Ues1, v;) + a; (v, v;)
-9 5 31

aje vidét, Ze vektory s poZadovanymi vlastnostmi jsou uréeny
uvedte v echna fe eni charakteristické rovnice [A — A E| = 0. Nd-  jednozna¢né& aZ na ndsobek. O

povéda: Oznacime-li kofeny polynomu | A — 4 E'| jako Ay, A2, A3, A4, Kdykoliv mdme ortogondlni bdzi vektorového prostoru

je V, sta¢i vektory vynormovat a ziskdme bazi ortonormdlni.
Al =21 Ap-As-Agy trA=A 4+ Ao+ Az + Aa. Dokaézali jsme proto:

Diasledek. Na kazdém vektorovém prostoru se skaldrnim
2.79. Pro libovolnou n x n matici A je jeji charakteristicky poly-  soucinem existuje ortonormdlni bdze.

nom | A — A E | stupné n, je tedy tvaru V ortonormalni bazi se obzvl43f snadno spoctou soufad-
|A—AE|=cod +cp i A oo ey ko, cn #0, nice a kolmé projekce. Skute¢né, méjme ortonormdlni bazi

(e1, ..., e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v = xje; + -+ - +

pricem plati Xpey splituje

Cn:(—l)n, Cn—1 :(—l)niltrAv CO:|A|‘ (ei,v)=(ei,xlel+---+xnen)=xi
JestliZe je matice A trojrozmérnd, obdrZime a plati tedy vzdy
|A—AE|=-X+trAA>+cA+]A]) (2.2) v = (e, v)e; + -+ (en, v)e,.
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Pokud médme zadan podprostor W C V a jeho ortonor-
malni bazi (e, ..., ex), jde ji jist€ doplnit na ortonormalni
bazi (ey, ..., e,) celého V. Kolma projekce obecného vek-
toru v € V do W pak bude dana vztahem

V= <€1, U)el + -+ <en9 v>ek'

Pro kolmou projekci ndm tedy staci zndt jen ortonorméni
bazi podprostoru W, na nejZ promitdme.

PovSimnéme si také, Ze obecné jsou projekce f na pod-
prostor W podél U a projekce g na U podél W svazany vzta-
hem g = idy — f. Je tedy u kolmych projekci na dany pod-
prostor W vZdy vyhodnéjsi pocitat ortonormdlni bazi toho z
dvojice W, W+, ktery md mensi dimenzi.

Uvédomme si také, Ze existence ortonormalni baze nam
zarucuje, Ze pro kazdy prostor V se skaldrnim soucinem exis-
tuje linedrni zobrazent, které je izomorfismem mezi V' a pro-
storem R" se standardnim skaldrnim soucinem. Podrobné to
bylo ukdzéno jiZz ve Tvrzeni 39, kde jsme ukdzali, Ze hle-
danym izomorfismem je pravé pfifazeni soufadnic. Receno
volnymi slovy — v ortonormélni bazi se skaldrni soucin po-
moci soufadnic pocita stejnou formuli jako standardni ska-
larni soucin v R”.

2.42. Uhel dvou vektorti. Urcité ocekdvame, Ze thel dvou
linedrné nezdvislych vektord musi byt stejny, kdyZ je bu-
deme uvaZovat v dvourozmérném podprostoru, ktery gene-
ruji, nebo kdyZ budou v okolnim prostoru vétSim. Ve své pod-
staté je proto pojem thlu dvou vektorti nezavisly na dimenzi
okolniho prostoru a miiZzeme prevzit definici z roviny, kterou
jsme uz uspésné pouZzivali:
—L1

\-} Uhel dvou vektorti Be

Uhel ¢ dvou vektori v a w ve vektorovém prostoru se
skaldrnim soucinem je dan vztahem

(v, w)
~lllwll”

0s ¢

K problematice skaldrnich souc¢int a 4hld vektor se vra-
time v dalSich kapitolach.

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Vv,

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti riznych typd linear-
nich zobrazeni se nyni dostaneme k poradné&jSimu pochopeni
nastroji, které ndm vektorové prostory pro linearni modelo-
vani procest a systémil nabizeji.

2.43. Priklady. Zacneme C¢tyfmi priklady v nejnizsi zaji-
mavé dimenzi. Ve standardni bazi roviny R? se standardnim
skaldrnim sou¢inem uvaZujme ndsledujici matice zobrazeni
f:R*> = R%:

1 0 0 1 a 0 0 -1
a=(00) =0 0) <= 5) 2=(1 %

).

Volbou A = 1 dostdvdme
|A—E|=—-14+trA+c +|A]|
Odsud ziskdvdme vyjadieni
|A=AE|= -+ ADMP+(A-—E|[+1—-trA—|ADA+]A]

VyuZijte toto vyjadfeni k urceni charakteristického polynomu a vlast-

nich hodnot matice

32 —67 47
A=17 -—-14 13
-7 15 -6
2.80. Vypocitejte A> a A3, je-li
2 -1 1
A=1-1 2 -1
0 0 1

2.81. Bez pod&itani napiste spektrum linedrniho zobrazeni f : R® —

R3 zadaného pfifazenim (x1, X7, x3) — (x1 + X3, X2, X1 + Xx3).

2.82. Pauliho matice. Ve fyzice se stav Castice se spinem % popisuje

Pauliho maticemi. Jsou to nésledujici matice 2 x 2 nad komplexnimi

(01 (0 —i (1 0
=1 0)2=i 0)7\o -1

Ukazte, Ze pro komutétor matic (znaceny hranatymi zdvorkami) plati

Cisly

[O’l, 02] ‘= 010—0201 = 2i03 apodobné [0’1, 0'3] = 2i0’2 a [0’2, 0’3] =
2ioy. Déle ukazte, 7e 07 = 07 =
+1.

UkaZte, Ze pro matice popisujici stav Cdstice se spinem 1

o3 = 1 avlastni hodnoty matic jsou

1 010 1 0 —i O 1 0 0
— |1 0 1}),—1|i O —i},|0 O O
v2\o 1 0/ v2\o i o) \o 0 -1
plati stejné komutacni relace jako v ptipadé Pauliho matic.
Reseni. Oznacme [ := <(1) (1)),1 = io3,J = ion, K = ioj.

Ukazte, Ze 1, I, J, K tvofi algebru kvaterniond, tj. / 2= J2=K*=
—lalJ=—-JI=K,JK=—-KJ=I1aKIl=—-IK=1J. O

2.83. Uvedte dimenze vlastnich podprostort jednotlivych vlastnich ho-

dnot A; matice

4 0 0O
1 400
5230
0 4 0 3

2.84. Lze vyjadrit matici
56
7= (6 9)
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ve tvaru soucinu B = P~!.D.P pro n&jakou diagonalni matici D a in-
vertibilni matici P? Pokud je to mo né, udejte piiklad takové dvojice

matic D, P a zjistéte, kolik takovych dvojic existuje.

2.85. UrCete, jaké linedrni zobrazeni R® — R? zaddv4 matice

ReSeni. Dvojndsobna vlastni hodnota -1, piislu$né vlastni vektory
2,0,1), (1,1,0), jednondsobnd vlastni hodnota 0, vlastni vektor

(1,4, —3). Osova soumérnost podle pfimky dané poslednim vektorem
sloZend s projekci na rovinu kolmou k poslednimu vektoru, tedy danou

obecnou rovnici x + 4y — 3z = 0.

10. Baze a skalarni souciny

2.86. Pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizacniho procesu zis-

kejte ortogondlni bazi podprostoru
U = {(x1, %2, x5, %) € R x1 + 20 4 x3 + x4 = 0}

prostoru R*.

ReSeni. Mnozina feSeni uvedené homogenni linedrni rovnice je

ziejmé vektorovym prostorem s bazi

—1 —1 —1
1 0 0
0 0 1

Vektory ortogondlni baze ziskané uZitim Gramova-Schmidtova orto-
gonalizacniho procesu budeme znacit vy, vy, v3. Nejprve poloZme
vy = u;. Déle

T T
uy - v 1 1 1
- - = - A - __7__’150 )
PR TR T (2 2 )

resp. zvolme ndsobek v, = (—1, —1, 2, 0)7. Néasledn& je

ul v u_,f-vzv . 1v lv
- 1= P=U3— U — Uy =
o] 2 v ]2 2 6

(o oy
- 37373’ .

Maiéme tedy celkem

U3 = U3

-1 —1 —1
1 —1 —1
vy = o |’ Uy = ) y U3 = 1
0 0 3
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Matice A zaddva kolmou projekci podél podprostoru
W C {(0,a); a € R} c R?

na podprostor
V C{(a,0); aeR}C R2.

Evidentné pro toto zobrazeni f : R> — R?plati fo f = f
a tedy zuZeni f|y daného zobrazeni na obor hodnot je iden-
tické zobrazeni. Jidrem f je pravé podprostor W.

Matice B ma vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o p¥islus-
ném zobrazeni f. MlZeme si jej predstavit jako matici deri-
vovani polynomil R;[x] stupné nejvySe jedna v bazi (1, x).

Matice C zadavd zobrazeni f, které prvni vektor baze
zveétsi a—krat, druhy b—kréit. Tady se ndm tedy celd rovina
rozpadd na dva podprostory, které jsou zobrazenim f zacho-
véany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni skaldr-
nim ndsobkem (prvni priklad byl specidlni pfipademsa = 1,
b = 0). Napt. volbaa = 1, b = —1 odpovida osové symetrii
(zrcadleni) podle osy x, coZ je totéZ jako komplexni konju-
gace x + iy — x — iy na dvourozmérném redlném prostoru
R? ~ C v bazi (1, i). Toto je linedrni zobrazeni dvourozmér-
ného redlného vektorového prostoru C, nikoliv vSak jedno-
rozmérného komplexniho prostoru C.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi
a na prvni pohled je vidét, Ze Zaddny jednorozmérny podpro-
stor neni zobrazenim zachovivan.

Takova rotace je bijekci roviny na sebe, proto jisté umime
najit (riizné) baze na defini¢énim oboru a oboru hodnot, ve kte-
rych bude jeho matici jednotkova matice E (prosté vezmeme
jakoukoliv bazi na defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru
hodnot). Neumime ale v tomto pripad¢€ totéZ s jednou bazi
na defini¢nim oboru i oboru hodnot.

Zkusme vsak uvazovat matici D jako matici zobrazen{
g : C*> — (2 ve standardni bizi komplexniho vektorového
prostoru C2. Pak umime najit vektory u = (i, 1), v = (1, i),

pro které bude platit
_1) <1> ,
o )\ ]= —I-v.

g(u) = (? _01)(1) = iu, g(v) = ((1)

To ale znamen4, Ze v bazi (u, v) na C> m4 zobrazeni g matici

k= %)

a povSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu ma-
tice C m4 na diagondle prvky +a,a = cos(%n) +i sin(%n).
Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto kom-
plexniho ¢isla uddva dhel otoceni. Navic, miiZeme si oznacit

s ¥z

redlnou a imagindrni ¢4st vektoru u takto

u=x,+iy,=Reu+ilmu = ((1))+1<(1)>

a ziZeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy pod-
prostor generovany vektory x,, a iy, (tj. ndsobeni komplexni
jednotkou i) je pravé otoCeni o thel %n.
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2 w2z

2.44. Vlastni ¢isla a vlastni vektory zobrazeni. Klicem k
popisu zobrazeni v pfedchozich prikladech byly odpovédi na
otdzku ,,jaké jsou vektory spliiujici rovnici f(u) = a - u?
pro néjaké skalary a. Zvolme tedy pevné linearni zobrazni
f V. — V na vektorovém prostoru dimenze n nad ska-
lary K. Jestlize si predstavime takovou rovnost zapsanou v
soufadnicich, tj. s vyuZitim matice zobrazeni A v néjakych
bazich, jde o vyraz

A-x—a-x=(A—-a-E)-x=0.

Z predchoziho vime, Ze takova soustava rovnic md jediné
feSeni x = 0, pokud je matice A — aE invertibilni. My tedy
chceme najit takové hodnoty a € K, pro které naopak A—a E
invertibilni neni, a nutnou a dostate¢nou podminkou je (viz
Véta 22)

2.3) det(A —a - E) = 0.

JestliZe povaZujeme A a za proménnou v predchozi
skaldrni rovnici, hleddme ve skute¢nosti kofeny polynomu
stupné n. Jak jsme vidéli v pifipadé matice D vySe, kofeny
mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skaldrt K.

Vlastn-i—éis-]’a a vlastni vektory lineérnﬂl(\lzL"obl QFeRt

Skaléry a vyhovujici rovnici f(u) = a - u pro nenulovy
vektor u € V nazyvame viastni Cisla zobrazeni f, pfislu§né
vektory u pak viastni vektory zobrazeni f.

Z definice vlastnich Cisel je zfejmé, Ze jejich vypocet
nemiiZe zaviset na volbé baze a tedy matice zobrazeni f. Sku-
te¢né, jako piimy disledek trasformacnich vlastnosti z a
Cauchyovy véty 7T9 pro vypocet determinantu soucinu do-
stdvdme jinou volbou soufadnic matici A’ = P~'AP s inver-
tibilni matici P a
|[P"'AP —AE| = |P7'AP — P"'LEP|

=P ' (A=AE)P| =P ")||(A - AE||P|,

protoZe nisobeni skaldri je komutativni a [P~!| = |P| 7.

-Ghafa-kt*:rsitick}’/ polynom matice a ().fo azent

Obdobnou terminologii pouZivdme i pro matice. Pro ma-
tici A dimenze n nad K nazyvdme polynom |A — AE| €
K, [A] charakteristicky polynom matice A.

Kofteny tohoto polynomu jsou viastni hodnoty matice A.
Je-li A matice zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A —
A E| nazyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f.

|

ProtoZe je charakteristicky polynom zobrazeni f : V —
V nezavisly na volbé baze V, jsou i jeho koeficienty u jednot-
livych mocnin proménné A skalary vyjadiujici vlastnosti zob-
razeni f, tj. nemohou zdviset na nas$i volbé baze. Zejména
jako jednoduché cviceni na pocitani determinantt vyjadiime
koeficienty u nejvysSich a nejniz§ich mocnin (pfedpokla-
ddme dim V = n):

|A—1-E| = (= 1)"A"+(= D" a1+ +du) A" 4 AL

Dodejme, Ze pro jednoduchost piikladu 1ze bezprostfedné uvést orto-

gonalni bazi z vektort

(1,-1,0,00", (0,0,1,-D", @@,1,-1,-D7

nebo
(_1$ 1’ 17 _I)Ts

1, -1,1,-D", (=1,—-1,1,D".

O

2.87. Ve vektorovém prostoru R* jsou ddny trojrozmérné podpro-

story
U = (uy, uz, usz), V = (v, v2, v3),
pricemz
1 1 1 1 1
1 |1 10 11 -1
M] - 1 ’ u2 - 0 ’ MS - 1 ’ vl - _1 ’ v2 - 1 ’
0 1 1 —1 -1

v3 = (1, —1, —1, 1)7. Urcete dimenzi a libovolnou bazi podprostoru
unv.

Reseni. Do podprostoru U NV néleZi pravé ty vektory, které je mozné
obdrzet jako linedrni kombinaci vektord u; a také jako linearni kombi-

naci vektordl v;. Hleddme tedy Cisla x, x2, x3, y1, y2, y3 € R takova,

aby platilo
1 1 1 1 1 1
1 n 1 n ol _ 1 + —1 + —1
-xl 1 -x2 0 -x3 1 - yl _ 1 y2 1 y3 _ 1 ’
0 1 1 —1 —1 1
tj. hleddme feSeni soustavy
X1 + x2 + x3 = y + » + s,
X+ x = Y — y2 — Y3,
X1 + x3 = —=y1 + Y» — 3
X2 + x3 = =yt — Y + ¥

Pfi maticovém zdpisu této homogenni soustavy (a pti zachovini poradi

proménnych) je
1 11 -1 -1 —1 1 1 I -1 -1 -1
110 -1 1 L1_10 -1 0 2 2
1 o1 1 -1 1 o -1 0 2 0 2
011 1 1 -1 0 1 1 1 1 -1
11 1 -1 -1 -1 1 11 -1 -1 -1
01 1 1 I =11 (o1 1 1 1 -1
00 -1 0 2 2 001 0 -2 =2
o0 1 3 1 1 000 1 1 1
1110 0 O 1 000 O 2
o1 1.0 0 =2 0100 2 0
0010 -2 =2 0010 -2 =2
0001 1 1 0001 1 1
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Dostavame tak feSeni
X1 =2t x=-25, x3=254+2t, yy=—s—t, \a =5, ;3 =1,

t, s € R. Odtud dosazenim ziskdvdme obecny vektor priiniku

X1+ x2 + X3 0
X1+ x2 . =2t — 2s
X1 +x3 - 2s
Xy + x3 2t
Vidime, Ze
0 0
. —1 -1
dmUNV =2, UﬂV=< 11 o >
0 1
O
2.88. Uvedte n¢jakou bazi podprostoru
1 2 0 1 -1 0 -2 -1
U= < 3 41,12 3], 1 21,10 1 >
5 6 4 5 3 4 2 3

vektorového prostoru redlnych matic 3 x 2. Tuto bazi dopliite na bazi
celého prostoru.
ReSeni. Pripomeiime, Ze bazi podprostoru tvoif mnoZina linearné ne-

zévislych vektord, které generuji uvaZovany podprostor. Protoze

1 2 0 1 -1 0
—1-13 4]1+2-|2 3|=|1 2},

56 4 5 4

1 2 0 1 -2 -1
—2-13 4]1+3-|2 3|]=10 1],

56 45 2 3

cely podprostor U je generovan pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty
jsou potom linedrné nezdvislé (jedna neni ndsobkem druhé), a tak
zaddvaji bazi. Chceme-li ji doplnit na bézi celého prostoru redlnych
matic 3 x 2, musime najit dal$i ¢tyfi matice (dimenze celého pro-
storu je zjevné 6) takové, aby vysledna Sestice byla linedrné nezdvisl4.

Miuzeme vyuzit toho, Ze zndme napf. standardni bazi

1 0 01 0 0 00 0 0 00
0 0}),10 O}, 1 O}, (0 1],1]0 O}, |0 O
00 00 0 0 0 0 1 0 01

prostoru redlnych matic 3 x 2, ktery lze piimo ztotoznit s RS,
Sepiseme-li dva vektory baze U a vektory standardni baze celého

prostoru v tomto potadi, vybérem prvnich 6 linedrné nezavislych
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Soucet diagondlnich ¢lend matice se nazyva sfopa matice,
znacime ji TrA, stopa zobrazeni je definovana jako stopa jeho
matice v libovolné bdzi.

2.45. Véta. Vlastni vektory linedrniho zobrazeni f : V —
V prislusné riiznym viastnim hodnotam jsou linedrné nezd-
vislé.

DuUkaz. Nechf ay, ..., a; jsou rizné vlastni hodnoty
zobrazeni f a uy, ..., u; vlastni vektory s témito vlastnimi
hodnotami. Diikaz provedeme indukci pies pocet linedrné
nezdvislych vektorli mezi zvolenymi. Predpoklddejme, Ze
ui, ..., usjsou linedrné nezavislé au; .y = ), c;u; je jejich
linedrni kombinaci. Alespoil £ = 1 Ize zvolit, protoZe vlastni
vektory jsou nenulové. Pak ovSem a;1; - u;4 = Zi:l apyy -
Ci - Uuj, tj.

I I !
flug) = Zfll+1 G U = Zci'f(ui) = ZCi i - Uj.
i=1 i=1

i=1
Odectenim druhého a ¢tvrtého vyrazu v rovnostech dosta-
vame 0 = Zf’:l (aj+1 —a;) - ¢; - u;. VSechny rozdily vlastnich
hodnot jsou vSak nenulové a alespoii jeden koeficient ¢; je ne-
nulovy. To je spor s predpoklddanou nezdvislosti uy, ..., uy,

takZe i vektor u;,; musi byt linedrn€ nezavisly na predcho-
zich. ([

Na praveé dokdzané tvrzeni se mtiZzeme podivat z pohledu
rozkladu linearniho zobrazeni f na soucet nejjednodussich
moznych zobrazeni, které budou vzdy predstavovat projekci
na invariantni jednorozmérny podprostor v rozkladu celého
prostoru V na primy soucet jednotlivych vlastnich podpro-
stord, nasledovanou vyndsobenim piisluSnym vlastnim ¢is-
lem. Navic Ize tento rozklad na vlastni podprostory snadno
spocist:

1‘Béze z vlastnich vektorgf—————

Disledek. JestliZe existuje n navzdjem riiznych kovenii a;
charakteristického polynomu zobrazeni f : 'V — V, na n—
rozmérném prostoru V, pak existuje rozklad V na primy sou-
Cet vlastnich podprostori dimenze 1. To znamend, Ze existuje
baze V sloZend vyhradné z vlastnich vektorii a v této bazi md
f diagondlni matici. Tato baze je urcend jednoznacné aZ na
poradi prvki.

Prislusnou bdzi (vyjadienou v souradnicich vzhledem
k libovolné zvolené bazi V) obdriime fesenim n systémii
homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi
(A —a; - E), kde A je matice f ve zvolené bdzi.

2.46. Invariantni podprostory. Kazdy vlastni vektor v
zobrazeni f : V — V generuje podprostor (v) C V, ktery
je zobrazenim f zachovavan.

Obecnéji fikdme, Ze podprostor W C V je invariantni
podprostor pro zobrazeni f, jestlize plati f(W) C W.
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Jestlize je V kone¢nérozmérny vektorovy prostor a vy-
bereme néjakou bazi (uy, ..., uy) podprostoru W, mizeme
ji vZdy doplnit na bazi (uy, ..., ug, ugs1, ..., u,) celého V
a v kaZzdé takové bazi ma nase zobrazeni matici A tvaru

= (0 )

kde B je ¢tvercovd matice dimenze k, D je Ctvercovd matice
dimenze n —k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize
existuje v né¢jaké bazi matice zobrazeni f tvaru (IZ4), je W =
(u1, ..., uy) invariantni podprostor zobrazeni f.

Pochopitelné¢ bude v na$i matici zobrazeni (Z4) sub-
matice C nulova pravé tehdy, kdyz bude i podprostor
(g1, ..., Uuy) generovany doplnénymi vektory baze
invariantni.

Z. tohoto pohledu jsou vlastni podprostory linedrniho
zobrazeni extrémni pfipady invariantnich podsprostor a
zejména v piipade existence n = dim V riiznych vlastnich
¢isel zobrazeni f dostdvdme rozklad V na pfimy soucet n
vlastnich podprostord. V prislusné bazi z vlastnich vektord
ma pak naSe zobrazeni diagondlni tvar s vlastnimi ¢isly na
diagonale.

2.4)

2.47. Ortogonalni zobrazeni. Podivejme se ted na speci-
alni pfipad zobrazeni f : V — W mezi prostory se skalar-
nimi souciny, kterd zachovavaji velikosti pro v§echny vektory
uelVv.

ﬁ-Defﬁnice ortogondlnich zobraz:.{u"’

Linearni zobrazeni f : V — W mezi prostory se skalar-
nim soucinem se nazyva ortogondlni zobrazeni, jesltiZe pro
vSechny u € V

(fQ), fu)) = (u,u).

Z linearity f a ze symetrie skaldrniho soucinu vyplyva
pro vSechny dvojice vektorti rovnost

(fuv), futv)) = (f @), f@)+(f @), f)+2(f W), f@M91.

Proto vSechny ortogondlni zobrazeni spliiuji i zdanlivé sil-
néjsi pozadavek, aby

(fQ@), f(v)) = (u,v),

pro vSechny vektory u, v € V.

V tvodni diskusi o geometrii v roving jsme ve VEté
dokazali, Ze linearni zobrazeni R — R? zachovava velikosti
vektorl pravé, kdyZ jeho matice ve standardni bazi (a ta je or-
tonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu)
spliiuje AT - A = E, tj. A™! = AT

Obecné, ortogondlni zobrazeni musi vzdycky byt in-
jektivni, protoZe podminka (f(u), f(u)) = O znamend i
(u,u) = 0 atedy u = 0. Je tedy vZdy v takovém piipadé
dimenze oboru hodnot alespoii takovd, jako je dimenze de-
finicniho oboru f. Pak ovSem je dimenze obrazu rovna di-
menzi oboru hodnot a bez ijmy na obecnost miiZzeme rov-
nou predpoklddat, Ze jsou stejné a f : V — V (pokud by

vektord dostaneme hledanou bazi. Pokud vSak uvazime, Ze kupf.

1 00 00O
21 0000
32100 0 |
4 301 0 0 7
540010
6 500 01
miZeme ihned bazového vektory
1 2 0 1
3 41, 2 3
56 4 5
podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)
00 0 0 0 0 00
1 0], 0 1], 0 0}, 00
0 0 00 1 0 0 1

na bazi. Upozornéme, Ze vySe uvedeny determinant 1ze vy¢islit velmi
snadno — je roven soucinu prvki na diagonale, nebof matice je v dol-
nim trojihelnikovém tvaru (nad diagondlou jsou vSechny prvky nu-
lové). O

2.89. Napiste néjakou bazi redlného vektorového prostoru matic 3 x3
nad R s nulovou stopou (soucet prvkil na diagondle) a napiSte soutrad-

nice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.90. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic
z predchoziho pfikladu. Spoditejte normu matice z predchoziho pfi-

kladu, kterd je indukovand Vami zavedenym soucinem.

Urcete n€jakou bazi vektorového prostoru antisymetrickych re-
dlnych ¢tvercovych matic typu 4 x 4. UvaZte standardni skaldrni soucin

v této bazi a pomoci tohoto soucinu vyjadiete velikost matice

0 3 1 0
-3 0 1 2
-1 -1 0 2
0 -2 -2 0

2.92. Najdéte ortogondlni doplnék U+ podprostoru
U = {(x1, x2, x3, x4); X1 = X3, X2 = x3 + 6x4} C R*,

ReSeni. Ortogondlni doplnék U~ tvoif pravé ty vektory, které jsou

kolmé na kazdé feSeni soustavy

e

X1 — X3 =
xZ—X3—6X4=0.
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Vektor je ovSem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyzZ je
kolmy na oba vektory (1, 0, —1, 0), (0, 1, —1, —6). Je tedy

Ut={a-(1,0,—1,00+b-(0,1,—1,—6); a, b € R}.

2.93. Urcete, zda jsou podprostory U = ((2, 1, 2, 2))

aV =(-10,-1,2), (-1,0,1,0), (0,0, 1, —1)) prostoru R* na
sebe kolmé. Pokud ano, je R* = U @ V, tj.je U+ = V?

ReSeni. Vektor, ktery zadéva podprostor U, je kolmy na kazdy ze ti{
vektord, které generuji V. Podprostory jsou tak na sebe kolmé. AvSak
neni pravda, Ze R* = U @ V. Podprostor V je totiZ pouze dvojdimen-

ziondlni, protoZe
(_190’ _17 2) = (_1707 190) - 2(05 07 17 _1) .
]

2.94. V zavislosti na parametru ¢ € R stanovte dimenzi podprostoru

U vektorového prostoru R?, je-li U generovén vektory

@ wu=0,1L1D, w=d11), us=(2,21);
b u = @&tH, wuy = (=4t -44), w3 =
(=2,-2,-2).

ReSeni. V prvnim piipadu je dim U = 2 pro ¢ € {1, 2}, jinak je dim
U = 3. Ve druhém piipadu je dim U =2 prot #0Oadim U = 1 pro
t=0. O
2.95. Sestrojte ortogondlni bazi podprostoru

((17 15 15 1)7 (19 l’ 15 _1)7 (_15 17 17 1))
prostoru R*.

Reseni. Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem lze ob-

drZet vysledek
(L, 1,1, D, (I, 1,1, =3), (=2,1,1,0))..
|

2.96. 'V prostoru R* naleznéte n&jakou ortogonalni bazi podprostoru
vSech linearnich kombinaci vektort (1, 0, 1, 0), (0, 1,0, —=7),

(4, -2, 4, 14) a podprostoru generovaného vektory (1, 2,2, —1),
1,1,-5,3),(3,2,8, =7).

ReSeni. Pfi zachovéani poradi podprostorii ze zaddni jsou ortogondl-
nimi badzemi napf.

((1,0,1,0),(0,1,0,=7))

((1,2,2,-1),(2,3,-3,2), (2, -1, -1, =2)).
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nebyly, doplnime ortonormdlni bdzi na oboru hodnot na bazi
cilového prostoru a matice zobrazeni bude ¢tvercovou matici
A doplnénou nulami na pottebnou velikost).

Nase podminka pro matici ortogondlniho zobrazeni v or-
tonormalni bazi pak fika pro vSechny vektory x a y v prostoru
K" toto:

A" (A-y=x"-(AT-A)-y=x" -y

Specidlnimi volbami vektori standardni baze za x a y dosta-
neme piimo, 7e¢ AT - A = E, tedy tenty% vysledek jako v
dimenzi dvé. Dokédzali jsme tak nasledujici tvrzent:

Ma{ice ortogondlnich zobragemt———

Véta. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim sou-
cinema f : 'V — V je linearni zobrazeni. Pak f je orto-
gondlni prave, kdyZ v nékteré ortonormdlni bdzi (a pak uz
v§ech) md matici A spliujici AT = A",

Dtkaz. Skutecné, jestliZze zachovava f velikosti, mus{
mit uvedenou vlastnost v kazdé ortonormdlni badzi. Naopak,
predchozi vypocet ukazuje, Ze vlastnost matice v jedné bazi
uz zarucuje zachovavani velikosti. U

Maticim spliiujicim AT = A~! se ¥ikd ortogondlni ma-
tice.

Diisledkem této véty je také popis vSech matic prechodu
S mezi ortonormdlnimi bazemi. Kazda totiZ musi zaddvat
zobrazeni K" — K" zachovévajici velikosti a spliiuji tady
také pravé podminku S~! = S”. P¥i prechodu od jedné orto-
normdlni baze ke druhé se tedy matice (ortogondlniho) zob-
razeni méni podle vztahu

A = STAS.

2.48. Rozklad ortogonalniho zobrazeni. Podivejme se
nyni podrobnéji na vlastni vektory a vlastni ¢isla ortogo-
ndlnich zobrazeni na vektorovém prostoru V se skaldrnim
sou¢inem. UvaZme pevné zvolené ortogondlni zobrazeni
f :V — V smatici A v néjaké ortonormdlni bazi a zkusme
postupovat obdobné jako s matici rotace D v piikladu ZX3.

Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podpro-
story ortogondlnich zobrazeni a jejich ortogondlni dopliiky.
JestliZe pro libovolny podprostor W C V a ortogondlni zob-
razeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro
vSechny v € Wt wew

(f),w) = (fQ@), fof (W)= (v, f ' (w)=0

protoze i f~!(w) € W. To ale znamen4, Ze také f(W+) C
W+. Dokézali jsme tedy jednoduché, ale velice diileZité tvr-
zeni:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnéek k invariantnimu podprostoru
Je také invariantni.
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Kdyby byla vlastni ¢isla ortogondlniho zobrazeni redln4,
zarucovalo by uZ toto tvrzeni, Ze bude vzdy existovat baze V
z vlastnich vektorti. Skute¢né, ztizeni f na ortogondlni dopl-
n€k invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazent,
takZe mtizeme do bdze pribirat jeden vlastni vektor za dru-
hym, aZ dostaneme cely rozklad V. Nicméné vétSinou nejsou
vlastni ¢isla ortogondlnich zobrazeni redlnd. Musime si proto
pomoci opét vyletem do komplexnich vektorovych prostord.

Sformulujeme rovnou vysledek:

——=Rqzklad ortogondlnich zobraz@%

Véta. Necht f : V — V je ortogondlni zobrazeni na pro-
storu se skaldarnim soucinem. Pak vsechny koveny charakte-
ristického polynomu f maji velikost jedna a existuje rozklad
V na jednorozmérné viastni podprostory odpovidajici viast-
nim Cisliim A = =+1 a dvourozmérné podprostory P, ;, na
kterych puisobi f rotaci o tihel rovny argumentu komplexniho
cisla A. VSchny tyto riizné podprostory jsou po dvou ortogo-
nalni.

NAzNAK DUKAZU. Jestlize budeme povazovat ortogo-
ndlni matici A za matici linedrniho zobrazeni na komplexnim
prostoru C" (kterd je jen shodou okolnosti redlnd), bude
zarucené existovat pravé n (koplexnich) kofent charakte-
ristického polynomu, véetné jejich algebraické ndsobnosti.
Navic, protoZe charakteristicky polynom zobrazen{ bude mit
vyhradné redlné koeficienty, budou tyto kofeny bud redlné,
nebo pijde o dvojice komplexné sdruZenych kofent A a A.
Prislusné vlastni vektory v C" k takové dvojici komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel budou feSenim dvou komplexné
sdruzenych systémi homogennich linedrnich rovnic, nebot
pfislusné matice systémut rovnic jsou celé redlné, aZ na
samotnd dosazend vlastn{ ¢isla. Evidentné proto budou také
feSeni téchto systémt komplexné sdruZené vektory.

Oznacme v,, stejné jako v pripadé€ rotace v 231, vlastni
vektor prislu$ny k vlastnimu ¢islu A = o 4+ if, B # 0. Re-
alny vektorovy podprostor P, generovany redlnou a imagi-
ndrni ¢asti x; = rev,, y, = imv, je zjevné invariantni vici
ndsobeni matici A a dostdvdme

A-xy =ax, — Byr, A-y.=ay, + Bx,.

To ale neznamend nic jiného, neZ Ze ztZeni naseho zobrazeni
na P, je ddno sloZenim rotace o argument vlastni honoty A
(dhel arccos ——= 52) s ndsobenim velikosti vlastni hodnoty

A (skaldrem /a2 + B?). ProtoZe naSe zobrazeni zachovava

velikosti, musi byt velikost vlastni hodnoty A rovna jedné.
Spole¢né s predchozimi tvahami jsme tedy dokazali

Uplny popis vSech ortogondlnich zobrazeni ve véte. U

K dikazu se jesté vratime v kapitole tfeti, kdyZ budeme
studovat komplexni rozSiteni euklidovskych vektorovych pro-
storu, viz B23.

O
2.97. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R jsou vektory
1,1,2,0,0), (1,-1,0,1,a), (1,b,2,3,-2)
v prostoru R3 po dvou ortogondlni?
Reseni. Vysledek je a = 9/2, b = —35, nebof musi mj. platit
1+4b4+440+0=0, 1—-b4+04+3—-2a=0.
O

2.98. V prostoru R’ uvazujte podprostor generovany vektory
1,1,-1,-1,0), (1,-1,-1,0, —1), (1,1,0,1, 1),
(—1,0, -1, 1, 1). Najdéte néjakou bazi jeho ortogondlniho dopliiku.
ReSeni. Hledans baze obsahuje jediny vektor. Je jim n&jaky nenulovy

skalarni nasobek vektoru

3,-7,1,-5,9).

O

2.99. Popiste ortogondlni doplnék podprostoru V prostoru R*, je-
li V generovan vektory (—1,2,0,1), (3,1, -2,4), (—4,1,2, —4),
(2,3,-2,5).

ReSeni. Ortogonalni dopln&k (komplement) V- je mnoZina viech ska-
larnich nasobku vektoru (4, 2, 7, 0). O

2.100. V prostoru R’ urcete ortogondlni doplnék W+ podprosto-
ru W, jestlize

@ W={r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+1,;rs,t R}

(b) W je mnoZina feSeni soustavy rovnic x; —x3 = 0, x| — x, +

x3— x4+ x5 =0.

Reseni.

(@) Wt =((1,0,-1,1,0), (1,3,2,1,=3));

(b) W+ =((1,0,-1,0,0), (1,—1,1,—1,1)).

2.101. Nechf jsou v prostoru R* d4ny vektory

1,-2,2,1), (1,3,2,1).

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zpiisobem na ortogondlni bazi
celého R*. (Mizete k tomu vyuzit Gramiv-Schmidtiv ortogonalizaéni

proces.)

ReSeni. Hledanych doplnéni je pochopitelné nekone&né mnoho. Jed-

nim (skute¢né€ jednoduchym) je napft.

(17_25 2’ 1)7 (1’3729 1)’ (1707 Oa_l)a (1’07_171)
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O

2.102. Gramovym-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem nalez-
néte néjakou ortonormélni bazi podprostoru V C R,
kde V = {(x1, 22, x3, 1) € RY |21 + 225 + 13 = 0},

112

Poznamka. Specielné v dimenzi tfi musi byt alespon jedno
vlastni ¢islo &1, protoZe je trojka liché cislo. Pak ovSem
prislusny vlastni podprostor je osou rotace trojrozmérného
prostoru o uhel dany argumentem dalSich vlastnich cisel.
Zkuste si rozmyslet, jak poznat, kterym smérem jde rotace

a také, Ze vlastni ¢islo —1 znamen4 jesté dodate¢nou symet-
rii podle roviny kolmé na osu rotace.

K diskusi vlastnosti matic a linedrnich zobrazeni se bu-
deme vracet. Pfed pokracovdnim obecné teorie si ukdzeme
nékolik aplikaci, jesté ale uzavieme nasi diskusi obecnou de-
finict:

Spgktrum linedrniho zobrazemt————

2.49. Definice. Spektrum linearniho zobrazeni f : V. — V
(resp. matice) je posloupnost kofenl charakteristického po-
lynomu zobrazeni f, véetné ndsobnosti. Algebraickou nd-
sobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jakoZto
korenu charakteristického polynomu, geometricka ndasobnost
vlastni hodnoty je dimenze piislusného podprostoru vlast-
nich vektorf.

Spektrdlnim polomérem linedrniho zobrazeni (matice) je
nejvetsi z absolutni hodnot vlastnich &isel.

V této terminologii miiZzeme naSe vysledky o ortogonal-
nich zobrazenich zformulovat tak, Ze jejich spektra jsou vzdy
celd podmnoZinou jednotkové kruznice v komplexni roving.
To znamend, Ze v redlné ¢4sti spektra mohou byt pouze hod-
noty *+1, jejichZ algebraické a geometrické ndsobnosti jsou
stejné. Komplexni hodnoty spektra pak odpovidaji rotacim
ve vhodnych dvourozmérnych podprostorech.
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Reseni cviceni
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7

A5 1N .. (2 —1\..[(12 7 1 =5\. .
2.6. 1)(5 4>11)<1 7)111)(3 0 5 4)1v) 178 v)(—l4 1 12)V1)(—2)
2.8. Takovd matice X existuje pravé jedna, a to

18 —-32
5 =-8)°
1 10 —4
214. A7V =1 12 -5
0 -2
2 =3 0 0 0
-5 8 0 0 0
2.15. 0 0O -1 0 0
0 0 0o -5 2
0 0 0 3 -1
0 1 1 0
0 1 0 -1
—1_ 1
2.16. C' =3 1 -1 o 0
1 -1 -1 1
2.17. V prvnim piipad¢ dostdvime
I (3 —i
-1 _ 2
A ) (i 1)’
ve druhém potom
14 8 5
ATl=12 11
1 1 0
2.18. Plati
o1 1 - 1
1 0 1 - 1
1 1 .
AT = 1 1 O ..
n—1 o
VP |
1 1 ... 1
2.20.
R TS W U S H SRS R
11—1—1111—1—1
1 -1 1 -1} 4|1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Nasledné 1ze snadno ziskat
_13 . 3 _ 3 _1
X= . M= og B=og M=o

2.25. Resenimi jsou pravé viechny skaldrni nasobky vektoru

(1+f, —3, 0, 1,0).

t e R.

B—

2.26. x1 =141, x2=%, X3 =1 X4

2.27. Soustava nema FeSeni.
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2.28. Soustava ma feSeni, protozZe je

3 3 1 1
2 3 —1 8
312 Y Iarhl I Il P
3 -2 6

2.29. Systém linedrnich rovnic

3x1 + 2x3 = 1,
X1 + x3 = 2,
Tx1 + 4x3 = 3,
Sx] + 3x3 = 45
X2 = 5
nemd feSeni, zatimco systém

3x1 + 2x3 = 1,
X1 + x3 = 1,
Tx1 + 4x3 = 1,
5x1 + 3x3 = 1,
X2 = 1

md prave jedno feSeni x; = —1,xp = 1, x3 = 2.

2.30. Spravné odpovédi zni:
(@) by = by + b3;
(b) nelze;
(¢) b1 # by + b3;
(d) nelze.

2.31. Mnozina vSech feSeni je

{(—10t, (a +4)t, Ba —8)1) ; t € R}.

2.32. Pro a = 0 nemd uvaZovany systém feSeni; pro a # 0 ma nekone¢n€ mnoho feseni.

2.33. Prti zachovani potadi jsou spradvné odpovédi ,,ano®, ,,ne*, ,,ne* a ,,ano®.

234. i))Prob # —Tjex =z=Q24+a)/(b+T7),y=QBa—-b—-1)/(b+7) (1b).ii)) Prob = —7 (1b)aa # —2
(1b) nema feseni (1b), pro a = —2 je feSenim x = z, 3z — 1 (2b).

2.37. Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadkid a naslednym rozvojem podle prvniho sloupce ob-
drzime

1 X1 x% xfil
0 xp—x1 xg—xlz )g_l—x’f_l
Vn(-x15x27"'5xn) = 1. : . .. .
0 x,—x1 x,zl—x% xﬁ_l—x’l'_l
Xy — X1 x%—xf Xg_l—xn_l
S N T
Vytkneme-li z i-tého fadku x; | — xy proi € {1, 2, ..., n — 1}, dostaneme
Vn(-xlv-x21"'v-xn)
I ox+x Yigg
=2 —x1) - (xp —x1) |
1 x,+x Z;f:gx}’;—l—Z xlj
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Odectenim od kazdého sloupce (pocinaje poslednim a konce druhym) x1-ndsobku predchazejiciho 1ze docilit

tpravy
-2 n—j-2 j _
I x4+x ... Z’}:Ox;j xlj 1 x ... %2
Uoxg o o YO0
Proto
Valxr, x2, .00, x0) = (2 —x1) - -+ (i — x1) Vo1 (X2, ., Xp).

Nebof je ziejmé
Vo(xn—1, Xn) = Xp — Xn—1,
plati (uvaZzme matematickou indukci)
Vilxt, x2, ..., %) = l—[ (xj — xi).
I<i<j<n
Vsimnéme si, Ze tento determinant je nenulovy, pravé kdyz jsou &isla xq, . . ., x, navzdjem rtizna.

2.39. Ze znalosti inverzni matice F~! dostdvdme
5 -8 0
Fr=@—-py)Fl=|-y « 0 ,

pro libovolnd «, B, v, 8 € R.
2.40. Hledanymi maticemi jsou
1 1 -2 -4
0 1 0 -1 6 —2i
@l -1 3 6|0 ® <—3+2i 1+i>'
2 1 -6 -—10

My

2.43. Lehce se ovéti, Ze se jednd o vektorovy prostor. Prvni soufadnice neovliviiuje vypocty souctl vektorti ani

hodnoty skalarnich ndsobki vektort: jedna se o pfeznaceny prostor (R, +, -).
2.47. Vysledek je

1 1 1
LLD)==--1,2,)—=-(-1,1,00+ - -(0, 1, 1).
( )=7-( )5 )+ 5 ( )

2.48. Uloha m4 jediné feseni

p=2, q = -2, r=23.

2.49. Vektory jsou zavislé, je-li spInéna alesponi jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.
2.50. Vektory jsou linedrné nezavislé.
2.51. Stacf pripojit napf. polynom x.
— 1, L
2.53. ( 2+ﬁ’ 2 ﬁ)'

2.54. 2+ % 2— %).

2.70.
5/6 —1/6 1/3
-1/6 5/6 13
13 13 173

2.71.
5/9 2/9 —4/9
2/9 8/9 2/9
—4/9 2/9 5/9

2.74. Trojnasobna vlastni hodnota —1, pfislusny vektorovy prostor je ((1, 0, 0), (0, 2, 1)).
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7 Xz

2.75. Charakteristicky polynom je —(x —2)%(A —9), j. vlastni &fsla jsou 2 a 9 s piislu nymi (po fad€) vlastnimi
vektory

1,2,0),(=3,0,1) a (1,1,1).

2.76. Dana matice ma pouze jedno vlastni ¢islo, a to —1.

2.77. Kupt.

6 00 0 6 00 0
07 00 07 1 0
@10 07 0]° ®loo 7 ol
000 7 000 7

6 00 0

07 10

©1o 0 7 1

000 7

2.78. Koten —1 polynomu | A — A E | je trojndsobny.
2.79.Je |A—AE| = =234+ 1202 — 470 4+ 60,tj. A.; =3, Ap = 4, A3 = 5.

2.80. Plati
122 —121 121 14 13 -13

AS=|-121 122 -121], A3 =4[13 14 13
0 0 1 0 0 27

2.81. Vysledkem je posloupnost 0, 1, 2.
2.83. Dimenze je 1 pro A1 =4 a2 pro Ay = 3.
2.84. Matice B ma dv¢ rtiznd vlastni ¢isla, a proto takové vyjadieni existuje. Napf. plati

(9-4R A6 )G )

Existuji pravé dvé diagondlni matice D, a to
-1 0
o 11)

11 0
0o -1)°
oviem sloupce matice P~ miZeme nahradit za jejich libovolné nenulové skaldrni nsobky, tedy uvaZovanych

dvojic D, P je nekone¢n€ mnoho.
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10. BAZE A SKALARNI SOUCINY 4. VLASTNOSTI LINEARNICH ZOBRAZENTI

Dopliujici priklady k celé kapitole

2.103. Reste soustavu

x1 + x + x4+ xx — 2x5 = 3,
2%y 4+ 2x3 4+ 2x4 — 4dx5 = 5,

X — X — x3 + x2 + 2xs = 0,
—2x1 + 3x 4+ 3x3 — 6x5 = 2.

ReSeni. Rozsifena matice soustavy je

1 1 1 1 =213
0o 2 2 2 —4]5
-1 -1 -1 1 2|0

-2 3 3 0 —6|2
Ptfic¢tenim prvniho fddku ke tfetimu a jeho dvojndsobku ke ¢tvrtému a poté prictenim (—5/2)ndsobku

druhého fadku ke ¢tvrtému obdrzime

1111 =213 111 1 =2 3
0222 —4)\5| 1022 2 -4} 5
0002 0 |3 000 2 0 3
055 2 —-10|8 000 -3 0 |-9/2

Posledni fadek je ziejmé ndsobkem predposledniho, a tak jej miZeme vynechat. Pivoti se nachazeji

v 1., 2. a 4. sloupci, proto jsou volné proménné x3 a xs, které nahradime redlnymi parametry ¢, s.

Uvazujeme tak soustavu

XX + x 4+ t + x4 — 25 = 3
2xp 4+ 2t + 2x4 — 4s = 5,
2X4 = 3.

Vime tedy, Ze x4 = 3/2. Druhd rovnice ddvd
2x0+2t+3—-4s=5, . xpx=1—1+2s.
Z prvni potom plyne
x14+1—t4+2s4+1t+3/2-2s=3, . x3=1/2.

Celkem mame
2.5)
(X1, X2, X3, X4, X5) = (1/2, 1 =t + 25,1, 3/2,5), t,sekR

Také v tomto piikladu znovu uvazujme rozsifenou matici a prevedme ji pomoci fadkovych tprav
do schodovitého tvaru, kde prvni nenulové ¢islo v kaZzdém tadku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém
tato 1 je, jsou ostatni ¢isla 0. JeSté pfipomenime, Ze Ctvrtou rovnici, jeZ je kombinaci prvnich tfech
rovnic, budeme vynechdvat. Po fadé vyndsobenim druhého a tietiho fddku ¢islem 1/2, odectenim

trettho fadku od druhého a od prvniho a odectenim druhého fddku od prvniho ziskdme

1111 -2]|3 1111 2|3
0 2 —4|5|~[0o1 11 2|52 |~
0002 013 00071 0132
1110 —2][3/2 1000 0]1/2
0110 2|1 |~l0o110 —2|1
0 10|32 0001 0]32
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Pokud opét zvolime x3 = t, x5 = s (t, s € R), dostaneme odsud obecné feSeni (Z3) ve stejném tvaru,
a to bezprostfedné. Uvazte piislusné rovnice
X1 = 1/2,
X2 + t — 25 = 1,
X4 = 3/2.

2.104. Najdéte feSeni soustavy linedrnich rovnic zadané rozsifenou matici

33 2 113
21 1 0 |4
05 -4 3|1
53 3 =3]|5

Reseni. Uvedenou rozsifenou matici upravime na schodovity tvar. Nejprve prvni a tfeti fadek opiSeme
a do druhého fddku napiSeme soucet (—2)ndsobku prvniho a 3ndsobku druhého faddku a do ¢tvrtého

fadku soucet Sndsobku prvniho a (—3)ndsobku posledniho fadku. Takto ziskdme

33 2 1|3 33 2 113
21 1 044} 10 -3 -1 -2/6
05 —4 311 0 5 —4 3|1
53 3 =3|5 0 o 1 140

Opsani prvnich dvou fadki a pricteni Sndsobku druhého fadku k 3nasobku tfettho a jeho 2ndsobku

ke ¢tvrtému radku dava

33 2 113 3 3 2 1 |3
0O -3 -1 -2/6 ] |0 -3 -1 -2]6
0 5 -4 3|1 0 0 -—-17 —-1|33
0 o6 1 140 0 0 -1 10|12

Pokud prvni, druhy a ¢tvrty fddek opiSeme a ke tfetimu pric¢teme Ctvrty, dostaneme

3 3 2 1 |3 3 3 2 1|3
0 -3 -1 -2]6 .10 =3 -1 =216
0 0 -—-17 —-1]33 0 0 —-18 9 |45
0 0 -1 10|12 0O 0 -1 10|12

Dadle je (fadkové tpravy jsou jiz ,,obvyklé*)

3 3 2 1 |3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 2|6 10 =3 -1 =2 6
0 0 —-18 9 |45 o 0 2 -—-1] -5
0 0 -1 10]12 0 0 1 -—-10|-12

3 3 2 1 3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 =2 6 0 -3 -1 =2 6
0 0 1 —-10|—12 0 O 1 —-10|—12
o 0 2 —-1] -5 0o 0 0 19 19

Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feSeni. Ur¢eme ho zpétnou eliminaci

33 2 1 3 33 2 0] 2
-3 -1 =2 6 |10 -3 -1 0|8
0 1 —-10]-12 0 0 1 0]-=-2
0 0 1 1 0 0 0 1|1

S O O
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3 3 00| 6 1 10 0 2
0 -3 00 6 010 0|-2
0 0 10 001 0|-=-2
0 0 01 000 1|1
1 00 0] 4
101002
001 0]-=-2
000 1]1
Vysledek je tak
X1 = 4, Xy = —2, X3 = —2, X4 = 1.

2.105. Uvedte vSechna feSeni homogenniho systému
x+y=2z4+v, z4+4u+v=0, -3Bu=0, z=-—v
4 linedrnich rovnic 5 proménnych x, y, z, u, v.

ReSeni. Systém piepiSeme do matice tak, Ze v prvnim sloupci budou koeficienty u x, ve druhém
sloupci koeficienty u y, aZ v patém sloupci koeficienty u v, pficemz vSechny ¢leny v kaZzdé rovnici

prevedeme na levou stranu. Timto zpiisobem piislusi systému matice

11 -2 0 -1
0 0 1 4 1
00 0 -3 0
0 0 1 0 1
Pficteme-li (4/3)ndsobek tretiho fddku ke druhému a odecteme-li poté druhy fddek od ¢tvrtého, ob-
drZzime
11 -2 0 -1 1 1 -2 0 -1
0 0 1 4 1 N 00 1 0 1
00 0 -3 0 00 0 -3 0
0 0 1 0 1 00 O 0 0
Diéle vyndsobime tfeti fadek Cislem —1/3 a pficteme 2ndsobek druhého fadku k prvnimu, coz ddva
11 -2 0 -1 1 1 0 01
0 0 1 0 1 N 001 01
00 0 -3 0 00 01O
0 0 O 0 0 00 0 0O

Z posledni matice miZzeme piimo vypsat v§echna feSeni

X —1 —1
y 1 0
z|l=¢t] O | +s|-1], ¢ts€eR,
u 0 0
v 0 1

nebof mame matici ve schodovitém tvaru, pficemZ prvni nenulové ¢islo v kazdém fadku je 1 a ve
sloupci, kde se takova 1 nachdzi, jsou na ostatnich pozicich 0. VySe uvedené feSeni ve tvaru linedrni
kombinace dvou vektorid je urceno praveé sloupci bez prvniho nenulového ¢isla néjakého radku, tj.
druhym a patym sloupcem, kdy volime 1 jako druhou sloZku pro druhy sloupec a jako patou slozku

pro paty sloupec a kdy ¢isla v pfislusném sloupci bereme s opa¢nym znaménkem a umisfujeme je na
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pozici danou sloupcem, ve kterém je prvni 1 v jejich fddku. Dodejme, Ze vysledek je ihned moZné

prepsat do tvaru

x, 5z, u,v) =(-t—s,t —s5,0,5), t,seR
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KAPITOLA 3
Linarni modely

kde jsou matice uZitecné?

— nakonec skoro vsude...

1. Linearni rovnice a procesy

Rlzné linedrni zavislosti mohou byt dobrym néstrojem pro po-
pséni rozli¢nych modeld ristu. Za¢néme s velmi populdrnim populac-

vz

nim modelem, ktery vyuZiva linedrn{ diferen¢ni rovnici druhého fadu:

3.1. Fibonacciho posloupnost. Na zacitku jara pfinesl ¢ap na louku
dva Cerstvé narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopna
od dvou mésict stafi povit kazdy mésic dva malé zajicky (samecka
a samicku). Nov€ narozeni zajici plodi potomky po jednom mésici a
pak kazdy dalsi mésic. Kazd4 samicka je brezi jeden mésic a pak opét
porodi samecka a samicku. Kolik pard zajicti bude na louce po deviti

mésicich (pokud Zadny neumie a Zddny se tam ,,nepfistéhuje*)?

ReSeni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce pofdd jeden par,
nicméné samicka zabfezne. Po dvou mésich se narodi prvni potomci,
takZe na louce budou dva pary. Po uplynuti kazdého dal§tho mésice
se narodi (tedy pfibude) tolik zajict, kolik zabfezlo zajecic pred mé-
sicem, coZ je presné tolik, kolik bylo pfed mésicem part schopnych
mit potomka, coZ je pfesné tolik, kolik bylo parti pred dvéma mésici.
Celkovy pocet p, zajicii po uplynuti n-tého mésice tak je tak souc-
tem poctl pard v pfedchozich dvou mésicich. Pro pocet pérti zajicti na

louce tedy dostdvame homogenni linedrni rekuretni formuli

3.1 n=1,...,

Pn+2 = DPn+1 + Pns

kterd spolu s pocatecnimi podminkami p; = 1 a p, = 1 jednozna¢né
urcuje pocty para zajicti na louce v jednotlivych mésicich. Linearita
formule znamend, Ze vSechny ¢leny posloupnosti (p,) jsou ve vztahu
v prvni mocniné, rekurence je snad jasnd a homogenita znaci, Ze v
predpisu chybi absolutni ¢len (viz ddle pro nehomogenni formule). Pro
hodnotu n-tého ¢lenu miiZeme odvodit explicitni formuli. V hledani
formule ndm pomiZe pozorovani, Ze pro jistd r je funkce " feSenim

diferen¢ni rovnice bez pocate¢nich podminek. Tato r ziskame tak, Ze
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KAPITOLA 3
Linarni modely a maticovy pocet

Mame uz vybudovan docela slusny bali¢ek nastroji a tak
je na Case, abychom si maticovy pocet zkusili pouZit. Na do-
cela jednoduchych tloh4ch uvidime, Ze teorie ndm umozZiuje
kvalitativni i kvantitativni analyzy a nékdy i pfekvapivé
snadno vede k vysledktim.

Jakkoliv se mtze zdat, Ze pfedpoklad linearity vztaht
mezi veli¢inami je pfili§ omezujici, v redlnych dlohich na-
opak casto pravé linearni zdavislosti bud vystupuji pfimo
nebo je skutecny proces vysledkem iterace mnoha linearnich
kroku,

V této kapitole proto neprve zrekapitulujeme nejjedno-
dussi piipad, kdy cely proces je popsan jedinym linedrnim
zobrazenim. O co méné tady bude nové teorie, tim vice snad
bude zajimavé, jak takové modely vznikaji v riznych oblas-
tech vyuZiti matematickych néstroji. Poté se vratime k tzv.
linedrnim diferen¢nim rovnicim, které Ize chapat bud’jako re-
kurentné definované funkce nebo také jako specificky piipad
linedrniho interovaného procesu. Pravé t€ém bude vénovana
cast teti, kde si ukdZeme, k jakym kouzlim vede pochopeni
vlastnosti vlastnich hodnot matic.

Na matice (resp. linedrni zobrazeni) se také né€kdy radi
divdme jako na objekty, se kterymi bychom radi pracovali tak,
jak to umime se skaldry. To hodné souvisi i s tak zvanymi
rozklady matic, které jsou potiebné pro numerické zvladnuti
matickového poctu co nejrobustnéj$im zplisobem.

1. Linearni procesy

3.1. Struktura reSeni systému linearnich rovnic. Jedno-
duché linedrni procesy jsou ddny linedrnimi zobrazenimi
¢ : V. — W na vektorovych prostorech. Jak si jist¢ umime
predstavit, vektor v € V muZe predstavovat stav néjakého
ndmi sledovaného systému, zatimco ¢(v) pak dd vysledek
po uskute¢néném procesu. Pokud chceme dosdhnout pfedem
daného vysledku b € W takového jednordzového procesu,
feSime problém

px) =b

pro nezndmy vektor x a zndmy vektor b.

V pevné zvolenych soutfadnicich pak mdme matici A zob-
razeni ¢ a soufadné vyjddieni vektoru b. Jak jsme si povS§im-
nuli uZ v tvodu druhé kapitoly, mnoZina vSech feSeni tzv. ho-
mogenni tilohy

A-x=0

je vektorovym podprostorem.
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Pokud je dimenze V konecnd, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci
prevodu na fadkové schodovity tvar (viz ZZ2) zjistime, Ze di-
menze podprostoru vSech feSeni je pravé n — k. Skutecné,
protoZe sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazo-
vych vektort, je v matici systému pravé k linedrné nezavis-
Iych sloupcti a tedy i stejny pocet linedrné nezavislych radkda.
Proto ndm ztlistane pii prevodu na fadkovy schodovity tvar
pravé n — k nulovych fadkid. Pri feSeni systému rovnic ndm
tak zlistane pravé n — k volnych parametrd a dosazenim vzdy
jednoho z nich s hodnotou jedna a vynulovanim ostatnich zis-
kdme pravé n—k linedrné nezavislych feseni. VSechna feSen{
jsou pak dédna pravé vSemi linedrnimi kombinacemi téchto
n — k feSeni. Kazdé takové (n — k)—tici feSeni fikdme funda-
mentdlni systém reSeni daného homogenniho systému rovnic.
Dokézali jsme:

Véta. MnoZina vSech feseni homogenniho systému rovnic
A-x=0

pro n proménnych s matici A hodnosti k je vektorovym pod-
prostorem v K" dimenze n — k. KaZdd bdze tohoto podpro-
storu tvori fundamentdlni systém veSeni daného homogen-
niho systému.

3.2. Nehomogenni systémy rovnic. Uvazme nyni obecny
systém rovnic
A-x=b.

Znovu si uvédomme, Ze sloupce matice A jsou ve skute¢nosti
obrazy vektord standardni baze v K" v linedrnim zobrazeni
@ odpovidajicim matici A. Pokud m4 existovat feSeni, musi
byt b v obrazu ¢ a tedy musi byt linedrni kombinaci sloupcii
v A.

JestliZe tedy rozsifime matici A o sloupec b, mtizeme, ale
nemusime, také zvétSit pocet linedrné nezdavislych sloupct a
tedy i fadkt. Pokud se tento pocet zvétsi, pak b v obrazu neni
a tedy systém rovnic nemtiZze mit feSeni. JestliZe ale naopak
mame stejny pocet nezavislych fadkd i po ptidani sloupce
b k matici A, znamena to, Ze sloupec b musi byt linedrni
kombinacfi sloupcti matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé feSeni naseho systému rovnic.

Uvazme nyni dvé pevné zvolend feSeni x a y naseho sys-
tému a néjaké feSeni z systému homogenniho se stejnou ma-
tici. Pak zjevné

A-x—=y)=b-b=0
A-(x+z2)=04+b=0b.
MiuZeme proto shrnout:

3.3. Véta. Reseni nehomogenniho systému linedrnich rovnic
A - x = b existuje prave, kdyZ pridanim sloupce b k matici A
nezvysime pocet linearné nezavislych vadki. V takovém pri-
padé je prostor vSech veseni dan vSemy soucty jednoho pevné
zvoleného partikuldrniho FeSeni systému a vSech reSeni sys-
tému homogenniho se stejnou matici.

dosadime do rekurentniho vztahu:
},ﬂ+2 — rn+] + rn
o= r41,

a po vydéleni " dostaneme

coZ je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. Nase
1-V5 , 145
b, = (‘*Tﬁ)”, n > 1, vyhovuji danému vztahu. Vztah také spliiuje

rovnice mé kofeny a tedy posloupnosti a, = (1%@)” a
jejich libovoln4 tzv. linedrni kombinace, tedy posloupnost ¢, = sa,, +
th,, s,t € R. Cisla s a t miZzeme zvolit tak, aby vyslednd kombi-
nace spliiovala dané pocateéni podminky, v nasem piipadé ¢; = 1,
¢; = 1. Pro jednoduchost je vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len
posloupnosti jako ¢y = 0 a spocitat s a ¢ z rovnic pro ¢y a c;. Zjistime,

Jes—= —-L 5= L
7es = t ﬁatedy

-,
_ (1++/5)" = (1 —/5)"
2(J/3) '

Takto zadand posloupnost splituje danou rekurentni formuli a navic

(3.2) Pn

pocatecni podminky ¢y = 0, ¢; = 1, jednd se tedy o tu jedinou po-
sloupnost, kterd je témito pozadavky zadana. VSimnéte si, Ze hodnota
vzorce (B2) je celoCiselnd pro libolné prirozené n (zadava totiz ce-
lociselnou Fibonacciho posloupnost), i kdyZ to tak na prvni pohled

nevypada. U

3.2. ZjednodusSeny model chovani hrubého narodniho produktu.

Uvazujme diferencni rovnici

(3.3) Yit2 — a(l + D) yrq1 +aby, =1,

kde y; je ndrodni produkt v roce k. Konstanta a je takzvany mezni
sklon ke spotrebe, coZ je makroekonomicky ukazatel, ktery uddva jaky
zlomek penéz, které maji obyvatelé k dispozici, utrati, a konstanta b po-
pisuje, jak zavisi mira investic soukromého sektoru na meznim sklonu
ke spotiebe.

Predpokldddame déle, Ze velikost ndrodniho produktu je normo-
védna tak, aby na pravé stran¢ rovnice vySlo ¢islo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, yw=1y =1
ReSeni. Nejprve budeme hledat feSeni homogenni rovnice (pravé
strana nulova) ve tvaru 7. Cislo r musi byt feSenim charakteristické

’ 4 ’

kterd ma dvojndsobny koren % Vsechna feSeni homogenni rovnice

¥ —a(l +b)x+ab=0,

jsou potom tvaru a(%)” + bn(%)”.
Dile si vSimnéme, Ze najdeme-li néjaké feSeni nehomogenni rov-

nice (tzv. partikuldrni feSeni), tak pokud k nému pti¢teme libovolné
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2. DIFERENCNI ROVNICE

feSeni homogenni rovnice, obdrZzime jiné feSeni nehomogenni rovnice.
Lze ukdzat, Ze takto ziskdme vSechna feSeni nehomogenni rovnice.

V naSem piipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehomo-
genni ¢len konstantami) je partikuldrnim feSenim konstanta y, = c.
Dosazenim do rovnice mdme ¢ — ¢ + é—ltc = 1, tedy ¢ = 4. VSechna

feSeni diferen¢ni rovnice
1
yk+2—Yk+1+Z'yk=1

jsou tedy tvaru 4 + a(%)” + bn(%)”. PoZadujeme yp = y; = 1 atyto

dvé rovnice ddvaji a = b = —3, tedy feSeni nasi nehomogenni rovnice

_431”31”
yﬂ_ 2 nz‘

Opét, protoZe vime, Ze posloupnost zadand touto formuli splituje da-

je

nou diferen¢ni rovnici a zdroven dané pocateéni podminky, jednd se
vskutku o tu jedinou posloupnost, kterd je témito vlastnostmi charak-
terizovana. ]

V predchozim ptikladu jsme pouZili tzv. metodu neurcitych koefi-
cientii. Ta spociva v tom, Ze na zakladé nehomogenniho ¢lenu dané
diferen¢ni rovnice ,,uhodneme* tvar partikuldrniho feSeni. Tvary par-
tikuldrnich feSeni jsou zndmy pro celou fadu nehomogennich clenti.

Napf. rovnice

(34) Yk + G Ynyh—1+ -+ aryn = Pm(n)’

kde P (m) je polynom stupné n a ptisluSnd charakteristickd rovnice ma
redlné kofeny m4 (skoro vzdy) partikuldrni feSeni tvaru Q,,(n), Q,, (n)
je polynom stupné m.

Dalsi moZnou zplisobem feSeni je tzv. medota variace konstant,

kdy nejprve najdeme feSeni
k
) =" cifin)
i=1

zhomogenizované rovnice a poté uvaZujeme konstanty c; jako funkce

¢;(n) proménné n a hleddme partikuldrni feSeni dané rovnice ve tvaru

k

Yy = cin) fi(n).

i=1

UkaZme si na obrazku hodnoty f; proi < 35 a rovnici
9 3 1
f(n)=§f(n—1)—zf(n—2)+5, fO) =71 =1
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3.4. ??? ...néasleduje vyklad nékolika modelt zaloZenych
na systémech rovnic / linearni procesy, mizZe byt 4-5 stran

3.5, 27?7 ..

2. Diferenéni rovnice

Diferencnimi rovnicemi jsme se stru¢né zabyvali jiz v
prvni kapitole, byf pouze témi prvniho fddu.Nyni si ukdZeme
obecnou teorii pro linedrni rovnice s konstantnimi koeficien-
ty, kterd poskytuje nejen velmi praktické néstroje, ale je také
peknou ilustraci pro koncepty vektorovych podprostori a li-
nedrnich zobrazeni.

Homegebnl’ linedrni diferen¢ni rOVniit—ruLwdu % 7

3.6. Definice. Homogenni linedrni diferencni rovnice vadu k
je dana vyrazem

ap #0 ax #0,

kde koeficienty a; jsou skalary, které mohou pripadné i zavi-
setnan.

Rikdme také, Ze takovd rovnost zadava homogenni line-
arni rekurenci fadu k a Casto zapisujeme hledanou posloup-
nost jako funkci

Xa = f(n) = —Z—:)f(n— )= — Z—zf(n—k)-

apX, +arx,—1 + - +agxp =0,

Resenim této rovnice nazyvame posloupnost skalart x;,
pro viechna i € N, pfipadné i € Z, které vyhovuji rovnici s
libovolnym pevnym 7.

Libovolnym zaddnim k po sobé jdoucich hodnot x; jsou
uréeny i v§echny ostatni hodnoty jednozna¢né. Skutecné, pra-
cujeme nad polem skalard, takZe hodnoty ag i a; jsou inverti-
bilni a proto z defini¢niho vztahu lze vZdy spocist hodnotu
X, ze znamych ostatnich hodnot a stejné tak pro x,_;. In-
dukci tedy okamZité dokdzeme, Ze 1ze jednoznacné dopocist
v§echny hodnoty jak pro kladna tak pro zdporna cela n.

Prostor vSech nekone¢nych posloupnosti x; je vektorovy
prostor, kde s¢itdni i ndsobeni skaldry je ddno po slozkach.
Piimo z definice je zjevné, Ze soucet dvou feSeni homogenni
linedrni rovnice nebo skaldrni ndsobek feseni je opét feseni.
Stejné jako u homogennich systémi linedrnich tedy vidime,
Ze mnoZina vSech feSeni je vektorovy podprostor.

Pocatecni podminka na hodnoty feSeni je ddna jako k—
rozmérny vektor v K. Souctu po&ite¢nich podminek odpo-
vid4 soucet pfislusnych feSeni a obdobné se skaldrnimi né-
sobky. Déle si v§imnéme, Ze dosazenim nul a jedni¢ek do
zaddvanych pocdstecnich k hodnot snadno ziskdme k line-
4rné nezdvislych feSeni nasi rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkou-
mané vektory nekone¢né posloupnosti skalarti, samotny pro-
stor vSech feSenf je konecnérozmérny, pfedem vime, Ze jeho
dimenze bude rovna fadu rovnice k£, a umime snadno urcit
bazi vSech téchto feseni. Opét hovoiime o fundamentalnim
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systému veseni a vSechna ostatni feSeni jsou prave jejich line-
arni kombinace.

3.7. Reseni homogennich rekurenci s konstantnimi koefi-
cienty. TéZko bychom hledali univerzalni postup, jak hledat
feSeni obecnych homogennich linedrnich diferenc¢nich rov-
nic, tj. pfimo spocitatelny vyraz pro obecné feseni x,,.

V praktickych modelech ale velice ¢asto vystupuji rov-
nice, kde jsou koeficienty konstantni. V tomto piipdé€ se daii
uhodnout vhodnou formu feSeni a skute¢né se ndm podaii
najit k linedrné nezdvislych moZznosti. Tim budeme mit pro-
blém vyfeSeny, protoZe vSechny ostatni budou jejich linedrni
kombinaci.

Pro jednoduchost za¢neme rovnicemi druhého fadu. Ta-
kové potkdvame obzvlast ¢asto v praktickych problémech,
kde se vyskytuji vztahy zavisejici na dvou predchozich hod-
notdch. Linearn{ diferen¢ni rovnici druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty tedy rozumime ptedpis

(3.1 fm+2)=a-fn+D+b- f(n)+c,

kde a, b, ¢ jsou znamé skaldrni koeficienty.

Napft. v populacnich modelech miZeme zohlednit, Ze je-
dinci v populaci dospivaji a pofddné se rozmnoZuji az o dvé
obdobi pozd¢ji (tj. prispivaji k hodnoté f(n + 2) ndsobkem
b - f(n) s kladnym b > 1), zatimco nedospélf jedinci vysili
a znic¢i ¢ast dospélé populace (tj. koeficient ¢ mtiZe byt i za-
porny). Navic si je tieba nékdo péstuje a pribézné si ujida
konstantni pocet ¢ < 0.

Specidlnim takovym piikladem s ¢ = O je napf. Fibo-
nacciho posloupnost ¢isel yg, y1, ..., kde y,12 = Y1 + Vu.

Jestlize pifi feSeni matematického problému nemame
74dny novy ndpad, vzdy mtizeme zkusit, do jaké miry fun-
guje zndmé feSeni podobnych dloh. Zkusme proto dosadit
do rovnice (B) s koeficientem ¢ = 0 podobné feSeni jako u
rovnic linedrnich, tj. f(n) = A" pro né&jaké skaldrni A. Dosa-
zenim dostavdme

M2 gt pAt = A" (W2 —ar — b) = 0.

Tento vztah bude platit bud’pro A = 0 nebo pfi volbé hodnot

1 1
= E(a ++Va?+4b), i = E(a —Va?+4b).

Zjistili jsme tedy, Ze skutecné opét takova feseni funguji, jen
musime vhodné zvolit skalar A. To ndm ale nestaci, protoZe
my chceme najit feseni pro jakékoliv pocatecni hodnoty f(0)
a f(1), a zatim jsme nasli jen dvé konkrétni posloupnosti
spliiujici danou rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je
Ao = A1)

Jak jsem jiZ dovodili i u zcela obecnych linedrnich reku-
renci, soucet dvou feSeni f|(n) a f>(n) nasi rovnice f(n +
2)—a-f(n+1)—>b- f(n) =0 je zjevné opét feSenim té7Ze
rovnice a totéZ plati pro konstatni ndsobky feSeni. Nase dvé
konkrétni feSeni proto poskytuji daleko obecnéjsi feseni

fn) = Cia + GAj

[
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Dile si procvi¢me, jak feSit linedrni diferencni rovnice druhého
fddu s konstantnimi koeficienty. Posloupnost vyhovujici dané reku-
rentni rovnici druhého fddu je ddna jednoznacéné€, pokud zaddme na-
vic néjaké dva jeji sousedni ¢leny. Znovu si povSimnéme dalsiho vy-
uZziti komplexnich ¢isel: pro urceni explicitniho vzorce pro n-ty ¢len
posloupnosti redlnych ¢isel miizeme potfebovat vypocty s Cisly kom-
plexnimi (to nastdva tehdy, pokud mé charakteristicky polynom dané

diferen¢ni rovnice komplexni kofeny).

3.3. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici nasledu-

jici linedrni diferen¢ni rovnici s pocatecnimi podminkami:

Xpao = 2%, +n, X1 =2,x = 2.

Reseni. Zhomogenizovana rovnice je
Xnto = 2Xy.

Jeji charakteristicky polynom je x> — 2, jeho kofeny jsou ++/2. Reseni

zhomogenizované rovnice je tedy tvaru
a(V2)" + b(=2)", pro libovolné a, b € R.

Partikularn{ feSeni budeme hledat metodou neurcitych koeficientd. Ne-
homogenni ¢4st dané rovnice je linedrni polynom n, partikuldrni feSeni
proto budeme nejprve hledat ve tvaru linedrniho polynomu v pro-
ménné n, tedy kn + [, kde k, ] € R. Dosazenim do pivodni rovnice

dostavame
kn4+2)+1=2(kn+1 +n.

Porovnanim koeficientli u proménné n na obou stranich rovnice dosta-
vame vztah k = 2k + 1, tedy k = —1, porovnidnim absolutnich ¢lenti
pak vztah 2k + 1 = 2, tedy [ = —2. Celkem je tedy partikuldarnim

feSenim je posloupnost —n — 2.
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Reseni dané nehomogenni diferen¢ni rovnice druhého f4du bez
po&ateénich podminek jsou tedy tvaru a(~/2)" + b(—+/2)" —n — 2,
a,bel.

Nyni dosazenim do po¢atecnich podminek uré¢ime nezndmé a, b €
R. Pro pocetni jednoduchost pouzijeme malého triku: z poc¢atecnich
podminek a daného rekurentniho vztahu vypocteme ¢len xy : x¢g =
%(xz — 0) = 1. Dany rekurentni vztah spolu s podminkami xp = 1 a
x; = 1 pak zfejmé spliiuje tatdZ posloupnost, kterd spliiuje pivodni

pocétecni podminky. Mame tedy ndsledujici vztahy pro a, b:

x0: a(W2)+b(—v2)°—2=1,
X1 : ﬁa—ﬁbzi

tedy a + b =3,

jejichZ feSenim dostdvdme a = %ﬁ, b =

6-5v2 Batanim i
=7~ ReSenim je po-

sloupnost

X, = 6+4—5‘/§(\/§)" + #(—ﬁ)" —n—2.
0

3.4. Urcete redlnou bazi prostoru feSeni homogenni diferencni rov-
nice

Xn+4 = Xp+3 + Xpg1 — X,

ReSeni. Charakteristicky polynom dané rovnice je x* — x> — x + 1.

Hleddme-li jeho kofeny, feSime reciprokou rovnici
- —x+1=0

Standardnim postupem nejprve vyd&lime rovnici vyrazem x? a poté

zavedeme substituci t = x + %, tedy 12 = x> + é + 2. ObdrZime

rovnici
P—1t—-2=0,
s kofeny t; = —1, t, = 2. Pro obé tyto hodnoty nezndmé ¢ pak feSime
zv1ast rovnici danou substituénim vztahem:
1
x+—-—=-—1.
X

Ta ma dva komplexni kofeny x; = —% + i‘/Tg = cos(2m/3) +
1

— 1 i — cos(27/3) — i sin(27/3).

Pro druhou hodnotu neznamé ¢ dostavame rovnici

1
x+—=2
X

i sin2m/3) ax; =

s dvojndsobnym kofenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vek-
torového prostoru posloupnosti, které jsou feSenim dané diferencni

rovnice, ndsledujici ¢tvefice posloupnosti: {—% + i\/g};’le, {—% —
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pro libovolné skaldry C; a C, a pro jednoznacné vyfeSeni
konkrétni dlohy se zadanymi pocatecnimi hodnotami f(0)
a f(1) ndm zbyv4 jen najit prislusné konstanty C; a C,. (A
také si musime ujasnit, zda to pro vSechny pocatecni hodnoty
ptjde).

3.8. Volba skalari. UkaZme si, jak to mize fungovat ale-
spoii na jednom piikladé. Soustiedime se ptfitom na problém,
7e koreny charakteristického polynomu nevychazi obecné ve
stejném oboru skaldrt, jako jsou koeficienty v rovnici.

1
(3.2) yn+2 = yn+1 + Eyl’l

Yo = 2, V1 = 0.
V naSem pfipadé€ je tedy A, = %(1 + /3) a zjevné
vo=Ci+Cr=2

v = %Cl(l +3) + %Cg(l —V3)

je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant. Pfimym
vypoltem C; = 1 — %\/5, C,=1+ %\/5 a naSe uloha ma
jediné feSeni

f) =(1- %ﬁ)zinu +V3)" + 1+ %ﬁ)zina —3)"

Vsimnéme si, Ze i kdyZ nalezend feSeni pro rovnice s
celociselnymi koeficienty vypadaji slozit€ a jsou vyjadiena
pomoci iraciondlnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o samot-
ném feSeni dopfedu vime, Ze je celoCiselné téZ. Bez tohoto
»ukroku“ do vétstho oboru skaldrii bychom ovSem obecné
feSeni napsat neuméli.

S podobnymi jevy se budeme potkdvat velice casto.
Obecné feSeni ndm také umoZziuje bez piimého vycislovani
konstant diskutovat kvalitativni chovani posloupnosti Cisel
f(n),tj. zda se budou s rostoucim n blizit k néjaké pevné hod-
noté nebo budou oscilovat v néjakém rozsahu nebo utecou do
neomezenych kladnych nebo zdpornych hodnot.

3.9. Obecny pripad homogennich rekurenci s konstant-
nimi koeficienty. Zkusme nyni stejné jako v pfipadé dru-
hého fadu dosadit volbu x, = A" pro néjaky ( zatim ne-
zndmy) skaldr A do obecné homogenni rovnice z definice BA.
Dostdvame pro kazdé n podminku

Aok + a4 a) =0

coZ znamend, Ze bud' . = 0 nebo je A kofenem tzv. charak-
teristického polynomu v zévorce. Charakteristicky polynom
ale uzZ nenfi zavisly na n.

Predpokladejme, Ze ma charakteristicky polynom k rdz-
nych kofend Aq, ..., A;. MlZeme za timto tcelem i rozsiftit
uvazované pole skaldrti, napf. Q na R nebo R na C, protoze
vysledkem vypoctu pak stejné€ budou feseni, ktera opét zista-
nou v puvodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy z korenti
ndm d4va jedno mozné feSeni

Xn = ()Li)n-
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Abychom byli uspokojeni, potiebujeme k linedrné nezavis-
lych feSend.

K tomu ndm postaci ovéfit nezdvislost dosazenim k hod-
notpron = 0,...,k — 1 pro k moZnosti A;. Dostaneme
tzv. Vandermondovu matici a je pé¢knym (ale ne dplné snad-
nym) cvicenim spocist, Ze pro vSechna k a jakékoliv k—tice
rtiznych A; je determinant takovéto matice nenulovy, viz ??.
To ale znamend, Ze zvolend feSeni jsou linedrn€ nezavisla.

Nalezli jsme tedy fundamentdlni systém feSeni homo-
genni diferen¢ni rovnice v piipadé€, Ze vSechny koteny jejtho
charakteristického polynomu jsou po dvou riizné.

Uvazme nyni ndsobny kofen A a dosadme do defini¢n{
rovnice predpoklddané feSeni x, = nA”". Dostdvame pod-
minku

aon\' + -+ ap(n — A" F = 0.
Tuto podminku je moZné prepsat pomoci tzv. derivace poly-
nomu, kterou znacime apostrofem:

Maph" 4+ -+ A" K =0

a hned na zacatku kapitoly paté uvidime, Ze kofen polynomu
f je vicendsobny pravé, kdyz je kofenem i jeho derivace f.
NaSe podminka je tedy splnéna.

Pti vyS$$i ndsobnosti £ kofenu charakteristického poly-
nomu muZeme postupovat obdobné a vyuZijeme skutecnosti,
Ze £—nésobny koten je kofenem vSech derivaci polynomu az

do £ — 1 v€etné. Derivace pfitom postupné vypadaji takto:
F) =aph" + -+ aqa"*
£10) = agnh" ™ 4+ ax(n — k!

f”()\) = aon(n — 1))\‘}1—2 + o+ ak(l’L — k)(n — k= 1))\11—k—2

f(l+l) =apn... (n _ Z)An—é—l 4+
+an—k)...n—k— g)kn—k—£_1

Podivejme se na pripad trojndsobného korenu A a hle-
dejme feSeni ve tvaru n’A". Dosazenim do defini¢ni pod-
minky dostaneme rovnost

aogn* M+ -+ ar(n — k)2 =0.

Zjevné je levd strana rovna vyrazu A2 f” (1) + Af’(1) a pro-
toZe je A kofenem obou derivaci, je podminka splnéna.

Indukei snadno dokdZeme, Ze i obecnou podminku pro
hledané feseni ve tvaru x,, = n‘\”",

aon“ A" + .. ap(n — kAR =0,
dostaneme jako vhodnou linedrni kombinaci derivaci cha-
rakteristického polynomu za¢inajici A“+! f“HD 4 1atece +
1) f® + ... adostali jsme se tedy blizko k dplnému diikazu
ndsledujici:
Véta. KaZda homogenni linedrni diferencni rovnice radu k
nad libovolnym Ciselnym oborem K obsazenym v komplex-

nich cislech K ma za mnoZinu vSech reseni k—rozmérny vek-
torovy prostor generovany posloupnostmi x,, = n*A", kde

iﬁ},ﬁil A1}52, (konstantni posloupnost) a {n}7? |. Hleddme-li vSak re-
dlnou bézi, musime nahradit dva generdtory (posloupnosti) z této baze
s komplexnimi hodnotami generdtory redlnymi. ProtoZe tyto generd-
tory jsou geometrické fady, jejichZ libovolné ¢leny jsou komplexné
sdruzend ¢isla, miZeme vzit jako vhodné generdtory posloupnosti
dané polovinou souctu, resp. polovinou i-ndsobku rozdilu, danych
komplexnich generatorti. Takto dostaneme nasledujici redlnou bazi
feSeni: {1}72, (konstantni posloupnost), {n}>7,, {cos(n - 27/3)}>° |,

{sin(n - 27/3)}°° O

n=1"

3.5. Najdéte posloupnost, kterd vyhovuje nehomogenni diferencni

rovnici s poc¢dteénimi podminkami:

Xpt2 = Xnt1 + 2%, + 1, x1 =2, x5 =2.

ReSeni. Obecné feSeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" +
b2". Partikuldrnim feSenim je konstanta —1/2. Obecné feSeni dané

nehomogenni rovnice bez pocdte¢nich podminek je tedy
( l)n + b2n 1
a(— - -
2

Dosazenim do pocate¢nich podminek zjistime konstanty a = —5/6,
b = 5/6. Dané rovnici s poc¢ate¢nimi podminkami tedy vyhovuje po-
sloupnost

N =

5( 1)n 4 52n—1
6 3
O
3.6. Urcete posloupnost redlnych &isel, kterd vyhovuje ndsledujici
nehomogenni diferen¢ni rovnici s po¢dte¢nimi podminkami:
X1 = 2, Xy = 3.

2Xp12 = —Xpy1 + X + 2,

ReSeni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" +
b(1/2)". Partikuldrnim feSenim je konstanta 1. Obecné feSeni dané

nehomogenni rovnice bez pocate¢nich podminek je tedy

1 n
a(=D)"+b (—) + 1.
2
Dosazenim do poc¢atecnich podminek zjistime konstanty a = 1,5 = 4.

Dané rovnici s poc¢ate¢nimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost
] n
-D'+4(=) +1.
1r+a(3)
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3.7. Reste nasledujici diferenéni rovnici:

Xn+4 = Xp4+3 — Xp42 + Xng1 — Xp-

ReSeni. Z teorie vime, Ze prostor fesen{ této diferenéni rovnice bude
Ctyfdimenziondlni vektorovy prostor, jehoZ generdtory zjistime z
kofent charakteristického polynomu dané rovnice. Charakteristicka
rovnice je
Y-+ —x+1=0.

Jednd se o reciprokou rovnici (to znamend, Ze koeficienty u (n—k)-té a
k-t mocniny x, k = 1, ..., n, jsou shodné). Zavedeme tedy substituci
u=x++ }C Po vydéleni rovnice x> (nula nemiize byt kofenem) a

substituci (v§imnéte si, Ze x> + % = u? — 2) dostdvame
x2—x+1——+—2=u2—u—1:O.
x X

Dostdvame tedy nezndmé u; , = # Odtud pak z rovnice x* —ux +

1 = 0 uréime Ctyfi kofeny

14+/5+vV/-10+£2V5
Z .

X1,2,3,4 =

Nynf si v§imnéme, Ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli

,;uhodnout“ rovnou. Je totiz

CHl=Gx+DE* -+ —x+1),

a tedy jsou kofeny polynomu x* — x> + x> — x + 1 i kofeny polynomu

x° + 1, coZ jsou paté odmocniny z —1. Takto dostdvdme, Ze feSenim
charakteristikého polynomu jsou &isla xj o = cos(3)+£sin(3) axz 4 =
cos(%”) + sin(%”). Tedy redlnou bazi prostoru feseni dané diferencni
rovnice je napiiklad biaze posloupnosti cos(%), sin(%), cos(&%) a
sin( 3”T”), coZ jsou siny a kosiny argumentd piislusnych mocnin kofend
charakteristického polynomu.

Vsimnéme si, Ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy

pro cos(3) = #, sin($) = 10;—2[5, cos(%”) = @ a sin(%”) =

V10+2+/5
4
lutni hodnotu 1, tak jsou to redlné, resp. imagindrni, ¢4sti piisluSnych

kofenti). [l

(vzhledem k tomu, Ze vSechny kofeny rovnice maji abso-

3.8. Urcete explicitni vyjadieni posloupnosti vyhovujici diferencni
rovnici x,. = 2x,41 — 2x, se Cleny x| = 2, x, = 2.

ReSeni. Kofeny charakteristického polynomu x> —2x +2 jsou 1 +i a
1 —i. Baze (komplexniho) vektorového prostoru feSeni je tedy tvofena
posloupnostmi y, = (1 4+ )" a z, = (1 — i)". Hledanou posloupnost
muzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci téchto poslopnosti (s kom-

plexnimi koeficienty). Je tedy x, = a -y, + b - z,, kde a = a; + ias,
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Jsou (komplexni) koreny charakteristického polynomu a moc-
niny € probihaji vSechna prirozend cisla od nuly aZ do ndsob-
nosti prislusného korenu \.

Dtkaz. Vyse pouzité vztahy ndsobnosti kofend a deri-
vaci uvidime pozdéji, a nebudeme tu dokazovat tvrzeni, Ze
kazdy komplexni polynom ma prave tolik kofend, v¢etné na-
sobnosti, jaky ma stupen. Zbyva tedy jesté dokdzat, Ze na-
lezend k—tice feseni je linearn€ nezavisla. I v tomto pripadé
1ze induktivné dokazat nenulovost piislusného determinantu,
jako jsme zmitiovali u toho Vandermondova vyse. ([

3.10. Realné baze reSeni realnych differencnich rovnic.
Pro rovnice s redlnymi koeficienty povedou redlné pocatecni
podminky vZdy na redlnd feSeni. Pfesto ale budou piislusna
fundamentdlni feSeni z pravé odvozené véty Casto existovat
pouze v oboru komplexnim.

Zkusme proto najit jiné generdtory, se kterymi se ndm
bude pracovat 1épe. PotozZe jsou koeficienty charakteristic-
kého polynomu redlné, kazdy jeho kofen bude bud’ také re-
alny nebo musi kofeny vystupovat po dvou komplexné zdru-
Zenych.

JestliZe si feSeni popiSeme v goniometrickém tvaru jako

A" = |A|"(cosng + i sinng)

AT = |A"(cosng — i sinng),
okamZzité je vidét, Ze jejich souctem a rozdilem dostdvdme
jind dvé linedrné nezdvisld feSeni

X, = A" cosng, y, = |A|" sinng.

Difere¢ni rovnice se velmi Casto vyskytuji jako model dy-
namiky néjakého systému. P€knym tématem na premysleni
je proto souvislost absolutnich hodnot jednotlivych kofent a
stabilizace feseni, bud' vSech nebo v zavislosti na poc¢atecnich
podminkach. Neptijdeme zde do podrobnosti, protoZe teprve
v paté kapitole budeme probirat pojem konvergence hodnot
k néjaké hodnot¢ limitni apod., jisté je tu ale prostor pro za-
jimavé numerické experimenty napf. s oscilacemi vhodnych
populacnich nebo ekonomickych modelt.

3.11. Nehomogenni linearni diferencni rovnice. Stejné
jako u systéma linedrnich rovnic miZzeme dostat vSechna
teSeni nehomogennich linedrnich diferencnich rovnic

ap(n)x, +a1(n)x,_1 +---+ax(m)x,—x = b(n),

kde koeficienty a; a b jsou skaldry, které mohou zdviset na n,
aap(n) #, ar(n) # 0.

Postupujeme tak, Ze najdeme jedno feSeni a pri¢teme
cely vektorovy prostor dimenze k feSeni odpovidajicich sys-
témid homogennich. Skutecné takto dostavame feseni a pro-
toZe je rozdil dvou feSeni nehomogenni rovnice zjevné feSe-
nim homogenni, dostdvame takto feSeni vSechna.

U systémd linedrnich rovnic se mohlo stat, Ze nemusel
viibec mit feSeni. To u naSich diferen¢nich rovnic moZné neni.
Zato ale byva nesnadné nalézt to jedno potfebné partikuldrni
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feSeni nehomogenniho systému, pokud je chovani skaldrnich
koeficientli v rovnici sloZité.

Omezime se tu na jediny pripad, kdy prislusny homo-
genni systém mad koeficienty konstantni a b(n) je polynom
stupné s. Reseni pak Ize hledat ve tvaru polynomu

Xp =09 +oan+ -+ on’

s nezndmymi koeficienty «;, i = 1,...,s. Dosazenim do
diferen¢ni rovnice a porovnanim koeficientl u jednotlivych
mocnin 7 dostaneme systém s + 1 rovnic pro s 4+ 1 promén-
nych «;. Pokud m4 tento systém feSeni, nasli jsme feSeni na-
Seho ptivodniho problému. Pokud feseni nemd, mtze stacit
zvetsit stupeni s hledaného polynomu.

Napf. rovnice x, — x,_» = 2 nemiZe mit konstantni
feSeni, ale dosazenim x,, = oo+ n dostdvame feSeni ¢y = 1
(a koeficient oy miiZe byt libovolny) a proto je obecné feSeni
nasi rovnice

X, =C1+ Co(=1)" +n.

Vsimnéme si, Ze skutecné matice ptisluSného systému rovnic
pro polynom niz§iho stupné nula je nulovd a rovnice 0-cg = 2
nemd feSeni.

3.12. Linearni filtry. UvaZujme nyni nekonecné posloup-
nosti

X = (coey Xy Xy Ly oo e s X1y X0 XLy e e ey Xppy o2 )

a budeme, podobné jako u systémd linedrnich rovnic, praco-
vat s operaci T, kterd zobrazi celou posloupnost x na posloup-
nost z = Tx se Cleny

Zn = QoXy + a1Xp—1 + -+ GXp—-

S posloupnostmi x miZeme opét pracovat jako s vektory
vzhledem ke s¢itdn{ i ndsobeni skaldry po sloZk4ch. Pouze
bude tento velky vektorovy prostor nekonecnérozmérny.
NaSe zobrazeni T je zjevné linedrnim zobrazenim na
takovém vektorovém prostoru.

Posloupnosti si pfedstavme jako diskrétni hodnoty néja-
kého signdlu, odecitané zpravidla ve velmi kratkych caso-
vych jednotkach, operace T pak miiZe byt filtrem, ktery sig-
ndl zpracovava. Bude nds zajimat, jak odhadnout vlastnosti,
které takovy ,.filtr* bude mit.

Signdly jsou velice Casto ze své podstaty ddny souctem
nekolika ¢asti, které jsou samy o sobé viceméné periodické.
Z nasi definice je ale zfejmé, Ze periodické posloupnosti x,,,
tj. posloupnosti splitujici pro né€jaké pevné ptirozené ¢islo p

Xn+p = Xn
budou mit i periodické obrazy z = T'x
Zntp = A0Xpn+p T A1 Xn—14p + -+ AUXp—kyp
=aoXx, + a1 Xy + -t GXyk = 2p

se stejnou periodou p.
Pro pevné zvolenou operaci T nds bude zajimat, které
vstupni periodické posloupnosti zlstanou pfiblizné stejné

b = by +ib,. Z rekurentniho vztahu dopocteme xy = %(le —x7) =0

a dosazenim n = 0 an = 1 do uvaZovaného vyjddfeni x, dostdvdme
a; + iaz + bl + ibz
(a1 +iax)(1 +10) + (by + ib2) (1 — i),

1:)60 =

2=)C1 =

a porovndnim redlné a komplexni sloZky obou rovnic dostdvdme line-

arni soustavu Ctyf rovnic o Ctyfech nezndmych
a+b = 1
a+b, = 0
ai—ay+b+b, = 2
ay+a—b+by = 0

steSenima; = by = b, = % aa, = —1/2. Celkem miiZzeme hledanou
posloupnost vyjadtit jako
Xp = (l — li)(l + )" + (l + li)(l —0".
2 2 2 2
Posloupnost miizeme vSak vyjadfit i pomoci redlné baze (komplex-
niho) vektorového prostoru feSeni, totiZ posloupnosti u, = %(yn +

) = (V2" cos(") a v, = 3i(zy — yu) = (V2)" sin(*%f). Matice
prechodu od komplexni baze k redlné je

1
i
moci redlné baze, tj. soufadnice (c, d) posloupnosti x,, v bazi {u,, v,},

(o) =)= ()

mdame tedy alternativni vyjddieni posloupnosti x,, ve kterém se nevy-

. ST 1 e .
inverzni matice je 7~! = _i>,pro vyjadfeni posloupnosti x,, po-

pak mdme

s N7

skytuji komplexni ¢isla (ale zase jsou v ném odmocniny):

nmw . (nT
Xy = (v/2)" cos (T) + (v/2)"sin <T> ,
které jsme samoziejmé mohli ziskat téZ feSenim dvou linedrnich rov-

nic o dvou nezndmych ¢, d, totiZ 1 = xg = c-up+d -v9 = ca

2=x1=c-u1+d-vi=c+d O

3.9. Urcete explicitni vyjadfeni posloupnosti vyhovujici diferencni

rovnici x,17 = 3x,+1 + 3x, se Cleny x; = 1 a x, = 3.

3.10. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti

{x,}72, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

Xp42 = Xp41 — Xp, , X1 =1, xp =35.
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3.11. Urcete explicitni vzorec pro n-ty Clen jediné posloupnosti

{x,}o2, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

—Xn3 =2Xp2 +2xp 1+ X0, X1 =1, x0=1, x3=1.

3.12. Urcete explicitni vzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti

{x,}°2, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

—Xp43 = 3Xp2 + X1+ X0, X1 =1, x0 =1, x3 = 1.

Nyni pfejdéme k modeltim rlistu vyuZivajicich maticového poctu.
Leslieho model rGstu, ktery jsem detailné rozebrali v teorii, velmi
dobfe popisuje nejen populace ovci (podle kterych byl sestaven), ale

uplatiiuje se npriklad i pfi modelovani nasledujich populaci:

3.13. Zajici podruhé. Ukazme si, jak miiZzeme Leslicho modelem
popsat populaci zajicG na louce, kterou jsme se zaobirali v piikladu
(B). UvaZujme, Ze zajici umiraji po dovrSeni devitého mésice véku
(v plivodnim modelu byl v&k zajici neomezen). Ozna¢me pocty za-
jict (resp. zajecic) podle stdii v mésicich v Case ¢ (mésicl) jako x; (¢),
X2(1),. .., x9(t), tak poCty zajicii v jednotlivych vékovych skupinidch
budou po jednom mésici x;(t + 1) = x(f) + x3(8) + - -+ 4+ x9(2),
xit+1)=x;1(),proi =2,3,..., 10, neboli

x1(t+1)
xp(t+1)
x3(t+1)
xt+1)
x5(t+1) =
x6(t+1)
x7(t+ 1)
xg(t+1)
x9(t+1)

x1(0)
x2()
x3(2)
x4()
x5(7)
x6(2)
x7(0)
xg(2)
x9(?)

S o oo oo o ~O
[=NeleoNeoReRel i =a2
[=NeNeoNele N T E=R
SO OO~ OO O~
S OO~ OO OO~
SO, OO OO~
(=R ool N e e
—_— O OO0 oo oo~
S o oo oo oo~

Charakteristicky polynom uvedené matice je A — A7 — A6 — A5 — 1% —
13 =12 —x—1. Kofeny této rovnice nejsme schopni explicitné vyjadrit,
jeden z nich v8ak velmi dobfe odhadnout, A; = 1, 608 (pro¢ musi byt
mensi nez («/5 + 1)/2)?). Populace bude tedy podle tohoto modelu

rust pfiblizné s geometrickou fadou 1, 608'.

3.14. Model vyvoje populace velryb. Pro vyvoj populace jsou pod-
statné samice a u nich nenf dtlezity vék, ale plodnost. Z tohoto hle-
diska mdZeme samice rozd¢lit na novorozené neboli juvenilni, tj. do-
sud neplodné samice, mladé plodné samice, dospélé samice s nejvetsi
plodnosti a samice postmenopauzni, které jiz plodné nejsou, ale maji
velky vyznam pfi ochrané¢ mlddat nebo vyhleddvani zdroja potravy.
Budeme modelovat vyvoj takové populace v Case. Za Casovou jed-
notku zvolime dobu dosazeni dospé€losti. Novorozend samice, kterd

tuto dobu pfeZije, dospéje k plodnosti. Vyvoj mladé samice do plné
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(ptfipadné aZ na ndsobek) a které budou utlumeny na nulové
hodnoty.

V druhém pripad¢€ tedy hledame jadro naseho linedrniho
zobrazeni T'. To je ale dano pravé homogenni diferencni rov-
nici

apX, +aixp_1 + - +apx,x =0, ao # 0 a 7& 0,

kterou jsme se naucili fesit.

3.13. Spatny equalizer. Jako piiklad uvazujme velmi jed-
noduchy linedrni filtr zadany rovnic{

in = (T-x)n = Xpi2 + Xy

Vysledky takového zpracovani signdlu jsou naznac¢eny na né-
sledujicich Ctyfech obrdzcich pro postupné se zvySujici frek-
venci periodického signilu x, = cos(¢gn). Cerveny je pii-
vodni signdl, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem. Ne-
rovnomeérnosti kiivek jsou diisledkem nepfesného kreslen,

oba signdly jsou samozfejmé rovnomérnymi sinusovkami.
A =7.1250 A=19.375

DL L
L Pe W

A =25.500 A =29.583

N
D R

Vsimnéme si, Ze v oblastech, kde je vysledny signal pfi-
bliZzné stejné silny jako plivodni, dochdzi k dramatickému
posuvu fize signdlu. Levné equalizery skuteCné podobn€ , . arobny

§patné fungujf. vypocet pomoci

uvedenych néstroji
3. Iterované linearni procesy

3.14. Iterované procesy. V praktickych modelech se ¢asto
setkdvdme se situaci, kdy je vyvoj systému v jednom caso-
vém obdob{ din linedrnim procesem, zajimdme se ale o cho-
vani systému po mnoha iteracich. Casto pfitom samotny line-
arni proces ziistava potad stejny, z pohledu naseho matema-
tického modelu tedy nejde o nic jiného nez opakované niso-
beni stavového vektoru stdle stejnou matici.
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Zatimco pro feSeni systémti linedrnich rovnic jsme potie-
bovali jen minumum znalosti o vlastnostech linedrnich zob-
razeni, k pochopeni chovéni iterovaného systému budeme
ucelné pouzivat znalosti vlastnich ¢isel, vlastnosti vlastnich
vektorl a dalsf strukturni vysledky.

V jistém smyslu se pohybujeme v podobném prostiedi
jako u linedrnich rekurenci a skutecné mtiZeme nas popis fil-
tri v minulych odstavcich takto také popsat. Predstavme si,
7e pracujeme se zvukem a uchovdvame si stavovy vektor

Yn = (X,,, ) xn—k—H)

vSech hodnot od aktudlni azZ po posledni, kterou jesté v na-
Sem linedrnich filtru zpracovdvdme. V jednom (ve vzorko-
vaci frekveci audio signdlu mimotadné kratkém) ¢asovém in-
tervalu pak prejdeme ke stavovému vektoru

Yn+l = (er-l’ Xpyeoes xn—k+2)’

kde prvni hodnota x,+; = ayx, + -+ + agx,—g+1 je spoc-
tena jako u homogennich diferen¢nich rovnic, ostatni si jen
posunujeme o jednu pozici a posledni zapomeneme. Pfislu-
$nd Ctvercovd matice fadu k, spliujici ¥,,y; = A - Y,, bude
vypadat takto:

a a ag—1  ag
1 0 ... 0 0
A=]10 1 . 0 0
0o 0 ... 1 0

Pro takovou jednoduchou matici jsme si odvodili explicitni
postup pro uplné feseni otazky, jak vypadd formule pro
feSeni. Obecné to tak snadno nepdjde ani pro velice podobné
systémy. Jednim z typickych pfipadd je studium dynamiky
populaci v riznych biologickych systémech.

Vsimnéme si také, Ze vcelku pochopitelné méd matice A
za charakteristicky polynom pravé p(A) = AF — g A% —
- -« —ay (snadno dovodime pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce a rekurenci). To je snadno vysvétlitelné piimo, pro-
toZe feSeni x, = A", A # 0 vlastné nyni znamend, Ze matice
A vyndsobenim prevede vlastni vektor (A¥, ..., )7 na jeho
A—ndsobek. Musi byt tedy A vlastnim ¢islem matice A.

3.15. Model rastu populaci. Pfedstavme si, Ze zkoumame
néjaky systém jednotliveid (péstovand zvitata, hmyz, bunééné
kultury apod.) rozdéleny do m skupin (tfeba podle stafi, fazi
vyvoje hmyzu apod.). Stav X, je tedy ddn vektorem

T

Xn=(1/l1,...,l/lm)

zévisejicim na okamZiku #,, ve kterém systém pozorujeme.
Linedrni model vyvoje takového systému je ddn matici A di-
menze n, kterd zadava zménu vektoru X,, na

Xn+l =A-X,

pti prirGstku Casu z #;, na .

plodnosti a vyvoj dospélé samice k menopauze zdvisi na podminkach
prostfedi. Pfechod do dalsi plodnostni kategorie je tedy ndhodny jev.
Stejné€ je ndhodnym jevem i timrti samice. Mlad4 plodnd samice ma
za jednotku Casu primérné méné mladat, neZ samice plodn4. Tyto po-
znatky vyjadiime formalizované.

Oznacme x| (), resp. x(t), resp. x3(f), resp. x4(t), mnozstvi juve-
nilnich, resp. mladych, resp. pln€ plodnych, resp. postmenopauznich,
samic v ¢ase t. MnoZstvi miiZe vyjadiovat pocet jedinct, ale také pocet
jedinci vztaZenych na jednotkovy aredl (tzv. populacni hustotu), pii-
padné také celkovou biomasu a podobné. Dédle oznaCme p; pravdépo-
dobnost, Ze juvenilni samice preZije jednotkovy Casovy interval a tedy
béhem ného dospéje, a p,, resp. ps, pravdépodobnost, Ze béhem jed-
notkové doby mladé, resp. pln€ plodn4, samice, kterd neuhyne, dospéje
do nésledujici kategorie, tj. mladd do pIné plodnosti a plné plodnd
k menopauze. Dal$im ndhodnym jevem je umirani (pozitivné feceno:
prezivani) samic, které nedospéji do dalsi kategorie; oznac¢me pravdé-
podobnosti preziti po fadé g;, g3 a g4 pro mladé, plné plodné a post-
menopauzni samice. Kazdé z &isel pi, p2, ps3, ¢2, q3, g4 jakoZto prav-
dépodobnost je z intervalu [0, 1]. Mlada samice miZe pfeZit, dospét
do plné plodnosti nebo uhynout; tyto jevy jsou neslucitelné, spolecné
tvori jev jisty a moznost umrti nelze vyloudit. Plati tedy p, + ¢» < 1.
Z podobnych dtivodt plati p; + g3 < 1. Nakonec jest€¢ oznacime f>,
resp. f3 primérny pocet dcer mladé, resp. plné€ plodné, samice. Tyto
parametry spliiuji nerovnost 0 < f, < fi.

Ocekévany pocet novorozenych samic v nasledujicim ¢asovém ob-

dobi je sou¢tem dcer mladych a pln€ plodnych samic, tj.

x1(t + 1) = faxa(t) + f3x3(0).

Ozna¢me na okamzik x; | (# + 1) mnoZstvi mladych samic v Case t + 1,
které byly v pfedchozim obdobt, tj. v ¢ase ¢ juvenilnimi, a x, 2(t 4+ 1)
mnoZstvi mladych samic, které jiz v Case ¢ byly plodné, jednotkovy ¢a-
sovy interval pfezily, ale nedosdhly plné plodnosti. Pravdépodobnost
P1, Ze juvenilni samice pfeZije jednotkovy Casovy interval, miZeme
vyjadtit jako klasickou, tj. jako pomér x, (¢t + 1)/x;(#), a podobné
mizZeme vyjadrit pravdépodobnost g, jako pomer x,»(t + 1)/x2().
PonévadZ mladé samice v Case ¢ + 1 jsou praveé ty, které dospély z ju-
venilniho stddia, a ty, které jiz plodné byly, preZily a nedospély k plné
plodnosti, plati

X+ 1) =x10 + 1) +x220 + 1) = prxi (1) + gax2(2).
Analogicky odvodime o¢ekavany pocet pln€ plodnych samic jako
x3(t + 1) = paxa(t) + q3x3(0)
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a o¢ekdvany pocet postmenopauznich samic
x4(t + 1) = p3x3(t) + qaxa().

Nyni mtiZeme oznacit

0 f f3 O x1(2)

pi @2 0 O x2(2)
A= y 1) =

0 p» g3 O x(@) x3(2)

0 0 p3 q x4(2)

a predchozi rekurentni formule pfepsat v maticovém tvaru
x(t+1) = Ax(?).

Pomoci této maticové diferencni rovnice snadno spocitdime o¢ekdvané
mnoZstvi velrybich samic v jednotlivych plodnostnich kategoriich, po-
kud zname sloZeni populace v néjakém pocatecnim Case.

Konkrétné€, pro populaci kosatek dravych byly odpozorovany po-

pulacni parametry
p1=0,9775, ¢, =0,9111, f, =0,0043,
p2 = 0,0736, g3 =0,9534. f3=0,1132,
p3 = 0,0452, g4 = 0,9804;

¢asovou jednotkou je v tomto pripad€ jeden rok.

Zacneme-li v Case + = 0 s jednotkovym mnoZstvim mla-
dych samic v néjakém neobsazeném aredlu, tj. s vektorem

x(0) = (0, 1, 0,0)7, miZzeme spocitat

0 0,0043 0,1132 0 0 0,0043
(1) = 0,9775 0,9111 0 0 Il 10,9111
0 0,0736 0,9534 0 0 0,0736 |’
0 0 0,0452 0,9804/ \0 0
0 0,0043 0,1132 0 0,0043
X2) = 0,9775 0,9111 0 0 0,9111 _
0 0,0736 0,9534 0 0,0736
0 0 0,0452 0,9804 0

a tak mtizeme pokracovat déle. Vysledky vypoc¢tu mizeme také zna-
zornit graficky; to je provedeno na obrazku [. VyzkousSejte si vypocet
a grafické zndzornéni jeho vysledk i pro jiné pocatecni sloZeni popu-
lace. Vysledkem by mélo byt pozorovéni, Ze celkovd velikost populace
roste jako exponencidlni funkce, poméry velikosti jednotlivych plod-
nostnich tfid se postupné ustali na konstantnich hodnotéch.

Matice A ma vlastni hodnoty

Uvazujme jako ptiklad tzv. Leslieho model riistu, ve kte-
rém vystupuje matice

hn L . fm-1 fm
7 0 0 ... 0 0
0 0 ... 0 0
A=1o o n .0 o0}l
0 0 0 T,1 O

jejiz parametry jsou svdzdny s vyvojem populace rozdélené
do m vékovych skupin tak, Ze f; oznacuje relativni plodnost
ptislusné vékové skupiny (ve sledovaném casovém skoku
vznikne z N jedinct v i—té skupiné f; N jedinct novych, tj.
ve skupiné€ prvni), zatimco t; je relativni imrtnost i-té sku-
piny béhem jednoho obdobi. Pochopitelné 1ze pouZit takovy
model s libovolnym poctem vékovych skupin.

Vsechny koeficienty jsou tedy nezdpornd redlnd Cisla a
¢isla t jsou mezi nulou a jednickou (a pokud jsou vSechna
rovna jedné, jde vlastn€ o linearni rekurenci s konstantnimi
koeficienty). NeZ se pustime do obecnéjsi teorie, trochu si
pohrajeme s timto konkrétnim modelem.

Piimym vypoctem pomoci Laplaceova rozvoje podle po-
sledniho sloupce spocteme charakteristicky polynom p,, (%)
matice A pro model s m skupinami:

Pn(A) = det(A—AE) = =apn 1 (W) +(=D"" futi .o Ty

Vcelku snadno dovodime indukci, Ze tento charakteristicky
polynom ma4 tvar

Pn(A) = (=D —ay A" — o — @ A —ay,)

s vesmés nezdpornymi koeficienty ay, ..., a,, pokud jsou

0’0122492V hny prametry 7; a f; kladné. Napt. je vzdy a,, =
0,83430646 Y1 - - - Tm—1-

0,13722720 Zkusme kvalitativné odhadnout rozloZeni kofenli poly-
0.003326M91NU p,,, detaily budeme umét presné vysvétlit a ovefit az

po’absolvovani pfislusnych partii tzv. matematické analyzy v
kapitole péaté a pozdéji. Vyjadiime si

pm() = £1"(1 = q(1))

kde gA) = a;A”! + -+ + a,A™™ je ostie klesajici a ne-
zaporna funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat
pravé jedno kladné A, pro které bude g(A) = 1 a tedy také
pm(X) = 0. Jinymi slovy, pro kazdou Leslieho matici exis-
tuje prave jedno kladné redlné vlastni Cislo.

Pro skute¢né Lesliecho modely populaci byvaji vSechny

A1 = 1,025441326, A, = 0,980400000, A3 = 0,834222976, A4 = 0,0048398nty 7; i f; mezi nulou a jednickou a typicky nastdva

vlastni vektor piislu$ny k nejvétsi vlastni hodnoté X je
w = (0,03697187, 0,31607121, 0,32290968, 0,32404724);

tento vektor je normovan tak, aby soucet jednotlivych slozek byl roven
1.
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situace, kdy jediné redlné vlastni ¢islo A, je véts$i nebo rovno
jedné, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢isel
jsou ostfe mensi neZ jedna.

Jestlize za¢neme s libovolnymn stavovym vektorem X,
ktery bude dan jako soucet vlastnich vektort

X=X+ +X,



tady by se hodilo
trochu historie,
vlastné jen
naznac¢ime Cést
vysledki Perrona, k
Frobeniové

viibec
nedopracujeme.
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s vlastnimi hodnotami A;, pak pfi iteracich dostdvame
AR X =X+ Ak X,

takZe za predpokladu, Ze |A;| < 1 pro vSechna i > 2, bu-
dou vSechny komponenty ve vlastnich podprostorech velmi
rychle mizet, krom& kompomenty A1 X¥. RozloZen{ populace
do vékovych skupin se tak budou rychle bliZit pomériim kom-
ponent vlastniho vektoru k dominantnimu vlastnimu ¢islu A .

Naprtiklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotli-
vych koeficientd, jsou prevzaty z modelu pro chov ovci, tj.
hodnoty t zahrnujf jak pfirozeny thyn tak pripadné aktivity
chovatell na jatkach)

0 02 08 06 0

095 0 0 0 O

A= 0 08 0 0 O
0 0 07 0 O

0 0O 0 06 O

vyjdou vlastni hodnoty ptibliZné
1.03, 0, —0.5, —0,27 4+ 0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor pfislusny
dominantnimu vlastnimu ¢islu je priblizné

x = (302721 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se souctem soufad-
nic rovnym stu, zaddvd ndm proto pfimo vysledné procentni
rozloZeni populace.

Pokud bychom chtéli misto tfiprocentniho celkového
riistu populace setrvaly stav a ptedsevzali si ujidat vice ovce
tteba z druhé vékové skupiny, fesili bychom tdlohu, o kolik
mame zménsit 1, aby bylo dominantn{ vlastni ¢islo rovno
jedné.

3.16. Matice s nezapornymi prvky. Redlné matice, které
nemaji Zaddné zdporné prvky maji velmi specidlni vlastnosti.
Zarovei jsou skutecné Casté v praktickych modelech. Nazna-
¢ime proto ted proto tzv. Perronovu-Frobeniovu teorii, kterd
se pravé takovym maticim vénuje.

Zacneme definici n¢kolika pojmt, abychom mohli nase
tvahy viibec formulovat.

I{ladné a primitivni matige————————

Definice. Za kladnou matici budeme povazovat takovou
Ctvercovou matici A, jejiZ vSechny prvky a;; jsou redlné a
ostie kladné. Primitivni matice je pak takova Ctvercova ma-
tice A, jejiz n&jaka mocnina A* je kladna.

Ptipoménme, Ze spektrdlnim polomérem matice A nazy-
vdme maximum absolutnich hodnot vech jejich (komplex-
nich) vlastnich Cisel. Spektralnim polomérem linedrniho zob-
razeni na (kone¢nérozmérném) vektorovém prostoru rozu-
mime spektralni polomér jeho matice v nékteré bazi. Normou

\ \ \ \ \ \
0 10 20 30 40 50

OBRAZEK 1. Vyvoj populace kosatky dravé. Na vo-
dorovné ose je Cas v letech, na svislé velikost po-
pulace. Jednotlivé plochy zobrazuji mnozstvi juvenil-
nich, mladych, plné€ plodnych a postmenopauznich sa-
mic v tomto poradi zdola.

Porovnejte vyvoj velikosti populace s exponencidlni funkci
F (1) = A\xo, kde x je celkovd velikost pocdtecni populace. Vypoci-
tejte také relativni zastoupeni jednotlivych plodnostnich kategorii
v populaci po jisté dobé vyvoje a porovnejte ho se slozkami vlastniho
vektoru w. Shoda je zplisobena pouze tim, Ze matice A ma jednu
vlastni hodnotu, kterd md absolutni hodnotu nejvétsi z absolutnich
hodnot v8ech vlastnich hodnot matice A, a tim, Ze vektorovy podpro-
stor generovany vlastnimi vektory pfisluSnymi k vlastnim hodnotdm
A2, A3, A4 mA s nezdpornym orthantem jednoprvkovy prinik (pouze
nulovy vektor). Struktura matice A vSak sama nezarucuje takto
jednoduse predvidatelny vyvoj, je totiZ reducibilni. (tyto pojmy asi

Jjesté nebudou zavedeny, pokud viibec)

3.15. Model ristu populace bodlaka Dipsacus sylvestris. Tuto rost-
linu mtzeme vidét ve ¢tyfech podobach. Bud jako kvetouci rostlinu
nebo jako riZzici listd, pfi¢emz u riZic miZeme rozlisit troji velikost
— malé, stiedni a velké. Zivotni cyklus této jednodomé viceleté byliny
muiZeme popsat ndsledovné.

Kvetouci rostlina vyprodukuje v pozdnim 1ét€ vétSi mnoZstvi se-
men a uhyne. Ze semen nékterd vyklici jesté v témze roce a vyroste
z nich riZice listl, nejcastéji stiedni velikosti. Jind semena ziistanou
v zemi a prezimuji. Nékterd z pfezimujicich semen na jate vyklici a
vyroste z nich riZice list; ponévadz jsou ale pfezimovanim oslabena,

bude tato rizice s nejvyssi pravdépodobnosti mald. VétSina z prezi-

Ve

e . T3

kli¢i a vyrostou z nich malé rZice. Po tfech nebo vice zimach ,,spici
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(odborné fec¢eno dormantni) semena hynou, ztraci schopnost vyklicit.
Podle podminek prostfedi, kde rostlina roste, mize mald nebo stfedni
riZice listd do dalstho roku vyrist, kterdkoliv z riZic mliZe zdstat ve
své velikostni kategorii nebo uhynout — uschnout, byt sezrdna néja-
kym hmyzem a podobné. Stfedni nebo velkd riiZice mtiZze v nasledu-
jicim roce vykvést. Kvetouci rostlina produkuje semena a cely cyklus
se opakuje.

Abychom mohli pfedpovidat, jak rychle se bude populace uvazova-
nych bodldk v krajiné §itit, potfebujeme popsané procesy néjak kvan-
tifikovat. Botanici zjistili, Ze kvetouci rostlina vyprodukuje primérné
431 semen. Pravdépodobnosti kli¢eni riiznych semen, ristu rtzic listd

a vykveteni jsou shrnuty v tabulce:

matice A € R"" nebo vektoru x € R" rozumime soudet ab-
solutnich hodnot vSech jejich prvkd. U vektorti x piSeme pro
jejich normu |x|.

Nasledujici vysledek je mimotfddné uZiteCny a snad i
dobte srozumitelny. Jeho dikaz se svou narocnosti dosti vy-
mykd této ucebnici, uvddime ale alespoii jeho stru¢ny néstin.
Pokud by ctenaf mél problém s plynulym cteni néstinu di-
kazu, doporucujeme jej preskocit.

Véta (Perronova). JestliZe je A primitivni matice se spektrdl-
nim polomérem A € R, pak je X\ jednoduchym kovenem cha-
rakteristického polynomu matice A, ktery je ostre vetsi neZ
absolutni hodnota kteréhokoliv jiného vlastniho cisla matice
A. K viastnimu cislu ) navic existuje viastni vektor x s vy-
hradné kladnymi prvky x;.

inspirovdno
materidlem na
webu, viz

NAznak pUkazu. V diikazu se budeme opirat 0 intuici yyp:jwww-

elementarni geometrie. CasteCné¢ budeme pouZité koncepty users-math.umd.edu/
mmb/475/spec.pdf

jev pravdépodobnost ypiesiiovat uz v analytické geometrii ve Gtvrté kapitole, n&k-
semeno vyprodukované rostlinou uhyne 0,172 teré analytické aspekty budeme studovat podrobnéji v kapi-
ze semene vyroste mald riZice v témZe roce 0,008 toldch paté a pozdg&ji, presné ditkazy nékterych analytickych
ze semene vyroste stfedni riiZice v témZe roce 0,070 krok@ v této u¢ebnici nepoddme viibec. Snad budou nésle-
ze semene vyroste velkd riZice v témZe roce 0,002 dujici dvahy nejen osvétlovat dokazovany teorém, ale budou
ze semene prezimujiciho rok vyroste mald riZice 0,013 také samy o sob& motivaci pro nase dal${ studium geometrie
ze semene prezimujiciho rok vyroste stfedni riiZice 0,007 i matematické analyzy. Za¢neme docela srozumitelné zngji-
ze semene prezimujictho rok vyroste velka rizice 0,001 cfm pomocnym lemmatem:

ze semene prezimujictho dva roky vyroste mala riZice 0,001

semeno po prvnfm pfezim()vénf uhyne 0,013 Lemma. UvaZme libovolny’ mnohostén P Obsahujl’ci po&i—
mald riiZice pfeZije a nevyroste 0,125 tek 0 € R". Jestlize nejaka iterace linedrniho zobrazeni
stiedni riiZice pfeZije a nevyroste 0,238 Y @ R" — R zobrazuje P do jeho vnitiku, pak je spekt-
velka riZice preZije a nevyroste 0,167 rdlni polomer zobrazeni W ostie mensi neZ jedna.

z malé riZice vyroste stfedni 0,125 . . . .

2 malé rizice vyroste velkd 0.036 ) Uvazn}ev /matlcllc A zobra}zem 1//' ve standz,lrdnvl, bézi. Rro-
ze stiedni raZice vyroste velkd 0.245 toZe zlflstm ¢isla A* jsou /k.—te mocniny Vlastnich msel/matuv:e
stiedni riZice vykvete 0.023 A, miiZeme rovnou be% Ujmy na gbecnostl p.r%dpokladgt, ze
velka riizice vykvete 0.750 samotné zobrazeni v jiZ zobrazuje P do vnitiku P. Zjevné

tedy nemtiZe mit v Zadnout vlastni hodnotu s absolutni hod-
notou vétsi neZ jedna.

Diikaz dédle povedeme sporem. Predpokladejme, Ze exis-
tuje vlastni hodnota A s |A| = 1. Mdme tedy dvé moZnosti.
Bud'je A¥ = 1 pro vhodné k nebo takové k neexistuje.

Obrazem P je uzaviend mnoZina (to znamend, Ze pokud
se body v obrazu budou hromadit k néjakému bodu y v R”,
bude y opét v obrazu) a hranici P tento obraz viibec nepro-

Pov§imnéme si, Ze vSechny relevantni jevy v Zivotnim cyklu rostliny
maji pravdépodobnost prifazenu a Ze se jedna o jevy neslucitelné.
Budeme si predstavovat, Ze populaci pozorujeme vZdycky na za-

¢atku vegetacniho roku, feknéme v bfeznu, a Ze ke v§em uvaZovanym

jevim dochézi ve zbytku ¢asu, dejme tomu od dubna do tinora. V popu-
laci se vyskytuji kvetouci rostliny, rtizice tf{ velikosti, vyprodukovana
semena a semena dormantni jeden nebo dva roky. Toto pozorovani
by mohlo svddét k tomu, Ze populaci rozdélime do sedmi tfid — se-
mena Cerstva, dormantni prvni rok a dormantni druhy rok, rtiZice malé
stiedni a velké, kvetouci rostliny. AvS§ak z vyprodukovanych semen se
v témZe roce vyvinou bud riiZice nebo semena prezimuji. Cerstvi se-
mena tedy netvoii samostatnou tfidu, jejiZ velikost bychom na zacatku

roku mohli urcit. Oznacme tedy:
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tind. NemiZe tedy mit i pevny bod na hranici P ani nemiize
existovat Zddny bod na hranici, ke kterému by se mohly libo-
volné bliZit body v obrazu. Prvni argument vylucuje, Ze by
néjakd mocnina A byla jednickou, protoZe to by takovy pevny
bod na hranici P jisté existoval. Ve zbyvajicim ptipad¢ jisté
existuje dvourozmérny podprostor W C R”, na néjz se i zu-
Zuje coby rotace o iraciondlni argument a jisté existuje bod
y v priniku W s hranici P. Pak by ale byl bod y libovolné
pfesné priblizen body z mnoZiny " (y) pfi prichodu pies

vSechny iterace a tedy by musel sdm byt také v obrazu. Dosli
jsme tedy ke sporu a lemma je ovéfeno.
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Nyni se dime do dikazu Perronovy véty. Nasim prvnim
krokem bude ovéfeni existence vlastniho vektoru, ktery ma
vSechny prvky kladné. UvaZme za tim tcelem tzv. standardn{
simplex

S={x=0....,x), xl=1,x,>0,i=1,...,n}.

ProtoZe vSechny prvky v matici A jsou nezdporné, obraz
A - x bude mit samé nezdporné soufadnice stejné jako x a
alespoil jedna z nich bude vZdy nenulovd. Zobrazeni x +—
|A - x|~!(A - x) proto zobrazuje S do sebe, Toto zobrazeni
S — S spliluje vSechny ptfedpoklady tzv. Browerovy véty
o pevném bod¢ a proto existuje vektor y € S takovy, Ze je
timto zobrazenim zobrazen sam na sebe. To ale znamena, ze

A-y=2Lry, A=Ay

a nasli jsme vlastni vektor, ktery lezi v S. ProtoZe ale ma
n&jakd mocnina A* podle naseho predpokladu samé kladné
prvky a samozfejmé je také A¥-y = Ay, viechny soufadnice
vektoru y jsou ostfe kladné (tj. leZi ve vnitiku S) a A > 0.

Abychom dok4zali zbytek véty, budeme uvaZovat zobra-
zeni zadané matici A ve vyhodnéjsi bazi a navic ho vyndso-
bime konstantou A~

B=x'Y""1A.7),

kde Y je diagondlni matice se soufadnicemi y; vektoru y na
diagondle. Evidentné je B také primitivni matice a navic je
vektor z = (1, ..., 1)7 jejim vlastnim vektorem.

JestliZze nyni dokdZeme, Ze u = 1 je jednoduchym kofte-
nem charakteristického polynomu matice B a v§echny ostatni
koteny maji absolutni hodnotu ostie mensi nez jedna, bude
Perronova véta dok4zéana.

K tomu se ndm ted bude hodit diive dokdzané pomocné
lemma. UvaZujme matici B jako matici linedrniho zobrazenf,
které zobrazuje fadkové vektory

u=Wy,...,up) —>u-B=nv,

tj. pomoci nasobeni zprava. Diky tomu, Ze je z = (1,..., 1)7
vlastnim vektorem matice B, je soucet soufadnic fddkového

vektoru v
n

n
Z uibij = ZM,’ = 1,
i,j=1 i=1
kdykoliv je u € S. Proto toto zobrazen{ zobrazuje simplex S
na sebe a mé také jist€ v S vlastni (fddkovy) vektor w s vlastni
hodnotou jedna (pevny bod, opét dle Browerovy véty). Pro-
toZe néjakd mocnina B* obsahuje samé ostfe pozitivni prvky,
je nutné obraz simplexu S v k—té iteraci zobrazeni daného B
uvnitf S. To uZ jsme blizko pouZiti naSeho lematu, které jsme
si pro dikaz pfipravili.

Budeme i nadéle pracovat s fddkovymi vektory a ozna-
¢me si P posunuti simplexu S do po¢atku pomoci vlastniho
vektoru w, ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w + S. Evi-
dentné je P mnohostén obsahujici pocdtek a vektorovy pod-
prostor V C R”" generovany P je invariantni vii¢i ndsobeni

x1(#) — pocet semen dormantnich prvni rok na jafe roku ¢
x(#) — pocet semen dormantnich druhy rok na jafe roku ¢
x3(f) — pocet malych rGZic na jafe roku ¢
x4(¢) — pocet stiednich ruZic na jafe roku ¢
x5(#) — pocet velkych rizic na jafe roku ¢
x6(t) — pocet kvetoucich rostlin na jafe roku ¢
Pocet vyprodukovanych semen v roce t je 431x4(f). Pravdépodob-

nost, Ze semeno zlstane jako dormantni prvni rok, je rovna pravdé-
podobnosti, Ze ze semena nevyroste Zadna riZice a Ze neuhyne, tedy
1 — (0,008 + 0,070 4+ 0,002 4 0,172) = 0,748. Ocekavany pocet

semen dormantnich jednu zimu v ndsledujicim roce tedy je
x1(t+1) =0,748 - 431x6(1) = 322,388x¢(?).

Pravdépodobnost, Ze semeno, které jiZz jeden rok bylo dormantni,
zlstane dormantnim i druhy rok je rovna pravdépodobnosti, Ze ze se-
mena dormantniho jeden rok nevyroste Zadnd rdZice a Ze neuhyne,
tedy 1 — 0,013 — 0,007 — 0,001 — 0,013 = 0,966. Ocekdvany pocet

semen dormantnich dvé zimy v nésledujicim roce tedy bude
x2(t + 1) = 0,966x (7).

Malé rtizice miZe vyrist ze semena bezprostfedné, ze semena dor-
mantniho jeden rok nebo dormantniho dva roky. O¢ekdvany pocet ma-
Iych rtiZic vyrostlych bezprostfedné v roce ¢ je roven 0,008-431x4(f) =
3,448x¢(f). OCekdvany pocet malych riZic vyrostlych ze semen dor-
mantnich jeden a dva roky je 0,013x;(z) a 0,010x, (7). S témito nové
vyrostlymi malymi riZicemi jsou v populaci rostlin také malé razice
star$i, které nevyrostly; téch je 0,125x3(#). Celkovy ocekdvany pocet

malych rizic tedy je
x3(t +1) = 0,013x, () + 0,010x2(¢) + 0,125x3(r) + 3,448x4(2).
Analogicky ur¢ime ocekdvany pocet stiednich a velkych rizic

x4(t + 1) =0,007x; () + 0,125x3(r) + 0,238x4(¢) + 0,070 - 431x4(1) =
—0,007x;(7) + 0,125x3(£) + 0,238x4(#) + 30, 170x6,

xs(t + 1) =0,245x4(£) + 0,167x5(f) + 0,002 - 431x6(f) =
—0,245x4(f) + 0,167x5(1) + 0,862x6 (7).

Z 0N«

Kvetouci rostlina miiZe vyrist ze stfedni nebo velké riizice. Ocekavany

pocet kvetoucich rostlin tedy bude
x6(t + 1) = 0,023x4(¢) + 0,750x5(1).
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Dospéli jsme tedy k Sesti rekurentnim formulim pro jednotlivé slozky

populace studované rostliny. Ozna¢ime nyni{

0 0 0 0 0 322,388
0,966 0 0 0 0 0
A= 0,013 0,010 0,125 0 0 3,448 () =
0,007 0 0,125 0,238 0 30,170 |°
0,008 0 0,038 0,245 0,167 0,862
0 0 0 0,023 0,750 0

a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru vhodném pro vy-
pocet

x(t + 1) = Ax(0).

Pokud zndme pocty jednotlivych sloZek populace v néjakém pocatec-
nim roce t = 0, miZeme vypocitat ocekavané pocty rostlin a semen

v letech nasledujicich. MtiZeme také pocitat celkovy pocet jedincti n(f)
6
v Case t, n(f) = > x;(f), relativni zastoupeni jednotlivych slozek

xi(H/n@,i =1, 12:,3, 4,5, 6 a mezirocni relativni zménu populace

n(t + 1)/n(¢). Vysledky takového vypoctu pro patnéct let a piipad, Ze

na néjakou lokalitu jsme presadili jednu kvetouci rostlinu, jsou uve-
deny v tabulce [. Na rozdil od populace velryb by nyni obrdzek nebyl
prilis piehledny, pocty rostlin jsou oproti poctim semen zanedbatelné,
v obrdzku by splynuly.

Matice A m4 vlastni hodnoty

A1 =2,3339 Ay =0,1187 40,1953

Ay = —0,9569 4+ 1,4942i As =0,1187 — 0,1953i
Az = —0,9569 — 1,4942i A6 = —0,1274
Vlastni vektor piislu$ny k vlastni hodnoté 1, je

w = (0,6377, 0,2640, 0,0122, 0,0693, 0,0122, 0,0046);

tento vektor je normovén tak, aby soucet jeho slozek byl roven jedné.
Vidime, Ze s rostoucim ¢asem ¢ se relativni zména velikosti populace
pribliZuje vlastni hodnoté A, relativni zastoupeni jednotlivych sloZek
populace se pribliZuji sloZkdm normovaného vlastniho vektoru prislus-
ného k vlastni hodnoté 1. Kazd4 nezadpornd matice, kterd ma nenulové
prvky na stejnych pozicich jako matice A je primitivni. Vyvoj popu-

lace tedy zdkonit€ spéje ke stabilizované struktufe.

Vv

3.16. Model Sitfeni jednoletych bylin. Budeme uvaZovat rostliny,
které na zacatku 1éta vykvetou, na jeho vrcholu vyprodukuji semena a
samy uhynou. Nékterd ze semen vyklici jesté na konci podzimu (ozimé
rostliny), jind preckaji zimu v zemi a vykli¢i na zac¢4tku jara (jarni rost-
liny). Ozimé rostlinky (sazenice), které pfes zimu nezmrznou, jsou na
jafe vétsineZ jarni a vét§inou z nich vyrostou vétsi rostliny neZ z jarnich
sazenic. VEtsi rostlina vyprodukuje vice semen. Pak se cely vegetacni

cyklus opakuje.
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matici B ndsobenim fadkovych vektord zprava. ZiZeni na-
Seho zobrazeni na P tedy spliiuje predpoklady pomocného
lemmatu a proto nutné musi byt vSechny jeho vlastni hod-

x1(Mdty v absolutni hodnot& mensi neZ jedna. Je§té se musime
x2(Rryporadat se skuteCnosti, Ze pravé uvazované zobrazeni je
x3(fdgho nasobenim Fadkovych vektort zprava matici B (zatimco
x4(thgf piivodné zajimalo chovani zobrazeni, daného B pomoci
xs(thakobeni sloupcovych vektorii zleva). To je ale ekvivalentni
X6 (Mhdsobeni transponovanych sloupcovych vektori transponova-

nou matici B obvyklym zplisobem zleva. Dokézali jsem tedy
vlastné potiebné tvrzeni o vlastnich Cislech pro matici trans-
ponovanou k nasi matici B. Transponovani{ ale vlastni ¢isla
nemeéni.

Dimenze prostoru V je pfitom n — 1, takZe diikaz véty je
ukoncen. U

3.17. Jednoduché disledky. Nasledujici velice uZite¢né
tvrzeni ma pfi znalosti Perronovy véty az prekvapivé jedno-
duchy dikaz a ukazuje, jak silnd je vlastnost primitivnosti
matice zobrazeni.

Disledek. Jestlie A = (a;;) je primitivni matice a x € R"
Jeji vilastni vektor se samymi nezdpornymi souradnicemi a
vilastni hodnotou A, pak ). > 0 je spektrdlni polomér A. Navic

plati
n n
min; E a;j < A < max; E aij.
i=1 i=1

Dt¢kaz. Uvazme vlastni vektor x z dokazovaného tvr-
zeni. ProtoZe je A primitivni, mtizeme zvolit pevné k tak,
aby AX uz méla samé positivni prvky a pak je samoziejmé
i A¥.x = Akx vektor se samymi ostfe kladnymi soufadni-
cemi. Nutné proto je A > 0.

Z Perronovy véty vime, Ze spektralni polomér u je vlast-
nim cislem a zvolme takovy vlastni vektor y k u, Ze rozdil
x — y ma samé kladné souradnice. Potom nutné pro vSechny
mocniny n

0<A" - (x=y=21"x—pu"y,
ale zaroven plati A < u. Odtud jiz vyplyva A = u.

Zbyva odhad spektralniho poloméru pomoci minima a
maxima souctll jednotlivych sloupcti matice. Oznaéme je
Dmin @ bmax, Zvolme za x vektor se souctem soufadnic jedna
a pocitejme:

n n
ai.,'xj = Z)Lx,' =A
1 i=1

n n

A= Z(Zaij>xj =< Xn:bmaxxj = bmax
j=1

j=1 ~i=1

A= i(iaij)xj > Xn:bminxj = Dmin
=1

j=1 Ni=l1

i,j=
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Vsimnémeé si, Ze napf. vSechny Leslieho matice z B3,
kde jsou vSechny uvazované koeficienty f; a t; ostfe kladné,
jsou primitivni a tedy na né¢ mizeme pln¢ pouZit pravé odvo-
zené vysledky.

Perronova-Frobeniova véta je zobecnénim Perronovy

véty na obecnéjsi matice, které tu nebudeme uvadét. Dalsi
informace lze najit napt. v ??.

3.18. Markovovy fetézce. Velice Casty a zajimavy piipad li-
nedrnich procesti se samymi nezdpornymi prvky v matici je
matematicky model systému, ktery se mtize nachazet v m riiz-
nych stavech s riiznou pravdépodobnosti. V jistém okamziku
je systém ve stavu i s pravdépodobnosti x; a k pfechodu z
mozného stavu i do stavu j dojde s pravdépodobnosti 7;;.

Mtizeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém
popséan pravdépodobnostnim vektorem

Xp = (ui(n), ..., un(n)’.

To znamend, Ze vSechny komponenty vektoru x jsou redlnd
nezdpornd ¢isla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty
uddvaji rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moZnosti
stavli systému. Rozdéleni pravdépodobnosti pro ¢as n + 1
bude ddno vyndsobenim pravdépodobnostni matici pfechodu
T = (1 j)’ tj.

Xpp1 =T - x,.

Protoze predpoklddame, Ze vektor x zachycuje vSechny
mozné stavy a proto s celkovou pravdépodobnosti jedna
prejde op€t do nekterého z nich, budou vSechny sloupce ma-
tice T tvoreny také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému
procesu fikdme (diskrétni) Markoviiv proces.

Vsimnéme si, Ze kazdy pravdépodobnostni vektor x je
skute¢né Markovovym procesem zobrazen na vektor se sou-
¢tem soufadnic jedna:

Zl’ij)(j = Z(Zt,-j>xj = Z)Cj =1.
iJ J i J

Nyni miiZzeme v plné sile pouZit Perronovu—Frobeniovu
teorii. ProtoZe je soucet fadkl matice 7' vZdy roven vektoru
(1,...,1), je zcela elementdrné vidét, Ze matice T — E je
singuldrni a jednicka proto bude zarucené vlastnim c¢islem
matice T.

Pokud je navic T primitivni matice (tj. napt. kdyZ jsou
vSechny prvky nenulové), z Disledku BT vime, Ze je jed-
nicka jednoduchym kofenem charakteristického polynomu
a vSechny ostatni maji absolutni hodnotu ostfe ménsi nez
jedna.

Véta. Markovovy procesy s matici, kterd nema Zdadné nulové
prvky nebo jejiz nékterd mocnina ma tuto viastnost, splituji:

e existuje jediny vlastni vektor x., pro vlastni cislo 1, ktery
Je pravdépodobnostni

e iterace T*xy se bliZi k vektoru x.., pro jakykoliv pocd-
tecni pravdépodobnostni vektor x.

t X X2 X3 X4 X5 X6 n(1) [
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00
1 322,39 0,00 3,45 30,17 0,86 0,00 356,87
2 0,00 311,43 4,62 9,87 10,25 1,34 337,50
3 432,13 0,00 8,31 43,37 5,46 791 497,18
4 2550,50 417,44 33,93 253,07 22,13 5,09 3282,16
5 1641,69 2463,78 59,13 235,96 91,78 22,42 451476
6 7227,10 1585,88 130,67 751,37 107,84 74,26 9877,12
7 23941,29 6981,37 382,20 2486,25 328,89 98,16 34218,17
8 31646,56 23127,29 767,29 3768,67 954,73 303,85 60568,39
9 97 958,56 30570,58 1786,27 10381,63 1627,01 802,72 143 126,78
10 258788,42 94 627,97 4570,24 27597,99 4358,70 1459,04 391402,36
11 470376,19 249989,61 9912,57 52970,28 10991,08 3903,78 798 143,52
12 125853241 454 383,40 23314,10 134915,73 22317,98 9461,62 1902 925,24
13| 3050314,29 121574231 56442,70 329291,15 55891,57 19841,54 4727523,56
14| 639667573 2946603,60 127280,49 705398,22  133660,97 4949237 | 10359111,38
15| 15955747,76  6179188,75 299182,59 1721756,52 29381644 116469,89 | 24566 161,94
NEL O x@ x3() x() xs5() xe() [ n(@+ 1D
n@ n@ n@® n@ n@ n@ n(z)
0| 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 | 356,868
110,903 0,000 0,010 0,085 0,002 0,000 0,946
210,000 0,923 0,014 0,029 0,030 0,004 1,473
310,869 0,000 0,017 0,087 0,011 0,016 6,602
410,777 0,127 0,010 0,077 0,007 0,002 1,376
510,364 0,546 0,013 0,052 0,020 0,005 2,188
610,732 0,161 0,013 0,076 0,011 0,008 3,464
710,700 0,204 0,011 0,073 0,010 0,003 1,770
810,522 0,382 0,013 0,062 0,016 0,005 2,363
910,684 0,214 0,012 0,073 0,011 0,006 2,735
10 | 0,661 0,242 0,012 0,071 0,011 0,004 2,039
11 10,589 0,313 0,012 0,066 0,014 0,005 2,384
12 1 0,661 0,239 0,012 0,071 0,012 0,005 2,484
13 10,645 0,257 0,012 0,070 0,012 0,004 2,191
14 10,617 0,284 0,012 0,068 0,013 0,005 2,371
150,650 0,252 0,012 0,070 0,012 0,005
TaBULKA 1. Modelovany vyvoj populace bodldku

Dipsacus sylvestris. Velikosti jednotlivych sloZzek po-
pulace, celkova velikost populace, relativni zastou-
peni jednotlivych slozek a relativni pfirtstky veli-
kosti.

Rok je tedy rozdélen na Ctyfi vegetacni obdobi a v kazdém z téchto

obdobi miiZeme rozlisit nékolik ,,forem* rostliny:

Obdobi

| stadia rostliny

zacatek jara
zacatek 1éta
vrcholné 1éto

podzim

malé a velké sazenice
malé, stfedni a velké kvetouci rostliny
semena

sazenice a prezimujici semena

Oznacme x (), resp. x»(t), pocet malych, resp. velkych, sazenic na

zacatku jara roku t a y; (), resp. y»(#), resp. y3(#), pocet malych, resp.

stfednich, resp. velkych rostlin v 1ét€ téhoZ roku. Z malych sazenic mo-

hou vyriist malé nebo stfedni rostliny, z velkych sazenic mohou vyrist

stfedni nebo velké rostliny. Kterdkoliv ze sazenic samozfejmé mize

uhynout (uschnout, byt spasena kravou a podobné) a nevyroste z ni nic.

OznaCme b;; pravdépodobnost, Ze ze sazenice j-té velikosti, j = 1, 2,
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1. LINEARNI ROVNICE A PROCESY

3. ITEROVANE LINEARNI PROCESY

vyroste rostlina i-té velikosti, i = 1, 2, 3. Pak je
0<b11<1, b12=0,

0<bsp<1,by1+by <1,

O<b21<1, 0<b22<0, b31=0,
by +b3y <1

(promyslete si, co kazd4 z téchto nerovnosti vyjadiuje). Pokud pravdé-
podobnost povaZujeme za klasickou, miiZzeme b;; vypocitat jako podil
pfiznivych vysledki (z malé vyrostla mald rostlina) a v§ech moznych
vysledkt (pocet malych sazenic), tj. by; = y1(¢)/x1(¢). Odtud

Yi(0) = bixi (9.

Analogicky dostaneme rovnost

y3(8) = b3px2(2).

Oznacime-li na chvili y; | (f), resp. y2.2(¢) pocet stfednich rostlin vy-
rostlych z malych, resp. velkych sazenic, je y,(¥) = y2.1(¢) + y22(¢) a
by = y2,1(0)/x1(1), by = y22(1) /x2(2) a tedy

2(8) = ba1x1(2) + bynxs(2).

Oznacime
bll 0 Y1 (t)
x1(t
B=|bu bn|. x0= <x§8) S 0= »o
0 b32 V3 (t)
a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru

y(t) = Bx(1).

Oznacime-li po fad€ c1, 12 a ¢13 poCty semen, které vyprodukuje
jedna mald, stfednf a velka rostlina, a z(#) celkovy pocet vyprodukova-

nych semen v 1ét€ roku ¢, plati

z(1) = cuy1(®) + ciay2 (D) + c13y3(),
nebo v maticovém tvaru
2(1) = Cy()
pri oznaceni
C = (6’11 c12 013)-
Aby matice C popisovala modelovanou realitu, budeme predpokléddat,

Ze plati nerovnosti

0< C1] < C12 < (C13.

Ozna¢me nakonec w (f) a w;(f) pocet semen, které vykli¢i jeste
na podzim a pocet semen, kterd pfezimuji, v tomto pofadi, a d;, resp.
dy, pravdépodobnost, Ze semeno vykli¢i na podzim, resp. nevyklici
(pfezimuje), a fi1, resp. f2, pravdépodobnost, Ze 0zima sazenice, resp.
Ze prezimujici semeno béhem zimy nezmrzne. Pravdépodobnosti vy-

kliceni dy1, d»; zfejmé musi spliiovat nerovnosti

0<dny, O<dy, diu+dy=1,
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Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti sourad-
nic vlastniho vektoru dovozené v Perronové vété.

Pokud jsou algebraické a geometrické nasobnosti vlast-
nich ¢isel matice T stejné, pak druhé tvrzeni okamzité vy-
plyva z toho, Ze absolutni hodnoty vSech ostatnich vlastnich
¢isel musi byt ostfe mensi neZ jedna. Skutecné, za uvedeného
pfedpoladu na vlastni ¢isla lze kazdy pocatecni vektor xg na-
psat jako soucet vlastnich vektor matice T a pri iterovaném
plsobeni matice T na pocatecnim vektoru x, vSechny kom-
ponenty rychle vymizi, kromé t€ jediné s vlastnim ¢islem 1.

Ve skutecnosti ale i pfi rizné algebraické a geometrické
ndsobnosti vlastnich ¢isel dojdeme ke stejnému zdvéru po-
moci podrobnéjsiho studia tzv. kofenovych podprostorti pro
matici 7', ke kterym se dostaneme v souvislosti s tzv. Jordano-
vym rozkladem jesté v této kapitole, viz pozndmka ??. [J

3.19. Iterace stochastickych matic. Matice Markovovych
procest, tj. matice jejichZ vSechny sloupce maji soucet svych
komponent roven jedné se nazyvaji stochastické matice. Stan-
dardnf dlohy spojené s Markovovymi procesy zahrnuji odpo-
védi na otdzky po oCekdvané stfedni dobé pfechodu mezi pre-
dem urcenymi stavy systému apod. Momentaln€ nejsme na
feSeni téchto uloh pfipraveni, vratime se ale k této tématice
pozdéji.

Preformulujeme piedchozi vétu do jednoduchého, ale asi
docela piekvapivého disledku. Konvergenci k limitni matici
v ndsledujcim tvrzeni myslime skutecnost, Ze kdyZ si pfedem
uréime moznou chybu € > 0, tak najdeme hranici na pocet
iteraci k po niZ uz vsechny komponenty uvedené matice se
od té limitni budou li§it o méné nez e.

Disledek. Nech? T je primitivni stochastickd matice z Mar-
kovova procesu a x je stochasticky vlastni vektor k domi-
nantnimu Cislu 1 jako ve vété vyse. Pak iterace T* konverguji
k limitni matici T, jejiZ vSechny sloupce jsou rovny Xsc.

Nyni se je$té na rozlucku s Markovovymi procesy zamys-
lime se nad problémem, zda existuji pro dany systém stavy,
do kterych se m4 systém tendenci dostat a setrvat v nich. O
stavu systému fekneme, Ze je prechodovy, jestliZze v ném sys-
tém setrvava s pravdépodobnosti ostfe mensi neZ jedna. Za
absorbcni ozna¢ime stav, ve kterém systém setrvavd s prav-
dépodobnosti 1, a do kterého se 1ze dostat s nenulovou prav-
dépodobnosti z kteréhokoliv z pfechodovych stavii. Kone¢né,
Markoviv fetézec X, je absorpcni, jestliZe jsou jeho vSechny
jeho stavy bud absorp¢ni nebo pfechodové.

Je-li v absorpénim Markovoveé fetézci prvnich r stavi
systému absorp¢nich, pro stochastickou matici 7 systému to
znamené, Ze se rozpadd na ,,blokové™ horni trojihelnikovy

tvar
E R
T=(0 Q)

kde E je jednotkovd matice, jejiZ rozmér je ddn poctem ab-
sorp¢nich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezdporna.

vymazat pfislib,
pokud to nenastane,
a nahradit odkazem
do literatury
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V kazdém pripadé iteracemi této matice budeme potdd dosta-
vat stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku a tedy
zcela jisté nebude primitivni, napf.

72 (E R+R- Q)
0 0? ‘
I o takovych maticich Ize ziskat hodné€ informaci pomoci plné
Perronovy—Frobeniovy teorie a se znalosti pravdépodobnosti
a statistiky také odhadovat stfedni doby, po kterych se systém
dostane do jedhodo z abosrp¢nich stavi apod.

4. Vice maticového poctu

Na vcelku praktickych prikladech jsme vidéli, Ze poro-
zuméni vnitfni struktuie matic a jejim vlastnostem je silnym
ndstrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy. Jesté vice to
plati pro efektivitu numerického pocitiani s maticemi. Proto
se budeme zase chvili vénovat abstraktni teorii.

Budeme pfitom zkoumat dalsi specidlni typy linedrnich
zobrazeni na vektorovych prostorech ale také obecny ptipad,
kdy je struktura zobrazeni popsdna tzv. Jordanovou vétou.

3.20. Unitarni prostory a zobrazeni. UZ jsme si zvyKkli, Ze
je uzite¢né pracovat rovnou v ¢iselném oboru komplexnich
¢isel a to i v pfipadé, kdy nds zajimaji jen redlné objekty.
Navic v mnohych oblastech jsou komplexni vektorové pro-
story nutnou soucdsti dvah. Jasnym piikladem je napiiklad
tzv. kvantové pocitini, které se stalo velmi akéni oblasti teo-
retické informatiky, prestoze kvantové pocitace zatim zkon-
struovany ve funkcéni podobé nebyly.

Proto navdZeme na ortogondlni zobrazeni a matice z
konce druhé kapitoly nasledujici definici:

1' Unitarn{ prostory

Definice. Unitdrni prostor je komplexni vektorovy prostor
V spolu se zobrazenim V x V — C, (u, v) — u - v, které
splituje pro vSechny vektory u, v, w € V askalarya € C
(1) u - v ="v-u (zde pruh zna¢i komplexni konjugaci)

2) (au) -v=a( -v)

B u+v) - w=u-w+v-w

(4) je-liu # 0, pak u - u > 0 (zejména je vyraz redlny).
Toto zobrazeni nazyvame skaldrni soucinna V.

Redlné &islo /v - v nazyvame velikosti vektoru v a vek-
tor je normovany, jestlize ma velikost jedna. Vektory u a v na-
zyvame ortogondlni, jestliZe je jejich skaldrni soucin nulovy,
bézi sestavenou z po dvou ortogondlnich a normovanych vek-
tordl nazyvame ortonormalni baze V .

Na prvni pohled jde o rozsifeni definice euklidovskych
vektorovych prostor do komplexniho oboru. Nadile bu-
deme také pouZivat alternativni znaceni (u, v) pro skladrni
soucin vektord u a v. Zcela stejné jako v redlném oboru také
okamZit€ z definice vyplyvaji nasludujici jednoduché vlast-
nosti skaldrniho soucinu pro vSechny vektory ve V a skaldry

aponévadZ rostlinka sndze zmrzne, neZ semeno ukryté v zemi, budeme

o pravdépodobnostech fi;, f», preZziti zimy predpoklddat

O<fu</n<lLl

Pfi oznaceni

di fu 0 wi (1)
D= , F= , 1) =
(d21> < 0 f» wi) wa (1)
dostaneme podobnymi tivahami jako vySe rovnosti

w(t) = Dz(2), x(t+1) = Fw().

PonévadZ ndsobeni matic je asociativni, miiZzeme pro pocty jednot-
livych stadii rostlin v nasledujicim roce z predchozich rovnosti sestavit
rekurentni formule:

x(t +1) =Fw() = F(Dz(1)) = (FD)z(1) = (FD)(Cy(1) =
=(FDCO)y(t) = (FDC)(Bx(1)) = (FDCB)x(1),

¥t +1) =Bx(t + 1) = B(Fw(1) = (BF)w(t) = (BF)(Dz(1)) =
=(BFD)z(1) = (BFD)(Cy(1)) = (BFDC) (1),

2(t+1) =Cy(r + 1) = C(Bx(t + 1)) = (CB)x(t + 1) = (CB)(Fw (1)) =
=(CBF)w(t) = (CBF)(Dz(1)) = (CBF D)z (1),

w(t+1)=Dz(t+1) = D(Cy(t + 1)) = (DO)y(t + 1) =
=(DC)(Bx(t + 1)) = (DCB)x(t + 1) = (DCB)(Fw()) =
==(DCBF)w(t).

Pii oznaceni
A, =FDCB, A,=BFDC,

A, =CBFD, A, = DCBF,

je zjednodusime na formule
x(t+1) = Axx(0), y(t+1) = Ayy(@), z(t+1) = Az(0), wit+1) = Ay (@).

Z téchto formuli jiZ miZzeme vypocitat sloZeni populace rostlin v li-
bovolném obdobi libovolného roku, pokud zndme sloZeni populace
v néjakém obdobi pocdte¢niho (nultého) roku.

Necht je napiiklad zndmo sloZeni populace v 1ét&, tj. pocet z(0)

vysetych semen. Pak sloZeni populace na zacétku jara 7-tého roku je

x(t) = Ax(t — 1) = A2x(t —2) = --- = AT x(1) = AT Fw(0) =
=A"'FDz(0).
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PovSimnéme si, Ze matice A, = CBF D je typu 1 x 1; neni to tedy

matice, ale skalar. MiZeme tedy oznacit A = A,, vypocitat

3.5

by, O
0 d
k:CBFD:(c” c12 013) by by Ju ) =
0 fn) \do
0 b3

d
= (cnbn + c1aby1  c12bn +cl3b32) (2;@1) _

= biicndiy f11 + barciadin f11 + baciadar f22 + baacizdar o
a predchozi vypocet usporadat do vyhodného tvaru

x(f) = (FDCB)"'FDz(0) = FD(CBFD)"">CBFDz(0) =
= FD(CBFD)""'z(0) = FDA" 'z(0) = A"™' FDz(0);
timto zplisobem ziistanou pouze dvé ndsobeni matic.
Uvedeme konkrétni hodnoty matic B, C, D, F; jedna se o parame-

try hypotetické rostliny, které ale byly inspirovanou skute¢nou travou

Vulpia ciliata:

03 0
B=101 06|, C=(1 10 100), D= 0.3) p= (005
0,5 0
0 02

Nyni midZeme vypocitat jednotlivé matice, které zobrazuji vektor popi- l

sujici sloZeni populace v néjakém vegetacnim obdobi na vektor sloZen{

populace v témzZe obdobi nésledujiciho roku:

| _(0’0325 0,6500) o 0,0075 0,0750 0,7500
X — y =

0,0325 0,3250 3,2500 |,

0,0650 11,3000 0,0100 0,1000 1,0000

0,0325

0,0325

1,3000
A, =1,3325, A, = ( 1’300()) .

Hodnota A = A, = 1,3325 vyjadfuje meziro¢ni relativni prirdstek
populace. Piesvédcete se, Ze kazdd z matic A,, A,, A,, md jedinou
nenulovou vlastni hodnotu A = 1,3325; ostatni vlastni hodnoty jsou
rovny 0.

UkédZeme jesSté jedno vyuZiti uvedeného modelu. MiZe nés zaji-
mat, jak ,,pruzné“ reaguje mezirocni relativni piiriistek A na na zménu
jednotlivych ,,demografickych parametrti, jak napt. zména pravdépo-
dobnosti pfeziti semene pres zimu ovlivni mezirocni prirdstek. Tuto
otdzku ponékud upiesnime. Za pruznost reakce charakteristiky A na
parametr s, oznacenou e(A, s) prohldsime relativni zménu hodnoty
A vztaZenou k relativni zméné parametru s. Jesté presnéji: oznacime
A(s) mezirocni piirGstek zdvisly na parametru s. Potom AA(s) =
A(s + As) — A(s) vyjadfuje absolutni zménu relativniho pfirdstku

A pfi absolutni zméné parametru s o As. Relativni zména A tedy je
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u-uelR
u-u=0 pravétehdy, kdyZz u =0
u-(av)y =au-v)
u-+w)=u-v+u-w
u-0=0-u=0
(D aui) - (Q_bjvy) =Y aib;w;-v)),
i J i,j
kde posledni rovnost plati pro vSechny konecné linedrni kom-
binace. Podrobné ovéreni je skutecné jednoduchym cvice-
nim, napt. prvni vztah plyne okamZit€ z definicni vlastnosti
(.
Standardnim pfikladem skaldrniho soucinu na komplex-
nim prostoru C” je

(xl,...,xn)T-(yl,...,xn)T=x1§1+---+xn5/n.

Diky konjugovani soufadnic druhého argumentu toto zob-
razeni spliiuje vSechny poZadované vlastnosti. Prostor C" s
timto skalarnim soucinem budeme nazyvat standardni uni-
tarni prostor v dimenzi n. Maticové mtizeme tento skalarni
soucin psit jako x - y = y7 - x.

_Zcela obdobné jako u euklidovskych prostorti a ortogo-

0,1yAInich zobrazeni budou dtileZit4 linedrnich zobrazeni, ktera

respektuji skaldrni souciny.

—

Unitarni zobrazeni

i
Linedrni zobrazeni ¢ : V — W mezi unitdrnimi pr(?]
story se nazyva unitdrni zobrazeni, jestliZe pro vSechny vek-
tory u, v € V plati

u-v =) - ).

Unitdarni isomorfismus je bijektivni unitdrni zobrazeni.

3.21. Vlastnosti prostort se skalarnim soucinem. Ve
stru¢né diskusi euklidovskych prostorti v predchozi kapitole
jsme uz nékteré jednoduché vlastnosti prostord se skalarnim
soucinem odvodili, dikazy v komplexnim oboru jsou velmi
podobné. V dal§im budeme pracovat s redlnymi i komplex-
nimi prostory zdrovenn a budeme psit K pro R nebo C, v
redlném piipadé je konjugace prosté identické zobrazeni
(tak jak skute¢né zizeni konjugace na redlnou piimku
v komplexni roviné je). Stejné jako u redlnych prostord
definujeme obecné pro libovolny vektorovy podprostor
U C V v prostoru se skaldrnim soucinem jeho ortogondlni
doplnék

Ut ={veV; u-v=0proviechny u € U},

coZ je zjevné také vektorovy podprostor v V.

Budeme v dal§im pracovat prakticky pouze s konec-
nérozmérnymi unitdrnimi nebo euklidovskymi prostory.
Rada nasich vysledki ale md pfirozené rozsifeni pro tzv.
Hilbertovy prostory, coZ jsou jisté nekonecnérozmérné
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prostory se skaldrnim soucinem, ke kterym se asponi strucné
vratime pozdéji.

Tvrzeni. Pro kaZdy konecnérozmérny prostor V dimenze n
se skalarnim soucinem plati:

(1) Ve V existuje ortonormdlni baze.

(2) KaZdy systém nenulovych ortogonalnich vektorii ve V je
linedarné nezavisly a lze jej doplnit do ortogondlni baze.

(3) Pro kaZdy systém linedrné nezavislych vektori
(uy,...,uy) existuje ortonormalni bdaze (vy, ..., vy,)
takova, Ze jeji vektory postupné generuji stejné podpro-
story jako vektory u;, tzn. (vy,...,v;) = (uy...,u;),
1<i<k

(4) Je-li (uy, ..., u,) ortonormdlni bdze V, pak souradnice
kaZdého vektoru u € 'V jsou vyjadreny vztahem

u= - -upu+---+ (u-u,)u,.

(5) V libovolné ortonormadlni bdzi md skaldrni soucin sou-
fadny tvar

W =xy= x5 X

kde x a y jsou sloupce souradnic vektorii u a v ve zvo-
lené bazi. Zejména je tedy kaZdy n—rozmérny prostor se
skaldrnim soucinem izomorfni standardnimu euklidov-
skému R" nebo unitarnimu C".

(6) Ortogondalni soucet unitdrnich podprostorii Vi+- - -+V;
ve V je vidy primy soucet.

(7) Je-li A C V libovolnd podmnoZina, pak A+ C V je
vektorovy (tedy i unitdrni) podprostor a (AY)* C V je
prave podprostor generovany A. Navic plati V = (A) ®
At

(8) V je ortogondlnim souctem n jednorozmérnych unitdr-
nich podprostori.

Dtkaz. (1),(2),(3): Dany systém vektort nejprve doplnime
do libovolné baze (uq, ..., u,) vektorového prostoru V a
spustime na ni Grammovu—Schmidtovu ortogonalizaci z
Z47. Tak ziskdme ortogondlni bdzi s vlastnostmi pozadova-
nymi v (3). Pfitom ale z algoritmu Grammovy—Schmidtovy
ortogonalizace vyplyva, Ze pokud jiZ pGvodnich k vektori
tvorilo ortogondlni systém vektort, pak v pribéhu ortogona-
lizace zGstanou nezménény. Dokdzali jsme tedy zdroeven i
(2)a(l).

4):Je-liu = ayu; + --- + ayu,, pak

2
u-up=ayyu) 4+ anuy - u) = aillu|” = a;

(5): Podobné spocteme pro u = xju; + -+ + x,u,, v =
yiuy + -+ yulty

wv = (xpui+- - Hxpuy)- (Y1t -+ yaity) = X114+ X0 Y5

(6): Potiebujeme ukdzat, Ze pro libovolnou dvojici V;, V; ze
zadanych podprostorti je jejich prinik trividlni. Je-1i vSak u €
Vi azérovetiu € V;,pakjeu L u,tj.u-u = 0. To je ale
mozné pouze pro nulovy vektor u € V.

AX(s)/A(s). Relativni zména prirGstku parametru s je As/s. Hledana
pruznost je tedy podil téchto relativnich zmén, tj.
AX(S)/1(s) s A(s 4+ As) — A(s)
e(h,s) = = .
As/s A(S) As

Konkrétn€, meziro¢ni relativni pfirtistek populace zavisly na preziti

semen pres zimu je podle (B3)
A f22) = dai(bycia + byycrz) foo + dii(bricii fir + baicia f11)

a pro konkrétni zvolené hodnoty ostatnich parametrii
A(f22) = 13 f2 + 0,0325.

PonévadZ f>, = 0,1, miZeme pocitat

A(0,1) =1,3325, A(0,14As) = 1,33254+13As,

takze
0,1 13As

1,3325 As
Analogicky miZeme spocitat pruznost reakce relativniho pfirtistku A

e(r,0,1) = = 0,976.

populace na ostatnich ,,demografickych parametrech. Vysledky jsou

shrnuty v tabulce

parametr pruinost reakce parametr pruinost reakce
b“ 0,006 C11 0,006
bzl 0,019 C12 0,244
b 0,225 c13 0,751
by 0,750 f 0,024
di 0,024 Fr 0,976
dy 0,976

Z ni mdzZeme vidét, Ze prirGstek A je nejvice ovliviiovdn mnoZstvim
prezimujicich semen (parametr d,;) a jejich preZivanim (parametr f7,).
Toto zjisténi neni nijak prekvapivé, zemédélcim je tento fakt dobie
zndmy jiZ od neolitu. Vysledek vSak ukazuje, Ze matematicky model
skute¢né néjak adekvatné realitu popisuje.

3.17. UvaZujme Leslieho model riistu pro populaci krys, které madme
rozdéleny do tif vékovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do
dvou let a od dvou let do tii. Pfedpokldddme, Ze se Zadnd krysa ne-
doziva vice nez tii let. Primérnad porodnost v jednotlivych vékovych
skupindch ptipadajicich na jednu krysu je ndsledujici: v 1.skupiné je
to nula a ve druhé i tfeti 2 krysy. Krysy, které se doZiji jednoho roku
umiraji aZ po druhém roce Zivota (imrtnost ve druhé skupiné je nu-
lovd). UrCete imrtnost v prvni skupiné vite-li, Ze dand populace krys

stagnuje (pocet jedinctl v ni se neméni).

3.18. UvaZujte nésledujici Lesliecho model: farmar chova ovce. Po-
rodnost ovci je ddna pouze vékem a je primérné 2 ovce na jednu ovci
mezi jednim a dvéma lety véku, pét ovci na ovci mezi dvéma a tiemi

lety véku a dvé ovce na ovci mezi tfemi a Ctyfmi roky véku. Ovce do
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AX(O,1) = 13As,
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jednoho roku nerodi. Z roku na rok umie vZdy polovina ovci a to rov-
nomérné ve vSech vékovych skupindch. Po ¢tyfech letech posild farméar
ovce na jatka. Farmar by rad je$té proddval (Zivd) jehntka do jednoho
roku na kozeSinu. Jakou ¢ést jehnidtek mtize kazdy rok prodat, aby mu
velikost stdda zlistavala z roku na rok stejnd? V jakém poméru budou
potom rozdéleny pocty ovci v jednotlivych vékovych skupinach?

ReSeni. Matice daného modelu (bez zdsahu farmaie) je

025 2

1000
— | 2
L‘o%oo

00 1o

2
Farmatf miZe ovlivnit kolik ovci do jednoho roku mu ve stadu
ztstane do dalstho roku, mtiZze tedy ovlivnit prvek /;, matice L. Zkou-

mdme tedy model

02 5 2
a 00 0
L=1lo 1t 0 of
00 L 0

a hleddme a tak, aby dand matice méla vlastni hodnotu 1 (vime, Ze ma

pouze jednu redlnou kladnou). Charakteristicky polynom této matice

je
5 1
A —2a0* — Zh— -,
2 2
pozadujeme-li, aby mél koren 1, musi byt a = % (dosadime za A Cislo
1 a poloZime rovno nule). Farmar tedy mtiZze prodat % — % = 13—0 ovci,

které se mu v dany rok narodi. Odpovidajici vlastni vektor k vlastnimu
¢islu 1 dané matice je (20, 4, 2, 1) a v téchto pomérech se taky ustali

populace ovci. (I

2. Markovovy procesy

3.19. Misny hazardér. Hazardni hra¢ sazi na to, ktera strana mince
padne. Na zacatku hry ma tfi kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu
kremroli a kdyZ jeho tip vyjde, tak k ni ziska jednu navic, pokud ne, tak
kremroli prohrava. Hra kon¢i, pokud vSechny kremrole prohraje, nebo
jich ziska pét. Jaka je pravdépodobnost, Ze hra neskonc¢i po Ctyfech
sdzkach?
ReSeni.

Pred j-tym kolem (sidzkou) muZeme popsat stav,

ve kterém se hrd¢ nachdzi ndhodnym vektorem X =

(Po(7)> P1(J)> P2(J), P3(J), pa(j), ps(j)), kde p;
dobnost, Ze hrd¢ md i kremroli. Pokud ma hra¢ pred j-tou sdzkou

je pravdépo-

i kremroli (i=2,3.4), tak po sdzce ma s polovi¢ni pravdépodobnosti
(i — 1) kremroli a s polovi¢ni pravdépodobnosti (i 4+ 1) kremroli.

Pokud dosdhne péti kremroli nebo vSechny prohraje uz se pocet
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(7): Necht u,v € A*. Pak (au + bv) - w = 0 pro
vSechny w € A, a,b € K (z distributivity skaldrniho sou-
¢inu). Tfm jsme ové&fili, Ze A+ je unitdrni podprostor ve

V. Necht (v, ..., vy) je néjaka baze (A), vybrand z prvki
A, (uy,...,uy) ortonormalni baze vznikld z Grammovy—

Schmidtovy ortogonalizace vektorti (vy, ..., v;). Dopliime
ji na ortonormalni bazi celého V (oboji existuje podle jiz
dokazanych ¢asti véty). Protoze se jednd o ortogondlni bazi,
je nutn& (upyq, ..., u,) = (Uy,...,ux)t = At a A C
(Upst, - .., uy)* (jak plyne z vyjddieni soufadnic v ortonor-
madlni bazi). Je-liu L (upiq, ..., u,), pak u je nutné linedrni
kombinaci vektorti uy, ..., ug, to je ale prave tehdy, kdyz je
linedrni kombinaci vektorl vy, ..., v, coZ je ekvivalentni
prisluSnosti # do (A).

(8): Je pouze ekvivalentni formulaci existence ortonormalni
baze. [l

3.22. Diilezité vlastnosti velikosti. Nyni mame vse pfipra-
veno pro zédkladni vlastnosti spojené s na$i definici velikosti
vektorti. Hovofime také o normé definované skaldarnim sou-
¢inem. VSimnéme si také, Ze vSechna tvrzeni se tykaji vzdy
kone¢nych mnoZin vektori a jejich platnost proto nezavisi na
dimenzi prostoru V, ve kterém se vSe odehrdva.

Véta. Pro libovolné vektory u, v v prostoru V se skaldrnim
soucinem plati

(1) |lu+v| < ||lul|+l|v|| PFitom rovnost nastane prave, kdyz
jsou u a v linedrné zavislé.
(trojuthelnikova nerovnost)

(2) |u-v| < |lu|l||v| PFitom rovnost nastane prave, kdyz
jsou u a v linedrné zavisleé.
(Cauchyova nerovnost)

(3) pro kaZdy ortonormalni systém vektorii (ey, . .
lull> = Ju-er]* 4+ u - el
(Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormalni systém vektorii (e, . . ., e;) je vektor u
v podprostoru € {ey, ..., er) pravé kdyZ

., ex) plati

2 2 2
lll® = fu - er|” 4+ |u - el

(Parsevalova rovnost)
(5) Pro ortonormalni systém vektorii (e, ..
Jje vektor

Le)au €V

w=W-e)e;+- -+ (u-e)ex

Jjedinym vektorem, ktery minimalizuje velikost ||u — v||
pro vSechny v € (e, ..., e;).

Duxkaz. Vsechny dikazy spocivaji v podstaté v pfimych
vypoctech:
(2): Definujme vektor w := u — *=v, tzn. w L v a pocitejme
0 < flwl? = flul® = {53 (u - v) = 5 (v - w) + “RE2 o]

0 < lwl?lvl® = llul*vl* = 2(u - v) (@) + (u - v) (@~ V)
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Odtud jiz pfimo plyne, Ze |u||*||v||*> > |u - v|?> a rovnost na-
stane pravé tehdy, kdyz w = 0, tj. kdyZ jsou u a v linearné
z4vislé.

(1): Opét staci pocitat

lu+vl* = lul> + v +u-v+v-u

= Jlull* + lv[* + 2 Re(u - v)

< ul® + [l + 2Ju - v| < ul® + [lvl|* + 2[u|lv]|

= (lull + [0l

ProtoZe se pritom jednd o kladnd redln4 ¢isla, je opravdu ||u+
v|| < Jjull + ||v||. Navic, pfi rovnosti musi nastat rovnost
ve vSech predchozich nerovnostech, to vSak je ekvivalentni
podmince, Ze u a v jsou linedrné zavislé (podle piedchozi
Casti dukazu).
(3), (4): Necht (ey, ..., er) je ortonormalni systém vektord.
Doplnime jej do ortonormalni baze (e, . .., e,) (to vZdy jde
podle predchozi véty). Pak, opét podle pfedchozi véty, je pro
kazdy vektoru € V
n n k
Il = -ep@e) = lu-ei’ =Y |u-elf
i=1 i=l i=l
To je ale pravé dokazovana Besselova nerovnost. Pfitom rov-
nost miZe nastat pravé tehdy, kdyZ u - ¢; = 0 pro vSechny
i > k, ato dokazuje Parsevalovu rovnost.
(5): Zvolme libovolny v € (ey, ..., ) a dopliime dany or-
tonormalni systém na ortonormdlni bazi (ey, ..., e,). Necht
Uy, ...,uy)a(xg, ..., x, 0,...,0) jsou souradnice u a v v
této bazi. Pak

2 2 2 2 2
lu—v|” = lur—x1|"+ - +ug —xp " Hotggo |+ - -+,

a tento vyraz je zjevné minimalizovan pii volbé jednotlivych
vektord x| = uy, ..., X = uy. ]

3.23. Vlastnosti unitarnich zobrazeni. Vlastnosti ortogo-
ndlnich zobrazeni maji pfimocarou obdobu v komplexnim
oboru. Mtizeme je snadno zformulovat a dokazat spole¢né:

Tvrzeni. Uvaime linedrni zobrazeni (endomorfismus) ¢
V. — V na prostoru se skaldrnim soucinem. Pak jsou nd-
sledujici podminky ekvivalentni:

(1) @ je unitarni nebo ortogondlni transformace

(2) ¢ je linedrni isomorfismus a pro kaidé u,v € V plati
Q) -v=u-¢"'(v)

(3) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormdlni bdzi
splituje A=' = AT (pro euklidovské prostory to znamend
A"l =AT)

(4) matice A zobrazeni ¢ v nékteré ortonormdlni bazi
spliuje A=' = AT

(5) radky matice A zobrazeni ¢ v ortonormalni bdzi tvori or-
tonormdalni bazi prostoru K" se standardnim skaldrnim
soucinem

(6) sloupce matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bazi tvori
ortonormdlni bazi prostoru K" se standardnim skalar-
nim soucinem

kremroli neméni. Vektor X ;;; tak ziskdme podle podminek v priklani

z X j vyndsobenim matici

1 0,5 O 0 0 o0
0O 0 05 O 0 o0
A 0 0,5 0 05 0 O
10 0 05 O 050
0 O 0O 05 0 O
0 0 0 0 0,5 1
Na zacatku mame
0
0
X = (1),
0
0

po Ctyfech sdzkédch bude situaci popisovat ndhodny vektor

Xs = A*X, =

o0l Oa|ux O;|wool—‘

tedy pravdépodobnost, Ze hra skon¢i do ¢tvté sazky (véetn€) je polo-
vina.

Vsimnéme si jesté, Ze matice A popisujici vyvoj pravdépodobnost-
niho vektoru X je pravdépodobnostni, tedy ma soucet prvkil v kazdém
sloupci 1. Nem4 ale vlastnost vyZadovanou v Perronové—Frobenioveé
vété a snadnym vypoctem zjistite (nebo piimo uvidite bez pocitani),
7e existuji dva linedrn€ nezdvislé vlastni vektory piislusné k vlast-
nimu ¢islu 1 — pifpad, kdy hraci nezlstane Zadna krémrole, tj. x =
(1,0,0,0,0,0)7, nebo pifpad kdy ziskd 5 krémroli a hra tim padem
konéi a viechny mu uZz zistavajf, tj. x = (0,0, 0, 0,0, 1)7. Viechna
ostatni vlastni ¢isla (pfiblizné 0, 8, 0, 3, —0, 8, —0, 3) jsou v absolutni
hodnoté ostfe mensi neZ jedna. Proto komponenty v pfislusnych vlast-
nich podprostorech pfi iteraci procesu s libovolnou pocate¢ni hodno-
tou vymizi a proces se bliZi k limitn{ hodnoté pravdépodobnostiho vek-
toru tvaru (a, 0, 0, 0, 0, 1—a), kde hodnota a zavisi na poctu krémroli,
se kterymi hra¢ zacind. V nasem pripade je to a = 0, 4, kdyby zacal
se 4 krémrolemi, bylo by to a = 0, 2 atd. O

3.20. Pdjcovna aut. Firma pijcujici kazdy tyden auta ma dvé po-
bocky - jednu v Brné a jednu v Praze. Auto zaptijcené v Brné lze vratit
i v Praze anaopak. Po Case se zjistilo, Ze na konci tydne je vZdy v Praze
vraceno zhruba 80 % z aut vyptjcenych v Praze a 90 % z aut vypijce-
nych v Brné.

Jak je potfeba rozd€lit auta mezi pobocky, aby na obou byl na za¢4tku

143



2. MARKOVOVY PROCESY

4. VICE MATICOVEHO POCTU

tydne vZdy stejny pocet aut jako predchozi tyden?
Jak bude vypadat situace po jisté dlouhé dobé, pokud jsou auta mezi

pobocky na zacite¢dtku ndhodné rozdélena?

ReSeni. Hledany zacate¢ni pocet aut v Brn€ oznaéme xp a v Praze

xp. Stav rozmisténi aut mezi pobockami je tedy popsdn vektorem

X
X = B
Xp

sloZek je 1, pak davaji jeho slozky procentudlni rozmisténi aut.

. Uvazime-li takovy nasobek vektoru x, Ze soucet jeho

Na konci tydne bude podle zaddni stav popsdn vektorem
(8: ; 8: é) (if}) Matice A = (8: é g: é) tedy popisuje
nas (linedrni) systém pljcovani aut. Pokud ma byt na konci tydne v
pobockich stejné aut jako na zadatku, pak hleddme takovy vektor X,
pro ktery plati Ax = x. To znamend, Ze hleddme vlastni vektor matice
A prislusny vlastnimu ¢islu 1.

Charakteristicky polynom matice A je (0, 1—-1)(0, 8—1)—0,9.0,2 =
(A—1)(A40, 1) a1 je tedy opravdu vlastni hodnota matice A. PfisluSny

. _ XB v . .. —0, 9 O, 2 XB _
vlastni vektor x = ()Cp) splfiuje rovnici ( 0,9 -0, 2) (xp) =0

Je to tedy ndsobek vektoru

’

. Pro zji$téni procentudlniho

0,9
rozloZeni hleddme takovy ndsobek, aby xpz + xp = 1. To spliiuje
vektor - 0.2) _ (0.18 Spravné rozloZzeni aut mezi Brnem a
ri\o,9) = \o,82) °P

Prahou je takové, Ze 18% aut bude v Brné a 82% aut v Praze.

X
B, pak bude stav
Xp

za n tydnil popsdn vektorem x,, = A"X. Nyni je vyhodné vyjadfit

Pokud zvolime libovolny pocatecni stav x =

pocatecni vektor x v bazi vlastnich vektorti matice A. Vlastni vektor

k vlastnimu ¢islu 1 uz jsme nasli a podobné se nalezne vlastni vektor

1
Pocatecni vektor tedy miZeme vyjadfit jako linedrni kombinaci

X=a (8’ g) +b (_11) Stav po n tydnech je pak

(0,18 “1\. (0,18 s
X"ZA“‘(o,sz)“’(1))—“(0,82>+b(_0’1) (1)

Druhy séitanec se pro n — oo bliZ{ nule a proto se stav ustdli na

k vlastnimu ¢islu —0, 1. Tim je napiiklad vektor

0,18 Y Cax X
a (O 82)’ tedy sloZce pocate¢niho vektoru ve sméru prvniho vlast-
niho vektoru. Koeficient a 1ze jednoduse vyjadrit pomoci poc¢atecnich

poctl aut: g = X2, O

3.21. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté€ dvé televizni sta-
nice. Z vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze po jednom roce prejde 1/6
divakil prvni stanice ke druhé stanici, 1/5 divdkt druhé stanice pfejde
k prvni stanici. PopiSte ¢asovy vyvoj poctu divaki sledujicich dané sta-
nice jako Markovtliv proces, napiste jeho matici, naleznéte jeji vlastni

Cisla a vlastni vektory.
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Dtkaz. (1) = (2): Zobrazeni ¢ je prosté, proto musi
byt i na. Plati pfitom ¢(u)-v = @(u)-p(¢~' (v)) = u-¢~ ' (v).
(2) = (3): Standardni skaldrni soucin je v K" vzdy dan pro
sloupce x, y skaldrti vyrazem x - y = x” Ey, kde E je jednot-
kova matice. Vlastnost (2) tedy znamend, Ze matice A zobra-
zeni ¢ je invertibilni a plati (Ax)”y = x” A=1y. To znamend
%7 (ATy — A~'y) = 0 pro viechny x € K". Zejména dosa-
zenim vyrazu v zavorce za x zjistime, Ze to je moZné pouze
pii AT = A~
(3) & (4):Je-li AT = A~! v nékteré ortonormdlni bazi, pak
to zarucuje platnost podminky (2) (p(u) - v = (Ax)TEy =
xTEA-'y =u - ¢ '(v)) atedyi (3).

(4) = (5) Dokazované tvrzeni je vyjadfeno prostiednictvim
matice A zobrazeni ¢ vztahem AA” = E, to je ale zaruteno

podminkou (4). )
(5) = (6): ProtoZe pro determinant plati |ATA| = |E| =
|AAT_| = |A||A| = 1, existuje inverzni matice A~'. Pfitom

je AATA = A, protoi AT A = E co? vyjadiuje pravé (6).
(6) = (1): Ve vybrané ortonormdlni bazi je

o(u) - p(v) = (Ax)"(Ay) =xATAy = x"Ej =x"§

kde x a y jsou sloupce soufadnic vektort u a v. Tim je zaru-
¢eno zachovivani skaldrniho soucinu. O

Charakterizace z pfedchozi véty si zaslouZi nékolik po-
znamek. Matice A € Mat, (K) s vlastnosti A~! = AT se
nazyvaji unitdrni matice pro komplexni skaldry (a v ptipadé
R jsme jim jiz tikali ortogondlni matice). Z defini¢ni vlast-
nosti plyne, Ze soucin unitdrnich (resp. ortogondlnich) matic
je unitdrni (resp. ortogondlni), stejné pro inverze. Unitdrni
matice tedy tvoii podgrupu U(n) C Mat,(C), ortogondlni
matice tvoii podgrupu O(n) C Mat,(R). Hovofime o uni-
tarni grupé a o ortogonadlni grupé.

Jednoduchy vypocet

1 =detE = det(AAT) = det Adet A = |det A|?

ukazuje, Ze determinant unitdrni matice ma vZzdy velikost
rovnu jedné, v piipad€ redlnych skaldri pak determinant
musi byt 1. Déle, je-li Ax = Ax pro unitdrni ¢i ortogondln{
matici, pak (Ax) - (Ax) = x - x = |A|*(x - x). Proto jsou
vlastni hodnoty ortogondlnich matic v redlném oboru rovny
41, vlastni hodnoty unitdrnich matic jsou vZdy komplexni
jednotky v komplexni roviné.

Stejné jako u ortogondlnich zobrazeni také docela
snadno ovéfime, Ze ortogondlni dopliiky k invariantnim
podprostoriim vzhledem k unitirnimu ¢ : V — V jsou vzdy
také invariatni. Skute¢ng, je-li o(U) C U,u € U av € Ut
libovolné, pak

o) - @(¢™ W) = v- ¢ W)
ProtoZe je ziZeni ¢y také unitdrni, musi to tedy byt bijekce,
zejména je ¢ '(u) € U. Pak oviem ¢(v) - u = 0, protoZe
v € Ut. To znamen4, Ze i p(v) € U™,
Odtud ovSem v komplexnim oboru okamZité dotdvame
uZite¢ny
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Disledek. Nechf ¢ : V — V je unitdrni zobrazeni komplex-
nich vektorovych prostoru. Pak je V ortogondlnim souctem
Jednorozmérnych vlastnich podprostorii.

Dtkaz. Jisté existuje alespoii jeden vlastni vektor v €
V. Pak je ziiZeni ¢ na invariantni podprostor (v)* opét
unitdrni a jist¢ md opét néjaky vlastni vektor. Po n tako-
vychto krocich obdrzime hledanou ortogondlni bazi z vlast-
nich vektord. Po vynormovani vektori ziskime ortonormalni
bazi. O

Nynf uzZ je mozné snadno pochopit detaily diikazu spek-
tradlniho rozkladu ortogondlnitho zobrazeni z 48 na konci
druhé kapitoly — redlnou matici ortogondlniho zobrazeni in-
terpretujeme jako matici unitdrniho zobrazeni na komplex-
nim roz$ifeni euklidovského prostoru a peclivé sledujeme
dtsledky struktury kofenti redlného charakteristického poly-
nomu nad komplexnim oborem. Automaticky pritom dosta-
vame invariantni dvourozmérné podprostory zadané dvoji-
cemi komplexné sdruzenych vlastnich Cisel a tedy piislusné
rotace pro ziuzené ptivodni redlné zobrazeni.

3.24. Dualni a adjungovana zobrazeni. Pri diskusi vekto-
rovych prostorl a linedrnich zobrazeni jsme jiZ ve druhé ka-
pitole letmo zminili dudlni vektorovy prostor V* vsech line-
arnich forem na vektorovém prosotru V, viz 737,

Pro kazdé linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory
¥ V. — W mlzZeme pfirozené definovat zobrazeni y* :
W* — V* vztahem

(v, ¥ (@) = (Y(v), a),

kde (, ) znaci vycisleni formy (druhy argument) na vektoru
(prvni argument), v € V aa € W* jsou libovolné. Zvolme
si bdze vna V, w na W a matici A pro zobrazeni v v téchto
bazich. Pak snadno spo¢teme v dudlnich bazich matici zobra-
zeni Y* v pfisluSnych dudlnich bazi na dudlnich prostorech.
Skutecné, definicni vztah tikd, Ze pokud bychom reprezen-
tovali vektory z W* v soufadnicich jako fadky skaldrt, pak
je zobrazeni ¥* je ddno toutéZ matici jako ¥, pokud ji ndso-
bime faddkové vektory zprava:

v

(), o) = (a1, ...,0) - A -

= (v, ¥"(@)).

Un

To znamend, Ze matici dudlniho zobrazeni ¥* je transpono-
vand matice AT, protoze o - A = (AT - o).

Predpokladejme naddle, Ze se pohybujeme ve vektoro-
vém prostoru se skaldrnim soucinem. JestliZze tedy zvolime
pevné jeden vektor v € V, dosazovani vektord za druhy argu-
ment ve skaldrnim souc¢inu nam davé zobrazeni V — V* =
Hom(V, K)

Vaouve (we (v, w) e K).

Podminka nedegenerovanosti skaldrntho soucinu ndm zaru-
Cuje, Ze toto zobrazeni je bijekci. Zaroven vime, Ze jde sku-
te¢né o linedrni zobrazeni nad komplexnimi nebo redlnymi

3.22. Nazakladé teploty ve 14.00 se rozd€luji dny na teplé, primérné
a chladné. Dle celoroc¢nich statistik ndsleduje po teplém dni teply
v poloviné pripadid a primérny ve 30 % piipaddi, po primérném dnu
primérny ve 40 % pripadi a chladny ve 30 % ptipadl, po chladném
dnu chladny v poloviné piipadd a ve 30 % pfipadl primérny. Bez da-
I8ich informaci zjistéte, kolik 1ze béhem roku ocekavat teplych, primér-

nych a chladnych dnti.

ReSeni. Pro kazdy den musi nastav pravé jeden ze stavi ,.teply den,
~prumérny den®, ,,chladny den*. Pokud vektor x, ma za slozky prav-
dépodobnosti toho, Ze jisty (oznaleny jako n-ty) den bude teply,
primérny, chladny (pfi zachovéani poradi), potom sloZky vektoru

0,5 0,3 0,2
Xoi1= (0,3 0,4 0,3]-x,
0,2 0,3 0,5

uddvaji postupné pravdépodobnosti, Ze nasledujici den bude teply,

primérny, chladny. Pro ovéfeni staci dosadit

1 0 0
x=10], x,=11], x,=1]0],
0 0 1

pri¢emz napt. pro tfeti volbu musime dostat pravdépodobnosti, Ze po
chladném dnu bude nésledovat teply, primérny, chladny (v tomto
poradi). Vidime tak, Ze tloha je Markovovym fetézcem s pravdépo-

dobnostni matici pfechodu

0,
0,
0

’

’

T =

’

SR=N=
W W
W B~ W
oo o
|V, JRUS I \9)

’ ’

Nebof jsou vSechny prvky této matice kladné, existuje pravdépodob-
nostni vektor

Xoo = (¥ B )
k némuzZ se bliZi vektor x,, pro zvétSujici se n nezdvisle na tom, jaky
byl vektor x, pro mnohem mensi n. Navic podle disledku Perronovy-
Frobeniovy véty je x, vlastnim vektorem matice 7" pro vlastni ¢islo 1.

Ma tedy platit

x = 0,5x, + 0,3x% + 0,23,
¥, = 0,3xL, + 0,4x3 + 0,3x,
o= 0,2xL, + 0,3x2 + 0,5x,

1 = xl + 2+ X

kde posledni podminka znamend, Ze vektor x., je pravdépodobnostni.

Snadno se vypocitd, Ze tato soustava mé jediné feSeni

1
r _ .2 _ .3 _ _
xoo_xoo_xoo_3‘

Lze tedy ocekdvat priblizné stejny pocet teplych, primérnych a chlad-

nych dnt.
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Zdtraznéme, Ze soucet vSech ¢isel z libovolného sloupce matice T
musel byt roven 1 (jinak by se nejednalo o Markoviv proces). Protoze
TT = T (matice je symetrickd), je soudet viech &isel z libovolného
fadku matice také roven 1. O matici s nezdpornymi prvky a s vlast-
nosti, Ze soucet ¢isel v kazdém fadku a rovnéz soucet Cisel v kazdém
sloupci je 1, mluvime jako o dvojndsobné (dvojit€, dvojné) stochas-
tické. DuleZitou vlastnosti kazdé dvojnasobné stochastické regularni
matice (pro jakykoli rozmér — pocet stavil) je, Ze ji ptislusny vektor xo,
md vSechny slozky stejné, tj. po dostate¢né dlouhé dobé vyhodnoco-
vani se vSechny stavy v odpovidajicim Markovové procesu jevi jako
stejné Casté. (I

3.23. Studentina pirednasce. Studenty miZeme rozdélit feknéme do
tif skupin - na ty, co jsou pfitomni na predndSce a vnimaji, na ty, co
jsou rovnéZ pritomni, ale nevnimaji a na ty, co sedi misto prednasky v
hospodé. Nyni budeme hodinu po hodin€ sledovat, jak se méni pocty
studentli v téchto skupinach. Zakladem je vypozorovat, jaké jsou jed-
notlivé pravdépodobnosti zmén stavu studenta. Dejme tomu, Ze by to
mohlo byt ndsledovné:

Student, ktery vnima: s pravdépodobnosti 50% zlstane vnimat,
40% prestane vnimat a 10% odejde do hospody. Student, ktery je na
predndsce a nevnima: zacne vnimat s pravdépodobnosti 10%, zistane
ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student, ktery sedi v
hospod€ m4 nulovou pravdépodobnost, Ze se vrati na predndsku.

Jak se bude tento model vyvijet v Case? Jak se situace zméni,
pokud budeme predpoklddat aspoii desetiprocentni pravdépodobnost

toho, Ze se student vrati z hospody na prednasku (tu ovSem samoziejmé

nevnima)?

ReSeni. Ze zadini se jednd o Markovoviv proces s ma-
0,5 0,1 0

tici 0,4 0,5 0. Jeji -charakteristicky polynom je
0,1 0,4 1

’ 9

0,5 — V*1 — 1) — 0,401 — ) =
vlastni ¢islo této matice (dal$i kofeny jsou pak 0,3 a 0,7). Postu-

0. Evidentné je tedy 1

pem cCasu se tedy studenti rozd€li do skupin tak, Ze stav bude

popsdn prisluSnym vlastnim vektorem. Ten je feSenim rovnice
-0,5 0,1 0\ /x
0,4 -0,5 0|y
0,1 0,4 0/ \z
(0.0.1). Jinymi slovy, vSichni studenti po ¢ase skonci v hospodé.

=0, coZ jsou pravé ndsobky vektoru

Tento vysledek je ziejmy i bez pocitini - tim, Ze je nulovd
pravdépodopnost odchodu studenta do Skoly, se budou studenti
postupné hromadit v hospod€. Pridanim desetiprocentni mozZnosti

odchodu studenta do Skoly se toto zméni. Prislu§nd matice bude
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skaldry, protoZe jsme pevné zvolili druhy argument. Na prvni
pohled je vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou takto zob-
razeny na formy tvorici bazi dudlni, a kazdy vektor mtiZzeme
prostfednictvim skaldrniho soucinu chépat také jako linearn{
formu.

V pripad€ vektorovych prostorii se skalarnim soucinem
proto prevadi nase ztotoZnéni vektorového prostoru se svym
dualem také dudlni zobrazeni ¥* na zobrazeni v* : W — V
zadané formuli

(Y@, v) = (u, ¥*(v)),

kde stejnym znacenim zdvorek nyni myslime skaldrni sou-
¢in. Tomuto zobrazeni se fikd adjungované zobrazeni k .
Ekvivalentné lze brit posledni vztah za definici zobrazeni
Y*, napt. dosazenim vSech dvojic vektorl ortonormalni baze
za vektory u a v dostdvdme piimo vSechny hodnoty matice
zobrazeni {*.

Ptredchozi vypocet pro dudlni zobrazeni v soufadnicich
nyni midZeme zopakovat, pouze musime mit na paméti, Ze
v ortonormdlnich bazich na unitarnich prostorech vystupuji
soufadnice druhého argumentu konjugované:

ot
W), w) =@, ..., w)-A-|
Un
wq T V1
Z(AT‘ : > = (v Yt (w)
Wp Up

Vidime proto, Ze je-li A matice zobrazeni ¢ v ortonormdlni
bazi, pak matice adjungovaného zobrazeni ¥* je matice
transponovand a konjugovand, kterou zna¢ime A* = A”.

Zvlastnim piipadem linedrnich zobrazeni jsou tedy ty,
které jsou rovny svému adjungovanému zobrazeni: ¥* =
Y. Takovym zobrazenim fikdme samoadjungovand. Ekviva-
lentné mizeme fici, Ze jsou to ta zobrazenti, jejichZ matice A v
jedné a tedy ve vSech ortonormaélnich bazich spliiuji A = A*.

V pripadé euklidovskych prostorti jsou samoadjungo-
vand zobrazeni tedy ta, kterd maji v nékteré ortonormalni
bazi (a pak uz viech) symetrickou matici. Casto se jim proto
fik4 symetrické matice a symetrickd zobrazeni. V komplex-
nim oboru se maticim spliiujicim A = A* fika hermiteovské
matice. V§imnéme si, Ze hermiteovské matice tvoii redlny
vektorovy podprostor v prostoru vSech komplexnich matic,
neni v§ak podprostorem v komplexnim oboru.

2%

Poznamka. Obzvlasf zajimavy je v této souvislosti nasle-
dujici postfeh. JestliZze hermiteovskou matici A vyndsobime
imagindrni jednotkou, dostdvdme matici B = i A, kterd ma
vlastnost B* = i AT = — B. Takovym maticim f{kdme anti—
hermiteovské. Tak jako je tedy kazda redlnd matice souctem
své symetrické a antisymetrické ¢4sti

1 T 1 T
A=A+ AN+ (A=A,



CHAPTER 3. LINARNI MODELY A MATICOVY POCET

je v koplexnim oboru obdobné
A= S+ A+ S —an
2 2 ’

tj. miZeme vyjadfit kaZzdou komplexni matici pravé jednim
zplsobem jako soulet

A=B+iC

s hermiteovskymi maticemi B a C. Jde o obdobu rozkladu
komplexniho ¢isla na redlnou a ryze imagindrni komponentu.
V fesi linedrnich zobrazeni to tedy znamend, Ze kazdy
komplexni linedrni automorfismus mtZeme takto jednozna-
¢né vyjadrit pomoci dvou samoadjungovanych zobrazeni.

3.25. Spektralni rozklad samoadjungovanych zobrazeni.
Uvazujme samoadjungované zobrazeni ¥ : V — V s matici
A v néjaké ortonormalni bazi a zkusme postupovat obdobné
jako v Z4R. Opét se nejprve obecné podivdme na invariantni
podprostory samoadjungovanych zobrazeni a jejich ortogo-
ndlni dopliiky. JestliZze pro libovolny podprostor W C V a
samoadjungované zobrazeni ¥ : V — V plati (W) C W,
pak také plati pro viechny v € W+, w e W

(Y (), w) = (v, Y(w)) = 0.

To ale znamen4, Ze také Y(W+) C W+,

Uvazme nyni matici A samoadjungovaného zobrazeni
v néjaké ortonormdlni bdzi a A - x = Ax pro néjaky vlastni
vektor x € C". Dostdvdme

Ax, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = A (x, x).

Kladnym redlnym ¢islem (x, x) miZeme kratit a proto musi
bytA = A, tj. vlastni &isla jsou vZdy redln4.

Komplexnich kofend mé charakteristicky polynom
det(A — AE) tolik, kolik je dimenze Ctvercové matice A,
a vSechny jsou ve skuteCnosti redlné. Dokdzali jsme tak
dilezity obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru
pro samoadjungované zobrazeni je také invariantni. Navic
Jjsou vsechna viastni Cisla samoadjungované matice A vZdy
redlnd.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze zuZeni samoadjungo-
vaného zobrazeni na invariantni podprostor je op€t samoad-
jungované. Pfedchozi tvrzeni ndm tedy zarucuje, Ze bude
vzdy existovat baze V z vlastnich vektorii. Skute¢né, ziZeni
¥ na ortogondlni doplné€k invariantniho podprostoru je opét
ortogondlni zobrazeni, takZe miZeme do bdze pribirat je-
den vlastni vektor za druhym, aZ dostaneme cely rozklad V.
Vlastni vektory piislusejici riznym vlastnim ¢isliim jsou na-
vic kolmé, protoZe z rovnosti ¥(u) = iu, Y(v) = uv vy-
plyva

AMu,v) = (Y(u), v) = (u, Y(v)) = ulu, v).

Obvykle byva nas vysledek formulovan pomoci projekci
na vlastni podprostory. O projektoru P : V — V fikdme, Ze

, 5 1 0
,4 0,5 0,1

0,1 0,4 0,9
prislusnému vlastnimu ¢islu 1. Ten je v tomto piipadé€ feSenim rovnice

-0,5 0,1 0

0,4 -0,5 0,1
0,1 0,4 -0,1

o O
oo

. Opét plati, Ze se stav usdli na vlastnim vektoru

x
y|=0.
Z

Resenim je napiiklad vektor (1, 5, 21). Pomérné rozloZeni studentti v

jednotlivych skupindch pak da ndsobek tohoto vektoru, ktery ma sou-
S 21
270 27
skonci v hospodé, nékteti ale ve Skole budou. (]

Cet slozek roven 1, tj. vektor ( %, ). Opét tedy vétsina studentti

3.24. Jezirko. M¢&jme jednoduchy model jezirka, ve kterém Zije po-
pulace bilé ryby (plotice, ouklej, podoustev, ostroretka atd.). Pfedpo-
kladame, Ze druhého roku se doZije 20 % rybiho pliidku a od tohoto
stafi uz jsou ryby schopny se reprodukovat. Z mladych ryb pieZije z
druhého do tietiho roku pfiblizné 60 % a v dalSich letech je uz dmrt-
nost zanedbatelnd. Ddle predpoklddame, Ze roc¢ni piirustek novych
pladkad je trikrat veétsi neZ pocet ryb (schopnych reprodukce).

Tato populace by evidentné jezirko brzy pieplnila. Rovnovdhu
chceme dosdhnout nasazenim dravé ryby, napf. Stiky. Pfredpoklddejme,
7e jedna $tika sni ro¢né asi 500 dospélych bilych ryb. Kolik Stik pak
musime do jezirka nasadit, aby populace stagnovala?

ReSeni. Pokud oznadime p pocet plidku, m pocet mladych ryb a r

pocet dospélych ryb, pak je stav populace v dal$im roce popsan nésle-

dovné:
p 3m + 3r
m| — 0,2p ,
r 0,6m + tr

kde 1 — 7 je relativni dmrtnost dosp€lé ryby zptisobena Stikou. Piislu-

$nd matice popisujici tento model je tedy

0 3 3
0,2 0 O
0 0,6 7

Pokud m4 populace stagnovat, pak musi mit tato matice vlastni hod-
notu 1. Jinymi slovy, jednicka musi byt kofenem charakteristického
polynomu této matice. Ten je tvaru A% (t —1)40, 36—0, 6.(t —1) = 0.
To znamend, Ze T musi spliiovat
T—140,36-0,6(r —1)=0
0,4t —0,04=0

Do dalsiho roku tedy mize preZit jen 10 % z dospélych ryb a zbytek
by méla snist Stika. Ozna¢ime-li hledany pocet §tik x, pak dohromady

sni 500x ryb, coZ by mélo odpovidat podle ptedchoziho vypoctu 0, 9r.

500
0,9 °

priblizn¢ jedna Stika na 556 kust bilé ryby. ([

Pomér poctu bilé ryby ku poctu stik by tedy mél byt = = To je
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3.25. Necht je v populaénim modelu dravec-kofist uréen vztah mezi
poctem dravcd Dy a kofisti K; v daném a nasledujicim mésici (k €

N U {0}) linedrnim systémem

(a)
Dk+1 - 076Dk + 075Kk5
Kk-’rl - _Oa 16 Dk + 192Kk5
(b)
Dy = 0,6D, + 0,5Kg,
Kivi = —0,175Dy + 1,2Ky;
(©)
D1 = 0,6 Dy + 0,5K;,
Kivn = —0,135D, + 1,2K,.

Analyzujte chovdni tohoto modelu po velmi dlouhé dobé.
ReSeni. Viimnéme si, Ze jednotlivé varianty se od sebe navzajem li§i
pouze v hodnoté koeficientu u D; ve druhé rovnici. MiiZeme proto
vSechny tfi pripady vyjadrit jako

(k)= (2 23) (&) wem
kde budeme postupné kldst a = 0, 16, a = 0, 175, a = 0, 135. Hod-

nota koeficientu a zde reprezentuje primérny pocet kusi kofisti zahu-

benych jednim (ocividné ,,nendroénym*) dravcem za mésic. Pfi ozna-

0,6 0,5
T_(—a 1,2)

bezprostfedné dostdvame

D\ .« (Do
(%)= (%), ke

Pomoci mocnin matice 7' tak miiZzeme urcit vyvoj populaci dravce

Ceni

a koristi po velmi dlouhé dobé.

Snadno stanovime vlastni ¢isla

@ rx=1, x»=0S7 ;
(b) A; =0,95, A1, =0,85;
() A1 =1,05, X =0,75
matice T a jim (pfi zachovani pofadi) ptislusné vlastni vektory
@ 59", 6.2
(® (10,7, @D
(©) (10,97, (10,3)".
Pro k € N tudiz plati
(a)
Tk:(5 5)_(1 0 )"_(5 5)1‘
4 2 0 0,8 4 2 ’
(b)

;i (10 2) (0,95 0\ (10 2\
=\7 1 0 0,85 7 1) °
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je kolmy, je-li Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q
jsou vzdjemné kolmé, je-li Im P L Im Q.

Véta (O spektralnim rozkladu). Pro kaZdé samoadjungo-
vané zobrazeni  : V — 'V na vektorovém prostoru se
skaldrnim soucinem existuje ortonormdlni baze z vlastnich
vektori. Jsou-li Ay, ..., A, vSechna riiznd viastni cisla f a
Py, ..., Py prislusné kolmé a navzdjem kolmé projektory na
vilastni podprostory, pak

f=MPi 4+ + APr.

Dimenze obrazii téchto projektorii je pritom vidy rovna alge-
braické ndasobnosti vilastnich cisel A;.

3.26. Ortogonalni diagonalizace. Zamysleme se, jak vypa-
dajf zobrazeni, pro kterd Ize najit ortonormdlni bazi jako v
predchozi vété o spektrdlnim rozkladu se nazyvaji normalni.
Pro euklidovsky pfipad je to snadné: diagondlni matice jsou
zejména symetrické, jednd se tedy praveé o samoadjungovana
zobrazeni. Jako dusledek ziskdvame tvrzeni, Ze ortogonalni
zobrazeni euklidovského prostoru do sebe je ortogonélné di-
agonalizovatelné pravé, kdyZ je zdroveii samoadjungované
(jsou to prave ta samoadjungovand zobrazeni s vlastnimi hod-
notami £1).
UvaZme libovolné linearni zobrazeni ¢ : V — V unitar-
niho prostoru a necht ¢ = ¥ + in je (jednoznaéné dany)
rozklad ¢ na hermiteovskou a antihermiteovskou ¢ast. Ma-
li ¢ ve vhodné ortonormdlni bdzi diagondlni matici D, pak
D = reD+iimD, kde redlnd a imagindrni ¢ast jsou pravé ma-
tice ¥ a n (plyne z jednoznacnosti rozkladu). Zejména tedy
platiyon =noy agpoy* = ¢*op. Zobrazenigp : V. — V
s posledni uvedenou vlastnosti se nazyvaji normaini.
Vzijemné souvislosti ukazuje nésledujici véta (pokracu-
jeme ve znaceni tohoto odstavce):

Tvrzeni. Ndasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) @ je ortogondlné diagonalizovatelné

(2) ¢" o = @ o ¢* (1. ¢ je normalni zobrazeni)

(3) yon=mnoy

(4) Pro matici A = (a;;) zobrazeni ¢ v néjaké ortonor-
mdlni bdzi a jejich m = dimV viastnich cisel A; plati
Do lailF =00 Il
STRUCNY DUKAZ. Implikaci (1) = (2) jsme jiZ diskuto-

vali.
(2) & (3): Staci provést piimy vypocet

ot = (Y +in (Y —in) =y +n0° + ity — ¥n)
oo =W —in( +in) =y + 0" +i(yn — )

Odectenim dostaneme 2i(nyr — ¥n).
(2) = (1): Nechf u € V je vlastni vektor normalniho
zobrazeni ¢. Pak

o(u) - pu) = (@ (), u) = (p* (), u) = ¢*(u) - ¢*(u)
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zejména tedy I(p(u_)| = |¢*(u)|. Je-li ¢ normadlni, je (¢ — (c)

: o e T . S L -
AidV) = (gov )tld V) aJe'pr0t01 (¢ V)\..ld Y) normalni . 1010 1,05 0 k 10 10 1
zobrazeni. Z predeslé rovnosti tedy plyne, Ze je-li p(u) = Au, T" = . : .

N = . PR ) 9 3 0 0,75 9 3
pak ¢*(u) = Au. Tzn., Ze ¢ a ¢* maji stejné vlastni vektory
a konjugované vlastni hodnoty. Odtud ddle pro velkd k € N plyne
Stejné€ jako u samoadjungovanych ted snadno dokdZzeme (a)

ortogondlni diagonalizovatelnost. K tomu je nutné a staci, .
aby ortogondlni doplnék kazdého vlastniho podprostoru pro T ~ <5 5) . (1 0) ) (5 5)
normdlni ¢ byl invariantni (je totiZ ziZeni normélniho zob- 4 2 00 4 2
razeni na invariantni podprostor opét normdlni). UvaZme 1 <—10 25)

vlastni vektor u € V s vlastni hodnotou A, v € (u)*. Plati “ 10\ -8 20

) - u=v-¢* W)= W,Au)=ru-v=0 (b)

a tedy opét p(v) € (u)*. ;i (10 2) (0 0y (10 2 -
(1) & (4): Vyraz 3,  |a;;|* je pravé stopa matice AA*, ~“\7 1) \o o) \7 1

to je matice zobrazeni ¢ o ¢*. Proto nezdvisi na volbé orto- (0 0)

’

’

normdlni bdze. Je-li tedy ¢ diagonalizovatelné, je tento vyraz 0 0
roven pravé Y, |A;]2.
Opacna implikace je pfimym ddsledkem Schurovy véty (©
o unitdrni triangulovatelnosti libovolného linedrniho zobra- L 10 10 1,05 0 10 10\ "
zeni V. — V, kterou dokdZeme pozdé&ji v B32. Podle ni totiZ r ( 9 3 ) ) ( 0 O) ' ( 9 3 )
existuje pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V — V ortonor- X
mdlni baze, ve které ma ¢ horni trojihelnikovou matici. Na = ﬁ (_30 100) ,
jeji diagondle pak musi byt prav€ vSechny vlastni hodnoty 60 \—27 90
@. Jak jsme jiZz ukazali, vyraz Zi’ j laij | nezdvisi na volbé  nebof pravé pro velkd k € N mtizeme poloZit
ortonormdlni bize, proto z predpoklddané rovnosti vyplyva, (@)
Ze vSechny prvky mimo diagondlu musi byt v této matici nu- k
lové. g (1 0 ) A <1 0) :
0 0,8 0 0/’
V terminech matic zobrazeni dostdvdme: zobrazeni je (b)
normdlni praveé, kdyZ jeho matice v nékteré ortonormalni 0,95 0 k 0 0
bazi (a ekvivalentné v kazdé€) spliiuje AA* = A*A. Takové < 5) ~ ( ) ;
matice nazyvame normdlni matice.

%

00

©

Poznamka. Vsimnéme si, Ze pro pocet s linedrnimi zobra- 1,05 O k {1,055 0

zenimi na komplexnim unitdrnim prostoru 1ze posledni vétu 0 0,75 0 0

chdpat také jako zobecnéni béznych pocti s komplexnimi  podotkngme, Ze ve varianté (b), tj. proa = 0, 175, nebylo nutné vlastn{
¢isly v goniometrickém tvaru (roli redlnych cisel zde hrajf sa-

moadjungovand zobrazeni). Roli komplexnich jednotek pak vektory pocitat,

hraji unitdrni zobrazeni. Zejména si vSimnéme analogie k je- ObdrZeli jsme tak
jich tvaru cos ¢ + i sint s vlastnosti cos® t + sin® t = 1: (@)
Dusledek. Unitdrni zobrazeni na unitdrnim prostoru 'V jsou Dy\ l —10 25 . Dy
praveé ta normdlni zobrazeni, pro kterd vyse uZivany jedno- Ky 10\ -8 20 Ky
v s _ . v 2 2 I
znacny rozklad ¢ =  + in spliuje v~ + n~- =id V _ i (5 (—2Dy + SKO)) .
DokAz. Pro unitdrni je pg* = idV = ¢*¢ a tedy 10 \4(=2Dy +5Ko) )’
oo = (Y +in)(Y —in) = ¥* + 0+ n* = id V. Naopak, (b)
pro normélni posledni vypocet ukazuje, Ze opa¢nd implikace D\ (0 0 Dy 0\ .
platf také. O k.) “\o o) \k,) ~\o)°
3.27. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezaporna re- ©
4lnd &isla jsou pravé ta, kterd umime psdt jako druhé moc- DY\ _ 1,05% (=30 100 (Do
niny. Zobecnéni takového chovani pro matice a zobrazeni 1ze K 60 =27 90 Ky
vidét u soucinit B = A* - A (tj. sloZeni zobrazeni ¥* o 1): it 05% (10 (=3Dy + 10K,)
(B-x,x)=(A" A-x,x)={A-x,A-x)>0 60 9(=3Dy+ 10Ky) | °
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Tyto vysledky lze interpretovat ndsledovné:

(a) Pokud 2Dy < 5K, velikosti obou populaci se ustdli na nenu-
lovych hodnotich (fikdme, Ze jsou stabilni); jestlize 2Dy >

5Ky, obé populace vymfou.
(b) Obé populace vymfou.

(c) Pro3Dy < 10K nastava populacni exploze obou druhti; pro

3Dy > 10K, obé populace vymfou.

To, Ze extrémné mala zména velikosti a mizZe vést ke zcela odlis-
velikosti obou populaci. Poznamenejme, Ze toto omezeni, kdy a v na-
Sich modelech povaZujeme za konstantni, nema oporu ve skute¢nosti.

Presto ziskavame odhad velikosti a pro stabilni populace. (I

3.26. Poznamka. Jiny model souZiti populaci dravce a koristi posky-
tuje model pant Lotky a Volterra, ktery popisuje vztah mezi popula-
cemi soustavou dvou obycejnych diferencidlnich rovnic. Podle tohoto

modelu obé populace osciluji, coZ je i v souladu s pozorovanimi.

3.27. Ruleta. Hrac rulety ma nasledujici strategii: priSel hrat se 100
K¢. VZdy vSechno, co aktudlné ma. Sazi vZdy na ¢ernou (v ruleté je 37
Cisel, z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hra¢ skonci, pokud
nic nemd, nebo pokud ziskd 800 Uvazte tuto tlohu jako Markoviv
proces a napiste jeho matici.

ReSeni. V prib&hu a na konci hry miize mit hrac pouze nasledujici pe-
néZni obnosy (v K¢): 0, 100, 200, 400, 800. Budeme-li na danou situaci
nahliZet jako na Markovilv proces, toto budou jeho stavy a snadno také

sestavime jeho matici:

>

Il
cooco~
co - o8
oo o8
oo o8
k=R =E=)

kdea = % ab= %.Vﬁimnéme si, Ze matice je pravdépodobnostni a
singuldrni. Vlastni hodnota 1 je dvojndsobnd. Hra nebude konvergovat
k jedinému vektoru x,, nybrz skonéi na jednom z vlastnich vektorti
prislusnych vlastni hodnot€ 1, totiz (1, 0, 0, 0, 0) (hra¢ prohraje vse),

nebo (0, 0, 0, 0, 1) (hra¢ vyhraje 800 K&). Navic snadno nahlédneme,

Ze hra skon¢fi po tiech sdzkdch, tedy posloupnost {A"}°° |, je konstantni
pron > 3:
1 a+ab+ab*> a+ab a 0
0 0 0 00
A :=A’=A"=|0 0 0 00
0 0 0 00
0 b? b? b 1
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pro vSechny vektory x. Navic zjevné
B"=(A"-A*=A"-A=B.

Hermiteovskych maticim B s takovou vlastnosti fikime po-
zitivné semidefinitni a pokud nastane nulova hodnota pouze
pro x = 0, pak jim fikdme pozitivné definitni. Obdobné ho-
vofime o pozitivé definitnich a a positivné semidefinitnich
zobrazenich ¢y : V — V.

Pro kazdé pozitivné semidefinitni zobrazeni ¢ : V —
V umime najit jeho odmocninu, tj. zobrazeni n takové, Ze
n o n = . Nejjednoduseji to uvidime v ortonormalni bazi,
ve které bude mit ¢ diagondlni matici. Takova podle naSich
predchozich tvah vZdy existuje a matice A zobrazeni ¥ v ni
bude mit na diagondle nezdporna redlnd vlastni ¢isla zobra-
zeni . Kdyby totiZ bylo nékteré z nich zdporné, nebyla by
splnéna podminka nezapornosti jiZ pro néktery z bazovych
vektortl. Pak ovSem staci definovat zobrazeni n pomoci ma-
tice B s odmocninami piislu§nych vlastnich ¢isel na diago-
néle.

3.28. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Na zavér této Casti
se vratime k otdzce, jak se mohou chovat linedrni zobrazeni v
uplné obecnosti. Budeme i nadéle pracovat s redlnymi nebo
komplexnimi vektorovymi prostory.

Pfipomenime, Ze spektrum linedrniho zobrazeni f
V — V je posloupnost kofenli charakteristického poly-
nomu zobrazeni f, vCetné ndsobnosti. Algebraickou ndsob-
nosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jako kofenu
charakteristického polynomu, geometrickd nasobnost vlastni
hodnoty je dimenze pfislusného podprostoru vlastnich vek-
tord.

Linedrni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni,

z ws

jestliZe existuje celé ¢islo k£ > 1 takové, Ze iterované zobra-
zeni f* je identicky nulové. Nejmensi &islo & s touto vlast-
nosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobra-
zeni f : V. — V se nazyva cyklické, jestliZe existuje baze
(uy,...,u,) prostoru V takovd, ze f(u;) = 0a f(u;) =
u;_y provsechnai =2, ..., n. Jinymi slovy, matice f v této
bézi je tvaru
010
A=10 0 1
Je-li f(v) = a - v, pak pro kazdé prirozené k je f*(v) =
a® - v. Zejména tedy miiZe spektrum nilpotentniho zobrazeni
obsahovat pouze nulovy skaldr (a ten tam vzdy je).

Piimo z definice plyne, Ze kaZzdé cyklické zobrazeni je
nilpotentni, navic je jeho stupeii nilpotentnosti roven dimenzi
prostoru V. Operétor derivovani na polynomech, D(x*) =
kx*=1, je pfikladem cyklického zobrazeni na K, [x] pro libo-
volné n.

Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni
je pfimym souctem cyklickych. Dikaz tohoto tvrzeni ndm
da hodné prace, proto napted zformulujeme dalsi vysledky
a pak se teprve ddme do technické prace. Ve vysledné vété
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o Jordanové rozkladu vvystupuji vektorové (pod)prostory a
linearni zobrazeni na nich s jedinym vlastnim ¢islem A a ma-
tici

A1 0 ... O

0 A 1 0
J =

o0 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podpro-
storim) se fika Jordaniiv blok.

Véta (Jordanova véta o kanonickém tvaru). Nechf'V je vek-
torovy prostor dimenzen a f : V — V je linedrni zobrazeni
s n vlastnimi cisly vcetné algebraickych ndsobnosti. Pak exis-
tuje jednoznacny rozklad prostoru V na primy soucet pod-
prostori
V=V -0V

takovych, Ze f(V;) C V;, zuZeni f na kazdé V; md jediné
viastni Cislo L; a ziiZeni f — A; -id na V; je bud cyklické nebo
nulové zobrazeni.

Véta tedy fik4, Ze ve vhodné bazi ma kazdé linedrni zob-
razeni blokove diagondlni tvar s Jordanovymi bloky podél di-
agondly. Celkovy pocet jednicek nad diagondlou v takovém
tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geomet-
rickou ndsobnostf vlastnich cisel.

Vsimnéme si, Ze jsme tuto vétu plné€ dokazali v piipa-
dech, kdy jsou vSechna vlastni ¢isla rtiznd nebo kdyz jsou
geometrické a algebraické ndsobnosti vlastnich Cisel stejné.
Také jsme ji plné€ dokézali pro unitdrni a samoadjungovand
zobrazeni.

Také si vSimnéme, Ze v situaci, kdy jsou vlastni hodnoty
v absolutni hodnoté mensi neZ jedna, opakované pisobent li-
nedrniho zobrazeni na jakémkoliv vektoru v z jednoho z pod-
prostort V; ve vété vede k rychlému zmenSovani vSech jeho
soufadnic nad v§echny meze. Skute¢né, predpokladejme pro
jednoduchost, Ze na celém V; je nase zobrazeni cyklické,
piislusnd vlastni hodnota je A a vy, ..., vy necht je prislu-
$nd bdze. Pak podminka z véty tikd, Ze f(vy) = Avy + vy,
fz(vj) = A0y 4+ Av; + Avp, a podobné pro ostatni v; a vy-
§81 mocniny. V kazdém piipadé pii iterovani dostdvame stdle
vyS$§i a vyS$§i mocniny A u vSech nenulovych komponent.

Zbytek této ¢asti je vénovén diikazu Jordanovy véty a né-
kolika k tomu potiebnym pojmim. Je vyrazné obtiZnéjsi neZ
dosavadni text a ¢tendf jej miZe pfipadné preskocit az do za-
¢atku 5. ¢asti této kapitoly.

3.29. Korenové prostory. Na piikladech jsme vidéli, Ze
vlastni podprostory popisuji dostate¢né geometrické vlast-
nosti jen nékterych linedrnich zobrazeni. Zavedeme nyni jem-
néj8i ndstroj, tzv. kofenové podprostory.

Definice. Nenulovy vektor u € V se nazyva korenovym vek-
torem linedrniho zobrazeni ¢ : V — V, jestliZe existuje

a € Kacelécislo k > 0takové, Ze (9 —a-idy)*(u) = 0, tj. k-
tditerace uvedeného zobrazeni zobrazuje u na nulu. MnoZinu

a snadno zjistime, Ze hra skon&{ s pravdépodobnosti a + ab + ab* =
0, 885 prohrou a s pravdépodobnosti cca 0, 115 vyhrou 800 K¢. (Ma-
tici A® vyndsobime pocatecni vektor (0, 1, 0, 0, 0) a dostdvdme vek-
tor (a + ab + ab?,0,0,0, b)) O

3.28. UvaZujme situaci z pfedchoziho pfipadu a pfedpoklddejme, Ze
pravdépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A.

Bez pouZiti vypocetniho software uréete A'%.

3.29. Roztrzity profesor. Uvazujme nasledujici situaci: Roztrzity
profesor s sebou nosi destnik, ale s pravdépodobnosti 1/2 jej zapomene
tam, odkud odchdzi. Rdno odchazi do prace. V prici chodi na obéd do
restaurace a zpét. Po skoncéeni prace odchazi domi. Uvazujme pro jed-
noduchost, Ze nikam jinam po dostate¢né dlouhou dobu profesor ne-
chodi a Ze v restauraci ziistdva deStnik na profesorové oblibeném misté,
odkud si ho miiZe nésledujici den vzit (pokud nezapomene). Uvazte
tuto situaci jako Markovliv proces a napiste jeho matici. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze se po mnoha dnech po ranu destnik bude nalézat v
restauraci? (Je vhodné za casovou jednotku vzit jeden den — od rdna
do rana.)
ReSeni.
11/16 3/8 1/4

3/16 3/8 1/4

1/8 1/4 1/2

Spotitejme tieba prvek a{, tedy pravdépodobnost, Ze destnik za-

A=

¢ne den doma a skonéi doma (bude tam i druhy den rdno): destnik

miZe putovat tfemi disjunktnimi cestami:

1
E .
DPD Profesor si ho vezme do prace, pak ho zapomene vzit na obéd

D Profesor ho hned rdno zapomene doma: p; =

a poté ho vecer odnese domt: p, = % 3y =g-

Celkem al1 =pi+p+p3= %.
Vlastni vektor této matice piislu$ny dominantni vlastni hodnoté 1
je (2,1, 1), je tedy hledand pravdépodobnost 1/(2+ 1+ 1) =4. U

3.30. Algoritmus na urcovani duleZitosti stranek. Internetové vy-
hleddvace umi na internetu vyhledat (skoro) vSechny stranky obsahu-
jici dané slovo ¢i frazi. Jak ale setfidit vyhledané stranky tak, aby uziva-
tel dostal pokud moZno seznam sefazeny podle relevance danych stra-
nek? Jednou z moZnosti je ndsledujici algortitmus: soubor vSech nale-
zenych strdnek povaZzujme za systém a kazdou z nalezenych stranek za
jeden z jeho moznych stavli. PopiSeme ndhodné prochizeni téchto stra-
nek jako Markoviv proces. Pravdépodobnosti prechodu mezi jednot-

livymi strankami jsou dany odkazy: kazdy odkaz, feknéme ze stranky
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A na stranku B urcuje pravdépodobnost (1/(celkovy pocet odkazil ze
stranky A)), se kterou se dostaneme ze strdnky A na strdnku B. Po-
kud z nékteré stranky nevedou Zddné odkazy, tak ji uvaZujeme jako
stranku, ze které vedou odkazy na vSechny ostatni. Timto dostaneme
pravdépodobnostni matici M (prvek m;; odpovida pravdépodobnosti,
se kterou se dostaneme z i-té stranky na j-tou). Bude-li tedy ¢lovék na-
hodné klikat na odkazy v nalezenych strdnkdch (pokud se dostane na
stranku, ze které nevede odkaz, vybere si ndhodné dalsi), tak pravdépo-
dobnost toho, Ze se v dany okamZik (dostatecné vzdaleny od pocatku
klikan{) bude nalézat na i-té strdnce odpovida i-té sloZce jednotkového
vlastniho vektoru matice M, odpovidajicitho vlastnimu ¢islu 1. Podle
velikosti té€chto pravdépodobnosti pak uréime dilezitost jednotlivych
stranek.

Tento algoritmus lze modifikovat tim, Ze budeme pfedpoklidat,
Ze uZivatel po néjaké dobé& prestane klikat z odkazu na odkaz a opét
za¢ne ndhodné na néjaké nové striance. Reknéme, Ze s pravdépodob-
nosti d vybere ndhodné novou stranku a s pravdépodobnosti (1-d). V
takovéto situaci je nyni pravdépodobnost prechodu mezi libovolnymi
dvéma strankami §; a S; nenulova, je to totiZ d/n+(1-d)/(celkovy pocet
odkazili ze strdnky S;), pokud ze stranky S; vede odkaz na S;, pokud
ne, tak je tato pravdépodobnost d/n (1/n, pokud z S; nevedou zadné
odkazy). podle Frobeniovy-Perronovy véty je vlastni hodnota 1 jed-
nondsobnd a dominantni, takZe ji odpovidajici vlastni vektor je jediny
(pokud bychom volili pravdépodobnosti piechodu pouze zpisobem z
predchoziho odstavce, tak by tomu tak nemuselo byt).

Pro ndzornost uvazme stranky A, B, C a D. Odkazy vedou z A
naBanaC,zBnaCazCnaA,zD pak nikam. Uvazujme, Ze
pravdépodobnst toho, Ze uZivatel ndhodné zvoli novou stranku je 1/5.

Potom by matice M vypadala nésledovné:

120 1/20 17/20 1/4
v 9720 1720 1720 174
= 19/20 17/20 1/20 1/4
120 1/20 1/20 1/4

Vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté 1 je (305/53, 175/53, 315/53,
ddleZitost stranek tedy bude stanovena v potadi podle velikosti jeho

odpovidajicich slozek, tedy C > A > B > D.

3.31.

uspéchu i nedspéchu. Pokud se pokus podafi, bude pravdépodobnost

V laboratofi je provadén pokus se stejnou pravdépodobnosti

uspéchu druhého pokusu 0, 7. JestliZze skonci prvni pokus nedspéchem,
bude pravdépodobnost tspéchu druhého pokusu pouze 0, 6. Dale
se bude pokracovat v provddéni pokusi, kdy dspéSnost predesliého
znamend, Ze pravdépodobnost tspéchu nasledujictho bude 0, 7, a jeho

netspésnost zpisobi, Ze pravdépodobnost tspéchu nasledujiciho
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vSech kofenovych vektort prislusnych k pevnému skalaru A
doplnénou o nulovy vektor nazyvame korenovym prostorem
pfislusnym ke skaldru A € K, zna¢ime R;.

Je-1i u kotenovy vektor a k z definice je vybrdno nejme-
n§f mozné, pak (¢ — a - idy)*~!(u) je vlastni vektor s vlastni
hodnotou a. Je tedy R, = {0} pro vSechny skalary A, které
neleZi ve spektru zobrazeni ¢.

Tvrzeni. Pro linedrni zobrazeni ¢ V. — V plati

(1) Pro kazdé ) € K je R, C V vektorovy podprostor.

(2) Pro kaZdé A, u € K je R, invariantni vzhledem k li-
nedrnimu zobrazeni (¢ — w - idy), zejména tedy je R,
invariantni vzhledem k .

(3) Je-li u # A, pak (¢ — w -idy)|R, je invertibilni.

(4) Zobrazeni (¢ — X - idy)|R, je nilpotentni.

Dukaz. (1) Ovéfeni vlastnosti vektorového podprostoru
je jednoduché a ponechavame jej Ctenafi.

(2) Pfedpokladejme, Ze (¢ — A - idy)¥(u) = 0 a uvazme
v= (¢ —pn-idy)(u). Pak

(=2 -idy)*(v) =
= (¢ — X idy) (¢ — A -idy) + (A — p) - idy) (w)
= (o —2-id) W) + A — ) - (9 — - idy) (w)
=0
(3) Je-li u € Ker(p — p - idy)|R,, pak
(p—x-idy)() = (p—p-idy) ) +(u—2)-u = (L—21)u

Odtud 0 = (¢ — A -idy)*(u) = (u — AM)* - u a je tedy nutné
u=0pror # u.

(4) Zvolme bazi ey, ..., e, podprostoru R,. Protoze
podle definice existuji ¢isla k; takovd, Ze (¢ — A - idy)ki (e;) =
0, je nutné celé zobrazeni (¢ — A - idy)|g, nilpotentni. [

3.30. Faktorové prostory. Nasim dal$im cilem je ukazat,
Ze dimenze kofenovych prostord je vZdy rovna algebraické
ndsobnosti pfisluSnych vlastnich ¢isel. Nejprve vSak zave-
deme Sikovné technické néstroje.

Definice. Nechf U C V je vektorovy podprostor. Na
mnoZiné vsech vektorti ve V definujeme ekvivalenci takto:

D, vy ~ v; pravé tehdy, kdyZ v; — v, € U. Axiomy ekvivalence

jdou ovéfit snadno. MnoZina V /U tiid této ekvivalence,
spolu s operacemi definovanymi pomoci reprezentantd, tj.
[v]+[w] = [v+w], a-[u] = [a-u], tvori vektorovy prostor,
ktery nazyvame faktorovy vektorovy prostor prostoru V
podle podprostoru U. Ovéite si korektnost definice operaci
a platnost v§ech axiomt vektorového prostoru!

Ttidy (vektory) ve faktorovém prostoru V /U budeme
¢asto oznacovat jako formdlni soucet jednoho reprezentanta
se vSemi vektory podprostoru U, napt. u+U € V/U,u € V.
Nulovy vektor ve V /U je praveé tiida 0+ U, tj. vektoru € V
reprezentuje nulovy vektor ve V /U pravé, kdyZjeu € U.
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Jako jednoduché piiklady si rozmyslete V/{0} = V,
V/V = {0} a faktorovy prostor roviny R? podle libovol-
ného jednorozmérného podprostoru, kde kazdy jednoroz-
mérny podprostor U C R? je pfimka prochdzejici po&étkem,
tiidy ekvivalence jsou rovnobézky s touto piimkou.

Tvrzeni. Nechf U C V je vektorovy podprostorauy, ..., u,
je takova baze V, Ze uy, ..., uy je baze U. Pak dm V /U =
n—kauy+U, ...,u,+Ujebdze V/U.

Dt¢kaz. Protoze V = (uy,...,dotsun), jei V/U =
(up + U, ..., u, + U). Pfitom ale je prvnich k generatorti
nulovych, takze je V/U = (ug+1 + U, ..., u, + U). Pfed-
pokladejme, Ze ayy; - (g1 +U) + -+ a, - (u, +U) =
(ag41 g1+ -+a,-u,)+U =0 € V/U.Toje ale ekviva-
lentn{ piislusnosti linedrni kombinace vektort uyq, ..., U,
do podprostoru U. ProtoZe U je generovino zbylymi vektory,
je nutné tato kombinace nulov4, tj. vSechny koeficienty a;
jsou nulové. (|

3.31. Indukovana zobrazeni na faktorovych prostorech.
Predpoklddejme, Ze U C V je invariantni podprostor vzhle-
dem k linedrnimu zobrazeni ¢ : V — V a zvolme bazi

ui,...,u, prostoru V, Ze prvnich k vektort té€to baze je bazi
U. V této bazi ma ¢ polorozpadlou matici A = (g g)

Pak budeme umét dokazat nasledujici tvrzeni:

Lemma. (1) Zobrazeni ¢ indukuje linedrni zobrazeni
oviu VU = V/U, oy (v +U) = ¢(v) + U s
matici D v indukované bazi uy,y + U, ..., u, + U na
V/U.

(2) Charakteristicky polynom @y y déli charakteristicky po-
lynom ¢.

Dtkaz. Prov,w € V,u € U,a € Kmame p(v+u) €
o(v) + U (protoZe U je invariantni), (p(v) + U) + (p(w) +
U)=9pv+w)+Uaa-(p(v)+U) =a-¢)+U =
¢(a - v) + U (protoZe ¢ je linedrni), je tedy zobrazeni ¢y i
dobfe definované a linedrni. Navic je pfimo z definice ma-
tice zobrazeni patrn€, Ze matice ¢y ,y v indukované bézi na
V /U je pravé matice D (pfi pocitani obrazti bazovych prvki
nam koeficienty z matice C prispivaji pouze do tfidy U). Cha-
rakteristicky polynom indukovaného zobrazeni gy je tedy
|D — X\ - E|, zatimco charakteristicky polynom pdvodniho
zobrazenip je |A — A - E|=|B —XA-E||D—A-E]| (Il

Disledek. Nech? V je vektorovy prostor nad K dimenze n
anechf ¢ : 'V — V je linedrni zobrazeni, jehoZ spektrum
obsahuje n prvkii (tj. vSechny koreny charakteristického poly-
nomu lezi v K a pocitame je vietné ndsobnosti). Pak existuje
posloupnost invariantnich podprostori {0} = Vo C Vi C
- C V, =V sdimenzemi dmV; = i. Vbazi uy,...,u,

bude 0, 6. Pro libovolné n € N stanovte pravdépodobnost, Ze n-ty

pokus se podafi.

ReSeni. Zavedme pravdépodobnostni vektor
T
x,,=(x,11, xf) , neN,

kde x! je pravdépodobnost dspéchu n-tého pokusu a x> = 1 — x| je

pravdépodobnost jeho netdspéchu. Podle zadéni je
_(1/2
o= (i72)
0,6\ (1/2\ _ (13/20
0,4 1/2) — \7/20 )
T — 7/10 3/5
—\3/10 2/5

3.6) Xpr1 =T -x,, neN,

a zfejmé také

Pri oznaceni
plati

nebof pravdépodobnostni vektor x,; zavisi pouze na x, a tato zavis-

lost je totoZnd jako pro x; a x;. Ze vztahu (B-f) bezprostiedné plyne
(3.7 Xp1 =T -T -x,_1=---=T"-x;, n>2,neN,

Proto vyjadiime 7", n € N. Jednd se o Markovtiv proces, a tudizZ je
1 vlastni ¢islo matice 7. Druhé vlastni ¢islo 0, 1 vyplyva kupf. z toho,
Ze stopa (soucet prvkl na diagondle) je rovna souctu vSech vlastnich

¢isel (kazdé vlastni Cislo bereme tolikrat, jakd je jeho algebraicka na-

sobnost). Témto vlastnim ¢islim pak piislusi vlastni vektory

2 1
1) \-1)"
Dostavame tak
F_(? 1 10 2 1\
—\t —-1)\o 1/10) " \1 —-1) >
tj. pron € N je
(21 10\ (2 1\'_
—\1 —-1) \o 1/10) "\1 —-1) —
(21 "0 2 1\
—\1 =1 \o 10) \1 —-1) -
-1
2 1 Lo
1 —-1) —3\1 =2

a roznasobeni dava
1 —-n _ . —n
Tn=_<2+10 2—-2-10 )’ nen.

Dosazeni

3\1—107" 1+4+2-107"
Odtud, z (B3€) a (B72) plyne

(2 Lor ! CN
W =\3 7610003 "6 100) 0 TS
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Zv14sté vidime, Ze pro velkd n je pravdépodobnost tspéchu n-tého po-
kusu blizka 2/3. Il

3.32. Nazakladé teploty ve 14.00 se rozd€luji dny na teplé, primérné
a chladné. Dle celorocnich statistik ndsleduje po teplém dni teply
v poloviné pripadl a primérny ve 30 Y% ptipadi, po primérném dnu
primérny ve 40 % pripadi a chladny ve 30 % ptipadd, po chladném
dnu chladny v poloviné pifpadi a ve 30 % piipadt primérny. Bez da-
I8ich informaci zjistéte, kolik 1ze béhem roku ocekdvat teplych, primér-

nych a chladnych dnti.

ReSeni. Pro kazdy den musi nastav pravé jeden ze stavi ,.teply den®,
»primérny den®, ,,chladny den‘. Pokud vektor x, m4 za sloZky prav-
dépodobnosti toho, Ze jisty (oznaceny jako n-ty) den bude teply,
pramérny, chladny (pfi zachovani potadi), potom slozky vektoru

0,5 0,3 0,2
Xoi1 = (0,3 0,4 0,3]-x,
0,2 0,3 0,5

uddvaji postupné pravdépodobnosti, Ze ndsledujici den bude teply,

primérny, chladny. Pro ovéfeni staci dosadit

1 0 0
x, =10}, x,=1(1], x,=1]0],
0 0 1

pfiCemz napf. pro tfeti volbu musime dostat pravdépodobnosti, Ze po
chladném dnu bude nasledovat teply, primérny, chladny (v tomto
potadi). Vidime tak, Ze uloha je Markovovym fetézcem s pravdépo-

dobnostni matici pfechodu

’

0,
0

W W
S O
B W

0,
0

W N

T =

’ ’ ’

0,2 0,3 0,5

Nebot jsou vSechny prvky této matice kladné, existuje pravdépodob-
nostn{ vektor

o = (2 )
k némuZ se bliZi vektor x, pro zvétSujici se n nezdvisle na tom, jaky
byl vektor x,, pro mnohem mensi #. Navic podle disledku Perronovy-

Frobeniovy véty je x, vlastnim vektorem matice T pro vlastni ¢islo 1.
Ma tedy platit

xlo= 0,5xL + 0,3x% + 0,2x,
2= 0,3xL, + 0,4x2 + 0,3x,
., = 0,2xL, + 0,3x% + 0,5x,
1 = X, + 3+ X3

kde posledni podminka znamen4, Ze vektor x., je pravdépodobnostni.

Snadno se vypocitd, Ze tato soustava mé jediné feSeni

1
1 2 3
xoo_xoo_xoo_3'
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prostoru V takové, Ze V; = (uy, ...
helnikovou matici:

, Ui ), md @ horni troji-

)\.1 *
0 ... XA

kde My, ..., L, je posloupnost prvkii spektra.

Dtkaz. Konstrukci podprostord V; provedeme induk-
tivné. Nechf A, ..., A, jsou prvky ve spektru zobrazeni ¢,
tzn. charakteristicky polynom zobrazeni ¢ je tvaru (A — A;) -
coo o (A — Ay). Zvolme Vo = {0}, Vi = (uy), kde u; je
libovolny vlastni vektor s vlastni hodnotou A;. Podle pfte-
deslé véty je charakteristicky polynom zobrazeni gy y, tvaru
A—Ap) -+ (A — Ap). Predpokladejme, Ze jsme jizZ sestrojili
linedrné nezdavislé vektory uy, ..., u; a invariantni podpro-
story V; = (uy...,u;),i =1,...,k < n, takové, Ze charak-
teristicky polynom ¢y v, je tvaru (A — Aggq) -« -« - A —An)
ap(u;) € (A -u; + Vi_y) provsechnai =1, ..., k.

Zejména tedy existuje vlastni vektor u; + Vi € V/V;
zobrazeni @y y, s vlastni hodnotou A ;. UvaZme nyni pro-
stor Viy1 = (uy,...,ury1). Kdyby byl vektor uy, line-
arni kombinaci vektord uy, ..., u;, znamenalo by to, Ze
up+1 + Vi je nulova tiida v V/V;, to ale neni mozné. Je
proto dim V. ; = k + 1. Zbyva studovat indukované zobra-
zeni @y v, . Charakteristicky polynom tohoto zobrazeni je
stupné n — k — 1 a déli charakteristicky polynom zobrazeni
@. Pfitom doplnénim vektorl u,, ..., u;y; do baze V dosta-
neme polorozpadlou matici zobrazeni ¢ s horni trojihelniko-
vou submatici B v hornim levém rohu, jejiz diagondlni prvky
jsou pravé skaldry Ay, ..., uyy;. Proto maji kofeny charak-
teristického polynomu indukovaného zobrazeni poZadované
vlastnosti. O

3.32. Poznamky. Pokud existuje rozklad celého prostoru V
na piimy soucet vlastnich podprostord, existuje baze z vlast-
nich podprostoril a predchozi véta vlastné neiika viibec nic
zajimavého. Jeji sila ovS§em spoc¢iva v tom, Ze jedinym jejim
pfedpokladem je existence dim V korenti charakteristického
polynomu (vcetné ndsobnosti). To je ovSem zaruceno, je-li
pole K algebraicky uzaviené, napf. pro komplexni ¢isla C.
Piimym disledkem pak jsou zajimava tvrzeni o determinantu
a stopé zobrazeni: jsou vZdy soucinem, resp. souctem prvki
ve spektru. Tuto skute¢nost miZeme pouZit i pro vSechny re-
alné matice. MiiZeme je totiz vZdy povazovat za komplexni,
spocitat potfebné, a protoZe determinant i stopa jsou alge-
braické vyrazy v prvcich matice, vysledkem budou prave hle-
dané realné hodnoty.

KdyzZ je na vektorovém prostoru V zadéan skalarni sou-
¢in, miZeme v kazdém induktivnim kroku dikazu predcho-
ziho tvrzeni vyuZit skuteCnosti, Ze vzdy V/Vy ~ V! a
V& 5 u > (u+ V) € V/Vi. To znamend, Ze v kazdé
tifde rozkladu V/V; existuje pravé jeden vektor z V,-. Sku-
teCné, tuto vlastnost ma faktorovy prostor podle libovolného
podprostoru v unitdrnim prostoru — pokud u, v € VkL jsou
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v jedné tridé, pak jejich rozdil patii do Vi N Vkl, tedy jsou
stejné. MiiZeme tedy jako reprezentanta u;; nalezené tiidy,
tedy vlastniho vektoru gy y, , zvolit pravé vektor z V- Touto
modifikaci dojdeme k ortogondlni bazi s vlastnostmi pozado-
vanymi v tvrzeni o triangulovatelnosti. Proto existuje i takova
ortonormdlni béze:

Disledek (Schurova véta o ortogondln{ triangulovatelnosti).
Necht ¢ : V. — V je libovolné linedrni zobrazeni (redlného
nebo komplexniho) unitdrniho prostoru s m = dim V vlast-
nimi hodnotami (véetné ndsobonosti). Pak existuje ortonor-
madlni bdze prostoru V takovd, Ze ¢ v ni md horni trojiihelni-
kovou matici s viastnimi Cisly Ay, . .., Ay, na diagondle.

3.33. Véta. Necht ¢ V — V je linedrni zobrazeni. Soucet
korenovych prostorii

Riopr- R

pFislusnych riiznym viastnim hodnotam X1’ ..., Ay je pFimy.
Navic je pro kaZdou viastni hodnotu ) dimenze podprostoru
‘R, rovna jeji algebraické ndsobnosti.

Dtkaz. Dikaz provedeme indukei pies pocet k kote-
novych prostord. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni vzdy plati pro
méné nez k prostorti a Ze pro vektory u; € Ry,,....ux €
Ry, plati u; + -+ + ux = 0. Pro vhodné j pak (¢ — A -
idy )/ (ux) = 0 a zdroveii jsou y; = (¢ — Ay -idy)’ (u;) nenu-
lové vektory viR;,,i =1, ..., k—1, pokud u; jsou nenulové,
viz. pfedchozi véta. Pfitom ale

k
Vit e = ) (9= - idv) () =0
i=1
a tedy podle indukéniho pfedpokladu jsou vSechny y; nulové.
Pak ovSem i u; = 0 a linedrni nezdvislost je dok4zéna.
Zbyv4 ukdzat, Ze dimenze kaZzdého kotfenového prostoru
R, je rovna algebraické ndsobnosti kofenu A charakteristic-
kého polynomu. Nechf tedy je A vlastni hodnota ¢, ozna¢me
¢ zizeni ¢|lr, a ¥ V/R, — V /R, nechf je zobrazeni in-
dukované ¢ na faktorovém prostoru. Pfedpoklddejme, Ze di-
menze R; je mensi neZ ndsobnost kofenu A charakteristic-
kého polynomu. Podle véty ?? to znamend, Ze A je i vlastni
hodnotou zobrazeni . Necht (v +R;) € V/R,; je prislusny
vlastni vektor, tj. w(v+R;) = A-(v+R;) coZ podle definice
znativ ¢ R, a@(v) = A-v+w pro vhodné w € R;. Mame
tedy w = (¢ —A-idy)(v) a (¢ —A-idy )/ (w) = 0 pro vhodné
j. Celkem tedy (¢ — A -idy)/*! (v) = 0 coZ je ve sporu s vol-
bou v ¢ R,. Tim jsme dokézali, Ze dimenze R, je rovna
ndsobnosti kofene A charakteristického polynomu ¢. g

Dusledek. Pro kaZdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V, jehoZ
celé spektrumje vK, je V =R, @ - - - ®R,, pfimym souc-
tem korenovych podprostorii. Zvolime-li vhodné bdze téchto
podprostorii, pak ¢ ma v této bdzi blokové diagondlni tvar
s hornimi trojithelnikovymi maticemi v blocich a vlastnimi
hodnotami \; na diagondle.

Lze tedy ocekdvat priblizné stejny pocet teplych, primérnych a chlad-
nych dnd.

Zdtraznéme, Ze soucet vSech ¢isel z libovolného sloupce matice T
musel byt roven 1 (jinak by se nejednalo o Markovlv proces). ProtozZe
TT = T (matice je symetrickd), je souet viech &isel z libovolného
radku matice také roven 1. O matici s nezdpornymi prvky a s vlast-
nosti, ze soucet ¢isel v kaZdém fadku a rovnéz soulet ¢isel v kazdém
sloupci je 1, mluvime jako o dvojndsobné (dvojité, dvojng) stochas-
tické. DileZitou vlastnosti kazdé dvojndsobné stochastické reguldrni
matice (pro jakykoli rozmér — pocet stavil) je, Ze ji prislusny vektor x,
ma vSechny slozky stejné, tj. po dostatecné dlouhé dobé vyhodnoco-
vani se vSechny stavy v odpovidajicim Markovové procesu jevi jako

stejné Casté. O

3.33.

kou, stfedni a dlouhou. Pokud si nékdy zvoli kratkou trasu, ndsledujici

Jirka ma ve zvyku si kaZzdy vecer zabéhat. M4 tfi trasy — krat-

den si to vyCitd a rozhodne se libovolné (tj. se stejnou pravdépodob-
nosti) pro dlouhou, nebo stiedni. JestliZe si v néktery den zvoli dlou-
hou trasu, v ndsledujicim dnu voli zcela libovoln€ jednu z tras. Pokud
béZel stfedné dlouhou trasu, citi se dobfe a druhy den si se stejnou
pravdépodobnosti vybere bud’ stfedni, nebo dlouhou. Pfedpokladeijte,
7Ze takto béha kazdy vecer uz velmi dlouhou dobu. Jak ¢asto voli krat-
kou a jak casto dlouhou trasu? Jak4 je pravdépodobnost, Ze si zvoli
dlouhou trasu, kdy?z si ji zvolil pfesné pfed tydnem?

ReSeni. Ziejmé se jednd o Markoviiv proces se tfemi moZnymi stavy,
a to volbami kratké, stiedni a dlouhé trasy. Toto poradi stavi dava prav-

dépodobnostni matici pfechodu

0 0 1/3
T=[1/2 172 13
12 12 1/3

Staci si uvédomit, Ze napr. druhy sloupec odpovida volbé stfedni trasy

v minulém dnu, kterd znamen4, Ze s pravdépodobnosti 1/2 bude opét

A

zvolena stfedni trasa (druhy fadek) a s pravdépodobnosti 1/2 bude zvo-

s vz

lena dlouhad trasa (tfeti fadek). Nebof je

1/6 1/6 1/9
5/12 5/12 4/9|,
5/12 5/12 4/9

muzeme vyuZit disledk Perronovy-Frobeniovy véty pro Markovovy

T? =

procesy. Neni obtiZné vypocitat, Ze vlastnim vektorem, ktery piislusi

vlastnimu ¢islu 1 a ktery je pravdépodobnostni, je pravé

13 3\
7771)
Hodnoty 1/7, 3/7, 3/7 pak udavaji po fadé pravdépodobnosti, Ze v na-

hodné€ uré¢eném dnu voli trasu kratkou, stfedni, dlouhou.
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Necht si Jirka v jisty den (v ¢ase n € N) vybere dlouhou trasu.

Tomuto rozhodnuti odpovidd pravdépodobnostni vektor
x, = (0, 0, DT .

Pro nasledujici den tedy plati

0 0 1/3 0 1/3
xpr=11/2 1/2 1/3 0)1=11/31],
12 1/2 1/3 1 1/3
aZ po sedmi dnech je
0 1/3
Yoy =T7-l0)=1%-|1/3
1 1/3

Vy¢islenim dostavame jako sloZky x,7 hodnoty

0,142861225...; 0,428569387...; 0,428569387...

Tedy pravdépodobnost, Ze zvoli dlouhou trasu za podminky, Ze si ji
zvolil pfed sedmi dny, ¢ini pfiblizné 0, 428 569 ~ 3/7 = 0, 428 571.
O

3.34. Vyrobni linka nefunguje spolehlivé: jednotlivé vyrobky se od
sebe co do kvality nezanedbatelné lisi. Navic jisty pracovnik ve snaze
zvysit kvalitu neustdle zasahuje do vyrobniho procesu. Pfi rozdé€leni
vyrobkt do tfid I, I, III podle kvality se zjistilo, Ze po vyrobku tfidy I
nasleduje vyrobek stejné kvality v 80 % pfipadi a tiidy II v 10 % pfi-
padt, po vyrobku tidy II se nezméni kvalita v 60 % piipadl a zméni
se na tiidu I ve 20 % pripadt a Ze po vyrobku tridy III ndsleduje vyro-
bek stejné kvality v poloving piipadd a se stejnou Cetnosti pak vyrobky
tfid I, II. Spoctéte pravdépodobnost, Ze 18. vyrobek je tridy I, pokud
16. vyrobek v potadi nélezel do tfidy III.

ReSeni. Nejprve tilohu vyfesme bez uvazeni Markovova fetézce. Sle-
dovanému jevu vyhovujf ptipady (16. vyrobek je tiidy III)

e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy I a 18. do tiidy [;
e 17. vyrobek byl zafazen do tfidy II a 18. do tfidy [;
e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy III a 18. do tfidy |

po fadé€ s pravdépodobnostmi

e 0,25-0,8=0,2;
e (0,25.0,2=0,05;
e (0,5-0,25=0,125.

Lehce tak ziskdvame vysledek
0,375=0,2+0,05+0, 125.

Nyni na tlohu nahliZzejme jako na Markovliv proces. Ze zadani

plyne, Ze poradi moznych stavd ,,vyrobek je tiidy I“, ,,vyrobek je
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3.34. Nilpotentni a cyklicka zobrazeni. Nyni jiZ mame
skoro vSe pfipraveno pro diskusi kanonickych tvarii matic.
Zbyva jen vyjasnit vztah mezi cyklickymi a nilpotentnimi
zobrazenimi a poskladat dohromady jiZ pfipravené vysledky.

Véta. Nechf o V — V je nilpotentni linedarni zobrazeni. Pak
existuje rozklad V na primy soucet podprostori V.= V| ®
-+ - @ Vi takovych, Ze ziiZeni ¢ na kterykoliv z nich je cyklické.

Dukaz. Ovéreni je docela jednoduché a spociva v kon-
strukci takové bdze prostoru V, Ze akce zobrazeni ¢ na bizo-
vych vektorech piimo ukazuje rozklad na cyklickd zobrazeni.
Postup bude ale ponékud zdlouhavy.

Necht k je stuperi nilpotentnosti zobrazeni ¢ a oznaéme
P, =im(¢),i =0, ..., k, tzn.

{O}ZPkCPk_1C"'CP1CP0:V.

Vyberme libovolnou bdzi e ™!, ..., ek~!

.., e, prostoru P4,
kde px—1 > 0 je dimenze Py_;. Z definice plyne, Ze Py C
Ker ¢, tj. vidy <p(e]]‘._1) = 0.

Ptredpoklddejme, Ze V. ProtoZe

k=2

P #*

Py = @(P,_), nutné existuji v P,_, vektory e,
J = L....piy, takové, Ze p(e™?) = €}~ Piedpokld-
dejme

@y e tap € A b by € =0,

Aplikaci zobrazeni ¢ na tuto linedrni kombinaci ziskdme
blelffl +oe 4t bpkfle’;,;_ll = 0, proto jsou vSechny b; = 0.
Pak ale i a; = 0, protoZe se jednd o kombinaci bazovych
vektortl. Celkem jsme tedy ovéfili linedrni nezavislost vSech

2 pr—1 zvolenych vektorii. Dopliime je do baze

k—1 k—1
€] €y
k=2 k=2 k-2 k=2
€ ey ey e

prostoru P,_,. Navic jsou obrazy pridanych bazovych prvka
v Py_1, nutné tedy museji byt linearnimi kombinacemi bazo-

vych prvkt e’l‘_l, R e’;k_fl. MiiZzeme proto zaménit zvolené
k=2 k=2 k-2 k=2y e ;
vektory €, ~ ., ..., e, ", vektory ;" —¢(e; ). Tim doci-

lime, Ze doplnéné vektory do bdze P;_, patii do jiddra zobra-

zeni . Predpoklddejme to pfimo o zvolené bazi (1).
Pfedpoklddejme déle, Ze jiZ mdme sestrojenu bazi pod-

prostoru P,_, takovou, Ze ji miZeme poskladat do schématu

k—1 k—1
e .y
k—2 k—2 k—2 k—2
€ e e e €
k—3 k—3 k—3 k—3 k—3 k—3
€1 o O Cp i Ep o Cpp it g
k—¢t k—¢ k—t k—C k—t k—C k—C
€ ""’el)k—l’e[]k—l‘f'l"”’ Pk—Z’ePk—Z'f‘l””’ePk—S’"'epk—é

kde hodnota zobrazeni ¢ na libovolném bazovém vektoru se
nachdzi nad nim, nebo je nulovd, pokud nad zvolenym vek-
torem béze jiZ nic neni. Pokud je Pr_, # V, opét musi

existovat vektory e]f_e_l, ..., e~ Kkteré se zobrazuji na

t T Pk—e
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e’l‘ _l, R e’;,k_i amizZeme je doplnitdo baze P;_;_i, feknéme
vektory
k—e—1 k—e—1
Cpret1r ey

Pfitom postupnym odecitdinim hodnot iteraci zobrazeni ¢ na
téchto vektorech dosdhneme opét toho, Ze doplnéné vektory
do baze P;_,_ budou leZet v jadru ¢ a analogicky jako vySe
oveéfime, ze skute¢né dostaneme bazi Pr_y_.

Po k krocich ziskame bazi celého V, ktera ma vlastnosti
uvedené pro bazi (2) prostoru P;_,. Jednotlivé sloupce vy-
sledného schématu pak generuji hledané podprostory V; a
navic jsme piimo nasli baze téchto podprostort ukazujici, Ze
pfislusna ziZeni ¢ jsou cyklicka zobrazeni. |

3.35. Dikaz Jordanovy véty. Nechf Aq,...,A; jsou
vSechny rizné vlastni hodnoty zobrazeni ¢. Z predpokladii
Jordanovy véty plyne, Ze V = R,, @ - - - @ R;,. Zobrazeni
i = (¢lr,, —2i - idei ) jsou nilpotentni a proto je kazdy z
kotenovych prostorti pfimym souctem

Rki=Pl,ki®"'@Pj,’,)\i

prostorti na nichZ je ziZeni zobrazeni ¢ — A; - idy cyklické.
Matice téchto ziZenych zobrazeni na P, jsou Jordanovy
bloky pfislusné k nulové vlastni hodnoté, ziZené zobrazeni
¢|p,, md proto za matici Jordantv blok s vlastni hodnotou
A

Pro dikaz Jordanovy véty zbyva dokazat tvrzeni o jed-
noznacnosti. ProtoZe diagondlni hodnoty A; jsou dany jako
koteny charakteristického polynomu, je jejich jednoznac¢nost
zfejmd. Vyjadiime rozméry jednotlivych Jordanovych blokt
prostfednictvim hodnosti r;();) zobrazeni (¢ — A; - idy )k,
Tim bude jasné, Ze a7 na poradi jsou bloky jednoznacéné
urceny. Naopak, pfehozeni blokid odpovida precislovani vek-
tord baze, lze je tedy ziskat v libovolném potadi.

Je-li ¢ cyklicky operdtor na n-rozmérném prostoru, pak
defekt iterovaného zobrazeni y* je k pro0 < k < n ajen pro
vSechna k > n. Odtud plyne, Ze pokud matice J zobrazeni ¢
obsahuje d; (1) Jordanovych blokt fadu k s vlastni hodnotou
A, pak defekt matice (J — A - E)¢ je

di(A) +2dy (M) + ... 8de(A) + by (M) + ...

Odtud spocitdme

n—reA) =di(A) +2do(A) + - +Ldg(X) + L (M) + ...

dc(A) =11 () = 2re(A) + re (V)

(kde posledni fadek vznikne kombinaci predchoziho pro hod-
noty{ =k —1,k, k+1).

3.36. Poznamka. Dtikaz véty o existenci Jordanova kano-
nického tvaru byl sice konstruktivni, neddva ndm ale doko-
nale efektivni algoritmicky postup pro jejich hledani. Nyni
shrneme jiz odvozeny postup explicitniho vypoctu baze, v
niZ ma dané zobrazeni ¢ V — V matici v kanonickém Jor-
danové tvaru.

(1) Najdeme koteny charakteristického polynomu.

tiidy I1%, ,,vyrobek je tfidy III*“ odpovidd pravdépodobnostni matice

prechodu

Situaci, kdy vyrobek patii do tiidy I1I, zaddva pravdépodobnostni vek-
tor (0, 0, 1)7. Pro ndsledujici vyrobek dostdvdme pravdépodobnostni

vektor
0,25 0,8 0,2 0,25 0
0,251 =10,1 0,6 0,25 0
0,5 0,1 0,2 0,5 1

0,375 0,8 0,2 0,25 0,25
0,3 1=10,1 0,6 0,25)-10,25],
0,325 0,1 0,2 0,5 0,5

’

jehoz prvni slozka je hledanou pravdépodobnosti.

Dopliime, Ze prvni metoda feSeni (bez zavedeni Markovova pro-
cesu) vedla k vysledku ziejme rychleji. Uvédomme si, jak vyrazné by
se vSak prvni metoda zneptehlednila, kdybychom napf. misto 18. vy-
robku uvazovali 20., 22. nebo aZ 30. vyrobek v poradi. Ve druhé me-
todé se 1ze omezit na do jisté miry ,,bezmyslenkovité* ndsobeni (umo-
cilovani) matic. Pfi zavedeni Markovova procesu jsme také soucasné

vySetfovali situace, kdy 18. vyrobek naleZi do tfid II a III. ([

3.35. Opakované hazime hraci kostkou. Napiste pravdépodobnostni
matici prechodu 7' pro Markoviiv fetézec ,,maximalni pocet ok dosa-

Zenych do n-tého hodu vcetné
T" pro kazdé n € N.

pro poradi stavt 1, ..., 6. Poté urcete

Reseni. Thned miZeme uvést

/6 0 0 0 0 0
1/6 2/6 0 0 0 O
_|1/6 1/6 356 0 0 0
116 16 16 4/6 0 o]
1/6 1/6 1/6 1/6 5/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

kde prvni sloupec je uren stavem 1 a pravdépodobnosti 1/6 pro
jeho zachovani (v dal$im hodu padne 1) a pravdépodobnosti 1/6 jeho
prechodu do libovolného ze stavi 2, ..., 6 (po fadé padne 2, ..., 6),
druhy sloupec je zaddn stavem 2 a pravdépodobnosti 2/6 pro jeho za-
chovéni (v dalsim hodu padne 1 nebo 2) a pravdépodobnosti 1/6 pro
prechod do jakéhokoli ze stavi 3, ..., 6 (padne 3, ..., 6), aZ posledn{
sloupce ziskdme ze skutecnosti, Ze stav 6 je trvaly (pokud jiZ padla

Y s

Sestka, nemtiZze padnout vyssi pocet ok).
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RovnéZ pro n € N Ize piimo urcit
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Hodnoty v prvnim sloupci totiZ odpovidaji postupné pravdépodobnos-
tem, Ze n-krat po sob€ padne 1, n-krit po sobé padne 1 nebo 2 a ale-
spoii jednou 2 (odecitdme proto pravdépodobnost uvedenou v prvnim
tadku), n-krat po sobé padne 1, 2 nebo 3 a alespoii jednou padne 3,
az v poslednim fadku je pravdépodobnost, Ze asponl jednou béhem
n hodl padne 6 (tu lze snadno urcit z pravdépodobnosti opa¢ného
jevu). Podobné napf. ve ¢tvrtém sloupci jsou postupné nenulové prav-
dépodobnosti jevi ,,n-krat po sobé padne 1, 2, 3 nebo 4%, ,.n-krat po
sobé padne 1, 2, 3, 4 nebo 5 a alesporii jednou 5% a ,,alespoii jednou
béhem n hodii padne 6. Interpretace matice T jako matice prechodu
jistého Markovova procesu tak umoZziiuje rychlé vyjadfeni mocnin 7",
neN. U

Yew 2

3.36. Sledujte urcitou vlastnost daného ZivociSného druhu, ktera je
podminéna nezdvisle na pohlavi jistym genem — dvojici alel. Kazdy je-
dinec ziskava po jedné alele od obou rodict zcela ndhodné a nezavisle
na sobé. Existuji formy genu dané rtiznymi alelami a, A. Ty urcuji tfi

mozZné stavy aa, aA = Aa, AA vySetfované vlastnosti.

(a) Pfedpokladejte, Ze kazdy jedinec jisté populace se bude roz-
mnoZovat vyhradné s jedincem jiné populace, ve které se vy-
skytuje pouze vlastnost podminénd dvojici aA. Prave jeden
jejich (ndhodné zvoleny) potomek bude ponechdn na stano-
visti a také on se bude rozmnoZovat vyhradné s jedincem té
jiné populace atd. Stanovte vyskyt kombinaci aa, aA, AA

v uvazované populaci po dostate¢né dlouhé dobé.

(b) Reste tlohu uvedenou ve varianté (a), pokud je jina populace
tvorena pouze jedinci s dvojici alel AA.

(c) Néhodné zvolené dva jedince opa¢ného pohlavi zkfiZite. Z je-
jich potomstva opét ndhodné vyberete dva jedince opacného
pohlavi, které zkiiZite. Pokud takto budete pokracovat velmi
dlouho dobu, vypoctéte pravdépodobnost, Ze oba kiiZeni je-

dinci budou mit dvojici alel AA, pfip. aa (proces kiiZeni

skonci).
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0

0
0
0

(2) Jestlize jich je méné neZ n = dim V, v¢etné nasobnosti,
kanonicky tvar neexistuje.

(3) Je-li n linearn€ nezavislych vlastnich vektort, ziskame
bazi V z vlastnich vektorti a v ni ma ¢ diagondlni matici.

(4) Nechf X je vlastni hodnota s geometrickou ndsobnosti
mensi neZ algebraickou a vy, .. ., v, necht jsou piislusné
vlastni vektory. To by mély byt vektory na hornim okraji
schématu z dikazu véty B34, je ovSem nutné najit vhod-
nou bazi aplikacemi iteraci ¢ — X - idy. Zaroven pfitom
zjistime ve kterém fadku se vektory nachézeji a najdeme
linearné nezavisla feSeni w; rovnic (¢ — Aid)(x) = v; z
fadkl pod nimi. Postup opakujeme iterativné (tj. pro w;
atd.). Najdeme tak ,fetizky* bazovych vektorti zadavaji-
cich podprostory, kde ¢ — A id je cyklické.

Postup je prakticky pro matice, kde ndsobnosti vlastnich hod-

not jsou malé, nebo asponi diskutované stupné nilpotentnosti

jsou malé. Napf. pro matici

2 01
A=10 2 1
00 2

dostaneme dvourozmérny podprostor vlastnich vektort
((1,0,0), (0, 1,0)).

Potiebujeme proto najit feseni rovnic (A—2E)x = (a, b, 0)7
pro vhodné konstanty a, b. Tento systém je ovSem feSitelny
pouze pro a = b a jedno z moznych feseni je v = (0, 0, 1),
a = b = 1. Celd hledand baze pak je (1, 1,0), (0,0, 1),
(1,0, 0). VSimnéme si, Ze jsme méli spoustu voleb a bazi s
poZadovanymi vlastnostmi je tedy mnoho.

5. Rozklady matic a pseudoinverze

V minulé ¢asti jsme s soustfedili na geometricky popis
struktury zobrazeni. Ted nase vysledky prelozime do jazyku
tzv. rozkladl matic, coZ je obzvlast dileZité téma pro nume-
rické postupy a maticovy pocet obecné.

I pfi pocitani s redlnymi ¢isly uzivame pro zjednodusen{

rozklady na souciny. Nejjednodussim je vyjadieni kazdého
redlného ¢isla jednoznacné ve tvaru

a = sgn(a) - |al,

tj. jako soucin znaménka a abolutni hodnoty. V dal§im textu
si uvedeme stru¢né piehled nékolika takovych rozkladd pro
ruzné typy matic, které byvaji nesmirné uZite¢né pri numeric-
kych vypoctech s maticemi. Naptiklad jsme vhodny rozklad
pro pozitivn€ semidefinitni symetrické matice vyuzili v od-
stavci B2 pro konstrukci odmocniny z matice.

3.37. LU-rozklad. Zacneme preformulovanim nékolika
vysledku, které jsme uz ddvno odvodili. V odstavcich 271 a
8 jsme upravovali matice nad skaldry z libovolného pole na
tadkovy schodovity tvar. K tomu jsme pouZivali elementarni
dpravy, které spocivaly v postupném ndsobeni naSi matice
invertibilnimi dolnimi trojdhelnikovymi maticemi P;, které
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postihovaly pri¢itani ndsobktl fadkd pod pravé zpravova-
vanym. Predpoklddejme pro jednoduchost, Ze naSe matice
A je Ctvercovd a Ze pri Gausové eliminaci nejsme nuceni
prehazovat fadky a proto vSechny naSe matice P; mohou byt
dolni trojihelnikové s jednickami na diagondlach. Konec¢né,
stacf si povSimnout, Ze inverzni matice k takovymto P; jsou
opét dolni trojihelnikové s jednickami na diagondlach a
dostavame

U=P-A=P.---P-A
kde U je horni trojihelnikovd matice a tedy

A=L-U

kde L je dolnf trojihelnikova matice s jednickami na diago-
ndle a U je horni trojihelnikova. Tomuto rozkladu se fika
LU-rozklad matice A.

V piipadé obecné matice miiZzeme pii Gausové elimi-
naci na fddkové schodovity tvar potiebovat navic permutace
tadki, nekdy i sloupci matice. Pak dostdvime obecnéji A =
P-L-U- Q,kde P a Q jsoun&jaké permutacni matice.

3.38. Poznamky. Pfimym disledkem Gausovy eliminace
bylo také zjiSténi, Ze aZ na volbu vhodnych bdzi na defini¢-
nim oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazeni f : V — W
zaddno matici v blokové diagondlnim tvaru s jednotkovou
matici, s rozmérem danym dimenzi obrazu f, a s nulovymi
bloky vSude kolem. To 1ze preformulovat takto: Kazdou ma-
tici A typu m/n nad polem skaldrii K lze rozloZit na soucin

E O

kde P a Q jsou vhodné invertibilni matice.

Pro Ctvercové matice jsme v ukdzali pfi diskusi
vlastnosti linedrnich zobrazeni f : V — V na komplexnich
vektorovych prostorech, Ze kaZzdou ¢tvercovou matici A di-
menze m umime rozloZit na soucin

A=P.B.pP!

kde B je blokové diagondlni s Jordanovymi bloky prislus-
nymi k vlastnim ¢islim na diagondle. Skutecné jde o pouhé
prepsani Jordanovy véty, protoZe ndsobeni matici P a jeji in-
verzi z opacnych stran odpovida v tomto piipa€ pravé zmeéné
baze na vektorovém prostoru V a citovand véta tikd, Ze ve
vhodné bazi ma kazdé zobrazeni Jordaniiv kanonicky tvar.
Obdodné jsme tedy pti diskusi samoadjungovanych zob-
razeni dokdzali, Ze pro redlné symetrické nebo komplexni
Hermiteovské matice existuje vZdy rozklad na soucin

A=P-B.-P"

kde B je diagondlni matice se viemi (vZdy redlnymi) vlast-
nimi ¢isly na diagonéle, vCetn€ ndsobnosti. Skutecné, jde
opét o soucin s maticemi vystihujici zménu baze, nicméné
pfipoustime nyni pouze zmé&ny mezi mezi ortonormdlnimi
bazemi a proto i matice pfechodu P musi byt ortogondlni.
Odtud P~! = P*.

(d) Reste dlohu uvedenou ve variant& (c) bez kladeni podminky,
Ze kiiZeni jedinci maji stejné rodice. Pouze tedy kiiZite je-
dince jisté velké populace mezi sebou, potom kiiZite po-

tomky mezi sebou atd.

ReSeni. Piipad (a). Jedna se o Markoviiv proces zadany matici

12 1/4 0
T=|12 172 12],
0 1/4 1/2

pricemz poradi stavii odpovida potadi dvojic alel aa, aA, AA. Hod-
noty v prvnim sloupci plynou z toho, Ze potomek jedince s dvojici
alel aa a jedince s dvojici alel aA ma s pravdépodobnosti 1/2 dvo-
jici aa as pravdépodobnosti 1/2 dvojici aA. Analogicky postupujeme
pro tieti sloupec. Hodnoty ve druhém sloupci potom vyplyvaji z toho,
7e kazdy ze Ctyt pripadi dvojic alel aa, aA, Aa, AA je stejné pravde-
podobny u jedince, jehoZ oba rodice maji dvojici alel a A. Uvédomme
si, Ze na rozdil od pocitani pravdépodobnosti, kdy musime rozliSovat
dvojici aA od Aa (ktera z alel pochézi od kterého z rodicti), vlastnosti
podminéné dvojicemi a A a Aa jsou samoziejmé stejné. Pro ureni vy-
sledného stavu staci nalézt pravdépodobnostni vektor, ktery piislusi

vlastnimu ¢islu 1 matice 7', protoZe matice

3/8 1/4 1/8
T?=1|1/2 1/2 1/2
1/8 1/4 3/8

spliiuje podminku Perronovy-Frobeniovy véty (vSechny jeji prvky jsou

kladné). Hledany pravdépodobnostni vektor je

11 1\
492547

coz jiz dava pravdépodobnosti 1/4, 1/2, 1/4 vyskytu po fadé¢ kombi-
naci aa, aA, AA po velmi dlouhé (teoreticky nekone¢né) dobg.
Ptipad (b). Pro potadi dvojic alel AA, aA, aa nyni dostdvdme prav-

dépodobnostni matici pfechodu

1 12 0
T=[0 1/2 1
0 0 0

s N7

Ihned vidime vSechna vlastni ¢isla 1, 1/2 a 0 (odecteme-li je od dia-
gondly, hodnost obdrZené matice nebude 3, tj. touto matici zadana ho-
mogenni soustava bude mit netrividlni feSeni). Témto vlastnim ¢islim

prislusi po fad¢ vlastni vektory

1 —1 1
01, 1], -2
0 0 1
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Proto je
1 -1 1 10 oy (1 -1 1)
T=1(0 1 =2 0 1/2 0 0o 1 =2
0 0 1 0 0 0 1
1 -1 1 1 0 1 11
=10 1 =2 0 1/2 0 01 2
0 0 1 0 0 O 0 0 1
Odsud pro libovolné n € N plyne
1 -1 1 1 0o 0\" /111
T"=10 1 =2 0 1/2 0 01 2
0 0 1 0 0 0 01
1 -1 1 1 0 1 11
=10 1 =2 0 2™ 0 01 2
0 0 1 0 0 O 0 0 1

Ztejmé pro velkd n € N mtiZzeme nahradit 27" za 0, coz implikuje

1 -1 1 1 00 1 11 1 11
T"~ |0 1 =2 0 00J-1{0 1 2}1=(0 00
0 0 1 0 00 0 0 1 0 00

Pokud tedy plodi potomky jedinci piivodni populace vyhradné s ¢leny
populace, ve které se vyskytuje pouze dvojice alel AA, nutné€ po do-
state¢n¢ velkém poctu kiiZeni dojde k tomu, Ze dvojice a A a aa zcela
vymizi (bez ohledu na jejich ptivodni Cetnost).
Pripad (c). Tentokrate budeme mit 6 moZnych stavi (v tomto
potadi)
AA, AA;

alA,AA; aa, AA;

aA,aA; aa,aA; aa,aaq,

pri¢emz tyto stavy jsou dany rtiznymi pripady genotypti rodi¢ti. Matice

odpovidajictho Markovova fetézce je

1 1/4 0 1/16 0 0
0 1/2 0 1/4 0 0
F_|0 0 0 118 0 0
0 1/4 1 1/4 1/4 0
0 0 0 1/4 1/2 0
0 0 0 1/16 1/4 1

Pokud budeme napft. uvazovat situaci (druhy sloupce), kdy jeden z ro-
di¢d ma dvojici alel AA a druhy aA, pak zjevné muZe nastat kazdy
ze Ctyt piipadd (jde-li o dvojice alel jejich dvou ndhodné zvolenych

potomkil)

AA, AA; AA,aA; aA,AA; aA,aA

se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost setrvani ve druhém
stavu je proto 1/2 a pravdépodobnost piechodu ze druhého stavu do
prvniho je 1/4 a do ¢tvrtého také 1/4.
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Pro redlnd ortogondlni zobrazeni jsme odvodili obdobné
vyjadfeni jako u symetrickych, pouze nase B bude blokove di-
agondlni s bloky rozméru dva nebo jedna vyjadiujicimi bud’
rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k pfislusnym
podprostordim.

3.39. Véta o singularnim rozkladu. Nyni se vriatime k
obecnym linedrnim zobrazenim mezi (obecné riiznymi) vek-
torovymi prostory. JestliZze na nich je definovan skalarni sou-
¢in a omezime se pfitom na ortonormdlni baze, musime po-
stupovat o hodné rafinovanéji, neZ v pfipadé bazi libovolnych

Véta. Necht A je libovolnd matice typu m/n nad redlnymi
nebo komplexnimi skaldry. Pak existuji ctvercové unitarni
matice U a V dimenzi m a n, a redlna diagonalni matice
s nezapornymi prvky D dimenze r, r < min{m, n}, takové,

Ze
« . D 0
A=USV¥, S_<0 0)

ar je hodnost matice AA*. Pritom je S urcena jednoznacné
az na poradi prvkii a prvky diagonalni matice D jsou druhé
odmocniny vlastnich Cisel d; matice AA*. Pokud je A redlnd
matice, pak i matice U a V jsou ortogondlni.

Dtkaz. Predpoklddejme nejprve m < n a oznacme
¢ : K" — K" zobrazeni mezi redlnymi nebo komplexnimi
prostory se standardnimi skaldrnimi souciny, zadané matici
A ve standardnich bazich.

Tvrzeni véty mizeme preformulovat tak, Ze existuji orto-
normdlni baze na K" a K™ ve kterych bude mit ¢ matici S z
tvrzeni véty.

Jak jsme vidéli diive, matice A*A je pozitivné semidefi-
nitni. Proto md samd redlnd nezdpornd vlastni ¢isla a existuje
ortonormdlni badze w v K", ve které ma prisluSné zobrazeni
¢*op diagondlni matici s vlastnimi ¢isly na diagondle. Jinymi
slovy, existuje unitdrni matice V takova, Zze A*A = VBV*
pro redlnou diagondlni matici s nezdpornymi vlastnimi Cisly
(d,dy,...,d,0,...,0) na diagondle, d; # 0 pro vSechny
i=1,...,r.Odtud

B = V*A*AV = (AV)*(AV).

To je ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcti matice
AV je ortogondlnich a zbyvajici jsou nulové, protoZe maji
nulovou velikost.

Oznacme nyni prvnich r sloupcti vy, ..., v, € R™. Plati
tedy (v;,v;) = d;, i = 1,...,r a normované vektory
u; = ﬁvi tvori ortonormalni systém nenulovych vektort.
Dopliime je na ortonormdlni bdzi u = u,, ..., u, celého K".
Vyjadiime-li nase ptivodni zobrazeni zobrazeni ¢ v bazich w
na K" a u na K™, dostdvame matici J/B. Prechody od stan-
dardnich bizi k nové vybranym odpovidaji ndsobeni zleva
ortogonalnimi maticemi U a zprava V~! = V*.

Pokud je m > n, miZeme aplikovat predchozi ¢ast di-
kazu na matici A*. Odtud pak pifimo plyne poZadované tvr-
zeni.
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Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou vSechny

nase kroky v dikazu vySe také realizovany v redlném oboru.
g

Tento diikaz véty o singuldrnim rozkladu je konstruktivni
a midZeme jej opravdu pouzit pro vypocet unitarnich, resp.
ortogondlnich, matic U, V a diagondlnich nenulovych prvk
matice S.

3.40. Geometricka interpretace singularniho rozkladu.
Diagondlnim hodnotdm matice D z predchozi véty se fika
singuldrni hodnoty matice A. Pfeformulujme si tuto vétu v

Pro pfislusné linearn{ zobrazeni ¢ : R” — R” majf sin-
guldrni hodnoty skute¢né jednoduchy geometricky vyznam:
Nechtf K C R” je jednotkova sféra pro standardni skaldrni
soucin. Obrazem ¢(K) pak vZdy bude (pfipadné degenero-
vany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou
pritom velikosti hlavnich poloos a véta navic fikd, Ze pivodni
sféra vzdy pripousti ortogondlni sdruZené primeéry, jejichZ
obrazem budou pravé vSechny poloosy tohoto elipsoidu.

Pro ¢tvercové matice je vidét, Ze A je invertibilni prave,
kdyz vSechna singuldrni Cisla jsou nenulovd. Pomér nej-
vétsiho a nejmensiho singuldrniho ¢isla je dtlezitym para-
metrem pro robustnost fady numerickych vypoctl s mati-
cemi, napi. pro vypocet inverzni matice. Poznamejme také,
7e existuji rychlé metody vypoctl, resp. odhadt, vlastnich
¢isel, proto je se singularnim rozkladem velmi efektivné pra-
covat.

3.41. Véta o polarnim rozkladu. Véta o singuldrnim roz-
kladu je vychodiskem pro mnoho mimofddné uZite¢nych né-
stroji. Uvazujme nyni nad n€kolika pfimymi dtsledky (které
samy o sobé€ jsou dosti netrividln{). Tvrzeni véty fik4 pro libo-
volnou matici A, af uz redlnou nebo komplexni, A = U SW*

s diagondlni S s nezdpornymi redlnymi ¢isly na diagondle a
unitdrnimi U, W. Pak ov§em také A = U SU*U W* a pojme-
nujme si matice P = USU*, V = UW?*. Prvni z nich, P

je hermiteovskd (v redlném piipade symetrickd) a pozitivné
semidefinitni, protoZe jde jen o zapis zobrazeni s redlnou dia-
gondlni matici S v jiné ortonormdlni bazi, zatimco V je coby
soucin dvou unitarnich op€t unitarni (v redlném piipadé orto-
gondlni). Navic A* = WSU* atedy AA* = USSU* = P?a

nase matice P je vlastné odmocninou ze snadno spocitatelné
hermiteovské matice AA*.

Predpoklddejme, ze A = PV = QU jsou dva takové
rozklady matice A na soucin positivné semidefinitni hermite-
ovské a unitarni matice a predpokladejme, Ze A je invertibilni.
Pak oviem je AA* = PVV*P = P? = QUU*Q = Q?
pozitivné definitni a proto jsou matice Q = P = +/ AA* jed-
noznacné uréené a invertibilni. Pak ovSem také U = V =
PA.

Beze zbytku jsme tedy odvodili velice uZite€nou analogii
rozkladu redlného ¢isla na znaménko (ortogondlni matice v

Nyni bychom méli opét urcit mocniny 7" pro velkd n € N. UvaZe-
nim podoby prvniho a posledniho sloupce ihned zjistime, Ze 1 je vlast-

nim ¢islem matice 7. Velmi lehce Ize najit vlastni vektory

(1,0,0,0,0,0)", (0,0,0,0,0,1)"

prislusné vlastnimu ¢islu 1. Pfechodem ke ¢tyfrozmérné podmatici ma-
tice T (vynechanim pravé prvniho a Sestého fadku a sloupce) nalez-

neme poté zbyld vlastni ¢isla

1 1 1-45 1445
2 4 4 4

Vzpomeneme-li si na feSeni piikladu nazvaného Mlsny hazardér, ne-

musime 7" pocitat. V tomto prikladu jsme dostali stejné vlastni vek-
tory prislusné ¢islu 1 a ostatni vlastni ¢isla méla rovnéz absolutni hod-
notu ostfe mensi 1 (jejich pfesné hodnoty jsme nevyuzivali). Dosta-
vame tak totoZny zdvér, Ze proces se blizi k pravdépodobnostnimu

vektoru
(av Oa 09 O’ Oa 1 - a)T )

kdea € [0, 1] je ddno vychozim stavem. ProtoZe pouze na prvni a Sesté

2 w2

pozici vysledného vektoru mohou byt nenulové ¢isla, stavy

aA,AA; aa,AA; aA,aA; aa,aA

po mnohondsobném kiizeni vymizi. Uvédomme si ddle (plyne z pie-
deslého a z ptikladu Mlsny hazardér), Ze pravdépodobnost toho, aby
proces koncil AA, AA, se rovnd relativni ¢etnosti vyskytu A v poca-
te¢nim stavu.

Pripad (d). Necht hodnoty a, b, ¢ € [0, 1] udavaji (pfi zachovani
potadi) relativni Cetnosti vyskytu dvojic alel AA, aA, aa v dané popu-
laci. Checeme ziskat vyjadieni relativnich Cetnosti dvojic AA, aA, aa
v potomstvu populace. Probiha-li vybér dvojic pro pareni nahodné, 1ze
pfi velkém poctu jedincti ocekavat, Ze relativni Cetnost pareni jedinct
s dvojicemi alel AA (u obou) je a?, relativni Cetnost pdieni jedinci,
z nichZ jeden ma dvojici alel AA a druhy a A, je 2ab, relativni cetnost
péfeni jedincii s dvojicemi alel aA (u obou) je b? atd. Potomek rodi¢t
s dvojicemi AA, AA musi dvojici alel AA zdédit. Pravdépodobnost,
Ze potomek rodict s dvojicemi AA, aA bude mit AA, je zfejmé 1/2
a pravdépodobnost, Ze potomek rodict s dvojicemi a A, a A bude mit
AA, je pak 1/4. Jiné pfipady pro potomka s dvojici alel AA uvaZovat
nemusime (pokud m4 jeden rodic¢ dvojici alel aa, potomek nemtiZze mit
dvojici AA). Relativni Cetnost vyskytu dvojice alel AA v potomstvu

je tedy
— 2 b?
=a" +ab+ —.

a’ -1+ 2ab l+b2 !
2 4 4
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Analogicky stanovime postupné relativni ¢etnosti dvojic aA a aa v po-

tomstvu ve tvarech

b
ab+bc+2ac+?

2

b2
2
c c

Na tento proces miiZzeme nahliZet jako na zobrazeni T, které transfor-

muje vektor (a, b, ¢)”. Plati

T :

a

b

C

a* + ab + b2 /4

c?+bc+b*/4

— | ab + bc + 2ac + b*/2

Podotknéme, Ze za defini¢ni obor (a pochopitelné i obor hodnot) T

vlastng€ bereme pouze vektory

a
b
c

’

kde a,b,ce[0,1],a+b+c=1.

Chté&li bychom zadat operaci T pomoci nasobeni vektoru (a, b, c)7 jis-

tou konstantni matici. To vSak o¢ividn€ neni moZné (zobrazeni T neni

linearni). Nejedna se tedy o Markoviv proces a nelze zjednodusit urco-

véani, co se stane po velmi dlouhé dobg, jako v predeslych pfipadech.

MiZeme ale vypocitat, co se stane, kdyz aplikujeme zobrazeni T dva-

krét po sobé. Ve druhém kroku dostdvame

a’® +ab + b*/4 5
T :|ab+bc+2ac+b*/2 | — 52
c? 4 bc +b*/4 L23
2
b= (az-i-ab-l——

5 = (a2+ab+—

Bl

2

4

bZ
ab+bc+2ac+?)+

b? b?
+(ab+bc+2ac+?> <c2+bc+z)+

b2
+2(a2+ab+Z)

£ = <02+bc

b
+ —

2

4

2 2
) +(ab+bc+2ac+—

Bl

X abtbe 4200+ 2
—\a C ac - .
4 2

>+ b +b2 + X ab+ be + 200+
c c 1 2a c ac 7 )

Lze ukdzat (vyuZitima + b +c = 1), Ze

b
t =a’+ab+
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2

Za

5

2

b
:ab+bc+2ac+?,

’

5

kde

2
b b? b?
4> +(a2+ab+z) <ab+bc+2ac+?)
2

1 b?
+4—1 ab+ bc +2ac+ — ) ,

2

2\ 2

b2
2
b i
c+ c+4)
2

2

et ”
=c c+—,
4

pripadé dimenze jedna jsou pravé £1) a absolutni hodnotu
(matice P, ke které umime odmocninu).

Véta (Véta o polarnim rozkladu). KaZdou ctvercovou kom-
plexni matici A dimenze n lze vidy vyjadrit ve tvaru A =
P -V, kde P je hermiteovska a positivné definitni ctvercova
matice téZe dimenze a V je unitdarni. Pritom P = ~/ AA*. Je-
li A invertibilni, je rozklad jednoznacny a V.= (v/ AA*)"' A.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, je P symetrickd
a 'V ortogondalni.

Kdyz budeme tutéZ vétu aplikovat na A* misto A, dosta-
neme tentyZ vysledek, ov§em s obrdcenym pofadim hermite-
ovskych a unitdrnich matic. Matice v pfisluSnych pravych a
levych rozkladech budou samoziejmé obecné rizné.

V komplexnim pfipad€ je analogie s rozkladem cisel
jesté zabavnéjsi — pozitivné semidefinitni P hraje opét roli
absolutni hodnoty komplexniho ¢isla, unitdrni matice V pak
ma jednoznac¢né vyjadieni jako soucet V. = V, + i V; s her-
miteovkymi V, a V; s vlastnosti V> + V? = E, tj. dostd-
vame plnou analogii goniometrického tvaru komplexnich ¢i-
sel (viz zdvére¢nd poznamka v B26). VSimnéme si ale, Ze
ve vicerozmérném piipadé je podstané, v jakém poradi tento
»goniometricky tvar matice piSeme. Jde to obéma zptisoby,
vysledky jsou ale obecné rtizné.

Pro tadu praktickych aplikaci byva rychlejsi pouZiti tzv.
OR rozkladu matic, ktery je obdobou Schurovy véty o orto-
gondln{ triangulaci:

3.42. Véta. Pro kaZdou komplexni matici A typu m/n exis-
tuje unitarni matice Q a horni trojithelnikova matice R ta-
kové, Ze A = QT R.

Pokud pracujeme nad redlnymi skalary, jsou Q i R re-
alné.

Duxkaz. V geometrické formulaci potfebujeme dokézat,
Ze pro kazdé zobrazeni ¢ : K* — K” s matici A ve stan-
dardnich bazich mtizeme zvolit novou ortonormalni bazi na
K™ tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

Uvazme obrazy ¢(ey), ..., ¢(e,) € K™ vektorii stan-
dardni ortonormadlni bize, vyberme z nich maximdlni line-
arné nezavisly systém vy, ..., v, takovym zplisobem, Ze vy-
pousténé zdvislé vektory jsou vZdy linedrni kombinaci pred-
chozich vektorti, a dopliime jej do bdze vy, ..., v,. Ne-
chf uy, ..., u, je ortonormalni baze K™ vznikld Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektord.

Nyni pro kazdé€ e; je ¢(e;) bud jedno z v;, j < i, nebo
je linedrni kombinaci vy, ..., v;_1, proto ve vyjadieni ¢(e;)
v bazi u vystupuji pouze vektory u, ..., u;. Zobrazeni ¢ ma
proto ve standardni bdzi na K" a ortonormdlni bazi u na K"
horn{ trojihelnikovou matici R. Pfechod k bdzi u na R™ od-
povid4 ndsobeni ortogondlni matici Q zleva, tj. R = QA,
ekvivalentné A = Q*R. O

Zéavérem této Casti textu si vSimnéme mimorddné uZi-
teCné a ddlezité aplikace naSich vysledkd pro priblizné nu-
merické vypocty.
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3.43. Definice. Necht A je redlnd matice typu m /n a necht

. < (DO
A=USV* S_(O o)

je jeji singuldrni rozklad (zejména D je invertibilni). Matici

D' 0
= ._ * —
A =VSU*, §= ( 0 0)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze dulezité
zobecnéni pojmu inverzni matice.

3.44. Véta. Nechf A je redlnd nebo komplexni matice typu
m/n. Pak pro jeji pseudoinverzni matici plati:
(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercovd), pak

ACD = A7

(2) pro pseudoinverzi A=Y plati, Ze ATV A i AATY jsou
hermiteovské (v redlném pripadé) symetrické a

AATDA = A, ACDAACD = ACD,

(3) Je-li A matice systému linedarnich rovnic Ax = b, s pra-
vou stranou b € K", pak vektor y = A“Vb e K" mini-
malizuje velikost || Ax — b|| pro vSechny vektory x € K".

Dokaz. (1): Je-li A invertibilni, pak je matice S =
U*AV také invertibilni a pfimo z definice je §' = S~!. Od-
tud vyplyvda ACDA = AACD = E.

(2): Pfimym vypoctem dostavame SS'S = S a IS =
S, proto

AACVA = USV*VSUUSV* = USSSV* =USV* = A
a analogicky pro druhou rovnost. Dile
(AATYDY = (USSU"* = U(S)*S*U*
=USS)'U*=USSU* = AATY

a podobné se ukdze (ACDA)* = ACDA,

(3): UvaZme zobrazeni ¢ : K" — K", x > Ax, a pfimé
soudty K" = (Kerg)* @ Kerg, K" = Img & (Img)*. Zi-
Zené zobrazeni ¢ = @ ery)t : (Ker ©)t — Img je line-
arni isomorfismus. Zvolime-li vhodné ortonormalni baze na
(Ker ¢)* a Im ¢ a doplnime je na ortonormalni baze na ce-
Iych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singularnim rozkladu. Pro dané b € K" je bod z € Im ¢ mi-
nimalizujici vzdalenost ||b — z|| (tj. realizujici vzdalenost od
podprostoru p(b, Im ¢)) pravé komponenta z = by rozkladu
b = b, +by, by € Img, by € (Img)*. Pfitom ale ve zvolené
bazi je zobrazeni ¢~ plivodné zadané ve standardnich ba-
zich pseudoinverzi A=V, ddno matici S’ z véty o singuldrnim
rozkladu, zejména je ¢V (Im¢) = (Ker ) a D~! matici
zuzeni ‘pl(l_n?w a (pl((;l) 1 je nulové. Je tedy skute¢né

m @)
9o V() =@ (@) =2

a diikaz je ukoncen. (|

tj.
a’>+ab+b?/4 a’>+ab + b*/4
T :|ab+bc+2ac+b*/2 | — | ab+ bc+2ac + b*/2
2+ bc+b*/4 c?+bc+b*/4

Ziskali jsme tak ptekvapivy vysledek, Ze dal$im aplikovanim transfor-
mace T se vektor obdrzeny v prvnim kroku nezméni. To znamen4, Ze
vyskyt uvazovanych dvojic alel je po libovolné dlouhé dobég totoZny
jako v prvni generaci potomstva. Pro velkou populaci jsme tak dok4-
zali, Ze evolu¢ni vyvoj by se realizoval béhem jediné generace, kdyby

nedochazelo k mutacim nebo k selekci. O

3.37. Necht jsou dany dvé& urny, které obsahuji dohromady » bilych
a n ¢ernych kouli. V pravidelnych ¢asovych intervalech je z obou uren
vylosovdna jedna koule a pfemisténa do druhé urny, pric¢emzZ pocet
kouli v obou urnéch je na zacatku (a tedy po celou dobu) prave n. Za-
dejte tento Markoviiv proces pravdépodobnostni matici pfechodu 7.

ReSeni. Tento pifklad se pouZivé ve fyzice jako model prolinani dvou
nestlacitelnych kapalin (jiZ v roce 1769 ho zavedl D. Bernoulli) nebo
analogicky jako model diftize plynd. Stavy O, 1, ..., n budou odpovi-
dat kupft. poctu bilych kouli v jedné pevné zvolené urné. Tento tdaj
totiZ soucasné zadava, kolik ¢ernych kouli je ve zvolené urné (vSechny
ostatni koule jsou pak ve druhé z uren). Pokud v jistém kroku dojde ke
zméné stavu j € {1,...,n} na j — 1, znamen4 to, Ze ze zvolené urny

byla vytaZena bild koule a z druhé cernd. To se stane s pravdépodob-

nost{
id_7
n n n?
Pfechodu ze stavu j € {0, ..., n—1}do j+1 odpovidd vytaZeni Cerné

koule ze zvolené urny a bilé z té druhé s pravdépodobnosti

n—j n—j _(n—j)
n n n?
Soustava zlstane ve stavu j € {1, ..., n — 1}, jestlize z obou uren byly
vytaZeny koule stejné barvy, coZ ma pravdépodobnost
jon—j n—j j_2j@m—j)
= ——

+
n n n n n

Dodejme, Ze ze stavu 0 se nutné (s pravdépodobnosti 1) prechdzi do
stavu 1 a Ze ze stavu n se s jistotou pfechdzi do stavu n — 1. UvdZenim
vyse uvedeného dostdvame hledanou matici

0 1 0 0 0
n? 2-1n—-1) 22 0 0

X 0 m-D* 2:20-2) . 0 0

T = — : . . .

nz
0 0 0 2-n—22 (n—1)7?
0 0 0 - 22 2-(n— DI
0 0 0 0 1
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pro poradi stavi O, 1, ..., n.

Pfi uziti tohoto modelu ve fyzice nds samozfejmé zajima sloZeni
uren po uplynuti urcité doby (po daném poctu vymén v zdvislosti na
predeslém sloZeni uren). Bude-li poc¢atecni stav napf. 0, midZeme po-
moci mocnin matice 7' sledovat, s jakou pravdépodobnosti ptibyvaji
ve zvolené urné bilé koule. Také 1ze potvrdit oéekdvany vysledek, Ze
pocétecni rozdéleni kouli bude ovliviiovat jejich rozdéleni po delsi
dobé zanedbatelnym zpisobem.

Kdybychom jednotlivé koule ocislovali, misto vybéru po jedné
kouli z uren vylosovali néjaké z Cisel 1,2, ..., 2n a kouli, jejiz Cislo
bylo vytaZeno, premistili do druhé urny, obdrzeli bychom Markovtv
proces se stavy 0, 1, ..., 2n (pocet kouli ve zvolené urnég), kdy se tak
uz nerozliSuje barva kouli. Tento Markoviv fetézec je rovnéz ve fy-
zice dileZzity. (P. a T. Ehrenfestovi jej zavedli v roce 1907.) PouZiva se
jako model vymény tepla mezi dvéma izolovanymi télesy (teplota je

reprezentovdna poctem kouli, t€lesa urnami). (I

3.38. Nechf n € N osob hraje tzv. tichou postu. Pro jednoduchost
predpokladejte, Ze prvni osoba zaseptd druhé pravé jedno (libovolné
zvolené) ze slov ,,ano®, ,ne“. Druhd osoba pak potichu fekne tfeti
osobé to ze slov ,,ano®, ,,ne*, o kterém si mysli, Ze ho fekla prvni osoba.
Takto to pokracuje azZ k n-té osobé. Jestlize pravdépodobnost toho, Ze
pfi libovolném preddni se zaméni (nechté, imyslné) Sifené slovo na to
druhé, je p € (0, 1), stanovte pro velkd n € N pravdépodobnost, Ze

n-t4 osoba urci spravné slovo zvolené prvni osobou.

ReSeni. Na tuto tlohu Ize nahliZet jako na Markoviv fetézec se dvéma
stavy nazvanymi Ano a Ne, kdy fekneme, Ze proces je ve stavu Ano
v ¢ase m € N, pokud si m-td osoba bude myslet, Ze pfeddvané slovo

je ,,ano®. Pro poradi stavli Ano, Ne je pravdépodobnostni matice pie-

chodu
T:(l_l’ p )
p l—p

Soucin matice 7™~ a pravdépodobnostniho vektoru pocatecni volby
prvni osoby potom udava pravdépodobnosti toho, co si bude myslet m-
td osoba. Mocniny této matice ov§em pocitat nemusime, nebof vSechny
prvky matice 7" jsou kladn4 ¢isla. Navic tato matice je dvojndsobné sto-
chastickd. Vime tudiz, Ze pro velkd n € N bude pravdépodobnostni
vektor blizky vektoru (1/2,1/2)". Pravdépodobnost, Ze n-td osoba
fekne ,,ano“, je proto priblizné€ stejnd jako pravdépodobnost, Ze fekne
,he‘, ato nezdvisle na tom, pro které slovo se rozhodla prvni osoba. Pro
velky pocet zicastnénych tak plati, Ze zhruba polovina z nich uslys{
,»ano* (zopakujme, Ze nezavisle na tom, které slovo bylo na zacatku

vybréno).
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Lze také ukdzat, Ze matice A~" minimalizuje vyraz
|1AATD — E)?

tj. soucet kvadratd vSech prvkil uvedené matice.

3.45. Linearni regrese. Aproximac¢ni vlastnost (3) pred-
chozi véty je velice uziteCnd v pripadech, kdy mame najit
co nejlepsi pribliZen{ (neexistujictho) feSeni preurc¢eného sys-
tému Ax = b, kde A je redlnd matice typu m/n a m je vétsi
nez n.

Napf. mdme experimentem ddno mnoho namétenych re-
dlnych hodnot b; a chceme najit linedrni kombinaci néko-
lika funkci f;, kterd bude co nejlépe aproximovat hodnoty
b;. Skute¢né hodnoty zvolenych funkci v bodech y; € R za-
daji matici a;; = f;(y:), jejiz sloupce jsou ddny hodnotami
jednotlivych funkci f; v uvaZovanych bodech, a nasim tko-
lem je tedy urcit koeficienty x; € R tak, aby soucet kvadrati
odchylek od skute¢nych hodnot

D= Qo xi iGN =) b — O ayx))
i=1 j=1 i=1 j=1

byla minimélni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci
funkci f; takovou, abychom ,,dobfe* prolozili zadané hod-
noty b;. Diky pfedchozi vété jsou hledané optimalni koefici-
enty ACDp,

dvé funkce fi(x) = x, fo(x) = x> a predpokladejme,

Ze ,,naméfené hodnoty“ jejich neznamé kombinace g(x) =

y1X 4 y2x% v celoé&iselnych hodnotich pro x mezi 1 a 10 jsou

b = (1.4410.644.4814.5631.1239.2054.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypoctem hodnot x + x* v danych bo-
dech posunutych o ndhodné hodnoty v rozmezi +8. Matice
A = (b;;) je tedy v naSem piipad¢ rovna

1
T _
A _<1

a hledané koeficienty v kombinaci jsou

23 4 5 6 7 8 9 10
4 9 16 25 36 49 64 81 100

Vysledné proloZeni je moZné dobie vidét na obrdzku, kde
zelené jsou proloZeny zadané hodnoty b lomenou Carou, za-
timco Cerveny je graf piislusné kombinace g. Vypocty byly
provedeny v systému Maple pomoci piikazu leastsqrs(B,b).
Pokud jste s Maplem (nebo jinym podobnym softwarem)
sprateleni, zkuste si zaexperimentovat s podobnymi dlohami.
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Pro tplnost zjistéme, jak by dloha dopadla, kdybychom ptedpokl4-
dali, Ze pravdépodobnost zdmény ,,ano* na ,,ne“ je u libovolné osoby
p € (0, 1) a pravdépodobnost zdmény ,,ne“ na ,,ano“ je obecné od-
lisné g € (0, 1). V tomto piipadé pro stejné poradi stavii dostdvime
pravdépodobnostni matici pfechodu

T=<1_P ‘1),
p l—g

kterd vede (pro velkd n € N) k pravdépodobnostnimu vektoru bliz-

T
G %)
p+q p+q)

coZ kupf. plyne z vyjadieni matice

w1 q q) o n(p —q)}
T_p+q[<P p) TUT PO, g )]

RovnéZ tentokrét pfi dostate¢ném poctu lidi nezdleZelo na volbé slova,

kému vektoru

kterou ucinila prvni osoba. Stru¢né feeno, v tomto modelu plati, Ze
nezdleZi na piivodnim rozhodnuti, protoZe o tom, jakou informaci si
lidé predavaji, rozhoduji oni sami; presnéji feceno, lidé sami rozho-
duji o Cetnosti vyskytu ,,ano* a ,,ne*, pokud je jich dostatecny pocet
(a chybi-li jakékoli ovétovani).

Dopliime jesté, Ze vySe uvedeny zaver byl experimentalné ovéren.
V psychologickych pokusech byl mj. jedinec opakované vystaven
vjemu, ktery $lo vnimat dvéma riznymi zptisoby, a to v ¢asovych inter-
valech zarucujicich, aby si subjekt pamatoval piedesly vijem. Viz napf.
,.I. Havrdnek a kol.: Matematika pro biologické a lékarské védy, Praha,
Academia 1981%, kde je uveden experiment, v némzZ je zableskem
osvétlovan v pevnych ¢asovych odstupech nejednoznaény obraz (tfeba
nacrt krychle vnimatelny jako nadhled i podhled). Takovy proces je to-

tiZ Markovovym fetézcem s matici pfechodu

(57 12)
p 1—q)’
kde p, ¢ € (0, 1). O

3.39. V jisté hie si mtizete vybrat jednoho ze dvou soupert. Prav-
dépodobnost, Ze porazite lepsiho, je 1/4, zatimco horsiho ze soupert
porazite s pravdépodobnosti 1/2. Soupefi ale nejsou rozliSeni, a tak
nevite, ktery z nich je ten lepsi. Ceké Vs velké mnoZstvi her (pro ka-
Zdou miiZete zvolit jiného soupeie) a samoziejmé chcete dosdhnout

celkové co nejvétsiho podilu vitéznych her. Uvazte tyto dvé strategie:

1. Pro prvni hru si vyberete soupefe nidhodng. Pokud néjakou
hru vyhrajete, pokracujete se stejnym soupefem,; jestliZe ji
prohrajete, zménite pro dal$i hru soupefe.

2. Pro prvni dvé hry si vyberete (jednoho) soupefe ndhodné.

Ddle se tidite vysledkem pfedchozich dvou her, kdy na dalsi
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dvé hry zménite soupete, pravé kdyZ ob& predchozi prohra-
jete.
Kterou ze strategii (moudfe) zvolite?
ReSeni. Ob¢ strategie jsou vlastnd Markovovym fetézcem. Pro jedno-
duchost horsiho ze soupefti oznacujme jako osobu A a lepsitho ze sou-
peti jako osobu B. V prvnim piipadé€ pro stavy ,hra s osobou A*, , hra

s osobou B* (a toto jejich poradi) dostdvdme pravdépodobnostni ma-

1/2 3/4
12 1/4)°

Tato matice ma vSechny prvky kladné, a proto staci najit pravdépodob-

tici prechodu

nostni vektor x,, ktery piislusi vlastnimu Cislu 1. Plati

3 2\
N

Jeho slozky odpovidaji pravdépodobnostem, Ze po dlouhé fadé her
bude soupefem osoba A, resp. B. Lze tedy ocekdvat, Ze 60 % her bude
hrano proti hor§imu ze soupefd. Nebof

2 31 2

575275
vitéznych her bude kolem 40 %o.

1
47

Pro druhou strategii zavedime stavy ,,dvé hry po sobé s osobou A*

a ,,dvé hry po sobé s osobou B, které vedou na pravdépodobnostni
3/4 9/16
1/4 7/16)°

Snadno uréime, Ze nyni je

9 4\7
Xoo = | —, — .
13’ 13

Proti hor§imu ze soupeiti by se tak hrdlo (9/4)krét Castéji neZ proti

matici prechodu

lepSimu z nich. Pfipometime, Ze pro prvni strategii to bylo (3/2)krat
Castéji. Druh4 strategie je proto vyhodnéjsi. Jest€¢ poznamenejme, Ze
pfi druhé strategii bude priblizn€ 42,3 % her vitéznych. Staci totiZ vy-
Cislit

4

119 1
0,43 =— = — :
13

%13 2

=

O

3.40. Petr se pravidelné setkdva se svym kamarddem. Je ovSem ,,pro-
sluly* svou nedochvilnosti. SnaZ{ se ale zménit, a proto plati, Ze v polo-
ving piipadt prijde vCas a v jedné deseting piipadl dokonce jeste diive,
pokud na minulé setkdni pfiSel pozd€. JestliZe minule pfiSel v€as nebo
diive, nez mél ptijit, vrati se ke své ,,bezstarostnosti a s pravdépodob-
nosti 0,8 dorazi pozdé€ a pouze s pravdépodobnosti 0,2 vcas. Jaké je
pravdépodobnost, Ze na dvacaté setkani piijde pozdé€, kdyZ na jede-

ndcté prisel vcas?
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ReSeni. Zfejm& se jednd o Markoviv proces se stavy ,.Petr piijde
pozdé®, ,,Petr prijde vCas®, ,,Petr prijde diive* a s pravdépodobnostni

matici pfechodu (pro uvedené poradi stavil)

0,4 0,8 0,8
T=105 0,2 0,2
0,1 O 0

Jeden4cté setkani je uréeno pravdépodobnostnim vektorem (0, 1, 0)7
(s jistotou vime, Ze Petr ptiSel vCas). Dvacdtému setkani pak odpovida

pravdépodobnostni vektor

0 0,571578 368
T°- | 1| =0,371316224
0 0, 057 105 408
Hledand pravdépodobnost je tudiz 0, 571 578 368 (pfesné). Dodejme,

Ze je
0,571316224 0,571578368 0,571578368

T7°=10,371512832 0,371316224 0,371316224
0,057170944 0,057105408 0,057 105408

Odtud vidime, jak mdlo zdleZi na tom, zda pfiSel na jedendacté setkani
pozdé (prvni sloupec), v€as nebo diive (druhy a soucasné tieti sloupec).
O

3.41. Dva studenti A a B travi kazdé pondé€lni odpoledne hranim
jisté pocitacové hry o to, kdo z nich vecer zaplati spolecnou utratu
v restauraci. Hra mtZe rovnéZ skoncit remizou, kdy vecer oba plati
pravé polovinu utraty. Vysledek ptfedeslé hry ¢astecné ovliviiuje hru
ndsledujici. Pokud tedy pred tydnem vyhrél student A, potom s prav-
dépodobnosti 3/4 vyhraje opét a s pravdépodobnosti 1/4 skonci hra
remizou. Remiza se opakuje s pravdépodobnosti 2/3 a s pravdépodob-
nosti 1/3 vyhraje ve hie nésledujici po remize student B. Pokud pied
tydnem vyhrdl student B, pak s pravdépodobnosti 1/2 své vitézstvi
zopakuje a s pravdépodobnosti 1/4 vyhraje student A. Naleznéte prav-
dépodobnost, Ze dnes bude kazdy platit polovinu ttraty, jestlize prvni
hru pied velmi dlouhou dobou vyhrdl student A.

ReSeni. Vlastné je zadan Markovilv proces se stavy ,,vyhraje stu-
dent A“, ,hra skonc¢i remizou®, ,,vyhraje student B* (v tomto poradi)

pravdépodobnostni matici pfechodu

3/4 0 1/4
T=\|1/4 2/3 1/4
0 1/3 1/2

Chceme najit pravdépodobnost prechodu z prvniho stavu do druhého
po velkém poctu n € N krokd (tydnt). Matice T je reguldrni, protoze
9/16 1/12  5/16
7> =[17/48 19/36 17/48
/12 7/18 1/3
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Staci tak najit vlastni pravdépodobnostni vektor x., matice T piislusny

vlastnimu ¢islu 1. Snadno lze spocitat, Ze

(2 32\
xOO_ 717’7 .

Vime, Ze vektor x., se jen velmi mélo 1i§i od pravdépodobnostniho
vektoru pro velkd n a téméf nezdvisi na pocatecnim stavu, tj. pro velka

n € N mizeme klast

2/7 2/7 2/7
T~ (3/7 3/7 3/7
2/7 2)7 2/7

Hledana pravdépodobnost je prvkem této matice na druhé pozici v prv-

nim sloupci (je druhou sloZkou vektoru x,). Pomérné rychle jsme na-

lezli vysledek 3/7. |
3.42. Které z matic
0 1/7 1/2 0 1/3 0O 1 O
A= 1 6/7) B=|10 1 12}, C=1(1/4 0 1/2],
1/2 0 1/6 3/4 0 1/2
1/3 12 0 0 01 00
D— 1/2 1/3 0 0 E— 0 0 0 1
“10 1/6 1/6 1/3}" 11 0 0 0
1/6 0 5/6 2/3 0010

jsou regularni?

Reseni. Nebot

3/8 1/4 1/4
A2:<1/7 6/49>, Cc=|1/4 3/8 1/4],

6/7 43/49 3/8 3/8 1/2
matice A a C jsou reguldrni; a nebof
1/2 0 1/3 0 0
0O 1 122)1-{1)=1(1],
1/2 0 1/6 0 0

bude prostiedni sloupec matice B" vidy (pro n € N) vekto-

rem (0, 1, 0)7, tj. matice B nemiZe byt reguldrni. Soucin

13 12 0 0 0 0
12 13 0 0 o| _ 0

o 16 16 13| |a|=| a/o+p3 |© @PER
1/6 0 s5/6 2/3) \b 5a/6 +2b/3

implikuje, Ze matice D? bude mit v pravém hornim rohu nulovou dvou-
rozmérnou (¢tvercovou) submatici. Opakovanim této implikace dosta-
vame, Ze stejnou vlastnost maji matice D®> = D - D>, D* = D - D,
.., D" = D.-D" .. . tudiZ matice D neni reguldrni. Matice E
je permutacni (v kazdém fadku a sloupci m4 pravé jeden nenulovy pr-
vek, a to 1). Neni obtiZné si uvédomit, Ze mocniny permutac¢ni matice
jsou opét permutacni matice. Matice E proto také neni reguldrni. To
1ze rovnéZz ovéfit vypoctem mocnin E2, E°, E*. Matice E* je totiz

jednotkova. (Il
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3.43. Dvahradi A, B hraji o penize opakovang¢ jistou hru, kterd mtize
skoncit pouze vitézstvim jednoho z hract. Pravdépodobnost vyhry
hrace A je v kazdé jednotlivé hfe p € [0, 1/2) a oba saz{ vzdy (v li-
bovolné hte) jen 1 K&, tj. po kazdé hie s pravdépodobnosti p dd 1 K¢
hra¢ B hraci A a s pravdépodobnosti 1 — p naopak 1 K¢ d4 hrac¢ A hra-
¢i B. Hraji ovSem tak dlouho, dokud jeden z nich nepfijde o vSechny
penize. JestliZe mé hra¢ A na zacdtku x K¢ a hrd¢ B m4 y K¢, urcete

pravdépodobnost, Ze hrd¢ A vSe prohraje.

ReSeni. Tato dloha se nazyva Ruinovani hrace. Jednd se o specidlni
Markoviv fetézec (viz také priklad Mlsny hazardér) s mnoha dileZi-

tymi aplikacemi. Hledand pravdépodobnost ¢ini

()

» x+y*
1= (%)

PovSimnéme si, jakd je tato hodnota pro konkrétni volby p, x, y. Kdyby
hrd¢ B chtél mit téméf jistotu a poZadoval, aby pravdépodobnost, Ze
hra¢ A s nim prohraje 1 000000 K¢, byla alespoii 0,999, potom stadi,
aby mél 346 K¢, je-li p = 0,495 (¢i 1727 K¢, je-li p = 0, 499). Proto

z6¢

je ve velkych kasinech mozné, aby ,,vaSnivi* hra¢i mohli hrat témér

spravedlivé hry. O

3.44. V ramci jisté spolecnosti funguji dvé navzdjem si konkurujici
odd¢leni. Vedeni spolecnosti se rozhodlo, ze kazdy tyden bude po-
méfovat relativni (vzhledem k poctu zaméstnanctl) zisky dosaZené té-
mito dvéma oddélenimi. Do oddéleni, které bude tGspésnéjsi, pak bu-
dou pfefazeni dva pracovnici z druhého oddé€leni. Tento proces ma
probihat tak dlouho, aZ jedno z oddé€leni zanikne. Ziskali jste zamést-
nani v této spolecnosti a miiZzete si vybrat jedno z téchto dvou oddélent,
kde budete pracovat. Chcete si zvolit to, které nebude v dtisledku vni-
tropodnikové konkurence zruSeno. Jakd bude Vase volba, kdyZ jedno
oddéleni mé nyni 40 zaméstnancii, druhé 10 a kdyZ odhadujete, Ze to
v soucasnosti mensi z nich bude mit vétsi relativni zisky v 54 % pfi-

padi?

3.45. Student na koleji je znacné spoleCensky unaven (v disledku
toho neni schopen plné vnimat smyslové podnéty a koordinovat své
pohyby). V tomto stavu se presto rozhodne, Ze na pravé probihajici
vecirek pozve zndmou, kterd mé pokoj na jednom konci chodby. Na
opac¢ném konci chodby vSak bydli né€kdo, koho pozvat rozhodné ne-
hodla. Je ovSem natolik ,,unaven®, Ze rozhodnuti udé€lat krok zvole-
nym smérem se mu podaii realizovat pouze v 53 ze 100 pokusti (ve
zbylych 47 jde pfesn€ na opacnou stranu). Za predpokladd, ze vyjde

v poloviné chodby a Ze vzddlenost k ob€éma dvefim na koncich chodby
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5. ROZKLADY MATIC A PSEUDOINVERZE

odpovida jeho 20 krokdim, stanovte pravdépodobnost, Ze nejdiive do-

razi ke sprdvnym dvefim.

3.46. Vyvrafte nebo dokaZte:

e Nechf A je ¢tvercovd matice n x n. Pak je matice AT A je
symetrickd.
e Nechf étvercovd matice A ma pouze kladné redlné vlastni

hodnoty. Pak je A symetricka.

3.47. Naleznéte LU-rozklad néasledujici matice:

-2 1 0
-4 4 2
-6 1 -1
Reseni.
1 0 O -2 10
2 1 0 0o 2 2
3 -1 1 0 01

Nejprve vyndsobime matice odpovidajici Gaussové eliminaci, dosta-
vame tak pro pivodni matici A, XA = U, kde X je dolni trojihel-
nikova dand zminénym souc¢inem, U horni trojihelnikova. Z této rov-
nosti madme A = X ~'U, coZ je hledany rozklad (musime tedy spocitat
inverzi k X). Il

3.48. Naleznéte LU -rozklad matice | 1 —1 2
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Reseni cviceni

1 (3+«/ﬁ)"_ 1 (3—@)"

Xy =
"Vl 2 V21 2

3.10. x, = 2+/3sin(n - (1/6)) — 4cos(n - (7/6)).

3.11. x, = =3(—1)" —2cos(n - (27 /3)) — 23 sin(n - (2m/3)).

312, xy = (=D)"(=2n* 4+ 8n — 7).

3.17. Leslieho matice daného modelu je (dmrtnost v prvni skupin€ oznacime a)

0 2 2
a 0 O
01 0

Podminka stagnace populace odpovida tomu, Ze matice ma vlastni hodnotu 1, neboli polynom A> — 2ax — 2a

(1 9)

Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je (g, 1). ProtoZe je vlastni hodnota domi-

md mit kofen 1, t.ja = 1/4.
3.21.

U B —

nantni, tak se pomér divakd se ustdli na poméru 6 : 5.

3.28. Stejné jako v (3.27) skonéi hra po tiech sdzkach. Jsou tedy opét viechny mocniny A, po&inaje A3 shodné.
1 7/8 3/4 1/2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 O 0 0 0

0 1/8 1/4 172 1

A100 _ 43 _

3.44. Mzeme vyuzit vysledku dlohy oznaCované jako Ruinovani hrace. Pravdépodobnost, Ze zanikne to od-
déleni, které ma nyni 40 zaméstnanct, je podle tohoto pfikladu rovna

| (046 \
1-0,46

— =0, 56.
1 _( 0,46 )25
1—0,46

vvvvv

oddéleni.

3.45. Znovu se jednd o specidlni piipad Ruinovani hrace. Staci zaddni vhodné pfeformulovat. Pro p = 0, 47,
y =20 a x = 20 z (BX) plyne vysledek

1— ( 0,47 )20
. 1-0,47
0,917 = ——— .
| — (047 )
1-0,47
3.46.
e Tvrzeni je pravdivé. (B = AT A, bij = (i-ty fadek AT) . (j-ty sloupec A)= bji = (j-ty fadek
AT) . (i-ty sloupec A)=(j-ty sloupec A) - (i-ty fadek AT)
e Tvrzeni zfejmé neplati. UvaZte napt. A = <(1) i)
3.48.
1 0 O 1 1 0
1 =2 0|0 1 -1
01 1 0 0 O
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KAPITOLA 4
Analyticka geometrie

1. Afinni geometrie

4.1. Napiste parametrické vyjadieni piimky ur¢ené rovnicemi

2y + z = 2,
y — z =5

x_
2x +

vIR3.
ReSeni. Ziejmé postaluje vyfesit uvedenou soustavu rovnic. Miizeme
ale postupovat také odlisné. Potfebujeme totiZ najit nenulovy (smé-

rovy) vektor, ktery bude kolmy na (normélové) vektory (1, —2, 1),
(2,1, —1). Vektorovy soucin

(1,-2,H)x 2,1,-1)=(1,3,5)
ovsem takovy vektor dava. VSimneme-li si, Ze napf. usporddana trojice
(x,y20=02,-1,-2)
vyhovuje dané soustavé, dostaneme vysledek

[2,—1,-2]+1(1,3,5), teR.

4.2. Rovinu

0:10,3,2,5] +7(1,0,1,0) +5 (2, -1, -2,2), tseR

ve ¢tyfrozmérném euklidovském prostoru zadejte implicitné.

Reseni. Ukolem je najit soustavu linedrnich rovnic éty¥ proménnych
X, ¥, Z, u (Ctyfi proménné jsou dany dimenzi prostoru), jiz budou vy-
hovovat pravé soufadnice bodii uvedené roviny. Poznamenejme, Ze hle-
dand soustava bude obsahovat 2 = 4—2 linedrné€ nezévislé rovnice. Pfi-

klad vyfesime tzv. eliminaci parametrt. Body [x, y, z, u] € o spliuji

x = t + 2s,
y =3 - s,
z = 2 + t — 2s,
u = 5 + 2s,

pficemz ¢, s € R. Odtud mtiZzeme ihned piejit k maticovému zapisu

1 2 (-1 0 O OO
0O -110 -1 0 0|3
1 2,0 0 -1 012 ])°
0O 210 0O 0O —-1]5
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KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?
— a zase skoncime u matic...

Vriétime se ted’k tilohdm elementdrni geometrie z podob-
ného pohledu, jako kdyZ jsme zkoumali polohy bodt v roviné
v 5. ¢asti prvni kapitoly, viz [ZZ3. Budeme se nejprve zajimat
o vlastnosti objektli vymezenych pomoci bodd, pfimek, ro-
vin apod. Podstatné ptitom bude vyjasnéni, které vlastnosti
zavisi i nezdvisi na pojmu velikosti vektort.

V dalSi ¢asti pak pouZijeme linearni algebru pro studium
objektti, které uz linearn¢ definované nejsou. Opét ptitom bu-
deme potifebovat trochu vice maticového poctu. Vysledky bu-
dou naprosto zdsadni pozd¢ji pti diskusi technik pro optima-
lizace, tj. hleddni extrému funcknich hodnot.

Projektivni rozsifeni afinnich prostord ndm v zavéru ka-
pitoly ukaze, jak 1ze prekvapivé dosdhnout zjednodusen{ i sta-
bility algoritmickych postupti typickych pro préci s pocitaco-
vou grafikou.

1. Afinni a euklideovska geometrie

KdyZ jsme si ujastiovali dopady obecné teorie na systémy
rovnic v prvni ¢asti pfedchozi kapitoly, zjistili jsme v ostavci
B, Ze vSechna feSeni nehomogennich systémi rovnic sice
netvoii vektorové podprostory, vZdy ale vznikaji tak, Ze k
jednomu jedinému feSeni pri¢teme cely vektorovy prostor
feSeni piislusné homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou
feSeni nehomogenni soustavy je vZdy feSenim homogenni.
Obdobné se chovaji linedrn{ diferecni rovnice, jak jsme vi-
déli jiz v odstavei BT

Néavod na teoretické uchopeni takové situace dava jiz dis-
kuse geometrie roviny, viz odstavec 75 a ddle. Tam jsme to-
tiZ popisovali pfimky a body jako mnoZiny feSen{ systém li-
nedrnich rovnic. Pfimka pro nds pak byla ,,jednorozmérnym-
prostorem, prestoZe jeji body byly popisovany dvémi sou-
fadnicemi. Parametricky jsme ji zaddvali tak, Ze k jednomu
bodu (tj. dvojici soufadnic) jsme pficitali ndsobky pevné zvo-
leného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i ted’'v

libovolné dimenzi.

4.1. Afinni prostory. Standarni afinni prostor A, je
mnozina vSech bodi v R* = 4, spolu s operaci,
kterou k bodu A = (a1,...,a,) € A, a vektoru
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v=(vy,...,V,) € R" =V pfifadime bod kde prvni dva sloupce jsou smérové vektory roviny, za svislou Carou

" ndsleduje zdporné vzatd jednotkovd matice a za druhou svislou ca-
A+v=(+v,...,a,+v,) eR"=A,. ] oo o o 5
rou jsou soufadnice bodu [0, 3, 2, 5]. Tento pfepis vznikd tak, Ze na

Tyto operace splituji nasledujici tfi vlastnosti: vyse uvedenou soustavu rovnic nahlizime jako na soustavu rovnic pro

(1) A+ 0 = A pro viechny body A € A, a nulovy vektor  nezndmé ¢, s, x, y, z, u a vechny &leny pfitom pfevadime na jednu
0OeV

2) A+(v+w) = (A+v)+w pro vSechny vektory v, w € V,
Ae A,

(3) pro kazdé dvabody A, B € A, existuje pravé jeden vek- ~ mdlni mozny pocet nulovych radka. Prictenim (—1)ndsobku prvniho
torv € V takovy, Ze A +v = B. ZnaCime jej B — A,  a soucasné (—4)ndsobku druhého fadku ke tfetimu fadku a dvojna-
nckdy také AB.

Vektorovy prostor R” nazyvdme zaméreni afinniho prostoru

stranu rovnic. Ziskanou matici prevedeme pomoci elementarnich rad-

kovych transformaci do tvaru, kdy pfed prvni svislou ¢arou bude maxi-

sobku druhého ke ¢tvrtému fadku dostavame

1 2 (-1 0 0O OO
An- 0 -1|0 -1 0 03]
Vsimnéme si nékolika formalnich nebezpeci. Pouzivame L -2 00 —-1 072
o « < oo o vexe o 0o 2]0 O O -—-1]5
stejny symbol ,,+* pro dvé rtizné operace: pricteni vektoru
ze zamé&feni k bodu v afinnim prostoru, ale také s¢itdni vek- ( 1 2/-1 0 0 0] O
torGi v zaméfeni V = R". Také nezavddime zvl&Stni pismena 190 -10 -1 0 0] 3
pro samotnou mnoZinu bodt afinniho prostoru, tj. A, pro nds 6 o1 4 -1 0/]-10
predstavuje jak samotnou mnoZinu bodd, tak i celou struk- 6 60j0 =2 0 -—1] 11
turu definujici afinni prostor. .
Pro¢ vlastné chceme rozliSovat mnoZinu bodi prostoru Odkud plyne vysledek
A, od jeho zaméfeni V, kdyZ se jednd jakoby o stejné R"? x 4+ 4y — z — 10= 0,
Jde o velice podstatny formalni krok k pochopeni geometrie —2y - u + 11 = 0.
vR":

Geometrické objekty jako pifmky, body, roviny apod. Koeficienty za prvni svislou ¢arou v fddcich, které jsou pfed touto svis-

nejsou totiz pifmo z4vislé na vektorové struktufe na mnozing  lou Carou nulové, urcuji totiz koeficienty obecnych rovnic roviny.

R" a uz vibec ne na tom, Ze pracujeme s n—ticemi ska- Upozornéme, Ze kdybychom nap¥. pfepsali soustavu rovnic do ma-
lart. Potfebujeme jen umét fici, co to znamend pohybovat
se ,,rovné v daném sméru“. K tomu pravé potiebujeme na

tice

1 0001 210

jedné stran€ vnimat tfeba rovinu jako neohranic¢enou desku 0100lo —113
bez zvolenych soufadnic, ale s moZnosti posunout se o za- )

. My . < p 00101 =22

dany vektor. KdyZ pfejdeme navic k takovému abstraktnimu 000 1lo 2|5

pohledu, budeme umét diskutovat ,,rovinnou geometrii““ pro

dvourozmérné podprostory, tj. roviny ve vicerozmérnych pro-  kterd odpovida situaci, kdy proménné x, y, z, u zistdvaji na levé strané
storech, ,,prostorovou pro tffrozmérné atd., aniZz bychom rovnic, totoZn4 dprava

museli pfimo manipulovat k—ticemi soufadnic.

Tento pohled je zachycen v nédsledujici definici: 100 o0f1 210 1 0 0071 2 0
01 00(0 —1]3 | _ 0 1 000 —1| 3
4.2. Definice. Afinnim prostorem A se zaméfenim V rozu- 00101 =2]|2 -1 -4 1 0/0 0 |-10
mime mnoZinu bodii P, spolu se zobrazenim 000 1|0 2|5 0O 2 010 0] 11
PxV =P, (Av)—~>A+uv dava vysledek ve tvaru

splitujicim vlastnosti (1)—(3) vyge. - ‘z‘y + oz L. _1(1)’

Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak defino- Y N ’
vano posunuti t, : A — A jako ziZené zobrazeni Jinak feceno, pfi pfepisovani soustavy do matice je nutné zohledtiovat,

6 PP x> P A Atu. zda svisld ¢dra oddé€luje levou stranu rovnic od pravé (¢i nikoliv). Na-

bizi se, Ze metoda eliminace parametrti mizZe byt zdlouhavd a Ze se

Divnvlenzz’ afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho za-  py jejfm pouziti lze snadno dopustit chyb(y). V tomto pifkladu jsme
méfeni. ” . L P o .
ptitom hledali pouze dva linearné€ nezavislé normalové vektory, tj. vek-

Naddile nebudeme rozliSovat A a P v oznaceni. tory kolmé na vektory (1,0, 1, 0), (2, —1, —2, 2). Pokud bychom si
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uvédomili, Ze takovymi vektory jsou napt. (0, 2,0, 1), (—1,0, 1, 2),

dosazenim x =0, y = 3, z = 2, u = 5 do rovnic

2y + u = a,
—X + z + 2u = Db
bychom obdrzeli a = 11, b = 12, nasledné hledané implicitni vyja-
dfeni
2y + u = 11,
—X + z + 2u = 12

4.3. Naleznéte parametrické vyjadieni roviny prochazejici body

A=[2,1,1], B=13,4,5], C=14,-23].

Poté parametricky vyjadiete otevienou polorovinu obsahujici bod C

a vymezenou piimkou zadanou body A, B.

ReSeni. K parametrickému vyjadfeni roviny potiebujeme jeden bod
lezici v této roviné a dva smérové (linedrné nezdvislé) vektory. Staci
zvolitbod A a vektory B— A = (1,3,4)aC — A = (2, -3, 2), které
jsou o€ividné linedrné nezdvislé. Bod [x, y, z] ndleZi do dané roviny

pravé tehdy, kdyZ existuji ¢isla ¢, s € R, pro kterd je

x=24+1-t+2-5, y=14+3-t—3-s5, z=14+4-t+4+2-5

tj. hledané parametrické vyjadfeni roviny je

2,1, 11+¢(1,3,4) +s(2,-3,2), tsecR.

Volba s = 0 zjevné ddva pfimku, kterd prochdzi body A, B. Pro
t = 0, s > 0 dostdvdme polopfimku zacinajici v bod€ A a proché-
zejici bodem C. Libovolné pevné zvolené + € R a mé€nné s > 0 pak
zaddvaji polopiimku s poc¢dtkem na hrani¢ni pfimce a s body v poloro-
ving, ve které se nachdzi bod C. To znamend, Ze hledanou otevienou

polorovinu miiZzeme vyjadfit parametricky takto

2,1,1]4+¢(1,3,4)+s5(2,-3,2), teR, s>0.
O
4.4. Urcete vzdjemnou polohu pfimek
p:[1,0,3]+¢2,—-1,-3), teR,
q:11,1,3]+s(1,-1,-2), seR.

ReSeni. Hledejme spolecné body zadanych pifmek (prinik podpro-

stord). Dostavame soustavu

1 + 2t = 1 + s,
0 — =1 — ,
3 — 3t = 3 — 2s.
Z prvnich dvou rovnic vyplyvd, ze t = 1, s = 2. To ovSem nevy-

hovuje tfeti rovnici. Soustava tak nema feSeni. Nebof smérovy vektor
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7. axioml okamZité plyne pro libovolné body A, B, C v
afinnim prostoru A

4 A—A=0eV
(5) B—A=—(A-B)
(6) (C—B) +(B—A)=(C—A).

Skutecné, (4) vyplyva z toho, Ze A + 0 = 0 a takovy vek-
tor musi byt jednoznacny (prvni a tieti defini¢ni vlastnost).
Postupnym prictenim B — A a A — B k A (v uvedeném
potadi), zjevn€ dostaneme podle druhé defini¢ni vlastnosti
opét A, tedy jsme pficetli nulovy vektor a to dokazuje (5).
Obdobné z platnosti (2) a jednoznacnosti vyplyva (6).
Vsimnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A
ndm urcuje bijekci mezi V a A. Pfi volbé pevné baze u ve V
tak dostavame pro kazdy bod A € A jednozna¢né vyjadfeni

A=A+ xiup + -+ XUy.

Hovotime o afinni soustavé souradnic (Ag; uy, ..., u,) za-
dané pocdtkem afinni souradné soustavy A a bazi zaméteni
u. Hovorime také o afinnim repéru (Ay, u).

Slovy mtzeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice
bodu A v soustavé (Ag, u) jsou soufadnicemi vektoru A— A
v bdzi u zaméteni V.

Volba afinntho soufadného systému ztotoZiuje n-
rozmérny afinni prostor 4 se standardnim afinnim prostorem

A,

4.3. Afinni podprostory. JestliZe si vybereme v A jen body,
které budou mit nékteré predem vybrané soufadnice nulové
(tfeba posledni jednu). Dostaneme opét mnoZinu, kterd se
bude chovat jako afinni prostor. Takto budeme skute¢né para-
metricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu ndsle-
dujici definice.

Definice. Neprdzdna podmnozina @ C A afinniho prostoru
A se zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li
podmnozina W = {B — A; A, B € Q} C V vektorovym
podprostorem a pro libovolné A € Q,v e Wije A+ v e Q.

Je podstatné mit obé podminky zahrnuty v definici, pro-
toZe je snadné najit piiklady podmnoZin, které budou spliio-
vat prvni, ale nikoliv druhou. Pfemyslejte napf. o pfimce v
rovin€ s vyjmutym jednim bodem.

Pro libovolnou mnozinu bodi M C A v afinnim pro-
storu se zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

ZIM)y=({B—A;B,AeM}))CV

vSech vektorti generovanych rozdily bodi z M.

Zejménaje V = Z(A) akazdy afinni podprostor Q C A
spliiuje sdm axiomy afinniho prostoru se zaméfenim Z(Q).

Piimo z definic je také ziejmé, Ze prtnik libovolné
mnoziny afinnich podprostorti je bud opét afinni podprostor
nebo prdzdnd mnoZina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprazd-
nou podmnoZinou M C A je prinikem vSech afinnich
podprostord, které obsahuji v§echny body podmnoziny M.
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Afinni podprostory si miZzeme pékné popsat pomoci je-
jich zaméfeni, jakmile si zvolime jeden jejich bod Ag € M v
generujici mnozin€ bodd M. Skute¢né€, dostivime (M) =
{Ag + v;v € Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afin-
niho podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v
zameéteni generovany vSemi rozdily bodd z M a ten pak pfic-
teme k libovolnému z nich. Hovotfime také o afinnim obalu
mnoZziny bodi M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni
Z(A) ajeden pevny bod A € A, pak podmnoZina A + U
vznikld v§emi moZnymi soucty jediného bodu A se vSemi
vektory v U je afinni podprostor. Takovy postup vede k
pojmu parametrizace podprostori:

Nechf QO = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a
(U1, ..., uy) jebaze Z(Q) C R". Pak vyjadieni podprostoru

Q={A+tu+- - +tu;t, ...ty €R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q.

JiZ jsme vid€li jinou moZnost zadavani afinnich podpro-
storti: Jestlize mame zvoleny afinni soufadnice, pak 1ze za-
méfeni podprostoru popsat pomoci homogenniho systému li-
nedrnich rovnic v téchto souradnicich. Dosazenim soufadnic
jednoho bodu naseho podprostoru Q do ziskaného systému
rovnic dostaneme pravou stranu nehomogenniho systému se
stejnou matici a cely podprostor Q je pak pravé mnoZinou
feSeni tohoto systému. Zadani podprostoru Q systémem rov-
nic v danych soutadnicich nazyvame implicitni popis podpro-
storu Q.

Nasledujici obecnd véta fikd, Ze takto umime ve skute¢-
nosti zadat vSechny afinni podprostory a tim také ukazuje
geometrickou podstatu vlastnosti mnoZiny vSech feSeni sys-
témi linedrnich rovnic.

4.4. Véta. Necht (Ag; u) je afinni souradny systém v n-
rozmérném afinnim prostoru A. Afinni podprostory dimenze
kv A, vyjadrené v danych souradnicich, jsou prdavé mnoZiny
feseni FeSitelnych systémii n — k linedrné nezavislych linedr-
nich rovnic v n proménnych.

2N W

Dt¢kaz. Uvazujme libovolny feSitelny systém n — k line-
arné nezdvislych rovnic o; (x) = b;, b; e R,i =1, ..., n—k.
Je-liA = (ay, ...,a,)" € R"libovolné pevné zvolené feseni
tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-1i U C R" vek-
torovy podprostor vSech feSeni zhomogenizovaného systému
a;(x) = 0, pak dimenze U je k a podmnoZina vSech feSeni
daného systému je tvaru {B; B = A + (y1, ..., i,y =
i ..., y)T € U} C R", viz. B. Piislusny afinni podpro-
stor je tim popsédn parametricky ve vychozich soufadnicich
(Ag: ).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor Q@ C A,
a zvolme néjaky jeho bod B za pocétek afinniho soufadného
systému (B, v) pro afinni prostor A. ProtoZze @ = B+Z(Q),
potiebujeme popsat zaméfeni podprostoru Q jako podprostor
feSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bazi v na
Z(A) tak, aby prvnich k vektort tvofilo bazi Z(Q). Pak v

(2, —1, —3) ptimky p neni ndsobkem smérového vektoru (1, —1, —2)
pfimky ¢, pfimky nejsou rovnobézné. Jedna se proto o mimobézky. [
4.5. Pro jaka ¢islaa € R jsou pfimky

t e R,
seR

p: [4s _4a 8] +t(2, 17 _4)5
q : [a’ 65 _5] +S(19 _353)7
riznob&zné?

ReSeni. Piimky jsou riiznob&Zné tehdy a jenom tehdy, kdyZ md sou-

stava
4 + 2t = a + s,
-4 4+ t = 6 — 3s,
8 — 4 = -5 + 3s

pravé 1 feSeni. V maticovém zdpisu fesime (prvni sloupec odpovida

proménné ¢, druhy pak s)

2 —1la—-4 1 3 10 1 3 10
1 3 10 ~ 2 —1|la—4 |~ 0 —7]|a—-24
-4 3| —13 -4 -3 —13 0 1 3

Vidime, Ze soustava md praveé 1 feSeni tehdy a jenom tehdy, kdyzZ je
druhy fddek ndsobkem tietiho. To je splnéno pouze pro a = 3. Do-

dejme, Ze prisecikem je v tomto pripadé bod [6, —3, 4]. U

4.6. V R3 stanovte vzdjemnou polohu pifmky p zadané implicitng
rovnicemi

x + y -z = 4

x — 2y + z = 3
aroviny o :y =2x — 1.

ReSeni. Normilovy vektor o je (2, —1, 0) (uvaZte zapis 0 : 2x — y +
0z = 1). Lze postfehnout, Ze plati

(1,1, =) +(1,=2,1) = (2, —1,0),

tj. Ze normdlovy vektor roviny g je linedrni kombinaci normélovych
vektorll p. Zaméfeni piimky (zadané nenulovym smérovym vektorem
kolmym na uvedené dva normdlové vektory) je proto podprostorem
zaméreni roviny o (smérovy vektor piimky je nutné kolmy na vektor
(2, —1, 0)). Lehce jsme zjistili, Ze piimka p je rovnobéZnd s rovinou .

Zajima nds, zda se protinaji (zda p leZi v ¢). Soustava rovnic

x + y -z = 4
x — 2y 4+ z = =3,
2x — y = 1

ma nekone¢né mnoho feseni, nebof se¢tenim prvnich dvou rovnic do-

staneme pravé tieti z rovnic. Pfimka p tak musi leZet v rovin€ o. [
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4.7. Naleznéte prinik podprostord Q a Q», je-li
01:04,-51,-2]1+1t3,54,2)+1(2,4,5,1)+1t:(0,3,1,2),
0,:[4,4,4,4]1 4+ 51 (0, =6, =2, —4) + 55 (—1, =5, =3, =3),

kde 11, 1, t3, 51, 52 € R.

Reseni. Bod X = [X1, X2, X3, x4] € R* ndlezi do Q; N Q, pravé tehdy,
kdyZ je

X1 4 3 2 0
2o I Il IR N P gl PP
x| |1 "la] s 11
X4 -2 2 1 2
pro né&jaka Cisla t1, 15, 3 € R a souCasné kdyz je
x1 4] 0 —1
x| |4 n —6 n -5
x| T 4| T =2 T2 -3
X4 | 4] —4 -3
pro néjaka s, s, € R. Porovnanim ziskavdme
3 2 4—4 0 —1
5 4 3 445 —6 -5
ila)toys Bl ] T lama [T 2 T2 -3
2 1 \2 442 —4 -3

Pfi maticovém zdpisu (pro pofadi proménnych #,, 15, t3, 51, > a po pre-

vodu vektoril u s; a s, na levou stranu) feSme pomoci fadkovych ope-

rac{
32001]0 32 0 0 110
5436591 _ 10 2 9 18 1027 |
4 51 2 3|3 0 7 3 6 5|9
2 1 2 4 3|6 0 -1 6 12 7 |18
30000]0
1020000
001203
00 0O0T1]0
Odtud vidime, Ze t| = t, = s, = 0apros; =t € Rjets =3 — 21.

Podotkn€me, Ze k uréeni Q1 N Q5 stacilo znéat bud’'ty, 1, t3 nebo s, 5».

Vratme se nyni k vyjadien{

X1 4 0 —1 4 0
x| |4 n -6 " =51 |4 np -6
| T e T =2 T =3 T |4 -2
X4 4 —4 -3 4 —4
Priinikem zadanych podprostort je tedy piimka (s = —2¢)
[4,4,4,41+5(0,3,1,2), seR.
Pro kontrolu rovnéz dosadme
X1 4 3 2 0
x| |5 5 4 3
P + 4 4 + 1 5 + 1 1
X4 -2 2 1 2
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téchto soufadnicich jsou vektory v € Z(Q) dény rovnostmi

aj(v) =0, j=k+1,...,n,

kde «; jsou linearni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce
pfifazeni jednotlivych soufadnic v nasi bazi v.

Nas vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-
rozmérném R” je tedy skute¢né din jako feSeni homogen-
niho systému n — k nezavislych rovnic. Popis zvoleného
afinniho podprostoru ve vybraném soufadném systému
(Ag; u) je proto dan systémem homogennich linedrnich
rovnic.

Zbyva nam se vyporadat disledky pfechodu z ptivod-
niho zadaného souradného systému (A; u) do naSeho prizpa-
sobeného (B; v). Z obecné tvahy o transformacich soufad-
nic v nasledujicim odstavci vyplyne, Ze vysledny popis pod-
prostoru bude opét pomoci systému rovnic, tentokrét ale uz
obecné nehomogennich. U

4.5. Transformace souradnic. Dvé libovolné zvolené
afinni soustavy soufadnic (Ag, u), (By, v) se obecné lisi
posunutim pocatku o vektor (By — Ag) a jinou bazi zaméreni.
Transformacni rovnice tedy vycteme ze vztahu pro obecny
bod X € A

X = Bo+xjvi+- - -+x, v, = Bo+(Ag—Bo)+xiu1+- - +xy1ty.

Oznaéme y = (yi,...,y,)" sloupec soufadnic vektoru
(Ao — Bp) vbdzi va M = (a;;) bud matice vyjadiujici bazi
u prostiednictvim baze v. Potom

/
X =yitanx;+---+aux,

’
Xy = Yn + anx; + -+ apxy

tj. maticove
X=y+M-x
Jako pfiklad si miiZeme spocitat dopad takové zmény
baze na vyjadreni feSeni systému rovnic. Nechf v soufadni-
cich (Ap; ) m4 systém rovnic tvar

S-x=b

s matici systému S. Pak S -x =S -M~' - (y+ M -x) - S -
M~!.y = b. Proto v novych vy3e uvaZovanych soufadnicich
(Bo; v) bude mit nas systém rovnic tvar

S MY X=b=b+S-M") y
To pln€ dokoncuje diikaz predchozi véty.

4.6. Priklady afinnich podprostori. (1) Jednorozmérny
(standardn{) afinni prostor je mnoZina vSech bodd realné
piimky A;. Jeji zaméfeni je jednorozmérny vektorovy
prostor R (a nosnd mnoZina také R). Afinni soufadnice
dostaneme volbou pocétku a méfitka (tj. baze ve vektoro-
vém prostoru R). VSechny vlastni afinni podprostory jsou
0-rozmérné, jsou to pravé vsechny body realné primky R.

(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina



CHAPTER 4. ANALYTICKA GEOMETRIE

vSech bodii prostoru A, se zaméfenim R2. (Nosnou mnoZi-
nou je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou poc&itku a
dvou nezavislych vektorti (smérti a méfitek). Vlastni afinni
podprostory jsou pak vSechny body a pifimky v roviné
(0-rozmérné a 1-rozmérné). Pfimky pfitom jednoznacné
zadame jejich jednim bodem a jednim generatorem zaméteni
(tzv. parametricky popis piimky).

(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina
vech bodii prostoru A3 se zamé&fenim R3. Afinn{ soufadnice
dostaneme volbou poc¢étku a tif nezavislych vektorti (sméri a
méfitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body,
pfimky a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).
(4) Podprostor vsech feSeni jedné linedrni rovnice a - x = b
pro nezndmy bod [xy, ..., x,] € A,, zndmy nenulovy vektor
koeficientti (ay, ..., a,) a skaldr b € R je afinni podprostor
dimenze n — 1 (fikdme také, Ze je kodimenze 1), tj. tzv.
nadrovina v A,.

4.7. Afinni kombinace bodi. Nechf Ay, ..., A jsou body
v afinnim prostoru A. Jejich afinni obal ({Ag..., Ai})
miZeme zapsat jako

{Aog+1(A; — Ag) + -+t (Ax — Ag)s 11, ..., tr € R}

a v libovolnych afinnich soufadnicich (tj. A; je vyjadien
sloupcem skalarti) mtizeme tutéZ mnoZinu zapsat jako

k
(Ao, ... A) = {toAo+h A+ +u A € Ryt = 1),
i=0
Obecné vyrazy tgyAg + 11 A1 + - - - + 1 Ay s koeficienty spliiu-
jicicmi Zf:o t; = 1 rozumime body Ag + Zf: L Li(A; — Ap)
a nazyvame je afinni kombinace bodii.

Body Ay..., Ay jsou v obecné poloze, jestlize generuji
k-rozmény podprostor. Z naSich definic je vidét, Ze to nastane
pravé, kdyz pro kterykoliv z nich plati, Ze vektory vzniklé po-
moci rozdild tohoto pevného s ostatnimi jsou linedrn€ neza-
vislé. VSimnéme si také, Ze zadani posloupnosti dim .4 bodi
v obecné poloze je ekvivalentni zad4ni afinniho repéru se
sttedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobnd konstrukce pro body
afinniho prostoru jako byla linearni kombinace pro vek-
torové prostory. Skute¢n€, afinni podprostor generovany
body Ay ..., Ag je roven mnozin€ vSech afinnich kombinaci
svych generatord. MiiZeme vSak nyni dobfe zobecnit i pojem
»~-mezi dvéma body na piimce”. V dvojrozmérném pripadé
tomu odopovidd wvnitfek trojihelniku. Obecné budeme
postupovat takto:

4.8. Simplexy. Nechf Ay, ..., A; je kK 4+ 1 bodl afinniho
prostoru A v obecné poloze. k—rozmérny simplex A =
A(Ay, ..., Ar) generovany témito body je definovan jako
mnoZina vSech afinnich kombinaci bodd A; s pouze nezdpor-
nymi koeficienty, tzn.
k
A ={thWAg+HA + - -+ 1At €]0,1] CR, Zli =1}.
i=0

4 0 4 0

-5 3 4 -6
=1 + (3 -2 1= 14 +1t _5

-2 2 4 —4

0

4.8. Dokazte, Ze pro kazdé n € N a pro libovolnd kladnd cisla

X1, X2, ..., X, € R plati

2 1 1 1
n<|l—+—+--+— )+t +x).
X1 X2 Xn

Poté uvedte, kdy nastdva rovnost.

ReSeni. Postacuje uvazit Cauchyovu nerovnost
lu-v|<I[lullllv]]

v euklidovském prostoru R" pro vektory

). b= WE V).

1 1 1
u = , e
(\/ X1 /X2 A Xn

Takto dostaneme

1 1 1
4.1 n< [—+—+-+—-Jxi+x+ - +x,.
X1 X2 Xn

Dokazovanou nerovnost potom obdrzime umocnénim (B). Déle
vime, Ze Cauchyova nerovnost piejde v rovnost, pravé kdyZz bude
vektor u ndsobkem vektoru v, coZ jiz implikuje x; = x, = - - - = x,,.
g

4.9. Naleznéte bod A pfimky

p:x+2y+z—1=0, 3x—y+4z—-29=0,

ktery md stejnou vzddlenost od bodi B = [3, 11, 4],
C =[-5,-13,-2].

Reseni. Nejprve vyjadiime pifmku p parametricky tak, Ze vyfesime
soustavu rovnic

X +
3x —

2y + z = 1,
y + 4z = 29.

Soustavu zapiSeme rozsifenou matici a upravime
(1 2 111 )N(l 2 1)1 >N(1 0 9/7 | 59/7
3 -1 4129 0 =7 1]26 01 —-1/7|-26/7
Tim dostdvdme vyjadieni
p: [?,—27—6,0} +t(—g,;,l), t e R.
Odkud substituci ¢ = 7s + 26 plyne

p:[-25,0,261+5(=9,1,7), seR.
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Bod A obdrzime volbou jistého s € R. Pritom vektory
A—B=(—28-9s,—-1145,22+7s),
A—C=(-20—-09s,13+45,2847s)

maji mit stejnou délku, tj. ma platit

V(=28 —95)2 4+ (=11 + 5)2 + (22 + 7s)?
= /(=20 — 95)2 + (13 + 5)2 + (28 + 75)2 ,

resp.
(=28 — 95)2 + (=11 + 5)> + (22 + 75)*
= (=20 — 95)* + (13 + 5)*> + (28 + 75)°.
Upravou posledn{ rovnice ziskdme s = —3. Je tak

A=1[-250,26]-3(-9,1,7) =[2,-3,5].

O

4.10. V euklidovském prostoru R* stanovte vzdélenost bodu A =

[2, =5, 1, 4] od podprostoru
U:4x1—2x,—3x3—2x4+12 =0,

2x1—x2—2x3—2x4+9 =0.

ReSeni. Nejdiive nalezneme libovolny bod podprostoru U (feseni sou-

stavy). Napf. je
B =10,3,0,3]eU.

Vime, Ze vzdalenost A od U se rovna velikosti kolmého primétu vekto-

ru A — B do ortogondlniho dopliiku zaméfeni podprostoru U. Ortogo-

ndlni dopln€k zaméfeni U ovSem zndme (zaddvd tento podprostor) —

jako mnozinu (linedarnich kombinaci normdlovych vektort)

Vi={t@, —2,-3,-2)+s2,—1,-2,-2); t,5s € R}.

Potfebujeme najit kolmy primét P,_p vektoru A — B do V, ktery

nélezi do V, a proto je

PA—B =a (45 _27 _37 _2) + b (25 _17 _Zv _2)

pro jisté hodnoty a, b € R. Zjevné musi platit (A — B — P4_p) L V,

tedy
((A—=B)— Pyp) L (4,-2,-3,-2),

((A=B)—Ps_p) L (2,-1,-2,-2).

Dosazenim za A — B a P4_p odsud vyplyva

Jednorozmérny simplex je tisecka, dvourozmérny trojithel-
nik, nula-rozmérny bod.

Vsimnéme si, Ze kazdy k—-rozmérny simplex md praveé
k + 1 stén, které jsou postupné zadany rovnicemi ; = 0,
i =0,...,k. Pfimo z definice je vidét, Ze jde opét o (k —
1)-rozmérné simplexy. Hovofime o hranici simplexu. Napf.
trojuhelnik mé za svou hranici tfi hrany, kazda z nich pak
dva body.

Zadani podprostoru jako mnoZziny afinnich kombinaci
bodii v obecné poloze je ekvivalentni parametrickému
popisu. Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy
simplexi.

4.9. Konvexni mnoziny. PodmnoZzina M afinniho prostoru
se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi svymi dvéma body
A, B obsahuje i celou tsecku A(A, B). Pfimo z definice je
vidét, Ze kazd4 konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k + 1
body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex (do-
kaZte si formdln€ podrobné!). Konvexnimi mnoZinami jsou
napr.

(1) prdzdné podmnoZina

(2) afinni podprostory

(3) usecky, poloptimky p = {P + 1t -v; t > 0},

(4) obecnéji k— rozmérné poloprostory a« = {P + t; - v1 +
st teo v ..t € R > 0],

(5)) uihly v dvojrozmérnych podprostorech § = {P +1,-v; +
th-vy; t1 >0, >0}, atd.

Piimo z definice také plyne, Ze prinik libovolného sys-
tému konvexnich mnoZin je opét konvexni. Priinik v§ech kon-
vexnich mnoZin obsahujicich danou mnoZinu M nazyvdme
konvexni obal IC(M) mnoZiny M.

Véta. Konvexni obal libovolné podmnoZiny M C A je

N
KM) = (A + -+ 1A Y ti=1,16>0,A €M

i=1

Dtkaz. Ozna¢me § mnoZinu vSech afinnich kombinac{
na pravé stran¢ dokazované rovnosti. Nejprve ovéfime, Ze je
S konvexni. Zvolme tedy dvé sady parametrii #;,i = 1, .., sy,
tj., j = 1,...,s5 s pozadovanymi vlastnosti. Bez Gjmy na
obecnosti miZeme predpoklddat, Ze s; = s, a Ze v obou kom-
binacich vystupuji stejné body z M (jinak prosté priddme s¢i-
tance s nulovymi koeficienty). Uvazme libovolny bod tsecky
zadané takto ziskanymi body:

etA I+ +1A)+(1—e) A+ -+ Ay), 0<e <L

Ziejmée jsou opét vSechny v S.

Zbyva ukazat, Ze konvexni obal bodi Aj,..., A
nemiZze byt mensi nez S. Samotné body A; odpovidaji volbé
parametrti ; = O pro vSechny j # i at; = 1. Pfedpokld-

((2,-8,1,1)—a4,-2,-3,-2) = b(2,-1,-2,-2)) - (4, =2, =3, -d)nwe, @e tvrzeni plati pro viechny mnoZiny s nejvyse s — 1

body. To znamend, Ze konvexni obal bodd Ai,..., A;_;
je (podle predpokladu) tvofen praveé t€émi kombinacemi z

«2,-8,1,1)—a@,-2,-3,-2)—-b(2,—1,-2,-2)) - (2, —1, =2, q{®pvé&stiany dokazované rovnosti, kde #; = 0. UvaZme nyni
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libovolny bod A = 1Ay + -+ - + t;A; € S, t; # 1, a afinni tj.

kombinace

A A (] — el DAL 0 1 (2,-8,1,1)-4,-2,-3,-2)) —a (4, -2,-3,-2)- 4, -2,-3,-2))
e(h 1+"'+tsfl s—1 + —€(l —1 KR) <e€e=<

e —b((2,-1,-2,-2)- (4,-2,-3,-2)) =0,
Jde o tsecku s krajnimi body uréenymi parametry ¢ = 0
(bod Ay) ae = 1/(1 — t;) (bod v konvexnim obalu bodt
Ay, ..., As_1). Bod A je vnitinim bodem této dsecky s para-

0 2,-8,1,H-2,-1,-2,-2)) —a((4,-2,-3,-2)- (2, -1, -2, -2))
-b(2,-1,-2,-2)-(2,-1,-2,-2)) =0.

metrem € = 1.

Konvexni obaly kone¢nych mnoZin bodt se nazyvaji kon-
vexni mnohostény. Jsou-li definujici body Ao, ..., Ax kon-  Vy&islime-li tyto skaldrni souciny, obdrZime soustavu
vexniho mnohosténu v obecné poloze, dostdvidme praveé k-
rozmérny simplex. V piipadé simplexu je vyjadieni jeho 19— 332 - 200 = 0,
bodl ve tvaru afinni kombinace definujicich vrcholi jedno- 8 — 20a — 13b = 0,
znacné. kterd ma jediné feSeni @ = 3, b = —4. Je tudiz

Zvlastnim piikladem jsou konvexni mnohostény gene-
rované jednim bodem a kone¢né mnoha vektory: Nechf Pypg=34,-2,-3,-2)—-4Q2,—-1,-2,-2)=(4,-2,-1,2),
ui, ..., U, jsou libovolné vektory v zaméfeni R”, A € A,
je libovolny bod. Rovnobéznostén Pi(A; uy, ..., ux) C A,  PpfiCemz
je mnoZina

| Pa_pll =42 + (=22 + (—1)2+22 =5,
Pe(Asuy, ... oup) ={A+ciuy + - +cug; 0 <¢; <1}

Pfipomenme, Ze vzdalenost A od U jerovna || P4_p || = 5. O
Jsou-li vektory u;,...,u; nezdvislé, hovoiime o k-
rozmérném rovnobéznosténu Py (A; uy, ... ux) C Ap Z - 411, Spoctéte vzdalenost v bodu [0, 0, 6, 0] od vektorového podpro-
definice je zfejmé, Ze rovnobéZnostény jsou konvexni. Ve )
storu

skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrchold.
U:[0,0,0,0]42 (1,0,1, D)+ (2,1,1,00+t: (1, —1,2,3), t,H, € R

4.10. Priklady standardnich afinnich dloh. (1) K podpro-
storu zadanému implicitné nalézt parametricky popis a nao-  prostoru R*.
pak:

Nalezenim partikuldrniho feSeni nehomogenniho sys-
tému a fundamentdlniho feSeni zhomogenizovaného systému  nejmensich Ctvercii. Vektory generujici U napiSeme do sloupcli matice
rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly rovnice za-

ReSeni. Ulohu budeme fesit postupem zaloZenym na tzv. problému

1 2 1
ddny) pravé hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme- 01 —1
li parametricky popis v soufadnicich, miZeme volné parame- A= 11 2
try ty, ..., t; vyeliminovat a ziskdme pravé rovnice zaddva- 1 0 3

jici dany podprostor implicitné.
(2) Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory —a bod [0,0,6,0] nahradime jemu odpovidajicim vektorem
Qi..... Qs (obecné riznych dimenzi, napi. v Ry nalézt p — (0,0,6,0)7. Budeme fesit soustavu A - x = b, tj. soustavu
rovinu danou bodem a p¥imkou, tfemi body apod.) a zadat

S . linedrnich rovnic
Jej implicitné ¢i parametricky:

Vysledny podprostor Q je vZdy urcen jednim pevng zvo- x1 + 2xn + x3 = 0,
lenym bodem A; v kaZdém z nich a souctem vSech zaméfeni. X — x3 = 0,
Napf. x1 + x2 + 2x3 = 6,

X1 + 3x3 = 0,

Q=A1+Z{A, ..., &)+ Z(QD + - + Z(Ly)). . . .y
pravé metodou nejmensich ¢tverci. (Upozornéme, Ze tato soustava

Pokud jsou podprostory zadiny implicitné, je moZn€ je  pemgiegeni— jinak by vzddlenost bylarovna0.) Systém A-x = b vynd-
nejdiive pfevést na parametricky tvar. V konkrétnich situa-
cich byvaji funk¢ni i jiné postupy. VSimnéme si, Ze obecné je
skute¢né nutné vyuzit jednoho bodu z kazdého podprostoru. ~ Pak je

sobime zleva matici A”. Rozsifend matice soustavy A7 -A-x = AT .b

Napf. dvé paralelni pfimky v rovin€ vygeneruji celou rovinu, 33 6|6
ale sdili totéz jednorozmérné zaméfeni. 36 3|6
(3) Nalézt prinik podprostorii Qy, . .., Qy: 6 3 15|12
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Pomoci elementarnich fadkovych transformaci ji postupné prevedeme

na schodovity tvar

33 6|6 3 3 616 11 22
36 3|6 ~10 3 =3|/0]~101 —-1|0
6 3 15|12 0 -3 3]0 00 010
Provedeme-li jesté zpétnou eliminaci
11 2|2 1 0 3|2
01 —-1{0]~101 —=1{0],
00 010 00 010
mutzZeme ihned napsat feSeni
x=Q2=3,t,H7, teR.

tecnosti tfettho ze zaddvajicich vektorti podprostoru U, nebof je
3(1,0,1,1) —(2,1,1,0) =(1,—-1,2,3).
Libovolnd (¢ € R) linearni kombinace
2-3n(,0,1,H)+t(2,1,1,00+2(1,—-1,2,3) =(2,0,2,2)

vSak odpovida bodu [2, 0, 2, 2] podprostoru U, ktery je nejbliZze bodu
[0, 0, 6, 0]. Pro hledanou vzdélenost proto plati

v=112,0,2,21 — [0,0,6,0]|| =22+ 0+ (—4)2 + 22 = 2./6.
O

4.12. Nechtje ddnakrychle ABCDEF G H (pti obvyklém vyznamu
zapisu, tedy vektory E —A, F—B, G—C, H—D jsou kolmé na rovinu
uréenou vrcholy A, B, C, D) v euklidovském prostoru R>. Vypod&téte
odchylku ¢ vektort F — Aa H — A.

ReSeni. Tento piiklad jsme jiz jednou fesili pomoci vzorce z defi-
nice odchylky. Nyni se zkusme zamyslet. UvaZzované body A, F, H
jsou vrcholy trojihelniku, jehoZ vSechny strany jsou uhlopfickami
stén krychle. Jednd se tudiZ o rovnostranny trojihelnik. Odtud plyne,
Ze ¢ = /3. O

4.13. Oznacme S stied hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyk-
1ém oznaceni). Urcete kosinus odchylky piimek ES a BG.

ReSeni. Vzhledem k tomu, 7e homotetie (stejnolehlost) je podob-
nym zobrazenim, tj. zachovava thly, mizeme predpokladat, Ze krychle
m4 hranu velikosti 1. Umistime-li navic bod A do pocdtku souradné
soustavy a body B, resp. E do bodil o soufadnicich [1, 0, 0], resp.
[0, 0, 1], pak maji zbylé uvazované body ndsledujici souradnice: S =
[1/2,0,0], G = [1, 1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0, —1) a BG =
(0, 1, 1). Pro hledany kosinus odchylky ¢ tedy mdme

gy | 020D 0L |
Y = lazo oo Lol = V5
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Pokud jsou zaddny v implicitnim tvaru, sta¢i sjednotit
vSechny rovnice do jednoho systému (a pfipadné vynechat li-
nearn¢ zavislé). Pokud je vznikly systém nefesitelny, je pra-
nik prazdny. V opa¢ném piipad€ ziskdme implicitni popis
afinniho podprostoru, ktery je hledanym prinikem.

Pokud mame dany parametrické tvary, mtizeme také hle-
dat pfimo spolecné body jako feseni vhodnych rovnic, po-
dobné jako pfi hledani prinikd vektorovych podprostord. Zis-
kame tak piimo opét parametricky popis. Pokud je podpro-
stord vice neZ dva, musime priinik hledat postupné.

Maiéme-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni im-
plicitné, staci dosadit parametrizované souradnice a feSit vy-
sledny systém rovnic.

(4) Nalezeni p¥icky mimobéZek p, q v A; prochdzejici danym
bodem nebo majici predem dany smér (tj. zaméreni):
Pfickou rozumime piimku, kterd md neprdzdny prinik s
obémi mimobéZzkami. Vyslednd piicka r tedy bude jednoroz-
mérnym afinnim podprostorem. Pokud mame zadédn jeho bod
A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud pfimka
(A € p)nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé mdme neko-
necné mnoho feSeni, jedno pro kazdy bod z g, v druhém staci
najit prinik B roviny (p U A) s g ar = ({A, B}). Pokud je
prinik prazdny, tiloha nemad fesent, v pfipadé Ze ¢ C (pUA),
mame opét nekoneéné mnoho feseni, a pokud je prinik jed-
noprvkovy, dostdvdme pravé jedno feSeni.

Mame-li misto bodu dan smér u € R”, tj. zaméfeni r,
pak uvazujeme opét podprostor Q generovany p a zaméfe-
nim Z(p) + (u) C R". Opét, pokud ¢ C Q, mame neko-
ne¢né mnoho feseni, jinak uvazime prinik O s ¢g a dlohu
dokonc¢ime stejné€ jako v predchozim piipadé.

Reseni mnoha dal$ich standardnich geometrickych tloh
spociva v pouzivani vyse uvedenych krokt.

4.11. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mezi afin-
nimi prostory nazyvame afinni zobrazeni, jestlize mezi jejich
zaméfenimi existuje linedni zobrazeni ¢ : Z(A) — Z(B) ta-
kové, ze pro vSechny A € A, v € Z(A) plati

F(A+v) = f(A) + ¢v).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznacné zaddna touto vlastnostni
a libovolné zvolenymi obrazy (dim.A + 1) bodt v obecné
poloze.

Pro libovolnou afinni kombinaci bodt 7o Ag+- - -+t A, €
A pak dostaneme

f(tOAO + -+ A =
= f(Ao+ 11 (A1 — Ag) + -+ + 1,(A; — Ao))
= f(Ao) + fip(A1 — Ag) + - -+ + L,9(As — Ao)
= 1o f(Ao) + 11 f(AD) + -+ + 1, f(Ay).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, Ze zachovava
afinni kombinace, miZzeme pouZit specidlni piipad kombi-
nace dvou vektord s koeficienty 1y = 0 a t{ = 1 pro definici
zobrazeni ¢ mezi zaméfenimi. Pak 1ze ¢ist pfedchozi vypocet
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v opacném portadi a ovérit korektnost i linearitu ¢ a zjistime,
Ze se jednd o afinni zobrazeni. Plati proto:

Véta. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zacho-
vavaji afinni kombinace bodii.

Volbou afinnich soutfadnic (Ag, ) na A a (By, v) na B
dostavame soufadné vyjadieni afinniho zobrazeni f : A —
B. Pfimo z definice je zfejmé, Ze staci vyjadfit obraz f(Ao)
pocétku soufadnic v A v soufadnicich na B, tj. vyjadfit vektor
f(Ap) — By v bazi v jako sloupec soutadnic yy a vSe ostatni
je pak urceno ndsobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych
bazich a pric¢tenim vysledku. Kazdé afinni zobrazeni tedy v
soufadnicich vypada takto:

X yo+7Y-x,

kde yy je jako vySe a Y je matice zobrazeni ¢.

Transformace afinnich soutfadnic odpovidd, obdobné
jako u linedrnich zobrazeni, vyjadreni identického zobrazeni
v zvolenych afinnich repérech. Zména soufadného vyjadieni
afinniho zobrazeni v disledku zmény bazi se snadno spocte
pomoci ndsobeni a s¢itdni. Skute¢né, pfi zméné bdze na
defini¢nim oboru daném posunutim w a matici M (od staré
k nové), a na oboru hodnot posunutim w a matici N (od
nové ke staré) dostavame

Yy=z+N-y=z+N-(yo+Y-x)
=Z+N-yo+N-Y-w)y+(N-Y- -M)- x.

4.12. Euklidovské bodové prostory. Zatim jsme pro nase
elementdrni geometrické tivahy nepotiebovali pojem vzdéle-
nosti nebo velikosti. V mnoha praktickych dlohach ale veli-
kost vektorti a odchylka vektord, tak jak jsme je zavedli na
samém konci teti ¢asti druhé kapitoly (viz a déle), hraji
podstatnou roli. Ve skute¢nosti se ale dodate¢né informace
tykaji opravdu jen vektorti v zaméfeni, takZe nam nezbyva
mnoho préce:

Definice. Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni
prostor A, jehoZ zaméfenim je standardni euklidovsky pro-
stor R" se skaldrnim sou¢inem

(o) =y -x

Kartézska souradnd soustava je afinni soufadnd soustava
(Ao; u) s ortonormdlni bazi u.

Vzdalenost bodii A, B € &, definujeme jako velikost vek-
toru || B — A||, budeme ji znalit p(A, B).

Euklidovské podprostory v £, jsou afinni podprostory je-
jichZ zaméfeni uvaZujeme spolu se ziZenymi skaldrnimi sou-
ciny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ dimenze n pak
obecné rozumime afinni prostor, jehoZ zaméfeni je redlny n—
rozmérny euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské
soufadné soustavy ma opét jasny smysl. Kazd4 volba takové
soufadné soustavy ovSem zadava ztotoznéni £ se standard-
nim prostorem &,. Proto se budeme v dal$im, bez Gjmy

O

4.14. V redlné roviné naleznéte piimku, kterd prochdzi bo-
dem [—3, 0] a s pfimkou
p: V3x +3 y+5=0

svird thel 60 °.
ReSeni. Nejprve si uvédomme, 7e podminkdm tlohy musi vyhovovat
pravé dvé piimky. Obecnd rovnice pfimky v roviné mé tvar

ax +by +c =0, pficem?lze volit a® 4 b* = 1.
Naleznéme tedy takova Cisla a, b, ¢ € R, aby byly splnény uvedené
podminky. Dosadime-li x = —3, y = 0 do této rovnice (pfimka m4
prochdzet bodem [—3, 0]), dostaneme ¢ = 3a. Podminka, Ze pfimka

mad svirat Ghel 60 ° s pfimkou p, potom dava
|V3a+3b|
NSV

=c0s60° =

. ﬁ:‘«/?awb‘.

N —

Dalsi dpravou obdrzime
+1=a++3b aumocnénim 1= da>+ 3b>+ 2v3ab.
VyuZijeme-li a® + b* = 1, ziskdme
0= 20> +2v3ab, t. 0:b(b+x/§a).
Celkem tak mame moZnosti (pfipometime, 7e ¢ = 3a a a*> + b* = 1)

1 V3 3

a==1, b=0, c=43; a=+—, b=F—, c==+£-.
2 2 2
Snadno se ovéfi, Ze témito koeficienty uréené pfimky
1 V3 3
3=0, —Xx— — -=0
o 2 T2
zadani skute¢né vyhovuji. (]

4.15. Urcete obecnou rovnici v§ech rovin, které sviraji odchylku 60° s
rovinou x +y+z—1 = 0 a obsahuji ptimku p : [1, 0, 0]+¢ (1, 1, 0).

4.16. Urcete odchylku piimky p zadané implicitné rovnicemi

x + 3y + z = 0,
-x - y + z =0

odrovinypo:x+y+2z+1=0.
ReSeni. Vidime, Ze normalovy vektor roviny o je (1, 1,2). Seéteni
rovnic zaddvajicich ptimku p pfi opsani prvni z nich dava

x + 3y + z = 0,
2y + 2z = 0.

Odsud plyne, Ze y = —z a x = 2z. Vektor (2, —1, 1) je proto smé-
rovym vektorem piimky p; jinak fe¢eno, mizeme zapsat (p oc€ividné

prochézi pocdtkem)

p:10,0,0]4+¢(2,-1,1), teR.
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Pro dhel ¢ vektort (1,1, 2), (2, —1, 1) plati
2—1+2 1
V6.6 2

Je tedy ¢ = 60°. To je ovSem velikost Ghlu, ktery svird smérovy vektor

cos @ =

p s normélovym vektorem o. Hledany thel je dopliikem tohoto dhlu,
a tak je vysledek 30° =90° — 60°. ]

4.17. Spoctéte objem rovnob&Znosténu v R* s podstavou v rovi-
né z = 0 a s hranami zadanymi dvojicemi vrcholi [0, 0, 0], [—2, 3, 0];
[0,0,0], [4,1,0]a[0,0,0],[5,7,3].

Reseni. Rovnobé&Znostén je zadan vektory (4,1,0), (—2,3,0),

(5,7, 3). Vime, Ze jeho objem je roven determinantu

4 -2 5
1 3 7:3"11 _32‘=3-14=42.
0 0 3

Dopliime, Ze pifi zméndch poradi vektorti bychom obdrzeli vysle-
dek 442, nebof determinant uddva orientovany objem rovnobé&z-
nosténu. Jesté poznamenejme, Ze objem rovnobéznosténu by se dle
vypoctu determinantu nezménil, pokud by treti vektor byl [a, b, 3]
pro libovolnd &isla a, b € R. Jeho objem pochopitelné zdvisi pouze

na kolmé vzddlenosti rovin dolni a horni podstavy a jejich obsahu

O

4.18. Zjistéte, zdalezi body [0, 2, 1],[—1, 2, 0], [-2, 5, 2] a [0, 5, 4]
z R? v jedné roving.

ReSeni. Libovolnd dvojice zadanych bodi z afinniho prostoru R3
uruje vektor (viz definice afinniho prostoru; jeho soufadnice jsou
dany po slozkach rozdily soufadnic danych dvou bodt). To, Ze dané
¢tyfi body leZi v roviné je ekvivalentni tomu, Ze jsou tfi vektory dané
jednim vybranym bodem a vZdy jednim ze ti{ zbylych linedrné z4-
vislé. Vybereme napft. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezdleZi), pak uvazu-
jeme vektory [0, 2, 1]—[—1,2,0] = (1,0, 1),[0,2, 1] —[-2,5,2] =
(2,-3,—-1)a[0,2,1] —[0,5,4] = (0, =3, —3). Vidime, Ze soucet
dvojnésobku prvniho vektoru a tetiho vektoru je roven druhému vek-
toru, vektory jsou tedy linedrné zdvislé (jinak ma taky matice, jejiz
fadky jsou tvoreny soufadnicemi danych vektorti, hodnost niZ$i nez

tfi; v tomto pripade se tedy jednd o matici

1 0 1
2 -3 -1,
0 -3 -3
kterd ma hodnost dva). Dané body tedy leZi v roving. (Il
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na obecnosti, zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi
prostory a jejich podprostory.

Z. geometrického pohledu maji jednoduché vlastnosti
skaldrniho soucinu, jako jsou trojihelnikova nerovnost, Cau-
chyova nerovnost, Besselova nerovnost apod., odvozené ve
¢tvrté Casti predchozi kapitoly, viz B2, velmi uzite¢né pfimé
dasledky:

4.13. Véta. Pro body A, B, C € &, plati

(1) p(A, B) = p(B, A)

(2) p(A, B) =0 pravé, kdy; A = B

(3) p(A, B) + p(B, C) = p(A, O)

(4) V kaZdé kartézké souradné soustavé (Ay; e) maji body

A=Ay+ae +---+aye,, B=Ag+biej+---+bye,

vzddlenost /Y _, (a; — b;)>.

(5) Je-li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod
P € Q minimalizujici vzdalenosti bodit Q od A. Vzda-
lenost bodii A a P je rovna velikosti kolmého primeétu
vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory R a Q v &, existuji bod P €
Q a Q € R minimalizujici vzdalenosti bodii B € Q a
A € R. Vzdalenost bodii Q a P je rovna velikosti kol-
mého priimétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolné
body Be Qa A eR.

Dukaz. Prvni tfi vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti
velikosti vektord v prostorech se skaldrnim soucinem, Ctvrta
plyne pfimo z vyjadfeni skalarniho soucinu v libovolné orto-
normalni bazi.

Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdlenosti
p(A, B) pro B € Q. Vektor A — B se jednoznaéné rozklada
nnA—B=u +uyu € Z(Q),u € Z(Q)J‘. Pritom u,
nezavisi na volbé B € Q, protoZe piipadnd zména bodu B
se projevi pfi¢tenim vektoru ze Z(Q).

Nyni zvolme P = A+(—u;) = B+u; € Q. Dostdvame

IA — BI* = us|I* + llual* = lual* = | A — P].

Odtud jiz vyplyvd, Ze nejmensi moZzné vzdalenosti je sku-
te¢né dosaZeno, a to prave pro nas bod P. Vypoctend vzdale-
nost je skutecné ||u;]||.

Obdobné ukidzeme obecny vysledek. Pro volbu libovol-
nych bodi A € R a B € Q je jejich rozdil dan jako sou-
et vektori u; € Z(R) + Z(Q) aus € (Z(R) + Z(Q))*,
pricemzZ komponenta u, nezdvisi na volbé bodd. Prictenim
vhodnych vektorti ze zaméteni R a Q zjevné obdrZzime body
A’ a B, jejichZ vzdélenost je pravé |lu,||. O

s

Rozsifime nyni nds§ struény prehled elementarnich dloh
v analytické geometrii.

4.14. Priklady standardnich dloh. (1) Najdéte vzdalenost
bodu A € &, od podprostoru Q C &;:

Postup pfi feSeni je ddn ve vété ET13.
(2) V &, vedte bodem A primku q svirajici s danou pFimkou
p dany tihel:
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Pfipoménime, Ze na trovni rovinné geometrie jsme s od-
chylkami vektord jiZ pracovali (viz napt. Z47). Najdeme vek-
tor u € R? leZici v zaméfeni pfimky ¢ a zvolime vektor v
majici od u zadanou odchylku. Hledana pfimka je d4dna bo-
dem A a zaméfenim (v). Uloha md dvé nebo jedno feSeni.
(3) Spoctete patu kolmice vedené bodem na danou primku.:

Postup je uveden v diikazu predposledniho bodu véty
BET3.

(4) V & urcete vzdalenost dvou primek p, q:

Zvolime libovolné jeden bod z kazdé piimky, A € p,
B € g. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliiku
(Z(p) + Z(g))* ma4 velikost rovnu vzdalenosti p a g.

(5) V & najdéte osu dvou mimobézek p a q:

Osou zde rozumime pficku, kterd realizuje nejmensi
moznou vzddlenost danych mimobézek pomoci bodl pri-
niku. Opét Ize postup dovodit z diikazu véty (posledni
bod). Nechf 1 je podprostor generovany jednim bodem A €
p asoudtem Z(p) + (Z(p) + Z(g))*. Pokud nejsou pifmky
p a g rovnobézné, ptijde o rovinu. Pak prinik n N g spolu se
zaméfenim (Z(p) + Z(qg))* dévaji parametricky popis hle-
dané osy. Pokud jsou pfimky rovnobéZné, bude mit tloha ne-
kone¢n€ mnoho feseni.

4.15. Odchylky. Stejné jako vzdalenost, i fada dalSich geo-
metrickych pojmt jako odchylky, orientace, objem apod. je
v bodovych prostorech &, zavddéna prostiednictvim vhod-
nych pojmi ve vektorovych euklidovskych prostorech. Pripo-
ménme, Ze odchylku dvou vektorti jsme definovali na konci
tieti Casti druhé kapitoly, viz 2472,

Skutecné, z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < ”L”T"l'l’l” <1,
méla tedy smysl definice odchylky ¢(u, v) vektorii u,v € V
v redlném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem vzta-
hem

cos (u, v) 0 < ¢(u, v) <2m.

)
lalllloll”
To je zcela v souladu s praxi v dvourozmérném euklidovském
prostoru R? a nasi filozofii, Ze pojem tykajici se dvou véktori
je ve své podstaté zdleZitosti dvourozmérné geometrie. Ve
vicerozmérnych prostorech je proto odchylka dvou vektort
vzdy méfena v roving, kterou tyto vektory generuji (nebo je
nula) a nas defini¢ni vztah odpovida zvyklostem ve vSech di-
menzich.
V libovolném redlném vektorovém prostoru se skaldrnim
sou¢inem pfimo z definic plyne

llu = vl? = llul® + [lvl* = 2(u - v)
= lluell® + vl = 2llullllv]l cos p(u, v).

To je patrn€ dobfe zndmd kosinovd veta z rovinné geometrie.

Déle plati pro kazdou ortonormélni bdzi e zaméfeni V a
nenulovy vektor u € V vztah ||u||> = Yoilu-e |. Pod&lenim
této rovnice &islem ||u||? dostdvame

1= (cosp(u, €))’,

i

4.19. Na kolik &astf mohou délit prostor (R?) tii roviny? Pro kazdou

moZnost popiSte odpovidajici piipad.

4.20. Rozhodnéte, zda lezi bod [2, 1, 0] uvnitf konvexniho obalu
bodi [0, 2, 1], [1, 0, 1], [3, —2, —1], [—1, 0, 1].
ReSeni. Sestavime nehomogenni lin. soustavu, pro koeficienty ¢, t,, t3,
14, afinni kombinace danych bodi, ktera dava prvni bod (jsou uréeny
jednozacné, pokud dané body neleZi v roving).

01 3 -1 4
2 0 -2 0 B
1 1 -1 1 13
1 1 1 1 t

Posledni rovnice uddva, Ze jde o afinni kombinaci. Jejim feSenim do-

2
11
10

1
stdvame (¢, 12, 13, t4) = (1,0, 1/2, —1/2), nejedna se tedy o konvexni

kombinaci. (nelze odvodit pomoci projekei na jednotlivé osy). ([

4.21. Urcete odchylku rovin

P [3’3$3]+(1a_2’0)t+(0,17 I)S
ReSeni. Prise¢nice ma smérovy vektor (1, —1, 1), kolmd rovina na ni

ma pak s danymi rovinami priniky generované vektory (1,0, —1) a

(0, 1, 1). Tyto jednorozmérné podprostory sviraji thel 60°. ([

4.22. Jedanrovnobéznik [0, 0, 1],[2, 1, 1],[3, 3, 1],[1, 2, 1]. Urcete
bod X na pifimce p : [0,0, 1] + (1, 1, 1)¢ tak, aby rovnobéZnostén

ur¢eny danym rovnobéznikem a bodem X mél objem 1.

ReSeni. Sestavime determinant udavajici objem rovnobéZnosténu pii

pohyblivém bodu X:

r t t

2 1 0.

1 20
Podminka, Ze ma byt roven jedné dava r = 1/3. U
4.23. Je déna krychle ABCDA'B'C'D’ (ve standardnim oznadeni,

tj. ABCD a A’B'C'D’ jsou stény, AA’ pak hrana). Uréete odchylku
vektori AB a AD'.

ReSeni. Uvazujme krychli o hrang 1 a umistéme ji v R? tak, 7e bod A
bude mit ve standardni bazi soutadnice [0, 0, 0], bod B pak soufadnice
[1,0,0] a bod C souradnice [1, 1, 0]. Potom m4 bod B’ soufadnice
[1,0,1] a bod D’ soufadnice [0, 1, 1]. Pro vySetfované vektory tedy
miZeme psit AB = B —A=1[1,0,11-[0,0,0] = (1,0, 1), AD’ =
D —A=1[0,1,1] —-[0,0,0] = (0, 1, 1). Podle definice odchylky ¢
téchto vektort je pak
(1,0,1)- (0,1, 1) 1

SO =TT nmonLn] 2
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tedy ¢ = 60°.

4.24. Parametricky vyjdiete prinik nasledujicich rovin v R3:

0:2x+3y—z4+1=0 a p:x—-2y+5=0.

4.25. Najdéte pricku pfimek (tisecku, jejiZ jeden koncovy bod leZi na

jedné z ptimek, druhy pak na druhé z nich)
p:(1,1,1]14+¢2,1,0), ¢g:12,2,0]4+1¢(1,1,1),

takovou, Ze pfimka ji ur¢end prochédzi bodem [1, 0, O].

4.26. Urcete osu mimobézek
p: [3,0,3]1+ (0, 1,2)t
[07 _17 _2] + (1, 2, S)I

4.27. Naleznéte osu mimobézek

pioILL1T+12,1,0), ¢:[2,2,0]4+1(1,1,1).

4.28. Urcete patu kolmice spusténé z bodu [0, 0, 7] na rovinu
p 10,531+ (1,2, Dr + (=2, 1, Ds.

4.29. Napiste matici B afinniho zobrazeni f daného ve standardni

bdzi v R? jako
(2 1\ (x 1
f('xlv xz) - (0 1) (xz) + (1)

soufadné soustaveé dané bazi u = {(1, 1), (—1, 1)} a pocatkem [2, O].

ReSeni. Matice pfechodu od dané baze u ke standardni bézi k je

()

1 1)

Matici zobrazeni v bazi ([2, 0], u) ziskdme tak, Ze nejprve transformu-
jeme soufadnice priklané v bazi ([2, 0], ) na soufadnice ve standardni
bazi, tedy v bazi ([0, 0], (1, 0), (0, 1)), poté aplikujeme matici zobra-
zeni f ve standardni bazi a na zavér vysledek transformujeme zpét do

soufadnic v bazi ([2, 0], u). Transformacni rovnice piechodu od suou-

fadnic y;, y» v bazi ([2, 0], u) k soufadnicim x;, x, v standardni bazi

(2)=0 ) )+6)

-0 ) (@)-0)-(,
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jsou

8=
D=0 | —

) ()

coZ je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢(u, e;) vektoru
u.

Z. definice odchylek vektorti nyni miZeme dovodit ro-
zumné definice pro odchylky obecnych podprostori v libo-
volném euklidovském vektorovém prostoru. Je pfitom tieba
rozhodnuti, jak se stavét k pripadim, kdy podprostory maji
netrividlni prinik. Napf. za odchylku dvou pfimek budeme
chtit patrné brat mensi ze dvou moZnych dhld, u dvou ne-
rovnobéznych rovin v R® nebudeme chtit slyset, Ze maji od-
chylku nula, protoZe maji spolecny alespoii jeden smér:

4.16. Definice. Necht Uy, U, jsou kone¢nérozmérné podpro-
story v euklidovském vektorovém prostoru V libovolné di-
menze. Odchylka podprostorii Uy, U, je redlné Cislo o =
o(Uy, Uy) € [0, T] spliiujict:
(1) Je-lidimU; =dimU, =1, U; = (u), U, = (v), pak
o |u
lulllfvll

(2) Jsou-li dimenze U,, U, kladné a U; N U, = {0}, pak

je odchylka minimem vSech odchylek jednorozmérnych

podprostord

o = min{p({u), (v));0#u € U;,0 # v € Uy}

Ukazeme v zapéti, Ze takové minimum skutecné vzdy
existuje.

(3) Je-li U; C U; nebo U, C U (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je @ = 0.

(4) Je-li U1 N U2 ;é {0} a U1 ;é U1 N U2 ;é Uz,pak

a = oU N (U NU)*, U, N (U NU)D).

Odchylka podprostorii Q1, Q, v bodovém euklidovském
prostoru &, se definuje jako odchylka jejich zaméfeni Z(Q,),
Z(Qy).

Vsimnéme si, Ze odchylka je vZdy dobfe definovana,
zejména v poslednim pripadé je

(UL N (U, NU)T) N (U N (U NU2)T) = {0}

muzeme tedy opravdu odchylku urcit podle bodu (2). VS§im-
néme si také, Ze v pripadé U; NU, = {0}, jsou U, a U, kolmé

vvvvvv

vvvvvv

Ke korektosti definice zbyva ukdzat, Ze ve skutecnosti
vzdy existuji vektory u € Uj, v € U,, pro které nabyva vy-
raz pro odchylku poZadovaného minima. Nejdiive specidlni
pripad:

4.17. Lemma. Nechf v je vektor v euklidovském prostoru V
a U C V libovolny podprostor. Oznacme v, € U, v, € U+
(jednoznacné urcené) komponenty vektoru v, tj. v = vy + v,.
Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U plati

_ Ml

cos p((v), U) = cos p((v), (v1)) = ol
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Dtkaz. Pro vSechny vektory u € U plati diky Cauchy-
ové nerovnosti

lu-vl Ju-(ui+v)l v
lallloll —  aelllioll Nl
lallllodll vl Jodll> o v
T llallliol ol elltedl el
Odtud plyne
vl
cos ¢((v), (u)) = cose((v), (v1)) = e

a ndmi nalezeny vektor v; tedy pfedstavuje nejvétsi moZnou
hodnotu pro kosinus tihlu mezi v§emi volbami vektorti z U.
ProtoZe je funkce cos na intervalu [0, 7] klesajici, dostdvame
tak nejmensi moZny dhel a tvrzeni je dokdzané. U

4.18. Vypocet odchylek. Postupu v predchozim lemmatu
miZeme rozumét tak, Ze jednorozmérny podprostor gene-
rovany vektorem v kolmo promitneme do podprostoru U a
podivdme se, jak moc se obrazy zmenS$uji. Podle toho pak
pozndme odchylku. Podobny postup pouZijeme ve vyssich
dimenzich také. PotiZ je pfitom ale s rozpozndnim, které
sméry ndm svymi priméty odchylku skutecné prozradi. V
nasem predchozim piipad€ to miZeme dobie vidét, pokud
neSikovné budeme promitat vétsi prostor U do jednorozmér-
ného (v) a pak kolmo zpét do U. Zjistime, Ze odchylku po-
zndme podle sméru vlastniho vektoru takového zobrazeni,
jeho vlastni ¢islo bude kvadritem piislusného kosinu Ghlu.

Uvazujme tedy dva obecné podprostory U;, U, v eukli-
dovském vektorovém prostoru V, predpoklddejme U NU, =
{0}, a zvolme pevné ortonormalni baze e, a ¢’ celého prostoru
V tak, aby U; = (e, ..., e), Uy = (€], ..., €)).

Uvazujme kolmy pramét ¢ prostoru V na U,, jeho zi-
Zeni na U; budeme opét znaCit ¢ : U; — U,. Zobrazeni
Y : Uy — Uy nechf vznikne podobné z kolmého primétu na

U,. Tato zobrazeni maji v bazich (e, ..., ex) a (e}, ..., ¢€)
matice

e - e e - e el e e - e
a=| | B=

e - e e - ¢ el - ex e - e

Protoze jde o skaldrni souciny na redlném vektorovém pro-
storu, plati e; - ¢} = €/, - ¢; pro vSechny indexy i, j a proto
zejména plati B = AT,

SloZené zobrazeni W o ¢ : U; — U; mé tedy symet-
rickou pozitivng semidefinitni matici AT A a ¥ je zobrazeni
adjungované k ¢. Vidéli jsme, Ze kazdé takové zobrazeni ma
pouze nezdpornd redlnd vlastni ¢isla a Ze m4d ve vhodné orto-
normdlni bazi diagondlni matici s t€mito vlastnimi ¢isly na
diagonadle, viz B25 a BZ1.

Nyni miZeme odvodit obecny postup pro vypocet od-
chylky o = ¢(Uy, Uy).

Véta. V predchozim oznaceni necht ) je nejvétsi vlastni hod-
nota matice AT A. Pak cos> a = X

Pro matici zobrazeni pak dostdvame
i1 2 1 1 —1 2 1 -1
— 2
w= (2 D6 DG ) +E) 0]+ ()
2 0 2
- (2 9)+()

4.30.

Eukleidovském prostoru. Agent K sidli v bodé¢ S o soufadnicich

M¢éjme danu standardni soufadnou soustavu v trojrozmérném

[0, 1,2] a udstfedi mu ptidélilo pro pouZivdni soufadnou soustavu
s pocatkem S a bazi {(1,1,0),(—1,0,1),(0,1,2)}. Agent Sokol
bydli domé D na kété [1, 1, 1] a pouziva soufadnou soustavu s bazi
{(0,0, 1), (—1,1,2), (1,0, 1)}. Agent K Zad4 Sokola o schtizku v ci-
helné, kterd lezi podle jeho soufadné soustavy v bodé [1, 1, 0]. Kam

e

ReSeni. Matice prechodu od béze agenta K k Sokolové bazi (pii stej-
nych pocitcich) je

Vektor (0, 1,2) m4 tedy soufadnice T - (0, 1,2)" = (0,2, )7, po-
sunutim pocatku (pficteme vektor (—1,0, 1)) dostivime vysledek
(-1,2,2). O

2. Eukleidovska geometrie

4.31. Urcete vzdalenost piimek v R.

p: [17_1’0]+t(_1a27 3)’ a q: [27 5a_1]+t(_l’ _27 1)

ReSeni. Vzdilenost je ddna jako velikost kolmého primétu libovolné
pticky (spojnice) danych pifimek do ortogonalniho doplitku vektoro-
vého podprostoru generovaného jejich zamérenimi. Tento ortogonalni

dopliiek zjistime naptiklad pomoci vektorového soucinu:

((=1,2,3), (=1, =2, D))" = ((=1,2,3)x(=1, =2, 1)) = (8, =2,4)) = (4, —1,2),

Spojnici danych piimek je naptiklad dsecka [1, —1, 0][2, 5, —1], pro-
mitneme tedy vektor [1, —1, 0] — [2, 5, —1] = (—1, —6, 1). Pro vzda-
lenost pfimek pak dostdvame:

14, —1,2)] V21

p(p,q) =
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4.32. 'V euklidovském prostoru R’ stanovte vzdalenost rovin

Ql : [77 27 7s _1a 1] + tl (15 Os _1a 07 O) +S1 (0, 1’ 0’ Os _1) 9
QZ : [29 4, 75 _4a 2] + t2 (1, 15 1705 1) +S2 (07 _29 0’ Oa 3)7

a poté vzdalenost rovin

01:0,1,2,0,0]+ p1 (2,1,0,0,1) + ¢1 (=2,0,1, 1, 0),
02 : [37 _1’7’ 79 3]+p2 (2’ 2, 49 O’ 3) +q2 (29 07 07 _2, _1)9

ReSeni. Piipad o;, 0,. Nejprve uréime ortogonalni doplnék souétu za-
méfeni zadanych dvou rovin tak, e smérové vektory rovin napi eme do
fadkd matice a tuto matici pomoci elementarnich fadkovych transfor-
maci prevedeme na schodovity tvar. Tim dostaneme

1 0 -1 0 0 1 0 -1 0 0
o1 0 0-1]_ o1 0 0 -1
1 1 1 0 1 00 1 0 1
0 -2 0 0 3 00 0 0 1

Hledany ortogondlni doplnék tak je ((0, 0, 0, 1, 0)). (Pochopitelné
bylo ocividné, e vektor (0, 0,0, 1,0) ndle { do uva ovaného orto-
gondlniho doplitku. Upravou na schodovity tvar jsme v ak zjistili,
e ortogondlni doplnék je jednodimenziondlni.) Vzdélenost rovin
je rovna velikosti kolmého primétu vektoru A; — A, do pod-
prostoru ((0, 0,0, 1,0)) pro libovolné body A; € o1, A2 € 0.
Zvolme kupt. Ay = [7,2,7,—1,1], Ay = [2,4,7, —4, 2]. Ztejmé
je kolmy primét A; — A, = (5,-2,0,3,—1) do ((0,0,0, 1,0))
roven (0, 0,0, 3, 0). Velikost vektoru (0, 0, 0, 3, 0) davd vyslednou
vzdélenost 3.

Piipad o1, 0,. Soucet zaméreni rovin oy, 0, je generovan sméro-

vymi vektory. Oznacme je

I/tl = (27 1’0’ 07 1)?
v] == (2? 2’ 4’ 0? 3)’

Uy = (_2s 07 15 ls O)s
vy = (2,0,0,—2, —1).

Naleznéme body X; € 01, X» € 03, ve kterych se vzdalenost rovin o7,

o0, realizuje. Vime, e je

1,51 € Kyastni &fsla A, ..
t2,S2€R (Lt],..

DUkaz. Nechf u € U je vlastni vektor zobrazeni v o
@ piisluSny nejvétsi vlastni hodnoté A. UvaZme vSechna
., Ar (vCetn€ ndsobnosti) a nechf u =
., Uy) je piislusnad ortonormdlni baze U; z vlastnich
vektorli. MiiZzeme piimo predpokladat, Ze A = Ay, u = u;.
Potiebujeme ukazat, Ze odchylka libovolného v € U; od U,
je nejméné tak velkd jako odchylka u od U,. Tzn. Ze kosi-

P1> 1 € R,y pifslugného dhlu nesmi byt vétst. Podle predchoziho lem-
P2, q» emtu staci diskutovat odchylku u a ¢(u) € U, a piitom vime,

7e ||u|| = 1. Zvolme tedy v € Uy, v = ajuy + - - - + aguy,
i a? = |v|* = 1.Pak

le)II> = @(v) - @(v) = (¥ 0 p(v)) - v
< Iy o p)lllIvll = 1Y 0 p(W)II.

Ptedchozi lemma navic ddvd i vzorec pro odchylku o« vektoru
v od podprostoru U,

e
o =
ol

ProtoZe jsme zvolili za A nejvétsi z vlastnich hodnot a soucet
kvadrétii soufadnic a? je jedna, dostdvdme

= llp)]l.

(cos@)? = [lp()|I* < ¥ o p(v)|| =

k
X:()»iai)2 =
i—1

k
= |B+) a02-2}) </ak

i=1

Pfi v = u dostdvdme oviem presné [|p(v) |2 = A3|jv||? = A
a tedy odchylka dosahuje pro tento vektor minimalni mozné
hodnoty. Tim je véta dokdzana. ([

4.19. Pocitani objemu. S ndznakem pocitini objemu jsme
se jiz setkali v rovinné geometrii v konci paté ¢asti prvni ka-
pitoly (viz [34). Zjistili jsme pfitom, Ze Ze podstatnym po-
jmem je pritom tzv. orientace, kterou jsme si mohli predsta-
vit jako rozhodnuti, zda se na nasi rovinu R? divame zhora
¢i zezdola. Rozdil je pritom v potadi standardnich bazovych
vektorll e; a e, na jednotkové kruZnici.

Stejn& postupujeme obecn&. Rikdme, Ze dvé baze u a

X, —X>=10,1,2,0,0]1 = [3, —1,7,7,3] + pru1 + qius — prv; — govL redlného vektorového prostoru V' urcuji stejnou orientact,

= (—3,2,-5, =7, =3) + piu1 + qiuz — p2v1 — 202

a e md platit
(X1 —Xo,u;)=0,
(X1 —X2,v1) =0,

(X1 —Xo,up) =0,
(X1 —X2,v12) =0,
.
((=3,2,=5,=7,=3),u1) + p1 (ur,ur) + q1 (uz, uy)
— pa{vi,ur) —qa (v, u1) =0,
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jestliZe m4 matice pfechodu mezi nimi kladny determinant.
Formdlnéji vzato, orientaci redlného vektorového prostoru V
tedy rozumime tfidu ekvivalence bazi u vzhledem k ekviva-
lenci, kterou jsme pomoci znaménka determinantu pravé za-
vedli. Ekvivalentnim bazim v tomto smyslu také fikdme sou-
hlasné se zvolenou orientaci.

Piimo z definice pak vyplyv4, Ze na kazdém vektorovém
prostoru jsou pravé dvé orientace. Z kazdé souhlasné bédze
ziskdme snadno nesouhlasnou pomoci libovolné matice pie-
chodu se zdpornym determinantem.

Vektorovy prostor se zvolenou orientaci nazyvdme ori-
entovany vektorovy prostor.
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Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoZ zaméfeni je orientované. V dal§im
budeme uvaZovat standardni &, spolu s orientaci zadanou
standardni baz{ R".

Nechf wuq,...,u;, jsou libovolné vektory v za-
méfeni R", A € &, je libovolny bod. RovnobéZnostén
Pi(Asuy,...,ux) C &, jsme definovali jako priklad
konvexni mnoZiny

Pe(Asuy, ... oup) ={A+ciuy +-- - +cup; 0 < ¢; < 1},

Jsou-li vektory wuy,...,u; nezdvislé, hovoiime o k-
rozmérném rovnobéznosténu Py (A; uq...,u;) C &,. Pro
dané vektory uy, ..., u; mame k dispozici také rovnobéz-
nostény mens$ich dimenzi{

Pir(Asur), ..., Pe(Asuy, ..y ug)
v euklidovskych podprostorech A + (u;),...,A +
(r, ..., ug).
Jsou-li uy, ..., u; linedrné€ zavislé definujeme objem

Vol P, = 0.

Jinak uvaZujeme jako pfi Grammové—Schmidtové ortogona-

lizaci
W)@y, w1 D (U,

V tomto rozkladu se u; jednoznacné vyjadii jako

<M1,...,Mk>:<u1,..

Up = uy + e
kde ey L (uy,...,ur—1). Absolutni hodnotu objemu rov-
nobéZnosténu definujeme induktivné tak, abychom naplnili
pfedstavu, Ze jde o soucin objemu ,,zdkladny* a ,,vySky*:
| VL |P1(A; up) = |lupl
oug) = llegllI Vol [Pe—1(A; uy, ..

Je-li uy,...,u, baze souhlasnd s orientaci V, definujeme
(orientovany) objem rovnobéZnosténu

Vol Pr(A; uy, ... ,u,) = | Vol |Pr(A;uy, ..., u,),

| Vol |Pr(A; uq, ..

v pripad€ neosuhlasné bize klademe
Vol Pr(A; uy, ..., u,) = —| Vol |Pr(A; uy, ..

Naésledujici tvrzeni objasiiuje naSe diivéjsi pozndmky,
7e determinant je v jistém smyslu néstroj vyjadfujici objem.
Prvni tvrzeni totiz fikd pravé, Ze na k—-rozmérném prostoru
dostaneme objem rovnobéZnosténu nataZzeného na k vektort
tak, Ze jejich soutfadnice (v ortonormdlni bazi) napiSeme do
sloupcii matice a spocteme determinant.

Vyrazu ve druhém tvrzeni se fika Grammiiv determinant.
Jeho vyhoda je, Ze je zcela nezdvisly na volbé baze a zejména
se s nim proto 1épe pracuje v pripadé £ mensSiho neZ je di-
menze celého prostoru.

° uil)'

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a nechf
(e1, ..., ex)jejeho ortonormdlni bdze. Pak pro libovolné vek-
toryuy,...,uy € Z(Q)a A € Q plati

, UE).

CyUk—1)-

((_392’ _57 _75 _3)7u2>+p1 <u15uz) +q1 (u25u2>

—p2{vi,u) —qa(va,ur) =0,

((_3,25 _5’_7’ _3)»vl>+Pl (MI,U1>+611 <u27 U])
—p2(v,v1) —qa (v, v1) =0,

((_3529 _55 _7’ _3),U2)+Pl (MI,U2>+QI <u2av2>
—p2(v, 1) —qa{(v2,v2) =0.

Vy¢islenim téchto skaldrnich soucinti ziskdvame soustavu linedrnich

rovnic
6pr — 4q1 - 9p, — 3¢ = 7,
—4p1 + 6q + 6qy = 6,
9p - 33p, — ¢ =3I,
3pp. — 61 —  pp — 9 = —1I,

kterou vyfe ime pomoci fadkovych transformaci v maticovém zapisu
6 -4 -9 3| 7 1 00 0] O
—4 6 0 6 6 Y 01 0 0]-—1
9 0 -33 —-1] 31 0 01 0]-1
3 -6 -1 -9|-11 00 0 1] 2

Re enfm této soustavy je tedy Ctvefice (pi,qi1, p2,q2) =

0, —1, —1, 2). Ur<ili jsme

XI_XZ - (_37 Zv _5’ _7$ _3)_MZ+U1_2U2 - (_37 47 _2’ _47 2)'

Velikost vektoru (—3, 4, —2, —4, 2) a soucasné vzdalenost rovin o,

(o)) ¢ini

7=V + 8+ (227 + (47 + 2%,

Vzdélenost o; od g, jsme urcovali odli nym zpisobem ne vzdale-
nost o7 od 0;. Uvedené metody jsme samoziejméeé mohli pou it v obou
pripadech. Zkusme znovu vypocitat vzdalenost rovin o7, o, postupem
pou itym k vycisleni vzddlenosti rovin o;, 0,. Hledejme tedy ortogo-

ndlni doplnék vektorového podprostoru generovaného vektory

2,1,0,0,1), (=2,0,1,1,0), (2,2,4,0,3), (2,0,0,-2,—1).
Snadno ziskame

2 1 0 O 1 1 00 0 32

-2 01 1 0 10100 -2

2 24 0 3 0010 1 ’

2 0 0 -2 -1 0001 2

odkud dostdvdme ortogondlni doplnék ((—3/2, 2, —1, —2, 1)), prip.
jej radé&ji zapi me jako ((3, —4, 2, 4, —2)). Pfipometime, e vzdélenost
o Vici oy se rovnd velikosti kolmého primétu vektoru (rozdilu libo-

volného bodu o, a libovolného bodu o)
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u=(,-2,57,3=13,-1,7,7,3] - [0, 1, 2,0, 0]
do tohoto ortogondlniho doplitku. Ozna¢me zminény kolmy prameét u
symbolem p, apolome v = (3, —4, 2,4, =2). Zfejmé je p, = a - v
pro néjaké a € R a ma platit
(u —py, v)=0, t. (u,v)—a(v,v)=0.
Vycisleni dava 49 — a - 49 = 0. Je tudi p, = 1 - v = v a vzdélenost
rovin oy, 0 je rovna

Hpull =32+ (42 + 2+ 82+ (—2)2=1.

Ukadzalo se, e vypocet vzdalenosti pomoci ortogondlniho dopliikku

souctu zaméteni byl v prede 1ém prikladu ,,rychlej { cestou k vysledku®.
Pro roviny g; a g, tomu bude nepochybné stejn€. Druhd metoda ov
em dédvd body, ve kterych se vzdalenost realizuje (body, kde si jsou
roviny nejbli e). Naleznéme proto s jeji pomoci takové body v pripadé

rovin 01, 02. Oznacme

uy = (1’07 _1707 0) )
v = (1, 1a 190’ 1)7

u, =(0,1,0,0,—-1),
v, =(0,-2,0,0,3).
Body X, € 01, X» € 07, ve kterych se vzdalenost rovin realizuje, ma
eme vyjadrit jako
X, =17,2,7,—1, 11+ tyju; + squs,
X, =12,4,7, —4,2] + v + sov2,

a tedy

Xl - X2 = [75 29 7’ _1’ l] - [2’ 47 75 _45 2] +tlul +S11/[2 - t2U1 — 5202

=(5,-2,0,3, —1) + {juy + S1us — thv; — SHV7.

Skalarni souciny
(X1 —Xo,u1) =0,
(X1 —Xa,v1) =0,

(X1 —Xo,up) =0,
(X1 —X2,1)=0

pak vedou na soustavu linedrnich rovnic

2h = -5,
2S1 + 5S2 = 1,
—4t, — s, = =2,

—5s1 — th — 135y = -1

s jedinym fe enim t; = —5/2, 51 = 41/2,t, = 5/2, s, = —8. Ziskali

jsem tak

X, =[7.2.7. —1.1] +41 . 9 45 19 39
1 — ) £ ) ) 2”1 2 MZ - 27 2 ’ 2 ) ) 2 ’
5 9 45 19 39
X - 294777 _472 ~ _8 = | =y T~y T~y T T |
2= 1+ S U1 vy |:2 >3 > }
Nyni ji snadno ovéiime, e vzdalenost bodli X, X, (a soucasné¢ vzda-
lenOStrOVinQ19Q2)je||X1_X2||=||(09O’0a370)||=3‘ D
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up-e Uy - ey
(1) VOl P (A; uy, ..., u,) = det
Uup - ek Uy - e
up-uj U - U|
(2) (VOlPi(A; uy, ..., ux))?* = det
Uup - Ug U - Ug
DokaAz. Matice
uj-eg U - €]
A=
uj - e Uy - ey

ma ve sloupcich soufadnice vektort uy, ..., u; ve zvolené

ortonormdln{ bazi. Plati
|A]> = |AJ|A| = [AT]|A| = |AT A|
up - u Up - uUq
= det
up - Ug Uf - Ug
Vidime tedy, Ze pokud plati (1), plati i (2).
Piimo z definice je neorientovany objem roven soucinu

| VOl [Pr(As uy, ..o up) = Nlorlilloall - .- fluell,

kde vi = uy, vy =u2+afvl,...,vk = uk-l—alfvl + -4
a’,j_l vr—1 je vysledek Grammova-Schmidtova ortogonalizac-
niho procesu. Je tedy

vi-uyy 0 L. 0
(VoI Pe(As ur, . oyup))® =det | 1
\ 0 0 Vg - Uk
(vl-vl U - V1
= det :
V1 - Vg Uk - Uk

Ozna¢me B matici jejiz sloupce jsou soufadnice vektort
V1, ..., U vortonormdlni bazi e. Protoze vy, ..., vy vznikly
ZUuy, ..., U jako obrazy v linedrni transformaci s horn{ troji-
helnikovou matici C s jednickami na diagonéle, je B = CA
a|B| = |C||A| = |A|. Pak oviem |A|> = |B]*> = |A||A|,
proto Vol Py (A; uy, ..., u;) = x| A|. Pfitom pokud jsou vek-
tory uy, ..., ug zavislé vyjde objem nulovy, pokud jsou ne-
z4vislé, pak znaménko determinantu je kladné prave kdyz je
badze uy, ..., u; kompatibilni s orientaci danou bazi e. O

V geometrické formulaci dostdvame jako velice dizZity
disledek nasledujici tvrzent:

4.20. Disledek. Pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V
euklidovského vektorového prostoru V je detg roven (ori-
entovanému) objemu obrazu rovnobéZnosténu urceného vek-
tory ortonormdlni baze. Obecnéji, obraz rovnobéznosténu P
urceného libovolnymi dim V vektory ma objem roven det ¢—
ndsobku piivodniho objemu.
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vewv,

4.21. Vnéjsi a vektorovy soucin vektori. Predchozi tivahy
Uzce souvisi s tzv. vnéjsim tensorovym soucinem vektord.
Nebudeme zachazet podrobné do této technicky ponékud ne-
prehledné oblasti, ale zminime alespon piipad vnéjsiho sou-
¢inun =dimV vektorG uy,...,u, € V.

Nechf (uj, ..., u,;)" jsou soufadnd vyjadfeni vektord
u; v né&jaké pevné zvolené ortonormdlni bazi V a M nechf
je matice s prvky (u;;). Pak determinant |M| nezdvisi na
volbé bdze a jeho hodnotu nazyvame vnéjsim soucinem vek-
torduy, ...,u, aznaéime [uy, ..., u,]. Vnéjsi soucin je tedy
pravé orientovany objem prisluSného rovnobéznosténu, viz
ET9.

Piimo z definice nyni vyplyvaji uZitecné vlastnosti
vnéjsiho soucinu
(1) Zobrazeni (uy,...,u,) +— [uy,...,u,] je antisymet-

rické n—linedrni zobrazeni. Tzn., Ze je linedrni ve vSech

argumentech a vyména dvou argumentd se vZdy projevi
zménou znaménka vysledku.

(2) Vnéjsi soucin je nulovy pravé, kdyZ jsou vektory
ui,...,u, linearné zavislé

(3) Vektory uy, ..., u, tvori kladnou bdzi prave, kdyz je je-
jich vnéjsi soucin kladny.

V technickych aplikacich ve Rj3 se ¢asto pouZivéd velmi
Uzce souvisejici operace, tzv. vektorovy soucin, ktery dvojici
vektorQ prifazuje vektor tfeti.

Uvazme obecny euklidovsky vektorovy prostor V di-
menze n > 2 a vektory uy, .. € V. Dosadime-
li t€chto n — 1 vektorti jako prvnich n — 1 argumentt n—
linearnihho zobrazeni definovaného pomoci determinantu
pti vypoctu objemu vyse, pak ndm zbude jeden volny argu-
ment, tj. linedrni forma na V. ProtoZe vSak mdme k dispo-
zici skalarni soucin, odpovida kazda linearni forma prave jed-
nomu vektoru. Tento vektor v € V nazveme vektorovy soucin
vektord uy, ..., u,_1, tj. pro kazdy vektor w € V plati

M Mnf]

(v,w) =[ur, ..., uy—1, wl.

ZnaCime v = uy X ... X U,_].
Jsou-li v néjaké ortonormdlni bézi soufadnice naSich

vektord v = (yi, ...,y w = (1, ..,x)" au; =
(U1, ... uy;)7, naSe definice ma vyjadfent
uir ... Uim-1» X1
y1x1+...+ynxn: . .
Upyr ... Unin-1) Xn-

Odtud je piimo vidét, Ze vektor v je zadan jednoznacné a
jeho soutadnice spocteme formalnim rozvojem tohoto deter-
minantu podle posledniho sloupce. Zarovei jsou piimo z de-
finice ocekdvatelné nésledujici vlastnosti vektorového sou-
¢inu:

Véta. Pro vektorovy soucin v = u; X ... X u,_; plati
(]) ve(”la""un71>L
(2) v je nenulovy vektor prave, kdy jsou vektory

ui,...,U,—1 linedrné nezavislé

4.33. Najdéte prinik kolmé roviny spust€né z bodu A =
[1, 2,3, 4] € R* na rovinu

0:11,0,1,0]1+(1,2,-1,-2)s + (1,0,0, 1)t, s,teR.

ReSeni. Naleznéme nejprve kolmou rovinu k o. Jeji zaméfeni bude
kolmé na zaméteni g, pro vektory (a, b, ¢, d) pattici do jejiho za-

méfeni dostdvdme tedy soustavu rovnic
(a,b,c,@-(l,2,—1,—2)=0 =
(a,b,c,d)-(1,0,0,1) =0 =

a+2b—c—-2d=0
a+d=0.

Jejim  feSenim je  dvojdimenziondlni prostor
((0,1,2,0), (—1,0,—=3,1)). Rovina 7 kolmd k roviné o procha-

zejici bodem A m4 tedy parametrické vyjadieni

vektorovy

t:[1,2,3,414+(0,1,2,0u + (—1,0, =3, DHv, u,velR.

Priinik rovin potom mitiZeme ziskat pomoci obou parametrickych vy-

jadfeni. Pro parametry popisujici prinik tedy dostdvime soustavu rov-

nic:
l+s+t = 1—-v
2s = 24u
1—s = 3+2u—3v
25+t = 4+,

kterd m4 jediné feSeni (musi tomu tak byt, protoZe sloupce matice sou-
stavy jsou ddny linedrné nezdvislymi vektory zaméfeni obou rovin)
s = —=8/19,t = 34/19, u = —54/19, v = —26/19. Dosazenim
hodnot parametrti s a ¢ do parametrického vyjadreni roviny o pak do-
staneme soufadnice priniku [45/19, —16/19,11/19, 18/19] (stejny
vysledek pochopitelné obdrzime, dosadime-li hodnoty parametrti u a

v do parametrického vyjadfeni roviny 7). O

4.34. Bodem [1,2] € R? vedte pfimku, kterd md odchylku 30° od
pfimky

p: 10, 1]41¢(1, 1).
ReSeni. Odchylka dvou pifmek je ddna thlem, ktery sviraji jejich
smérové vektory. Staci tedy najit smérovy vektor v hledané piimky.
Ten ziskdme napftiklad rotaci smérového vektoru pifimky p o 30°. Ma-

tice rotace o 30° je

cos30° —sin30°) (2 -1
sin30°  cos30° /| «/73 '

Hledany vektor v je tedy

(7

NI—N&
Sl
~———
N
—_
N—
I
P
ol
+ |
= [ —
~————
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Rotovat jsme mohli i v opacném smyslu. Hledand pfimka (jedna ze

dvou moZnych) mé tedy parametrické vyjadieni

V3 13
[1’2”(7 22 +2)t‘

O

4.35. Urcete cos o, kde « je odchylka dvou sousednich stén pravidel-
ného osmisténu (téleso, jehoz sté€ny tvori osm rovnostrannych trojihel-
niki).

Reseni. Odchylky libovolnych dvou sousednich stén jsou ze symetrie

osmisténu shodné. Rovnéz tak nezaleZi na jeho velikosti. Uvazujme os-

mistén s délkou hrany 1, ktery je umistén do standardni kartézské sou-

fadné soustavy v IR tak, Ze jeho t&Zisté je v bodé [0, 0, 0]. Jeho vrcholy

jsou pak v bodech A = [¥2,0, 0] B =10,2,0],C =[-¥2,0,0],
= [0, —¥2,0], E = 10,0, —*2]a F = [0,0, ¥].

Urceme odchylku stén CDF a BCF. Ta je ddna odchylkou vek-
tord kolmych na jejich prtnik a leZicich v danych sténéch, tedy vekort
kolmych na CF'. Témi jsou vektory dané vyskami z bodd D, resp. F na
stranu CF v trojihelnicich CD F, resp. BCF'. Vy$ky v rovostranném
trojuhelniku splyvaji s t€Znicemi, jednd se tedy o isecky SD a SB, kde

S je stfed strany CF . ProtoZe zndme soufadnice bodli C a F', md bod S

soufadnice [—i, ,f]apro vektory mdme SD = (i —i —f)
a SB = (¥2,42, —¥2) Celkem
s W WA e st ¥ OO
CoSx = —_
12, L2, ||, L2, -2y 3
Je tedy o = 132°. |

4.36. 'V bodovém euklidovském prostoru R3 vypoctéte odchylku ¢
podprostord U, V, jestli e je

(3) velikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hod-
noté objemu rovnobézniku P(O; uy, ..., u,_1)

(4) (uy,...,u,_1,v)je souhlasnd bdze orientovaného eukli-
dovského prostoru V.

Dt¢kaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z defini¢niho vztahu
pro v, protoZe dosazenim libovolného vektoru u ; za w mdme
nalevo skaldrni soucin v - #; a napravo determinant s dvéma
shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n — 1 sloupci u; je ddna maximalni
velikosti nenulového minoru. Minory, které zadavaji sourad-
nice vektorového soucinu jsou stupné€ n—1 a tim je dokdzano
tvrzeni (2).

Jsou-li vektory uy,...,u,_, zavislé, pak plati i (3).
Nechf jsou tedy nezavislé, v je jejich vektorovy soucin
a zvolme libovolnou ortonormalni bazi (e, ..., e,—1)
prostoru (uy,...,u,—1). Z jiz dokdzdného vyplyvd, Ze
existuje néjaky ndsobek (1/a)v, 0 # o € R, takovy,
7e (e1,...,ex, (1/a)v) je ortonormdlni bize celého V.
Soufadnice naSich vektort v této bazi jsou

uj=Wjy- e, 0", v=10(0,...,0,a).

Proto je vné&jsi soulin [uy, ..., u,_1, v] roven (viz. definice

vektorového soucinu)

uyy ... Uig-n 0
[ulv-"aun—l’v]z : .
Un-1)1 Un—-1)(n—1) 0
0 0 o
= (v,v) = .

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zédroveil
obdrZzime

o> =a Vol PO; uy, ..., in_1).

Odtud uz vyplyvaji obé zbyl4 tvrzeni véty. U

2. Geometrie kvadratickych forem

V analytické geometrii roviny jsou po pfimkdch jako da-
181 nejjednodussi kiivky na fadé€ tzv. kuZelosecky. Jsou v
kartézkych soutadnicich zaddny kvadratickymi rovnicemi a
podle koeficientii pozndme, zda jde o kruZnici, elipsu, para-
bolu nebo hyperbolu, pifipadné jesté mize jit o dvé primky
nebo bod (degenerované pripady).

Uvidime, Ze nase néstroje umoZni{ vcelku tc¢innou klasifi-
kaci takovychto objektti v libovolnych konecnych dimenzich

i praci s nimi.

4.22. Kvadriky v &,. V analogii k rovnicim kuZelosecek v
roviné za¢neme pozndmkami o objektech v euklidovskych

(@ U:[3,5,1,7,2]+¢(1,0,2, -2, 1), t e R,
V:[0,1,0,0,0] +s5(2,0,-2,1,—-1), s e R;

(b) U:[4,1,1,0,114+¢(2,0,0,2,1), t e R,
Vixi+x+x+x=7

©) U :2x1 —xp 4+ 2x3 4+ x5 = 3,
Voixi4+2x 4+ 2x3 + x5 = —1;

dU:00,1,1,0,0]417(0,0,0,1,-1), r e R,
V:.[,0,1,1,1]14+r1,-1,2,1,0)+s(0, 1, 3,2,0)

+p(1,0,0,1,0)+¢ (1,3,1,0,0), 7,5, p,q €

R;

(e) U:10,2,5,0,0]4+¢(2,1,3,5,3) +5 (0,3, 1,4, -2)

+r(1,2,4,0,3), t,s5,r € R,
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bodovych prostorech, které jsou v dané ortnonormdlni bazi
zadany kvadratickymi rovnicemi, hovoiime o kvadrikdch.
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Zvolme v &, pevné kartézskou soufadnou soustavu (tj.
bod a ortonormalni bazi zaméfeni) a uvazme obecnou kvad-
ratickou rovnici pro soufadnice (xq, ..., x,)7 bodi A € &,

n n

aijxix; + Z 2a;x; +a =0,
i,j=1 i=1
kde bez Gjmy na obecnosti miZeme rovnou predpoklidat sy-
metrii a;; = aj;. Tuto rovnici miZeme zapsat jako f(u) +
g(u)+a = 0 pro kvadratickou formu f (tj. ziZeni symetrické
bilinedrni formy F na dvojice stejnych argumenti), linedrni
formu g a skaldr a € R a pfedpokldddme Ze alespoil jeden
z koeficientli a;; je nenulovy (jinak by se jednalo o linedrni
rovnici popisujici euklidovsky podprostor).

Zacénéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinedrni symetrickou
formou f : R" x R" — R. Stejn¢ dobie miiZeme pfemyslet
0 obecné symetrické bilinearni formé na libovolném vektoro-
vém prostoru.

Pro libovolnou bazi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(x) na vektoru x = x;e;+- - -+x,e, ddna vztahem

fx)=F(x,x) = inij(ei, ej) = xl - A-x
iJ

kde A = (a;;) je symetrickd matice s prvky a;; = F(e;, ¢;).
Takovymto zobrazenim f tikdme kvadratické formy a vyse
uvedeny vzorec pro hodnotu formy s pouZitim zvolenych
soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime
bazi e; na jinou bézi e/, ..., e, dostaneme pro stejny vektor
jiné soufadnice x = S - X’ (zde S je pfislusnd matice pfe-
chodu) a tedy

f@=(E-)"A(S-)=0)"-(5-A-9)-x.

Ptedpoklddejme opét, Ze je na naSem vektorovém prostoru
zadan skaldrni soucin. Pfedchozi vypocet pak miZeme shr-
nout slovy, Ze matice bilinedrni formy F a tedy i kvadra-
tické formy f se transformuje pfi zméné soutfadnic zplso-
bem, ktery pro ortogondlni zmény soufadnic splyv4 s trans-
formaci matic zobrazeni (skute¢nég, pak je S~! = S7). Tento
vysledek miZeme intepretovat také jako nasledujici pozoro-
vani:

Tvrzeni. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldarnim
soucinem. Pak vztah

o= F, F(u,u) = (pu),u)

zadava bijekci mezi symetrickymi linedrnimi zobrazenimi a
kvadratickymi formamina V.

Dtkaz. Skutecné, bilinearni forma s pevné zadanym
druhym argumentem je linedrni formou o, = F( ,u) a
v pfitomnosti skaldrntho soudinu je nutné ddna vztahem
a(u)(v) = v - w pro vhodny vektor w. Klademe ¢(u) = w.
Pfimo ze vztahu v soufadnicich vySe pak vyplyva, Ze ¢ je li-
nedrni zobrazeni s matici A. Je tedy samoadjungované. [J

V:[00,0,0,0,0]+ p(—1,1,1,-5,0)
+q(175’ 15 137_4)7 P,q GR,

® U:,1,1,1,114+¢(1,0,1,1, 1) +s(1,0,0,1,1), t,5 €
R,
Vi, ,1,,11+p0,1,1,1,1)+¢9(1,1,0,1, 1)
+r(1,1,0,1,0), p,q,r € R.

ReSeni. Nejdiive pfipomeiime, e odchylka afinnich podprostorii je
definovédna jako odchylka jejich zameéfeni, a proto pfi pocitani ¢ ne-
zohlediiujeme posunuti vyjadiend pfi¢tenim bodu (prip. pravé strany
soustav rovnic).

Varianta (a). Nebot oba podprostory U a V jsou jednodimenzio-
ndlni, odchylka ¢ € [0, 7/2] je ddna vzorcem

1(1,02,-2,1)-2,0,-2,1,-D)| _ 5
[1(1.0.2,=2.1) [ 2.0.=2.L.=D || — J10-/10°

Jetedy cosp = 1/2,tj. ¢ = /3.

cos @ =

Varianta (b). Zndme smérovy vektor (2, 0, 0, 2, 1) podprostoru U
anormalovy vektor (1, 1, 1, 0, 1) podprostoru V. Snadno miZeme sta-
novit thel ¢ = /3, ktery sviraji, a to ze vztahu

2,0,0,2,1)-(1,1,1,0,1)

= 3
112,0,0.2,D [ (1,1, LO,D [ — 3

cosy =

5
Nyni si staci uvédomit, e je ¢ = /2 — ¥ = /6 (odchylka ¢ je
doplitkem dhlu /).

Varianta (c). Nadroviny U a V jsou zaddny pomoci normdlovych
vektoriu = (2, —1,2,0, ) av = (1, 2, 2,0, 1). Zfejmé je odchylka ¢
rovna thlu, ktery sviraji pfimky se smérovymi vektory u a v. Plati tudi
(viz variantu (a))

|Q-1200:022001  _ 1
T2-12.0.0 - (L220h] — 2> Y-

cos @ = =73

Varianta (d). Ozna¢me
u=(0,0,0,1,-1), v=(,-1,2,1,0),
v, =1(0,1,3,2,00, vs=(,0,0,1,0), v4=(1,3,1,0,0)
a jako p, oznac¢me ortogondlni projekci (kolmy primét) vektoru u do

zaméteni podprostoru V (do vektorového podprostoru generovaného

vektory vy, va, v, v4). Uréime-li p,, ze vzorce

VA
]

pak toti obdr ime ¢ € [0, 7/2]. Vime, e

4.2)

cos @

pu = avy + bvy + cvs +dvy  pro jisté hodnoty a, b, c,d € R
a e md byt
(pu—u,v1)=0, (p,—u,v)=0,
(pu—u,v3) =0, (p,—u,vq)=0.

Odtud ji (dosazenim za p,) plyne systém linedrnich rovnic
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Ta + 7Tb + 2c = 1,
Ta + 14b + 2¢ + 6d = 2,
2a + 2b + 2¢ + d = 1,

6b + ¢ + 11ld = 0.

Re enim této soustavy je (a, b, c,d) = (—=8/19,7/19,13/19, —5/19),
a tak

8 7 13 5
W =——vi+—v+—v3— —vu=(0,0,0,1,0),
p oV g2t 1o~ 1gu =(0,0,0,1,0)
II (O’Oa 09 1’0) || 1 \/5

=000, V2 2

Je tedy ¢ = m/4.
Varianta (e). Stanovme priinik zaméteni uvedenych podprostort.

Vektor (x1, x3, X3, X4, X5) nale 1 do zaméteni U, prave kdy je

(x1, X2, X3, X4, X5) =

1(2,1,3,5,3) +5(0,3,1,4, -2) +r (1,2,4,0, 3)
pro jistd t, s, r € R, a soucasné (x1, X2, X3, X4, X5) € V (V je svym
zaméfenim) tehdy a jenom tehdy, kdy je
(x1, X2, X3, x4, %x5) = p(—1,1,1,=5,0) +¢q (1,5, 1, 13, —4)
projistd p, g € R. Hledejme proto takova t, s, r, p, g € R, aby platilo
1(2,1,3,5,3) +s5(0,3,1,4,-2) +r (1,2,4,0,3)
=p(-1,1,1,-5,004+¢ (1,5,1, 13, —4).
Jednd se o homogenni soustavu rovnic, kterou mti eme fe it v matico-

vém zapisu jeji levé strany (pfi poradi proménnych ¢, s, r, p, q)
2 0 1 1 -1 1 32 -1 =5

1 3 2 -1 =5 021 -1 =3
31 4 -1 -1 ~...~1 001 -1 1
5 4 0 5 -13 000 O O
3 =23 0 4 000 O O

Ukézalo se, e vektory zaddvajici podprostor V jsou linedrni kombi-
naci vektorti ze zaméfeni podprostoru U. To ov em znamend, e V je
podmno inou zaméfeni U, a tudiZ je ¢ = 0.
Varianta (f). Opét naleznéme priinik zaméteni U a V. Analogicky
jako v predeslé varianté hledejme Cisla t, s, p, g, r € R, pro kterd je
1(1,0,1,1,1) +s(1,0,0,1,1) =
p(17 1’ 17 17 1)+q(17 190’ 17 1)+r(17 1701 170)‘
Resenim této soustavy je (¢, s, p,q,7) = (—a,a, —a,a,0),a € R.
Do priniku Z(U) N Z(V) zaméfeni U a V tak nélezi pravé vektory

(0’07 —a, 05 0) = —a (1’()’ 17 1’ 1)+a(170a 07 lv 1)

=—a(1,1,1,1,1)4+a(1,1,0,1,1)+0(1,1,0,1,0),

kdea € R, tj. Z(U) N Z(V) je podprostorem generovanym vektorem
(0,0, 1,0, 0) a jeho ortogonalni dopln&k (Z(U) N Z(V))* je zjevné

generovan vektory
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Z tohoto tvrzeni vyplyva okamzity dtsledek, Ze pro ka-
Zdou kvadratickou formu f existuje ortonormdlni baze za-
meéfeni, ve které ma f diagondlni matici (a diagondlni hod-
noty jsou jednoznac¢né ur€eny az na poradi). Pfedpokldadejme
tedy pfimo rovnici ve tvaru

ikixiz + Xn:bixi +b =0.
i=1 i=1

V dal$im kroku pro soufadnice x; s A; # 0 provedeme
doplnéni do ¢tverct, které ,,pohlti kvadraty i linearni ¢leny
tychZ nezndmych (tzv. Lagrangetv algoritmus, kterému se
budeme obecnéji vénovat nize) . Tak ndm zdstanou nejvyse
ty nezndmé, pro které byl jejich koeficient u kvadratu nulovy,
a ziskdme tvar

n

Z)»i(xi —p)+ Z
i=1

J spliujiciA; =0

ijj—i-C:O.

To odpovidd posunuti pocatku soufadnic o vektor se sou-
fadnicemi p; a zdroven volbé baze zaméreni tak, abychom
dostali poZzadovany diagondlni tvar v kvadratické casti. Ve
vySe odvozeném ztotoznéni forem s symetrickymi zobraze-
nimi to znamend, Ze ¢ je diagondlni na ortogondlnim do-
pliiku svého jadra. Pokud ndm opravdu zistaly néjaké line-
arni ¢leny, mdZeme upravit ortonormalni bazi zaméfeni na
jadru zobrazeni ¢ tak, aby odpovidajici linedrni forma byla
ndsobkem prvniho prvku dudlni baze. Umime tedy jiZ doséh-
nout vysledného tvaru

k
Z)wyiz + byiy1 +¢c =0,

i=1

kde k je hodnost matice kvadratické formy f. Pokudje b # 0,
miZeme jesté dal$i zménou pocatku dosdhnout vynulovani
konstanty ¢ v rovnici.

Celkem si tedy shriime, Ze linedrni ¢len se miZe (ale ne-
mus{) objevit jen pokud je hodnost f menSi neZ n, c € R
miZe byt nenulové pouze kdyZ je b = 0. Vysledné rovnice
nazyvame kanonickymi analytickymi tvary kvadrik.

4.23. Pripad &,. Pro ilustraci pfedchoziho postupu pro-
jdéme celou diskusi jesté jednou pro nejjednodussi pripad
netrividlni dimenze. Pivodni rovnice mé tvar

a11x2 + azzyz + 2a1xy +a1x +axy +a =0.

Volbou vhodné baze zaméfeni a ndslednym doplnénim
¢tvercti dosdhneme tvaru (opét pouZivame stejného znaceni
X, y pro nové soufadnice):

anx2+a22f +ax+ay+a=0

kde a; miZe byt nenulové pouze v piipade, Ze a;; je nulové.
Poslednim krokem obecného postupu, tj. vdimenzin = 2 jen
pripadnou volbou posunuti, dosdhneme pravé jedné z rovnic:
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0=x*/a®>+ y*/b* + 1 prdzdnd mnoZina

0=x*/a’>+y*/b* —1 elipsa
0=x*/a®> — y*/b* — 1 hyperbola
0= x?/a* —2py parabola
0 = x%/a®> + y*/b> bod

2 riznobézné piimky
2 rovnobézné piimky
2 splyvajici primky
prdzdnd mnoZina

0 =x*/a* — y*/b?
0=x*—a?
0=2x>
0=x*+a?

Pocatek kartézkych soutfadnic je stredem zkoumané
kuZelosecky, nalezend ortonormdlni baze zaméfeni zadava
smér poloos, vysledné koeficienty a, b pak ddvaji velikosti
poloos v nedegenerovanych smérech.

4.24. Afinni pohled. V piedchozich dvou odstavcich jsme
hledali podstatné vlastnosti a standardizované analytické po-
pisy objekti zaddvanych v euklidovskych prostorech kvad-
ratickymi rovnicemi. Hledali jsme pfitom co nejjednodussi
rovnice v mezich danych volnosti vybéru kartézskych sou-
fadnic. Geometrickd formulace nasSeho vysledku pak mize
byt takova, Ze pro dva rtizné objekty — kvadriky, zadané v
obecné riznych kartézskych souradnicich, existuje euklidov-
skd transformace na &, (tj. afinni bijektivni zobrazeni zacho-
véavajici velikosti) tehdy a jen tehdy, pokud vySe uvedeny al-
goritmus vede na stejny analyticky tvar, aZ na potadi soufad-
nic. Navic miZeme pii naSem postupu piimo ziskat kartéz-
ské soufadnice, kterych jsou naSe objekty ddny vyslednymi
kanonickymi tvary, a tim i explicitni vyjadfeni euklidovské
transformace, kterd naSe objekty na sebe prevadi (jak vime
bude vZdy sloZena z operaci posunuti, oto¢eni a zrcadleni
vii¢i nadroving).

Pochopitelné se miZeme ptat, do jaké miry umime po-
dobnou véc v afinnich prostorech s volnosti vybéru jakékoliv
afinni soufadné soustavy. Napf. v roviné to bude znamenat,
7e neumime rozlisit kruZnici od elipsy, samozfejmé& bychom
ale méli odlisit hyperbolu a v§echny ostatni typy kuZelosecek.
Hlavné ale splynou mezi sebou vSechny hyperboly atd.

UkaZzeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych for-
mach a k zélezitosti se pak jesSté vratime ve tieti Casti této
kapitoly.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém
prostoru V a jeji analytické vyjadfeni f(u) = x” Ax vzhle-
dem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u = xjuq+- - - +x,u,
pak také zapisujeme formu f ve tvaru

fx1,n) = Zaijxixj,
ij
V predchozich odstavcich jsme jiZ s vyuZitim skaldrniho sou-
¢inu ukézali, Ze pro vhodnou bédzi bude matice A diago-
ndlni, tj. Ze pro pfisluSnou symetrickou formu F bude pla-
tit F(u;,u;) = 0pfii # j. Kazdou takovou bdzi nazy-
vame poldrni bdze kvadratické formy f. Samoziejmé si pro

e

takovy ucel miZeme vzdy skalarni soucin vybrat. DokdZzeme

(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1).
Zvla t& dostdvame
ZWU)NZWV) #{0}, ZU)NZV) # Z(U),
ZWU)YNZWVy £ Z(V).
Odchylka ¢ je tedy definovdna jako odchylka podprostort
ZOH)NEZWU)NZWVHE a ZV)N(ZWU)NZV))* .

Ddle je vidét, e je

ZWU)NZWU)NZVHt=((1,0,0,1,1)),

ZWVH)N(ZW)yNnzZvy*t=(1,1,0,1,1),(1,1,0,1,0)).

Postacuje totiz vyjadtit Z(U) jako linearni kombinaci vektord

0,0,1,0,0), (1,0,0,1,1)
a podprostor Z (V') pomoci vektort
0,0,1,0,00, (1,1,0,1, 1), (1,1,0,1,0).

ProtoZe dimenze prostoru Z(U) N (Z(U)NZ(V))* je 1, miizeme pou
it vzorec (BE2), kde u = (1,0,0,1,1) a p, je kolmd projekce u do
Z(V)N(ZW)N Z(V))*+. M4 byt
pu=a(1,1,0,1,1)+b(1,1,0,1,0)
a ma platit
(py—u,(1,1,0,1,1)) =0,

coZ vede na soustavu rovnic
4a + 3b = 3,
3a + 3b = 2

s jedinym feSenim a = 1, b = —1/3. Timto jsme ur¢ili

pe=(550.51)

(pu—u,(1,1,0,1,0)) =0,

a z (B72) jiZ plyne
cos @ = 123:2/3.0253.D ]| (2|{3(12(/)300121/)3”1) Il = 4, tji. ¢=0,49 (= 28°).
O
4.37. Jsoudany vektory u = (uy, uy, usz) av = (vy, v2, v3). Dopliite

je tretim jednotkovym vektorem tak, aby rovnobé&Znostén dany témito
ttemi vektory mél co nejvétsi objem.

Reseni. Oznadme hledany jednotkovy vektor jako t = (11, f2, 13).
Podle Tvrzeni ?? je objem rovnobéznosténu Ps(0; u, v, ) dan jako

abolutni hodnota determinantu

up v L H b B
uy vy b= |up uy wuz|=t-uxv) < |tllluxv| =luxuvl.
us vz I3 v U2 U3
PouZzité znaménko nerovnosti vyplyvd z Cauchyovy nerovnosti,

pricemz vime, Ze rovnost nastava pravé pro t = c(u X v), ¢ € R. Ve-

likost objemu hledaného rovnobéznosténu tedy mtize byt maximalne
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rovna velikosti obsahu rovnobéznika daného vektory u, v (tj. velikosti

vektoru (u x v)). Rovnost nastane pravé kdyz
(u xv)
I x I

O
Necht f : R3 = R, f(x1, x2, x3) = 3)(12 + 2x1x2 —|—x22 + 4x,x3 +
6x; . Jeji matice je

31
A=|1 1
0 2

AN O

Podle bodu (1) algoritmu provedeme tpravy

1 2, 2, 2
fx1,x2,x3) = 5(3)61 +x2)° + 3 + 4x2x3 + 6x3

1 32
i+ 5(5)’2 +2y3)?

3
1 3
= §Z%+§Z§

a vidime, Ze forma m4 hodnost 2 a matice pfechodu do pfislu$né po-

larni baze w se ziskd posbirdnim provedenych transformaci:

2 2
B3=Yy3=2Xx3, 22 = §y2+2y3 = §X2+2X3, 2=y =3x1+x2

Pokud by ale napt. f(x;, x2, x3) = 2x1x3 + Af, tj. matice je

b
Il
— o o
o — o

1
O )
0

pak hned v prvnim kroku miZeme prehodit proménné: y; = x»,
Y2 = X1, y3 = x3. Aplikace kroku (1) je pak trividlni (nejsou tu Zadné
spolecné Cleny), pro dalsi krok ale nastane situace z bodu (4). Zave-
deme tedy transformaci z; = yi, z0 = y2, 23 = y3 — ¥». Pak

1 1
[, x,x3) =21+ 20 +22) =2 + 5(2Z2 +23)° — Ezi

Matici prechodu do pfislu$né polarni bdze opét dostaneme posbirdnim
jednotlivych transformaci (tj. vyndsobenim jednotlivych dil¢ich matic

pfechodu).

4.38. Naleznéte poldrni bazi kvadratické formy f : R® — R, ktera
je ve standardni bazi ddna pfedpisem

S, x2, x3) = x1x2 + x1x3.
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si ale toto tvrzeni znovu bez vyuZziti skalarnich soucinti tak,
7e ziskdme daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou
polarni bazi najit mezi vSemi bazemi. Tim se zarovenl dovime
podstatné informace o afinnich vlastnostech kvadratickych fo-
rem. Nasledujici véta byva v literatufe uvadéna pod ndzvem
Lagrangeuv algoritmus.

Véta. Necht' V je redlny vektorovy prostor dimenze n, [ :
V — R kvadraticka forma. Pak na V existuje poldrni bdze

pro f.

Dtkaz. (1) Nechf A jematice f vbaziu = (uy, ..., u,)

na V a predpokladejme a;; # 0. Pak miZeme psat

fxr, ..

X)) = a11x12 + 2a1px1x2 + - - - +6122X/§ + ...

-1 2, x .
=ay, (anx) +apxy + -+ -+ apx,)” + cleny neobsahujici x;

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu baze) tak,
aby v novych soufadnicich bylo

/ / /
X| =apXxy+apxy+ -+ anXy, X = X2, ..., X, = Xj.

To odpovidd nové bazi (spoctéte si jako cviceni piislusnou
matici prechodu!)

v = al_llul, Vy = Uy — al_llalzul, e, Uy = U, — al_llalnul

a tak jak l1ze ocekdvat, v nové bazi bude pfisluSnd symetricka
bilinerdni forma spliiovat g(v;, v;) = 0 pro vSechny i > 0
(ptepoctéte!). M4 tedy f v novych soufadnicich analyticky
tvar aj,' x| 2+ h, kde h je kvadratickd forma nezavisla na pro-
menné xj.

Z technickych diivodt byva lepsi zvolit v nové bazi vy =
uy, opét dostaneme vyraz f = f; + h, kde f; zavisi pouze
na xj , zatimco v & se x| nevyskytuje. Pfitom pak g(v;, v;) =
al.

(2) Predpokladejme, Ze po provedeni kroku (1) dosta-
neme pro 4 matici (fadu o jednicku mensiho) s koeficientem
u x5 % riiznym od nuly. Pak miZzeme zopakovat presné stejny
postup a ziskdme vyjadieni f = fi+ fo+h, kde v h vystupuji
pouze proménné s indexem veétsim nez dvé. Tak mizeme po-
stupovat tak dlouho, az bud' provedeme n—1 kroki a ziskdme
diagondlni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude prvek a;;
dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moZnost, ale pfitom existuje jiny
prvek a;; # 0s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s
Jj-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Pfedpokladejme, Ze jsme narazili na situacia;; = 0
pro vSechny j > i. Pokud pfitom neexistuje ani Zadny jiny
prvekajy # 0s j > i,k > i, pak jsme jiZ tipIn€ hotovi nebot
jsme jiz dosdhli diagondlni matici. Pfedpokladejme, Ze a . #
0. Pouzijeme pak transformaci v; = u; + uy, ostatni vektory

baze ponechdme (tj. x;, = x; — x;, ostatni zilistdvaji). Pak
h(l)j, vj) = h(btj, Mj) + h(uk, I/lk) + 2h(uk, I/tj) = 2ajk 75 0
a miZeme pokracovat podle postupu v (1). (I
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4.25. Afinni Kklasifikace kvadratickych forem. Po vypoctu
polarni baze Lagrangeovym algoritmem mdZeme jeSté vy-
lepsit bazové vektory pomoci nasobeni skaldrem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadfeni nasi formy vystupovaly v
roli koeficientd u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze ska-
lary 1, —1 a 0. Nasledujici véta o setrvacnosti ik navic,
Ze pocet jednicek a minus jedni¢ek nezdvisi na naSich vol-
bach v pribéhu algoritmu. Tyto poCty nyzyvame signaturou
kvadratické formy. Opét tedy dostdvame tplny popis kvad-
ratickych forem ve smyslu, Ze dvé takové formy jsou prevo-
ditelnd jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a
jen tehdy, kdyZ maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r
na redlném vektorovém prostoru V existuje celé cislo 0 <
p < r ar nezavislych linedrnich forem ¢y, ...,¢, € V*
takovych, Ze

F) = (@1 )+ 40y )= (@pr1 ()~ - -— (¢, (u))*.

Jinak receno, existuje poldrni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni

2 2 2
f(xl,---,xn)=xf+-~-+xp—xp+1 — =X

Pocet p kladnych diagondlnich koeficientii v matici dané kva-
dratické formy nezdvisi na volbé polarni baze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi
téZe kvadratické formy v riiznych bazich prave, kdyZ maji stej-
nou hodnost a kdyZ matice prislusnych forem v polarni bazi
maji stejny pocet kladnych koeficientii.

Dtkaz. Lagrangeovym algoritmem obdrZzime
Fp, ooy Xn) = Mxg +- -+ 2,22, A # 0, vjisté bazina V.
Ptedpoklddejme navic, Ze praveé prvnich p koeficientil A; je
kladnych. Pak transformace y; = /Aixy, ..., ¥, = /ApXp,
Yp+r1 =/ _)\p+]xp+lv---»yr = V=AX Y1 =
Xri1,-++5Yn = X, jiZ vede na poZadovany tvar. Formy ¢;
pak jsou pravé formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni
bazi. Musime ale jesSt¢ ukdazat, Ze p nezdvisi na nasem
postupu. Pfepokladejme, Ze se ndm podafilo najit vyjadieni
téze formy f v polarnich bazich u, v, tj.

fxr, ..., xn) =xl2 +~--+x12) —xf,H —-~-—x,2

FOL-oy) =0+ — Yo — =0
a oznaCme podprostor generovany prvnimi p vektory prvé
bdze P = (uy, ..., up),aobdobné O = (vgy1, ..., v,). Pak
prokazdyu € Pje f(u) > Ozatimcoprov € Qje f(v) <0.
Nutné tedy plati P N Q = {0} a proto dim P + dim Q < n.
Odtud plyne p + (n — q) < n, tj. p < g. Opa¢nou volbou
podprostort vsak ziskime i g < p.

Je tedy p nezdvislé na volb& polarni baze. Pak ov§em pro
dvé matice se stejnou hodnosti a stejnym poctem kladnych
koeficientli v diagondlnim tvaru pfislu$né kvadratické formy
ziskdme stejny analyticky tvar. 0

Pti diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o defi-
nitnich a semidefitnich zobrazenich. TataZ diskuse ma jasny

Reseni. Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostdvame:
f(x1, x2, x3) = 2x1X2 + X2x3
provedeme substituci podle bodu (4) algoritmu y, = x2 — x1, y1 = X1, y3 = X3

= 2x1(x1 + y2) + (o1 + y2)as = 207 + 2x1 0 + x1x3 + yox3 =
1

:l(2x1+yz+l)@)2—ly2 — X 4y =
2 ) 72 8X3 Y2x3
substituce y; = 2x1 + y2 + 3x3
= %ylz - %yg - %Xg + yax3 = %ylz - 2(%)}2 - %x3)2 + %xf’% =
substituce y3 = 3y, — 3x3
1 3

= ?’12 —2); + gxsz :
V soufadnicich y;, y3, x3 mé tedy dand kvadratickd forma diagonaln{
tvar, to znamend Ze baze piislu$né témto soufadnicim je poldrni bazi
dané kvadratické formy. Pokud ji mdme vyjadfit musime ziskat matici
pfechodu od této poldrni bize ke standardni bazi. Z definice matice
prechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory poldrni bazi. Matici
prechodu ziskame tak, Ze bud vyjadiime staré proménné (xi, x;, x3)
pomoci novych proménnych (y;, y3, x3), nebo ekvivalentné vyjadiime
nové proménné pomoci starych (coZ jde jednoduseji), pak ale musime
spocitat inverzni matici.

Méame y; = 2x; + y» + %x3 = 2x1 + (xp — x1) + %X3 ay; =

%yz — %X:}, = —%x 1+ %x3 — %x3. Matice ptrechodu od standardni baze
ke zvolené polarni je tedy
1
21 } 2
'=\-2 32 =3
0 0 1
Pro inverzni matici pak mdme
r_2 _1
N e
13 3 2
0 O 1
Jedna z poldrnich bazi dané kvadratické formy je tedy napiiklad bize
{(1/3,1/3,0),(=2/3,4/3,0), (=1/2,1/2, D}. a

4.39. Urcete typ kuZelosecky dané rovnici:
3xf —3xixa +x, — 1 =0.

ReSeni. Pomoci algoritmu dpravy na &tverec postupné dostivame:
3x = 3xix +x— 1 = l(3x —Ex)z—E 24x,— 1=
1 1X2 + X2 = 3Bn—gn 4902 2 =
1 43 1, 1
= - — —(= - = -—1=
P 3GR s
1 4 2
= Py

Podle uvedeného seznamu kuZelosecek se tedy jednd o hyperbolu. [
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4.40. Urcete rovnici kuzelosecky (a poté jeji typ), kterd prochazi
body

[—2,—4], [8,—4], [0,-2], [0,—-6], [6,-2].

Reseni. Do obecné rovnice kuzelosecky

aux2 + a22y2 4+ 2apxy+aix +ay+a=0

postupné dosadime soufadnice zadanych bodd. Takto obdrzime sou-

stavu

46111 + 166122 + 16012 - 2611 — 402 + a = 0,

64a;;, + 16ay, — 64ap, + 8a; — 4an + a = 0,
4a22 — 202 + a = 0,
366122 — 66!2 + a = O,

366111 + 4a22 — 246112 + 661] — 26[2 + a = 0.

V maticovém zdpisu provedeme Upravy

4 16 16 -2 -4

1
64 16 —64 8 —4 1
0 4 0 0 -2 1]~
0 36 0 0 -6 1
36 4 24 6 -2 1
4 16 16 -2 —4 1
04 0 0 =2 1
~10 0 64 -8 12 9|~
0 0 0 24 =36 27
0 0 0 O 3 =2
48 0 0 0 0 -1
0 12 0 0 0 -1
~10 0 64 0 0 O
0O 0 0 24 0 3
0 0 0 0 3 =2

Hodnotu a miZzeme zvolit. Zvolime-li a = 48, dostaneme

an=1, an=4, ap,=0, a =-6, a=32.

Kuzelosecka ma tudiz rovnici
¥ +4y* —6x +32y +48 =0.

V této rovnici doplnime vyrazy x> — 6x, 4y*> 4+ 32y na druhé mocniny

dvojclent, coz dava

(x =32 +4(y+4)>-25=0,

resp.
(=3 o+’
2 5\2 -
. (3)
Vidime, Ze se jednd o elipsu se sttedem v bodé¢ [3, —4]. (Il
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smysl i pro symetrické bilinearni formy a kvadratické formy.
Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém pro-
storu V nazyvdme

(1) positivné definitni, je-1i f(u) > 0 pro vSechny u # 0

(2) positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u €
Vv

(3) negativné definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0

(4) negativné semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u €
Vv

(5) indefinitni, je-li f(u) > 0a f(v) < 0provhodnéu, v €
V.

Stejné ndzvy pouZivdme i pro symetrické redlné matice, jsou-
li maticemi patfiénych kvadratickych forem. Signaturou sy-
metrické matice pak rozumime signaturu piislusné kvadra-
tické formy.

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementdrnich textech o analytické geometrii
autori kon¢{ afinnimi a euklidovskymi objekty popsanymi
vySe. Na mnoho praktickych tloh euklidovskd nebo afinni
geometrie staci, na jiné bohuzel ale nikoliv.

Tak tfeba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou za-
chovavany uhly a rovnobéZné piimky se mohou (ale nemusi)
protinat. Dal§im dobrym dtivodem pro hledan{ SirSiho rdmce
geometrickych dloh a tvah je poZadovand robustnost a jedno-
duchost numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiz
operace provadéné prostym ndsobenim matic a velice t€Zko
se totiZ od sebe odlisuji malinké dhly od nulovych, proto je
lepsi mit néstroje, které takové odliSeni nevyZaduji.

Zékladni ideou projektivni geometrie je rozsiteni afin-
nich prostorii o body v nekonecnu zplsobem, ktery bude
dobfe umoziiovat manipulace s linedrnimi objekty typu bod,
primek, rovin, projekci, apod.

4.26. Projektivni rozSifeni afinni roviny. Zacneme tim
nejjednodussim zajimavym piipadem, geometrii v roviné.
Jestlize si body roviny A, pfedstavime jako rovinu 7 = 1
v R3, pak kazdy bod P naif afinni roviny predstavuje vek-
toru = (x,y,1) € R atim i jednorozmérny podprostor
(u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R? protin nasi
rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou ddny soufadnicemi (x, y, z) jednoznaéné,
az na spole¢ny skaldrni ndsobek. Zadny prtnik s nasf rovi-
nou nebudou mit pouze podprostory s body o soutadnicich
(x, y, 0).

Projektivni rovina P, je mnoZina vSech jednorozmér-
nych podprostorii v R*. Homogenni souradnice bodu P =
(x : y : z) v projektivni roving jsou trojice redlnych cisel
uréené a7z na spole¢ny skaldrni ndsobek a alespoii jedno z
nich musi byt nenulové. Pfimka v projektivni roving je defi-
novéna jako mnoZina jednorozmérnych podprostori (tj. bodt

v P)
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Piiklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé pifmky L, :
y—x—1=0al,:y—x+1=0.

JestliZze budeme body piimek L; a L, chapat jako konecné
body v projektivnim prostoru P, budou zjevné jejich homo-
genni soufadnice (x : y : z) spliiovat rovnice

Li:y—x—2z=0, Ly:y—x+z=0.

Podivejme se, jak budou rovnice téchto pfimek vypadat v
soufadnicich v afinni roviné, kterd bude ddna jako y = 1.
Za tim Ucelem staci dosadit y = 1 do predchozich rovnic:

Ly:1—-x—z=0, Ly:1—x+2z=0

Nyni jsou ,,nekonec¢né* body nasi ptivodni afinni roviny dany
vztahem z = 0 a vidime, Ze naSe piimky L/ a L, se protinaji v
bodé (1, 1, 0). To odpovida geometrické predstave, Ze rovno-
béZné ptimky L, L, v afinni roviné se protinaji v nekone¢nu
(atovbode (1:1:0)).

4.27. Projektivni prostory a transformace. Postup z ro-
viny se pfirozenym zplisobem zobectiuje na kazdou konec-
nou dimenzi. Volbou libovolné afinni nadroviny A, ve vek-
torovém prostoru R"*!, kterd neprochdzi po¢dtkem, miizeme
ztotoznit body P € A, s jednorozmérnymi podprostory,
které tyto generuji. Zbylé jednorozmérné podprostory vyplni
rovinu rovnobéznou s A, a fikdme jim ,,nekone¢né body* v
projektivnim rozsifeni P, afinni roviny A,. Zjevné je vzdy
mnoZina nekone¢nych bodi v P, projektivnim prostorem di-
menze o jednicku niZ§im. Abstraktnéji hovotime o projekti-
vizaci vektorového prostoru: pro libovolny vektorovy prostor
V dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P C V; P jejednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné baze u ve V dostavame tzv. homogenni sou-
fadnice na P(V) tak, Ze pro P € P(V) pouZijeme jeho libo-
volny nenulovy vektor u € V a soufadnice tohoto vektoru v
bazi u. Afinni pfimka ma tedy ve svém projektivnim rozsiten{
pouze jediny bod (oba konce se ,,potkaji* v nekonec¢nu a pro-
jektivni pfimka vypada jako kruZnice), projektivni rovina ma
projektivni pfimku nekoneénych bodi atd.

Pti zvolenych homogennich soufadnicich je moZné jednu
z jejich hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylouc¢ime vSechny
body projektivniho prostoru s touto soutfadnici nulovou) a
ziskame tak vloZeni n—rozmérného afinniho prostoru A, C
P(V). To je presné konstrukce, kterou jsme pouZili v opac-
ném sméru v piikladu projektivni roviny.

KaZzdé prosté linedrni zobrazeni t : V| — V, mezi vekto-
rovymi prostory samozfejmé& zobrazuje jednorozmérné pod-
prostory na jednorozmérné podprostory. Tim vznikd zobra-
zeni na projektivizacich T : P(V;) — P(V,). Takovym zob-
razenim fikdme projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projek-
tivni zobrazeni je takové zobrazeni mezi projektivnimi pro-
story, Ze v kazdé soustavé homogennich soufadnic na definic-
nim oboru i obrazu je toto zobrazeni zaddno ndsobenim vhod-
nou matici. Obecnéji, pokud naSe pomocné linedrni zobra-
zeni neni prosté, definuje projektivni zobrazeni pouze mimo

4.41. Pomoci doplnéni na ¢tverce vyjadrete kvadriku

43y + P+ 6xy —47=0
ve tvaru, ze kterého lze vycist jeji typ.
ReSeni. Viechny ¢leny obsahujici x pfipojime k —x* a provedeme
doplnéni na ¢tverec. Tim ziskdme

—(x =3y)2+ 9y +3y* + 7 — 4z =0.
Z4dné ,,neZadouci* ¢leny obsahujici y nemame, a proto postup opaku-
jeme pro proménnou z, coz dava

—(x =3y’ + 12y’ + (z —2)> —4 =0.
Odtud plyne, Ze existuje transformace proménnych, pfi které obdrZzime
(rovnici miiZeme nejdiive vydélit 4) rovnici

P+ 4+ -1=0.
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Voln4 strana svoje jadro, tj. na bodech, jejichZ homogenni souradnice se
nezobrazuji na nulu.

4.28. Perspektivni projekce. Velmi dobie jsou vyhody
projektivni geometrie vidét na perspektivni projekci
R?> — RZ% Bod (X,Y, Z) ,reilného svéta“ se promitd na
bod (x, y) na primétné takto:
X
x=—f—
To je nejen nelinedrni formule, ale navic pfi Z malém bude
velice problematickd presnost vypocti.
Pii rozsifeni této transformace na zobrazeni P; — P,
dostdvame zobrazeni (X : Y : Z : W) > (x : y : z2) =
(—fX :—fY : Z),tj. popsané prostou linearni formuli

— fY
y = 7

x —f 0 00 )15
yl=10 - 00 .
z 0 0 10/ |,

Tento jednoduchy vyraz zaddvd perspektivni projekci
pro viechny kone¢né body v R® C 7P, které dosazujeme
jako vyrazy s W = 1. Navic jsme odstranili problémy s body,
jejichZ obraz leZi v nekonecnu. Skute¢né, je-li Z-ovd soufad-
nice skute¢ného bodu scény blizkd nule, bude hodnota tieti
homogenni soufadnice obrazu mit soufadnici blizkou nule, tj.
bude piedstavovat bod blizky nekonecnu.

4.29. Afinni a projektivni transformace. Invertibilni pro-
jektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe odpo-
vidaji v homogennich soutadnicich invertibilnim maticim di-
menze n + 1. Dvé takové matice zaddvaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se 1isf o konstantni ndsobek.
JestliZe si zvolime prvni soufadnici jako tu, jejiZ nulo-
vost urcuje nekonec¢né body, budou transformace, které za-
chovavaji kone¢né body, ddny maticemi, jejichZ prvni fddek
musi byt aZ na prvni ¢len nulovy. JestliZze budeme chtit pie-
jit do afinnich soufadnic kone¢nych bodi, tj. zafixujeme si
hodnotu prvni soufadnice na jednicku, musi byt prvni prvek
na prvnim faddku byt také rovny jedné. Matice projektivnich
transformaci zachovdvajicich kone¢né body tedy maji tvar:

1 0 0
by ajp - ap
bn apyp - Ann

kde b = (by,...,by))" € R"a A = (a;) je inverti-
bilni matice dimenze n. Pisobeni takové matice na vektoru
(1, x1, ..., x,) je pravé obecnd afinni transformace.

4.30. Projektivni klasifikace kvadrik. Zavérem jesté po-

vvvvvv

trii nejlépe prostiednictvim projektivnich rozsiteni. Jestlize
popiseme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné

198



CHAPTER 4. ANALYTICKA GEOMETRIE

kvadratické rovnice, viz vySe, jejim prepsdnim v homogen-
nich soufadnicich dostaneme vZdy vyluc¢né homogenni vy-
raz, jehoZ vSechny Cleny jsou druhého fadu. Divod je ten,
Ze pouze takové homogenni vyrazy budou mit pro homo-
genni soufadnice smysl nezdvisle na zvoleném konstantnim
ndsobku souradnic (x, x1, . .., x,). Hleddme tedy takovy, je-
hoz ziZzenim na afinni soufadnice, tj. dosazenim xy = 1, zis-
kame ptivodni vyraz. To je ale mimofadné jednoduché, prosté
dopiSeme dostatek xy ke vSem vyraztim — Zadny ke kvadratic-
kym ¢lentim, jedno k linedrnim a x3 ke konstantnimu ¢lenu.

Ziskdme tak dobfe definovanou kvadratickou formu na
nasem pomocném vektorovém prostoru R"*!, ale jsme uZ
vici libovolné volbé béze klasifikovali. Zkuste si samostatné
prevést tuto klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké
a naro¢né cviceni na zaver semestru!)

Volna strana
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Reseni cvi¢eni
4.15. Pro norméalovy vektor (a, b, ¢) hledanych rovin mame rovnice @ + b = 0 (kolmost na p) a volbou

a = —b = 1 (vektor (0,0, 1) nevyhovuje podminkdm, takZe vhodnym prondsobenim miZeme dosdhnout

podminky a = —b = 1) pak dostdvdme z podminky pro odchylku ‘ \/§\/L2+7‘ = %, celkem pak hledané
rovnice piimek jsou x — y + V6—1=0.
4.19. 2,3,4, 6,7, 8. Polohy rovin, které realizuji dané poCty si rozmyslete samostatné.
4.24. Pfimka (21, ¢, 7t) 4+ [-5, 0, =9].
4.25. Hledany bod v ¢ najdeme jako priinik pfimky g s rovinou
[1,1,114+ (2, 1,0) + s(0, 1, 1).
Jde o dsecku s krajnimi body [5, 5, 3] € ¢, [7/3,5/3, 1] € p.
4.26. Usecka ([2,3,4],[3, 1, 5]).
4.27. 13,2, 11[8/3, 8/3,2/3].
4.28. (—1,3,2).
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KAPITOLA 5

Zrizeni 700

Jjaké funkce potiebujeme pro nase modely?
— poradny zvérinec...

V této kapitole zacneme budovat ndstroje umoZiiujicich
modelovéni zdvislosti, které nejsou ani linedrni ani diskrétni.
S takovou potiebou se Casto setkdme, kdyZ popisujeme sys-
tém vyvijejici se v Case a to ne jen v nékolika vybranych oka-
mZicich, ale ,,souvisle®, tj. pro vSechny mozné okamziky. N¢&-
kdy je to primo zamér ¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich mode-
lech klasické mechaniky), jindy je to vhodné priblizeni dis-
krétniho modelu (tfeba u ekonomickych, chemickych nebo
biologickych modeld).

Klicovym pojmem budou stdle funkce. Cim v&ts tfidu
pro nasi praci. Kdyz ale bude riznych typt funkci malo, ne-
budeme patrné umét budovat dobré modely pro redlné situ-
ace vibec. Cilem nésledujicich dvou kapitol bude proto ex-
plicitng zavést nékolik typl elementarnich funkci, implicitné
popsat daleko vice funkci a vybudovat standardni ndstroje
pro praci s nimi. Souhrnné se tomu fika diferencidlni a inte-
gralni pocet jedné proménné. Zatimco dosud jsme se spise
pohybovali v oblasti matematiky nazyvané algebra, nyni se
poustime do tzv. matematické analyzy.

1. Interpolace polynomy

V predchozich kapitol4ch jsme pracovali ¢asto s posloup-
nostmi hodnot redlnych nebo komplexnich ¢isel, tj. se skaldr-
nimi funkcemi N — K nebo Z — K, kde K byl zvoleny
¢iselny obor. Piipadné jsme pracovali s posloupnostmi vek-
torli nad redlnymi nebo komplexnimi ¢isly.

Ptipometime si diskusi z odstavce 4, kde jsme pfemys-
leli nad zptsoby, jak pracovat se skaldrnimi funkcemi. Na
této diskusi nenf tfeba nic dopliovat a rddi bychom (pro za-
¢atek) uméli pracovat s funkcemi R — R (redlné funkce
redlné promenné) nebo R — C (komplexni funkce redlné
proménné), ptipadné funkcemi QQ — Q (funkce jedné raci-
ondlni proménné s raciondlnimi hodnotami) apod. VétSinou
pljdou nase zavery snadno rozsitit na pfipady s vektorovymi
hodnotami nad stejnymi skaldry, ve vykladu se ale zpravidla
omezime jen na pfipad redlnych a komplexnich Cisel.

Zacéneme od nejednodussich funkci, které umime zadat
explicitné pomoci kone¢né mnoha algebraickych operaci se
skaldry.

KAPITOLA 5
Zrizeni Z00

3. Interpolace polynomy

Na tvod této kapitoly se budeme snazit odhadnout funkce pomoci
polynomd. Predpokladejme, Ze o nezndmé funkci mdame pouze kusé
informace, totiZ jeji hodnoty v nékolika bodech, popfipadé i hodnoty
jeji prvni i druhé derivace v téchto bodech. Budeme se snaZit najit

polynom (co nejmensiho stupné) splitujici tyto zavislosti.

5.1. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:

P2)=1, P3)=0, P4 =-1, P(5) =6.

ReSeni. Resime bud piimo, t.j. sestavenim soustavy Ctyf linearnich
rovnic o étyfech nezndmych. Predpokldddame polynom ve tvaru asx> 4
a)x* + a;x; + ag. Vime, Ze polynom stupné nejvyse tfi spliiujici pod-

minky v zadéni je ddn jednoznacné.

ap+2a; +4a, +8a; = 1
ao+3a; +9a +27a; = 0
ap + 4ay + 16a, + 64a; = —1
ap + Sa; + 25a, + 125a; = 6.

KaZda rovnice vznikla z jedné z podminek v zaddni.
Druhou moznosti je vytvotit hledany polynom pomoci fundamen-
talnich Lagrangeovych polynomi:
(x =3)(x = 4(x = 5)
2-32-4H2-5)
— D). (x —2)(x —=3)(x —5)
4-2)4-3)4-5)

4 5 , 101
= ~S3_12 P, o)
3° < 3 ¢

P +0-(..)+

' x=2)(x =3)(x —4)

Koeficienty tohoto polynomu jsou samozfejmé jedinym feSenim vyse

sestavené soustavy linedrnich rovnic. ([

5.2. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:

P(14+i) =i, P2)=1, P(3) = —i.
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5.3. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:

P(1)=0,P'(1)=1,P2)=3,P'(2) =3.

Reseni. Opét ukdaZzeme dvé moznosti fesent.

Dané podminky urcuji ¢tyfi linedrni rovnice pro koeficienty hleda-

ného polynomu. Budeme-li hledat polynom tfetiho stupné¢, dostdvime
tedy piesné tolik rovnic, kolik je neznamych koeficientti polynomu (ne-
cht napt. P(x) = asx’> + a,x* + a1x + ap):

P() = (a3 +ay+a+a =0,
P'(1) = 3az; +2ax +a; = L,
P2)= 8as;+4a,+2a; +ay= 3,
P'(2) = 12a5 + 4a; + a; = 3.

Vyfe$enim tohoto systému obdZime polynom P (x) = —2x> + 10x* —
13x + 5.

Jiné feSeni. PouZijeme fundamentalni Hermiteovy polynomy:

hi(x) = (1 — #(_l)(x — 1)) 2—x"=@2x - -2

R = (-2x0x-1)72

hx = x—Dhx—2)7

hx) = (x—2)&—D.

Celkem

P(x) = 0-h](x)+3-h5(x)+1-h(x)+3-h3(x) = —2x°+10x*—13x+5.
O

5.4. Urcete polynom P (x) co nejmensiho stupné spliiujici podminky
P(1)=1,P2)=28,P0)=2,P'(0)=1, P (1) =09.

5.5. Urcete polynom P (x) co nejmensiho stupné spliiujici podminky
PO)=0,P(1)=4,P(-1)=-2,P'(0)=1,P(1)=T.

5.6. Urcete polynom P (x) co nejmensiho stupné spliiujici podminky
PO)=-1,P1)=—-1, P(—1) =10, P'(0) = —1, P'(1) =6.
5.7. Naleznéte pfirozeny splajn S, ktery spliiuje podminky

S(—=1) =0, S(0) =1, S(1) =0.

ReSeni. Hledany pfirozeny splajn bude sloZen ze dvou kubickych
1, 0), druhého, fek-

navic urcuje, Ze hod-

polynomd, jednoho, feknéme S;, pro interval (—

néme S, pro interval (0, 1). Sldvko ,,pfirozeny

noty druhych derivaci polynomt S;, resp. S, budou nulové v bodé
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5.1. Polynomy. Skalary umime scitat a ndsobit a tyto ope-

>, race spliiuji fadu vlastnosti, které jsme vyjme-
7 novali uz v odstavcich Il a T3. KdyZ pripus-
— time konecny pocet téchto operaci, pficemz
jednu promennou ponechdme jako nezndmou a dalsi vstupu-
jici skaldry budou pevné zvolené, dostadvame tzv. polynomy:

fr——————

7' Polynomy

Polynomem nad okruhem skalard K rozumime zobrazen{
f : K — K dané vyrazem

f) =a, X" +a,_ X" +

kde a;,i = 0, ..., n, jsou pevné zadané skalary, nasobeni
je zndzornéno prostym zfetézenim symboltl a ,,4+* oznacuje
s¢itani. Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom f je stupné n.
Stupeni nulového polynomu neni definovédn. Skalary a; ozna-
cujeme jako koeficienty polynomu f.

-+ a1x + aop,

Polynomy stupné nula jsou pravé konstantni nenulova
zobrazeni x +— ay. V algebfe jsou Castéji polynomy defi-
novany jako formalni vyrazy uvedeného tvaru f(x), tj. jako
posloupnosti koeficientli ag, ai, ... s kone¢né¢ mnoha nenu-
lovymi prvky. V zapéti si ale ukdZeme, Ze v analyze budou
oba pfistupy ekvivalentni.

Je snadné ovérit, Ze polynomy nad okruhem skalard tvori
opét okruh, kde ndsobeni a s¢itani je ddno operacemi v pa-
vodnim okruhu K pomoci hodnot polynomt, tzn.

(f-9Xx = f(x) - g, (f+9 = f(x)+g),

kde nalevo a napravo musime spravné interpretovat piislusné
operace v okruhu polynomt a v samotném okruhu skalarg.

5.2. Déleni polynomii se zbytkem. Jak jsme jiZ zminili, bu-
deme v dal$im pracovat vyhradné s poli skalarti Q, R nebo
C. Pro vSechna pole skalarti vSak plati

Tvrzeni (O déleni polynomii se zbytkem). Pro libovolné po-
lynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznacné urcené
polynomy q a r takové, Ze f = q - g + r a pritom je stuperi
r mensi neZ m nebo jer = Q.

Dtkaz. Zacnéme jednoznacénosti. Predpokladejme, Ze
¢ mame dv€ poZadovana vyjddieni polynomu f s po-
("< % lynomy g, g/, r ar/, tj. plati

N

f=a-g+r=q -g+r.
Pak také ode¢tenim dostaneme 0 = (¢ — ¢') - g + (r — 7).

Jestlize ¢ = ¢/, pak také r = 1. Je-li ¢ # ¢/, pak Clen s
nejvyssim stupném v (¢ —q')-g nemiize byt vykompenzovan
r — r', coZ vede na spor. Dokézali jsme tedy jednoznac¢nost
vysledku déleni, pokud existuje.

Zbyva dokdzat, Ze umime polynom f vZdy napsat poZa-
dovanym zptisobem. Pokud by stupenl g byl vétsi nez stuperi
f, pak miZeme rovnou psit f = 0- g + f. Predpokladejme
proto n > m a dokaZme tvrzeni indukci pfes stupeii f.
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Pokud je f polynom stupné nula, je tvrzeni ziejmé. Pre-
pokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro stupné mensSinezn > 0
a uvazme vyraz h(x) = f(x) — Zimx"—m g(x). Bud je h(x)
pfimo nulovy polynom a pak miame, co jsme hledali, nebo
jde o polynom niZsiho stupné a tedy jej jiZ umime napsat po-
trebnym zpisobem h(x) = g - g + r a tedy také

a —m (23 —m
f ) =hx) + b—xn g) =(q+ b—xﬂ )8(x) +r
O

Je-li pro néjaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to
znamend, Ze v podilu f (x) = g(x)(x —b)+r musi bytr = 0.
Jinak by totiZ nebylo mozné dosdhnout f(b) = g(b) - 0+ r,
kde stupeit r je nulovy. Rikdme, Ze b je koren polynomu f.
Stupeii g je pak pravé n—1. Pokud mé g opét kofen, miizeme
pokraCovat a po nejvyse n krocich dojdeme ke konstatnimu
polynomu. Dokdzali jsme tedy, Ze kazdy nenulovy polynom
nad polem K m4 nejvyse tolik kotfend, kolik je jeho stupeii.
Odtud jiZz snadno dovodime i nésledujici pozorovani:

a tvrzeni je dokdzano.

Disledek. Je-li K pole s nekonecné mnoha prvky, pak dva
polynomy f a g jsou si rovny jako zobrazeni, prdavé kdyz maji
shodné koeficienty.

Dtkaz. Predpoklddejme f = g, tj. f — g = 0, jako
zobrazeni. Polynom (f — g)(x) tedy m4 nekone¢né mnoho
kofend, coZ je mozné pouze tehdy, je-1i nulovym polynomem.

O

Uvédomme si, Ze u konecnych poli samoziejmé takové
tvrzeni neplati. Jednoduchym piikladem je napf. polynom
x* + x nad Z,, ktery predstavuje nulové zobrazeni.

5.3. Interpola¢ni polynom. Casti praktickd tdloha vyZa-
Y duje stanoveni pocitatelné formule pro funkci,
2 pro kterou mame zaddny hodnoty v pfedem da-
nych bodech xy, ..., x,. Pokud by §lo o nulové
hodnoty, umime pfimo zadat polynom stupné

F) = —x0)(x —x1) ... (x —xn),
ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a ni-
kde jinde. To ale neni jedind odpovéd, protoZe poZadovanou
vlastnost md i nulovy polynom. Ten je pritom jediny s touto
vlastnosti ve vektorovém prostoru polynomt stupné nejvyse
n. Obdobné¢ to dopadne i v obecném piipadé:

-} Interpolacni polynomy }

Necht K je nekonecné pole skaldri. Interpolacni poly-
nom f pro mnoZinu po dvou rGznych bodt xo, ..., x, € K
a predepsanych hodnot yy, ..., y, € K je polynom stupné
nejvySe n nebo nulovy polynom, ktery spliiuje f(x;) = y;
provsechnai =0,1,...,n.

Véta. Pro kaidou mnoZinu n + 1 po dvou riiznych bodii
X0, - - -, Xn € K a predepsanych hodnot yy, ..., y, € K exis-
tuje prave jeden interpolacni polynom f.

|

—1, resp. 1. Diky ptedepsané spolecné hodnoté v bodé 0 vime Ze ab-
solutni ¢len obou polynomt je 1, ze symetrie tlohy plyne, Ze spo-
le¢nd hodnota prvni derivace v bodé€ O je nulovd. MZeme tedy psét
S1(x) = ax*+bx*+1a S (x) = cx*+bx*+1, pro neznimé redlné pa-

rametry a, b, ¢ ad. Dosazenim téchto tvari do ¢tyf podminek S; (0) =
$0) =0aS8;"(—1) = $"(1) = 0 dostdvame Ctyfi linedrni rovnice

pro tyto parametry. Jejich vyfeSenim pak S;(x) = —%x3 - %xz +1,
S2(x) = $x* — 322 4 1. Celkem tedy
1.3_32
—x —2x*+1 rox € (—1,0
S(x) = { 23 52, P ( )
X —5x"+1 prox € (0, 1)
O
4. Spojité funkce
5.8. Nacrtnéte ndsledujici podmnoziny v C
){zeCllz-1|=|z+ 1]}
i) {zeCl1 <[z—i] <2}
iii) {z € C| Re(z?) =1}
iv) {z € C| Re(%) < %}
ReSeni.
e imagindrni osa
e mezikruzi okolo i
e hyperbola a? — b* = 1.
o vnéjSek jednotkového kruhu se stredem v 1.
O

5.9. Naleznéte hromadné, izolované, hranic¢ni a vnitfni body mnoZin
N, Q X={xeR;0<x<1}
v R.
Reseni. Mnozina N. Pro libovolné n € N oéividné& plati
O mNN=m—-1,n+1)NN={n}.

Existuje tedy okoli bodu n € N v R, které obsahuje pouze jeden prvek
mnoZiny N (pochopitelné pravé uvazované n), tj. kazdy bod n € N je
izolovany. MnoZina vnitinich bodt je proto prazdna (je-li bod izolo-

vany, nemtze byt vnitfni). Bod a € R je pak hromadnym bodem A
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prave tehdy, kdyZ kazdé jeho okoli obsahuje nekone¢né mnoho bodt A.

Ovsem mnoZina

Oi(@NN=(@—-1,a+ 1NN, pricemza € R,
je konecnd, z cehoZ plyne, Ze N hromadné body nemd. To, Ze tato

mnoZina je konecnd, dale implikuje

(Sb:=in§|b—n|= info |b—n|>0 probeR~N.
ne

neO1(h)NN

Odsud méme O;, (b) NN = @, tj. Zddné b € R ~ N neni hrani¢nim
bodem N. Souc€asné vime, Ze kazdy bod dané mnoZiny, ktery neni vni-
tinim bodem, je nutné jejim hrani¢nim bodem. MnozZina hrani¢nich
bodt tak obsahuje N. Shrneme-li to, mnozina hrani¢nich bodd N je N.

MnoZina Q. Raciondlni cisla tvofi tzv. hustou podmnoZinu
mnoZiny vSech redlnych ¢isel. To znamend, Ze ke kazdému redlnému
¢islu konverguje posloupnost raciondlnich ¢isel (predstavme si napf.
nekonecny desetinny rozvoj redlného cCisla a jemu odpovidajici
posloupnost, kdy v nasledujicim ¢lenu pridavame dalsi cifru rozvoje).
O této posloupnosti 1ze navic predpoklddat, Ze vSechny jeji ¢leny jsou
navzdjem rizné (na posledni pozici kone¢ného desetinného rozvoje
se miZzeme zdmérné dopoustét chyby nebo kupft. ¢islu 1 pfifadime
desetinny rozvoj 0, 999 ... apod.). MnoZina hromadnych bodid Q v R
je proto celé R a kazdy bod x € R\ Q je hrani¢ni. Zvlasté dostavame,
Ze libovolné §-okoli

p

(96<_):<£—5, £+5), kde p,q € Z, g £ 0,
q q q

raciondlniho ¢isla p /g musi obsahovat nekone¢né mnoho raciondlnich
&isel, coz déva neexistenci izolovanych boda. Cislo +/2/10" neni raci-
ondln{ pro zadné n € N. Pfedpokladem opaku (opét p, g € Z, g # 0)
2 10"
V2 Py =22
10" ¢ q

’

totiz okamzZit& obdrzime spor — o &islu +/2 vime, Ze neni raciondlni. Li-
bovolné okoli raciondlniho ¢isla p/q tak zdroven obsahuje nekonecné
mnoho redlnych &isel p/qg ++/2/10" (n € N), které nejsou racionalni
(mnoZina @ jako téleso je uzaviend vzhledem k odecitini). VSechny
body p/q € Q jsou tudiZ rovnéZ hranicni a vnitini body mnoZzina Q
nema4.

Mnozina X = [0, 1). Nechf a € [0, 1) je zvoleno libovolné. Po-
sloupnosti se ¢leny (pro dostate¢né velka n € N)

1 1
a+—-,1—-CI0,1)
n n

zjevné konverguji po fad€ k hodnotdm a, 1. Snadno jsme tak ukdzali,
7Ze mnoZina hromadnych bodd obsahuje interval [0, 1]. Jiné hromadné
body neexistuji: pro jakékoli b ¢ [0, 1] existuje 6 > O takové, Ze
Os (b) N[0, 1] = @ (pro b < 0 postatuje polozit § = —b aprob > 1
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Dukaz. Zacnéme jednodussi casti, tj. jednoznacnosti.
7 = Jsou-li f a g dva interpolac¢ni polynomy
4.\ l se stejnymi defini¢nimi hodnotami, pak je
S2fz==— " jejich rozdil polynomem stupné n, ktery
ma n + 1 kofend, a protoje f — g = 0.

Zbyva existence. Oznacme si prozatim neznamé koefici-
enty polynomu f stupné n

f=axX"+ - +ax+a.

Dosazenim poZadovanych hodnot dostaneme systém n + 1
rovnic pro stejny pocet nezndmych koeficientd a;

ap + xpa; + - -+ (x0)"a, = yo

ap + xza; + -+ (xn)nan = Yn-

Existenci feSeni tohoto systému rovnic miZeme snadno
ukdzat pfimou konstrukci patficného polynomu pomoci tzv.
Lagrangeovych polynomt pro dané body xy, ..., x,, viz. da-
151 odstavec textu niZe.

Nyni ale dikaz dokon¢ime pomoci jednoduchych zna-
losti z linedrni algebry. Tento systém linedrnich rovnic ma
totiZ pravé jedno feSeni pokud je determinant jeho matice in-
vertibilni skaldr, tj. pokud je nenulovy (viz B a I272). Méli
bychom tedy vySettit tzv. Vandermondiiv determinant

1 xo (x0)? (x0)"

1 ox (xp)? (x1)"
V(xg,...,x,) =det . :

L ox ) o ()

Protoze jsme ale uz ovérili, Ze pro nulové pravé strany exis-
tuje feSeni prave jedno, vime, Ze tento determinant nenulovy

byt musi.
Protoze polynomy jsou jako zobrazeni stejné, pravé kdyz
maji stejné koeficienty, véta je dokdzéana. ([

5.4. Uziti interpolaci. Na prvni pohled se mtiZe zdat, Ze re-
. 4lné nebo pripadné raciondlni polynomy, tj. po-
lynomidlné zadané funkce R — R nebo Q —

—¢ ménné. MliZeme jimi proloZit jakékoliv sady pie-
dem zadanych hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadfitelné,
takZe by s jejich pomoci mélo byt dobie mozZné pocitat i hod-
noty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné. Pfi po-
kusu o praktické vyuZiti v tomto sméru ov§em narazime hned
na nékolik problémd.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadfit polynom, kte-
rym zadand data proloZime. Pro feSeni vySe diskutovaného
systému rovnic totiZ budeme obecné potfebovat ¢as imérny
tieti mocniné poctu bodd, coZ pfi objemnéjsich datech je jisté
tézko pftijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni
hodnoty polynomu vysokého stupné v zadaném bodég. Oboji
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Ize ¢aste€né obejit tak, Ze zvolime vhodné vyjddieni intepo-
la¢niho polynomu (tj. vybereme lep$i bazi prislusného vek-
torového prostoru vSech polynomt stupné nejvyse k, nez je
ta nejobvyklejsi 1, x, x2, ..., x").

UkéaZeme si pouze jediny priklad takového postupu:

——Esgfangeovy interpolani poly?l&n o

Lagrangetiv interpolacni polynom snadno zapiSeme po-
moci tzv. elemntdrnich Lagrangeovych polynomi ¢; stupné
n s vlastnostmi

P=
L =1, i#j..

Ziejmé musi byt tyto polynomy aZ na konstantu rovny vyra-
zim (x — xp) ... (x —x;—1)(x — Xj11) ... (x — x,) a proto

[Tz & —x))

(x) = .
© [z i = xp)

Hledany Lagrangetiv interpolacni polynom je pak dan vzta-
hem

Fx) = yolo(x) + yili(x) + - - - + yuln(x).

Pouziti Lagrangeovych polynomi je obzvlast efektivni,
kdyZ opakované prokldddme zadané hodnoty zavislé pro-
ménné y; pro stile stejné hodnoty nezavislé proménné x;. Pak
totiZ mame elementdrni polynomy ¢; pfedem pfipraveny.

Toto vyjadieni md nevyhodu ve velké citlivosti na nepies-
nosti vypoctu pri malych rozdilech zadanych hodnot x;, pro-
toZe se v ném témito rozdily déli.

Dalsi nepiijemnosti je velice Spatnd stabilita hodnot redl-
nych nebo raciondlnich polynomi pii zvétSujici se hodnoté
proménné. Brzy budeme mit néstroje na pfesny popis kva-
litativniho chovani funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, Ze
podle znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu
se hodnoty velice rychle pfi rostoucim x vydaji bud’ do plus
nebo minus nekonecna. Ani toto znaménko koeficientu u nej-
vyS$§iho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pfi malych
zménéch proklddanych hodnot nechové stabilng. Ndzorné to
vidime na dvou obrézcich, kde je proloZeno jedenict hodnot
funkce sin(x) s riznymi malymi ndhodnymi zménami hod-
not. Zelenou barvou je vynesena aproximovand funkce, ko-
lecka jsou malinko posunuté hodnoty a cervené je vynesen
jednoznaéné zadany interpolacni polynom. Zatimco uvnitf
intervalu je aproximace vcelku dobr4, stabilita na okrajich je
otfesna.

potom § = b — 1). ProtoZe kaZdy bod intervalu [0, 1) je hromadnym
bodem, mnoZina izolovanych bodt je prazdna. Proa € (0, 1) ozna¢me

mens${ z kladnych ¢isel a, 1 — a jako §,. Uvdzime-li

Os, (@) =(a =64, a+68,) S0, 1), ae€(©]1),

vidime, Ze libovolny bod intervalu (0, 1) je vnitfnim bodem inter-
valu [0, 1). Pro kazdé 5 € (0, 1) je

Os (0)N[0,1) = (=6, 5 N[0, 1) =[0,96),
Os(MHNO0,1H)=(1-=6,1+8)N[0,1)=(-34,1),

tj. kazdé §-okoli bodu 0 obsahuje jisté body intervalu [0, 1) a hod-
noty z intervalu (—4, 0) a kazdé §-okoli bodu 1 ma neprazdny prinik
s intervaly [0, 1), [1,1 + §). Body 0 a 1 jsou tedy hrani¢nimi body.
Celkem jsme zjistili, Ze mnoZina vSech vnitfnich bodti odpovid4 inter-
valu (0, 1) a mnoZina hrani¢nich bodt je {0, 1}. Staci si uvédomit, Ze
bod nemiiZe byt soucasné vnitini a hrani¢ni a Ze hrani¢ni bod musi byt
izolovany, nebo hromadny. ([
V nésledujicich ptikladech se budeme zabyvat vypoctem limit po-
sloupnosti, tedy tim, jak posloupnosti ,,vypadaji v nekone¢nu®. Tj. po-
kud bychom chtéli predepsat n-ty clen posloupnosti pro hodné velké r,
tak ndm jej limita posloupnosti (pokud existuje) velmi dobie piibliZi.

5.10. Spocitejte nasledujici limity posloupnosti:
: : 2n%43n+1
i) lim ==
) n—o0 +1

’

2N 13 20243041

i) lm St

. n+1

111) ,}LHOlO 2n24+3n+1"

on_np—n
2142
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VanZ+4n
n—00 no
vi) lim +/4n% +n — 2n.

n—oo
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20°13nt1 _ iy 43+
+1 1+1
n— 00 +5
3 1
2ot

i) lim
n— o0

= Q.

2 .
2n“+3n+1 — lim e
n—00 3+ﬁ+n7

1
1+; _ L — O

n—oo 2n+3+1 T 00

i) Im Senti

. n+1
i) im 55 =
iv)
_ 2n
2n=27" . —n 1

m n =
n——co 2 4]

lim —— —1
n——oo 2N 4 Q—n

v) Podle véty o trech limitach (B20): Va e N : Y2 o Janin

,/4n2+n+i . . /A2 . . 4n2+n+
Y— % Dile pak lim ¥ = lim # = 2, lim Y———° =
n n—oo " n—oo n

1
lim 2% = 2 Tedy i lim Y421 =2,

n—o00 n—0o0
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vi)

4n? -2 4n2 )
lim VAR g n—2n = fim AP En =20 (A + 0t 2n)
m—i-Zn

n—oo n—oo

n
= lim —— =
n—0 \/4n? + n + 2n
1 1
lim ——= = -
ningo \/4r;2+n +2 4
U

5.11. Budc € R* (kladné redlné &islo). UkdZzeme, Ze lim /c = 1.

n—o00

ReSeni. UvaZzme nejprve ¢ > 1. Vzhledem k tomu, Ze funkce /¢ je
vzhledem k n klesajici a jeji hodnoty jsou stdle vétsi neZ 1, tak musi mit
posloupnost /¢ limitu a tou je infimum jejich ¢lenti. Pfedpoklddejme,
Ze by tato limita byla vét$i nez 1, feknéme 1 + ¢, kde ¢ > 0. Pak
by podle definice limity byly vSechny hodnoty dané posloupnosti od

jistého m mensine7z 1 4+ ¢ + %, t.j. zejména ¥/ < 1+e+ e’:fz . Potom
by vSak

2m m 82 €

\/E: ﬁ< 1+8+Z=1+5<1+8,
coZ je spor s tim, Ze 1 + ¢ je infimem dané posloupnosti. |

5.12. Stanovte

lim /n.
ReSeni. Ziejmé je /n > 1, n € N. Mizeme tedy poloZit

Yn=1+a,

Uzitim binomické véty ziskdvame

projistic¢isla a, >0, n e N.

n
1
Odsud plyne odhad (vSechna ¢isla a,, jsou nezdpornd)

N> n al%:n(n—l)arzl,
2 2

tj. po Upravé mame
[ 2
, n>2meN).
n—1

Podle Véty o tfech limitach je

n=(1+an)”=l+< )a,,—i—(;)az—i-----i—a:, n>2meN).

n>2meN),

0<a, <

0= Ilim 0 < lim g, < lim =0.

n—oo n—oo n—o0

n—1
Obdrzeli jsme tak vysledek
lim ¥/n = lim (14+a,)=1+0=1.
n—o00 n—oo
Poznamenejme, Ze dal$i uZiti Véty o tfech limitdch mj. ddva
1= 1lim 1< lim ¢ < lim Jn =1
n—oo n—oo n—oo

pro libovolné reédlné ¢islo ¢ > 1. (Il
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Kolem interpolacnich polynomd existuje bohata teorie.

5.5. Poznamka. Numerickd nestabilita zpisobend piipad-
nou blizkosti (n€kterych) z bodl x; je dobfe viditelnd i na
systému rovnic z dikazu Véty BE3. Pfi feSeni systémt line-
arnich rovnic totiz nestabilita do zna¢né miry souvisi s veli-
kosti determinantu matice systému, tj. v naSem piipadé Van-
dermondova determinantu. Ten umime vcelku snadno pfimo
spocist:

Lemma. Pro posloupnost po dvou riiznych skaldrii
X0, + .+ Xy € K plati

Vixg,...,x,) = 1_[ (x; — xp).
i>k=0
Dutkaz. Vztah dokdZeme indukci pfes pocet bodl x;.
Evidentné je sprdvny pron = 1 (a pro n = 0 je dloha neza-
jimavd). Pfedpoklddejme, Ze vysledek je sprdvny pron — 1,
tj.

n—1
V(xo,..os Xpo1) = ]_[ (x; — xp).
i>k=0

Nyni povaZujme hodnoty xo, . . ., x,—; Za pevné a hodnotu x,,
ponechme jako volnou proménnou. Rozvojem determinantu
podle posledniho fadku (viz ??) obdrzime hledany determi-
nant jako polynom

(5.1

V(X(), s xn) = ()Cn)nV(X(), cees Xno1) — (xn)n_l .

Toto je polynom stupné n, protoZe vime, Ze jeho koeficient u
(x,)" je nenulovy dle induk¢éniho pfedpokladu. Pfitom bude
zjevn€ nulovy pfi dosazeni kterékoliv hodnoty x, = x; pro
i < n, protoZze bude v takovém piipadé obsahovat ptivodni
determinant dva stejné fadky. Nas polynom tedy bude déli-
telny vyrazem

(Xn = X0)(Xn — X1) -+ - (Xn — Xn—1),
ktery ma sdm jiz stupeii n. Odtud vyplyva, Ze cely Vander-
mondlv determinant coby polynom v proménné x, musi byt
tomuto vyrazu roven aZz na konstantni ndsobek, tj.
Vixo, ..., xn) = ¢+ (X —x0)(xn —x1) -+ (Xn — Xp—1).
Porovnanim koeficientd u nejvyssi mocniny v (1) a tomto
vyrazu dostdvdme

c=V(xo,...,X—1)

dat n&jaké dalsi
odkazy
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a tim je ddkaz lemmatu ukoncen. (|

Opét tedy vidime, Ze determinant bude velmi maly, po-
kud jsou malé vzdalenosti bodt x;.

5.6. Derlvace polynomi. Zjistili jsme, Ze hodnoty po-
lynomd s rostouci proménnou rychle miii k
__nekonecnym hodnotdm (viz také obrédzky).
Proto je zfejmé, Ze polynomy nemohou nikdy
G« vhodné popisovat jakékoliv periodicky se
opakuJ1c1 déje (jako jsou napf. hodnoty goniometrickych
funkci). Mohlo by se ale zdat, Ze podstatné lepsi vysledky
budeme alespoii mezi body x; dosahovat, kdyZ si budeme
kromé hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danych
bodech rostou.

Za timto ucelem zavedeme (prozatim spiSe intuitivng)
pojem derivace pro polynomy. MidZeme pritom pracovat opét
s redlnymi, komplexnimi nebo raciondlnimi polynomy. Rych-
lost rtstu v bod€ x € R pro redlny polynom f(x) dobie vy-
jadtuji podily

f(x+ Ax) —
Ax

a protoZe umime spocist (nad libovolnym okruhem)

(x+Ax)* = XF kT AxA- - -+(f)xl(Ax)k_l+- - (AX)K,

dostaneme pro polynom f(x) = a,x" +- - - +ap vySe vedeny
podil ve tvaru

fx+ Ax) —

f®)

(5.2)

fx) nx" 'Ax + - 4 (Ax)k

Nyni pfejdéme k ur¢ovani limit funkeci.

5.13. Spocitejte

()
lim sinx;
x—m/3
(b)
¥ +x—6
m —-———-——:
x—2 x2 — 3x +2
(©
1 3
lim <arccos ) ;
x——+00 x+1
(d)
1 . .
lim arctg— hm arctg x*, lim arctg (sinx) .
xX——00 —00 xX—>—00

ReSeni. Piipad (a). Pfipomeiime, Ze funkce je spojitd v jistém bodg,
kdyZ je v tomto bodg jeji limita rovna funkcéni hodnoté. O funkci y =

sin x vS§ak vime, Ze je spojitd na R. Dostdvame tak

L . /3
lim sinx =sin— = —.
x—m/3 3 2
Pfipad (b). Pfimé dosazeni x = 2 ddva nulovy Citatel i jmenovatel.

Ptesto je priklad velmi snadno feSitelny. Jednoduché kraceni

A
—a, Foda s R2+x-6 (x —2) (x +3) x+3 243
Ax Ax LR Py Sl LS YA L Sy Sl S T
x— — x— — — x— — —
=na, X" "+ (n—Dap_ X2+ 4a; + Ax(...)

kde vyraz v zdvorce je polynomidlné zavisly na Ax. Evi-
dentné pro hodnoty Ax velice blizké nule dostaneme hod-
notu libovolné blizkou nésledujicicmu vyrazu:

\iﬁ Derivace polynomi IL

Derivaci polynomu f(x) = a,x" + ---
ménné x rozumime polynom

') =na, '+ (- Da,_ X" 2+ +a

+ ay podle pro-

Z definice je jasné, Ze pravé hodnota f’(x() derivace po-
lynomu ndm dédv4 dobré pribliZeni jeho chovani v okoli bodu
Xo. Presnéji fe¢eno, piimky

J(xo+ Ax) —
== — xo) + f(x0),
Ax

tj. seCny grafu polynomu prochézejici body [x¢, f(x0)] a
[xo + Ax, f(xo+ Ax)] se, se zmenSujicim se Ax, ptiblizuji
pfimce

S (x0) r

y = f'(x0)(x — xo) + f(x0),
coZ tedy musi byt tecna grafu polynomu f. Hovoiime o line-
drnim pribliZeni polynomu f jeho tecnou.
Derivace polynomd je linearni zobrazeni, které pfifazuje
polynomim stupné nejvyse n polynomy stupné nejvyse n—1.

totiz vedlo ke spravnému vysledku (diky spojitosti obdrZené funkce
v bod¢€ xp = 2). Uvédomme si zde, Ze limitu miZeme pocitat pouze
z funkénich hodnot v libovolné malém okoli daného bodu xg a Ze pfi-
tom limita nezdvisi na hodnoté pfimo v tomto bodé¢. Pi pocitdni limit
tedy miiZzeme vyuzivat krdceni a roz§ifovani vyrazi, které neméni hod-
noty uvazované funkce v libovolné zvoleném ryzim okoli bodu x.
Ptipad (c). Dvojnasobnd zdména poradi limity a vnéjsi funkce pre-

vadi ptivodn{ limitu na
1 3
(arccos ( lim )) .
x—>+4o0 x + 1

lim =0
x—>+o00 x + 1

Lehce uréime, Ze

Nebot je funkce y = arccosx spojitd v bod€ 0, ve kterém nabyva

hodnoty 7/2, a funkce y = x° je spojitd v bodé& 7/2, plati

1\ 1 S \3
arccos = | arccos | lim = (—) .
x+1 x—>+00 x 4+ 1 2

Ptipad (d). Funkce y = arctg x ma vlastnosti ,,uzitecné pfi pocitani

lim
X—>+00

limit* — je spojitd a prosta (rostouci) na celé redlné ose. Tyto vlastnosti
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vZzdy (bez dalSich podminek ¢i omezeni) umozZiuji vnofit vySetfova-

nou limitu do argumentu takové redlné funkce. Proto uvazujme

1
arctg ( lim —), arctg ( lim x4), arctg ( lim sinx) .
xX—>—00 X xX——00 xX——00

Ziejmé je

lim x* = 400

X—>—00

lim — =0,
X—>—00 X

a limita lim,_, _,, sin x neexistuje, coZ jizZ implikuje

lim arctg x*
X—>—00

1
lim arctg — = arctg0 = 0,
X——00 X

a neexistenci posledni limity.

5.14. Vycislete limitu

lim
n—0oo

lim arctgy =
y—+00

0 |

ReSeni. Ke stanoveni limity postacuje jeji ¢leny vyjadfit ve tvaru

1 1 1 1 1 1 1 1
27 . 21 . 2? c e 227 g 2§+74+§+.“+ﬁ‘

. Lyl 1, 41
— lim 22+4+8+ +5n
n—00

lim
n—oo

lim (4+4+§+-+37)

= Dn—> =2

Ze zndmého vzorce pro soucet geometrické fady

[e.¢]

n=0
plyne vysledek

lim
n—>0oo

(ﬁ.(‘/i.

5.15. Urcete limitu
1 —cosx
im —————
x—0 x% sin(x?)

ReSeni.
1 —cosx

2 sin? (ﬁ)
im ———— =
x—0 x2 sin(x2)

2
x—0 x2 sin(x?)
1 .2 (x
~sin” (£
hm 2 - (2)
=0 (%‘) sin(x2)

o 2
1 (lim sin (5)> 1 1
2 x—0

-lim — =
x—0sin“(x2) 2

N =

)
2 3
n=1

S0 v E-EE-(

-

00 = OQ.

Predchozi vypocet je nutné chdpat ,,odzadu®. ProtoZe existuji li-

mity na pravé strané (af uz vlastni ¢i nevlastni) a vyraz % - 00 mé smysl
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Iteraci této operace dostivame druhé derivace f”, tieti
derivace f® a obecné& po k—ndsobném opakovéni polynom
f® stupné n — k. Po n + 1 derivacich je vysledkem nulovy
polynom. Toto linedrnim zobrazeni je prikladem tzv. cyklic-
kého nilpotentniho zobrazeni, kterd jsou podrobné&ji rozebi-
réna v odstavci o nilpotentnich zobrazenich.

5.7. Hermiteuv interpolacni problém. UvaZme opét m+1

y po dvou riznych redlnych hodnot xg, . . ., X, tj.
x; # x;j pro vSechna i # j. Budeme chtit zase
prokladat pomoci polynomi pfedem dané hod-
noty, tentokrét ale budeme vedle hodnot prede-

pisovat i prvn{ derivace. Tj. pfedpiSeme y; a )/ pro vSechna
i. Hleddme polynom f, ktery bude nabyvat téchto predepsa-
nych hodnot a derivaci.

Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot ob-
drzime pro nezndmé koeficienty polynomu f(x) = a,x" +
-+ 4 ag systém 2(m + 1)rovnic

ap + xoa; + -+ -+ (x0)"a, = yo

ap+ xpmap + -+ (-xm)nan -

ay + 2xpa; + - - -+ n(xo)"_lan =)

a + 2xpar + - +n(xn)" " la, = W

Op¢t bychom mohli ovéfit, Ze pri volbé n = 2m + 1 bude de-
terminant tohoto systému rovnic nenulovy a tudiz bude exis-
tovat pravé jedno feseni. Nicmén¢, obdobné ke konstrukci
Lagrangeova polynomu lze zkonstruovat takovy polynom f
primo. Prosté si vytvoiime jednu sadu polynomt s hodnotami
nula nebo jedna jak u derivaci tak u hodnot, abychom jejich
jednoduchou linedrni kombinaci uméli dosdhnout potiebné
hodnoty. Ovéfeni nasledujici definice a tvrzeni nechdme na
Ctendri:

Hea:{niteﬁv interpolaéni polyfromm———————

’ Hermiteiiv interpolacni polynom definujeme pomoci
fundamentalnich Hermiteovych polynomti:
£"(x;)

[1 - x»} ()
(x —x;) (G;(x0))*,

hi(x)

h (x)

kde £(x) = []_;(x — x;). Tyto polynomy spliiuji:
_ 5= 1 proi=j
! 0 proi #j
() = 0
hi(xj)) = 0
) () = 8]

hi(x;)
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a proto je Hermitedv interpolaéni polynom dan vyrazem
k

@) =" (vih (i) + 3 7 (x)) -

i=1

5.8. Priklady Hermiteovych polynomi. Uplné nejjedno-
dussi ptipad je zaddni hodnoty a derivace v jediném bod¢.
Tim ur¢ime beze zbytku polynom stupné jedna

) = fxo) + f'(x0)(x — x0)

tj. pravé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé
xo. KdyZ zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo =
F@0). 3 = f'(o). yi = fx1). 3 = f'(x1) pro dva rizné
body x;, dostaneme je$t€ pordd snadno pocitatelny problém.

UkaZme si jej ve zjednoduSeném provedeni, kdy xo = 0,
x1 = 1. Pak matice systému a jeji inverze budou

000 1 2 =2 1 1
oo o -3 3 =2
A=loo 1 0'* Tlo o 1 o

3210 1 0 0 0

Pfimym vyndsobenim A - (yo, y1, %, ¥;)" pak vyjde vektor
koeficientli (as, az, a;, ap)” polynomu f£, tj.

(viz Poznamka za vétou (B221))), existuje i pivodni limita. Kdybychom

ptvodni limitu rozdélili na soucin limit

Iim (1 — cos(x) - lim ———
x—>0( ( ) x—0 x2 Sin(xz)

, jednalo by se o soucin typu O - oo, tedy nedefinovany vyraz, a o pa-

vodni limité bychom nemohli fici nic (zejména ne to, Ze neexistuje!).

FO) = (2y0 — 2y1 +3) + ¥)x + (=3y0 + 3¥1 — 205 — ) Resen.

+ 30X + Yo.

5.9. Interpolace splajny. Obdobné¢ miiZzeme piedepisovat
libovolny kone¢ny pocet derivaci v jednotli-
‘.‘/, vych bodech a vhodnou volbou stupné poly-
nomu obdrzime vZdy jednoznacné interpolace.
Nebudeme zde uvadét podrobnosti. BohuZel, u
interpolaci porad ztistavaji problémy zminéné
uz v piipade€ jednoduchych interpolaci hodnot — sloZitost vy-
poctl a nestabilita. PouZiti derivaci v§ak podbizi jednoduché
vylepSeni metodiky:

Jak jsme vidéli na obrdzcich demonstrujicich nestabilitu
interpolace jednim polynomem dostate¢né vysokého stupné,

vvvvv

S\

vSech téchto

zmény chovani vysledného polynomu. Nabizi se tedy vyuZiti
malych polynomidlnich kouskil nizkych stupiiti, které ale mu-
sime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vZdy dvou sousednich bodi
linedrnim polynomem. Tak se nej¢astéji zobrazuji data. Z po-
hledu derivaci to znamend, Ze budou na jednotlivych tdsecich
konstantni a pak se skokem zméni.

O néco sofistikovanéjsi moZnosti je ptedepsat v kazdém
bod¢ hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4
hodnoty a jednoznacng tim ur¢ime Hermitedv polynom 3.
stupné, viz vySe. Tento polynom pak mtiZeme pouZit pro
vSechny hodnoty nezdvislé proménné mezi krajnimi hodno-
tami xo < x;. Hovofime o intervalu [xg, x1]. Takové poly-
nomidlni pfibliZeni po kouskach uZ bude mit tu vlastnost, Ze

prvni derivace na sebe budou navazovat.

O
5.16. Urcete nésledujici limity:
i)
. x—2
Xl—Il’lZ A /xz J— 4 ’
ii)
. sin(sin(x))
lim ——,
x—0 X
iii)
sin®(x)
im ,
x—0 X
iv)
lim e%.
x—0
i)
. x—2 . x—2 o oAx =2 0
lim —— =lim = lim =-=0.
=2 4/x2 — 4 x=24/(x —2)(x +2) x=2 4 /x+2 4
ii)
lim i 29 1im w -1
=22 —4  y0 y
kde jsme vyuzili toho, Ze lim0 sin(x) = 0.
iii)
) .
fim S i sinG - fim S — 0.1 =0,
x—0 X x—0 x—0 X

opét plvodni limita existuje, protoZe existuji ob¢ limity na
pravé stran€ rovnosti a jejich soucin je definovan.

iv) Pfi vypoctu této limity musime byt obezfetni, protoZe obé
jednostranné limity v bod¢ nula existuji, jejich hodnoty se

vSak lisi, zkoumand limita tedy neexistuje:

1 . 1
lim ex = ™0+ ¥

=% = 00,
x—>04

. 1 limy_o_ + —o0
lim ex = e¢™~0-x =¢ =0

x—0_
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5.17. Urcete

(2)
x+2
im——:;
x—>2 (x — 2)6
(b)
. x+2
Iim —;
x—2 (x — 2)5
©)
1
. I\~
lim (2 + —) ;
xX—> 400 X
(d)
lim x~ .
x——+00

ReSeni. V tomto piikladu se budeme v&novat tzv. neurditym vyrazim.
Pfesnéji feceno, budeme se zabyvat situacemi, kdy se o né nejednd.
Ctenafi doporucujeme, aby neurité vyrazy vnimal jako pojem po-
mocny, ktery mu ma pouze usnadnit orientovani se pfi prvnim pocitani
limit, nebof obdrZeny neurcity vyraz pouze znamend, Ze jsme ,,nic ne-
zjistili. Vime, Ze limita souctu je soucet limit, limita soucinu je soucin
limit a Ze limita podilu je podil limit, pokud jednotlivé limity existuji
a neziskdme-li néktery z vyrazli oo — 0o, 0 - 00, 0/0, co/o0, o kterych
pravé hovorime jako o neurcitych. Pro tplnost dodejme, Ze tato pra-
vidla mtiiZeme kombinovat (pro limity vSech slozek ur¢ené soucasn¢)
a Ze za neurcity vyraz pak povazujeme také ten, jenZ obsahuje alespon
jeden neurcity vyraz. Napf. tedy vyrazy
—00 o0 0
—00+00 = 00—00, ——— = ——,
3+ 00 o0

oznacujeme jako neurcité a o vyrazech

0 0
3400

<

muzeme fici, Ze jsou ,urcité

—00 — 00, o) — o0

(pro n€ jsme schopni ihned pfislusnou
limitu stanovit — vyrazy odpovidaji po fadé hodnotdm —oo, 0, 0).

V pfipadé (a) podil limit Citatele a jmenovatele ddvd vyraz 4/0.
Zapis, ve kterém délime nulou, je sdm o sobé prinejmens$im neza-
douci (pozdéji bychom se mu méli byt schopni vyvarovat). Pfesto ndim
umozni stanovit vysledek: nejednd se o neurcity vyraz. V§imnéme si,
7e jmenovatel se bliz{ k nule zprava (pro x # 2 je (x — 2)% > 0). To
zapisujeme jako 4/ 0. Citatel a jmenovatel tak maji stejné znaménko
v jistém ryzim okoli bodu xy = 2 a lze fici, Ze jmenovatel je v limité

N o213

,hekonecnékrit mensi* nez Citatel, tj.

li x+2 L

im ——— = 400,

12 (x — 2)°

coZ odpovida poloZeni 4/ + 0 = +o0o (podobné se klade 4/ — 0 =

—00).
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V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace do-
stateCné a navic pfi naméfenych datech nemivdme hodnoty
derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje pokus vyuZi-
vat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale
pozadovat zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sou-
sednich kouski polynomi tietiho stupné. To totiz bude zna-
menat stejné mnozstvi rovnic a neznamych a pravdépodobné
tedy i obdobnou praktickou fesitelnost problému:

7' Kubické splajny

Nechf xo < x; < --- < x, jsou redlné hodnoty, ve kte-
rych jsou zaddny poZadované hodnoty yy, ..., y,. Kubickym
interpolacnim splajnem pro toto zadani je funkce S : R —
R, ktera spliiuje nasledujici podminky:

e zlZeni S na interval [x;_1, x;] je polynom S; nejvyse tfe-
ttho stupné, i =1,...,n

o Si(xi—1) =yi1a8;(x;) =y provSechnyi =1, ...n,

o S (x;)) =58, (x;)provSechnyi =1,...,n—1,

o §'(x)) =5, (x;)proviechnyi =1,...,n— 1.

Kubicky splajn® pro n + 1 bodii sestdva z n kubickych
polynomd, tj. mame k dispozici 4n volnych parametri (prvn{
defini¢ni podminka). Dalsi podminky pfitom zad4vaji 2n +
(n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry zistavaji volné.
Pti praktickém pouZiti se doddvaji predpisy pro derivace v
krajnich bodech, tzv. iiplny splajn, nebo jsou tyto zaddny jako
nula, tzv. pFirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uZ neni bohuZel tak jednoduchy
jako u nezavislych vypoctli Hermiteovych polynomi tfetiho

tupné, protoZe data se prolinaji vZdy mezi sousednimi inter-

(—00)3 + 0o = 0-(c0 — C><’)7valy. Pfi vhodném uspoiddani se vSak dosdhne matice sys-

tému, kterda ma nenulové prvky prakticky jen ve tfech diago-
ndlach, a pro takové existuji vhodné numerické postupy, které
umozni splajn pocitat také v case imeérném poctu bodd. Pro
srovnani se podivejme na interpolaci stejnych dat jako v pfi-
padé Lagrangeova polynomu, nyni pomoci splajni:

AN TARA

1Ogklivé Ceské slovo ,splajn“ vzniklo fonetickym pfepisem anglic-
kého ekvivalentu ,,spline”, ktery znamenal tvarné pravitko uzivané inZe-
nyry pro kresleni kiivek.
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2. Redlna ¢isla a limitni procesy

Je dulezité mit dostatecné velkou zasobu funkci, se kte-
rymi bude mozné mozné vyjadiovat vSechny bézné zavis-
losti, zaroven ale musi byt vybér Sikovné omezen, abychom
uméli vybudovat néjaké univerzalni a hlavné a¢inné nastroje
pro préci s nimi. Ve skuteCnosti se budeme muset hned z
kraje soustiedit na to, jak viibec hodnoty funkci definovat,
kdyZ pomoci konecné mnoha ndsobeni a s¢itani dostdvame
jen polynomy a navic skutecné pocitat umime jen s ¢isly raci-
ondlnimi. S témi ale nevysta¢ime ani pri poc¢itdni odmocnin,
protoZe uz \/E racionalni ¢islo neni.

Prvnim na$im krokem tedy musi byt pofddné zavedeni
tzv. limitnich procest, tj. ddme pfesny obsah tvrzenim, Ze se
néjaké hodnoty bliZi jejich hodnoté limitni.

Vsimnéme si také, Ze vyraznou vlastnosti polynomd je
jejich ,,spojitd* zdvislost hodnot na nezdvislé proménné. In-
tuitivng feceno, kdyZ dostate¢né méilo zménime x, urcité se
ndm moc nezméni ani hodnota f (x). Takové chovdni naopak
nemame u po ¢astech konstantnich funkei f : R — R v okoli

,,skokd*“. Napft. u tzv. Heavisideovy funkce

0 pro vSechny x < 0
fx)=11/2 prox=0
1 pro vSechny x > 0

takovd ,,nespojitost” nastane pro x = 0.
Zac¢neme formalizaci takovychto intuitivnich vyroki.

5.10. Redlna ¢isla. Prozatim jsme docela dobie vystacili s
v, algebraickymi vlastnostmi redlnych ¢isel, které fikaly,

Ze R je pole. Uz jsme ale pouZivali i relaci uspofa-
A dani redlnych &isel, kterou zna¢ime ,,<* (viz odsta-
U vec [3R). Vlastnosti (axiomy) redlnych ¢isel, véetné
souvislosti uspofadani a ostatnich relaci, jsou srhnuty v nésle-
dujici tabulce. Délici ¢ary naznacuji, jak axiomy postupné za-
rucuji, Ze jsou redlnd ¢isla komutativni grupou vici s¢itand,
7Ze R \ {0} je komutativni grupa vic¢i ndsobeni, R je pole,
mnoZina R spolu s operacemi +, - a s relaci usporddani je
tzv. usporddané pole a kone¢né poslednimu axiomu miZzeme

rozumét tak, Ze R je ,,dostate¢né husté®, tj. nechybi ndm tam
body, jako napf. chybi +/2 v &islech raciondlnich.

5—-} Axiomy redlnych ¢isel .IL

Pfi urovani druhé limity lze postupovat analogicky. ProtoZe
Cislaa € R a a® maji stejnd znaménka, dostdvdme
x+2 . x+2
M Gy T F =R
tj. oboustrannd limita neexistuje. Tomu odpovidd zdpis 4/ &= 0 (nebo
obecnéj§i a/ £ 0, a # 0, a € R*), ktery je ,ur€itym vyrazem®. Pri
dtsledném oddélovani symboli +0 a —0 od £0 vzdy a/40 proa # 0
znamend, Ze limita neexistuje.
Ptipady (c), (d). Je-li f(x) > O pro vSechna uvaZovand x € R,
plati
F()8® = n(f@FY) — g2 f(),
VyuZijeme-li toho, Ze exponencidlni funkce je spojitd a prostd na redlné

pfimce, miZeme nahradit limitu
lim f(x)$™
X—> X0

zZa
lim (g(x)-In f(x))
e =0 .

Pfipomenime, Ze jedna z téchto limit existuje prave tehdy, kdyz existuje

druhd; a dopliime
Iim (g(x)-In f(x)) =a eR
X—>X0

lim (g(x) - In f(x)) = +oo

= lim f(0)*® = ¢,
X—>X0

—  lim f(x)*% = 400,
X—>X0

lim (g(x)-In f(x)) = —c0 = lim f(x)*“ =0.

Mizeme tudiz psat

lim f(x)g(x) — exlir?o g(x)‘xlinﬁo In f(x),

xX—XQ
jestliZe obé& limity vpravo existuji a neobdrZime-li neurcity vyraz O -
oo. Neni obtiZné si uvédomit, Ze tento neurcity vyraz lze ziskat pouze
ve tiech piipadech odpovidajicich zbylym neurcitym vyrazim 0°; oo”;

1°°, kdy postupné je

Iim f(x) =0 a lim g(x) = 0;
X—>X0 X—> X0
lim f(x) =400 a lim g(x) = 0;
X—>X( X—>XxQ
lim f(x) =1 a lim g(x) = *o0.
X—>X( X—>XxQ

V ostatnich pripadech ndm tedy znalost (a pochopitelné existence) li-
mit

lim f(x),

X—> X0

umoznuje uvést vysledek (pfi dodefinovani nékterych zapisi)

lim g(x)
X—X0

xllg(l g(x)
lim f(x0)$® = (lim f(x)) C
X—>X0

X—>X0
Protoze

1
lim <2 + —) =2, Iim x = 400,
x—>+00 X

X—>+00

1
lim — =0,
X—>+00 X
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je
1
. 1 * 0
lim 2+ — =2"=1;
xX—>400 X
1 X
lim x* = lim <—> =0
X—>—+00 xX—>+00 \ X
nebo

i o= lim ()7 =0
Posledni vysledek pak bychom mohli vyjadfit zdpisem 0>* = 0
i 00® = 00, 00! = 0 (zdiiraznéme, Ze se nejednd o neurcité vy-
razy).

PrestoZe jsme kladli ddraz na to, aby Ctendf radé€ji upfednostiioval
tvahy o limitnim chovani{ funkci pfed Skatulkovanim vyrazd na urcité
a neurcité (a tyto pojmy vnimal jen jako pomocné), je snad dobie pa-
trny diivod, pro¢ se budeme nadale zabyvat predevsim neurcitymi vy-

razy. U

5.18. Vypoditejte
) sin x + 2
lim
x—>+002cosx — 1 —x

>
. 3x+1 —|—X5 —4x
Iim ——;

x—>+o0 3% 42X 4 y2

48— 2 — 167
lim ;
x—>+00 3X _ 45x — /117-[x+12

. J/x —sin’x 4+ xarctg x
lim .
x—>+00 V14 2x +x2

ReSeni. Vydélime-li v pifpadé prvni z limit &itatele i jmenovatele po-

lynomem x?, obdrzime

. sin x
. sinx 4 wx? ) T
lim = lim Jeosicl  1°
x—>4002cosx — 1 — x2 x—>+ooL2x—_1
X

Ohranicenost vyrazi

| sinx| <1, |2cosx—1]<3 pro xeR

a x> — 400 pro x — o0 pak ddvaji vysledek

Lo T O
im = = —7.
x—>+00 200;_;—1 1 0-1

V ptedeslé Gvaze jsme vlastné pouZili Vétu o tfech limitdch a za-
pis ¢/oo = 0 platny pro ¢ € R (nebo pfimo ohr./oco = 0, kde ,,ohr.*
znadi ohranicenou funkci).
Tento postup Ize zobecnit. Pro limitu tvaru
i O+ L@+ -+ ) ’
=0 g1(X) + &2(x) + -+ + gn(x)
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R1) (@a+b)+c=a+(b+c),provsechnya, b,c e R

(R2) a+b=>b+a,provsechnya, b € R

(R3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro vSechny a € R
platia4+0=a

(R4) provsechnya € R existuje opacny prvek (—a) € R
takovy, Ze platia + (—a) =0

RS) a-b)-c=a-(b-c),provsechnya, b,c e R

(R6) a-b=0>b-aprovsechnya,b e R

(R7) existuje prvek 1 € R takovy, Ze pro vSechny a € R
platil.-a =a

(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek
a~! € Rtakovy, Zeplatia-a~! =1

R a-(b+c)=a-b+a-c,provsechnya, b,c e R

(R10) relace < je uplné uspotfddani, tj. reflexivni, antisy-
metrickd, tranzitivni a Gpln4 relace na R

(R11) pro vSechny a, b, c € R plati, Ze za < b vyplyva
tak€a+c<b+c

(R12) pro vSechny a,b € R,a > 0,b > 0, plati také
a-b>0

(R13) kazda neprazdnd ohrani¢end mnozina A C R ma
supremum.

,-———S«prsmm—a.,inﬁmum na uspofddany

Pojem supremum musime ale také zavést pofadné. Ma
smysl pro kaZzdou uspofddanou mnoZinu, tj. mnoZinu s pevné
zadanou relaci uspotddani, a budeme se s nim takto i pozdéji
setkdvat ve vice algebraickych souvislostech. Pfipomeiime,
Ze v obecné trovni je uspordddnim jakdkoliv bindrni relace
na mnoZing, kterd mé vlastnosti reflexivity, antisymetrie a
tranzitivity, viz odstavec [33.

Definice. UvaZme podmnoZinu A C B v uspofadané
mnoziné B. Horni zdvorou mnoZiny A je kazdy prvek
b € B, pro ktery plati, Ze b > a pro vSechny a € A.
Obdobné definujeme dolni zdavory mnoZiny A jako prvky
b € A takové, Ze b < a pro vSechny a € A.

Nejmensi horni zdvora podmnoZiny A, pokud existuje,
se nazyva supremum této podmnoziny a znacime ji sup A.
Obdobné, nejvétsi dolni zdvora, pokud existuje, se nazyva
infimum, piSeme inf A.

Poslednim axiomem v nasi tabulce vlastnosti redlnych ¢i-
sel tedy predpokladame, Ze pro kazdou mnoZinu redlnych ¢i-
sel A plati, Ze pokud existuje né¢jaké ¢islo a veétsi nebo rovno
neZ vSechna x € A, pak existuje také nejmensi takové Cislo
a. Napt. volbou A = {x € Q, x> < 2} dosteneme jako supre-
mum sup A pravé /2.

Okamzitym disledkem je také existence infim pro kaz-
dou zdola ohrani¢enou mnoZinu redlnych ¢isel (staci si v§im-
nout, Ze obrdcenim znaménka vSech ¢isel zaménime suprema

a infima).
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Pro formélni vystavbu dalsi teorie ale potfebujeme védét,
zda nami poZadované vlastnosti redlnych Cisel lze realizo-
vat, tj. zda existuje takovd mnoZina R s operacemi a relaci
usporadani, které vSech tfindct axiomd skutecné spliuji. Za-
tim jsem zkonstruovali korektn€ jen Cisla raciondlni, kterd
tvori usporddané pole, tj. spliiuji axiomy (R1) — (R12), cozZ si
Ctendr jist¢ snadno ovéii.

Ve skuteCnosti 1ze redlnd cisla nejen zkonstruovat, ale
také lze ukdzat, Ze aZ na izomorfismus to jde jedinym zpi-
sobem. Pro na$i potiebu vysta¢ime s intuitivni pfedstavou
redlné piimky. Jednoznacnost proto nebudeme diskutovat
viibec a existenci jen naznac¢ime v dalSich odstavcich.

5.11. Komplexni rovina. Pfipomeiime, Ze komplexni ¢isla
= jsou ddna jako dvojice redlnych ¢isel, které jsme
/ zvykli zapisovat jako z = re z + i im z. Dobrou
v 'J Q . L 1w . .
Q§ N~ piedstavou o komplexnich islech je proto rovina
F C = R2.

Se s¢itdnim a nasobenim splituje pole komplexnich Cisel axi-
omy (R1)—(R9), neni na nich ale Zddnym rozumnym zpiso-
bem definovano uspotadani, které by naplnilo axiomy (R10)—
R(13). Nicméné s nimi budeme také pracovat a jiz diive jsme
vidéli, Ze rozsifeni skaldrti na komplexni ¢isla je Casto pro vy-
pocty mimoradné uZite¢né.

DileZitou operaci na komplexnich Cisel je tzv. konjugace.
Je to zrcadleni podle piimky redlnych Cisel, tj. obraceni zna-
ménka u imagindrni sloZky. Zna¢ime ji pruhem nad danym
¢islem z € C,

Z=rez—iimz.
ProtoZze je proz = x + iy
72 =@+ —iy) =2+,

zadava nam tento vyraz pravé kvadrat vzdalenosti komplex-
niho ¢isla od nuly. Odmocning z tohoto redlného nezapor-
ného Cisla fikdme absolutni hodnota komplexniho ¢isla z,
piSeme

(5.3) Iz =z-%2

Absolutni hodnotu mame definovdnu také na kazdém
usporadaném poli skalard, prosté definujeme absolutni hod-
notu |a| takto

al a jelia=>0
al =
—a jelia <O.

Samoziejmé plati pro kazda dvé ¢islaa, b € K
(5.4) la + b| < la| + |b|.

Této vlastnosti fikdme trojihelnikovd nerovnost a splituje ji
také absolutni hodnota komplexnich ¢isel definovand vySe.

Zejména pro pole raciondlnich a redlnych Cisel, kterd
jsou podmonoZinami v komplexni roviné zjevné obé definice
absolutni hodnoty splyvaji.

pricemz
im Y o, e m),
X—>XxQ f](x)
giﬁ:O, ie{2,...,n},
x—x0 g1(x)
plati
" SO+ L0+ + @A)
im im

=10 g1(X) + &)+ &) x g ()]
pokud limita na pravé strané existuje. Je pfitom vyhodné si uvédomit

(tfeti z limit Ize urcit napf. pomoci I’Hospitalova pravidla, se kterym

se sezndmime pozdé&ji), Ze

o« X P _a
lim — =0, lim — =0, lim — =0, Iim — =0
x——+oo x¥ x—+00 x x—+oo g* x—+oo X
pro
ceR, O<a<pB, l<a<b.
Odtud ihned plyne
P Y —dx . 3.3
Iim —————— = lim =3;
x—>+oo0 3¥ 42X -|-x2 x—+oo 3%
i 4% —8x0—2"—167 i 4 _
o 3 45y — Il 2 et g2
Uvédomime-li si, Ze je
} T
lim arctgx = — > 1,
x——+o00 2
stejné snadno dostaneme
g YA xfracgx o oxarctgx arctgx = -
Xx——+00 J1+2x + 2 x=>+00 /52 x——+00 2
O

5.19. Vydislete limity

fim (e L
lm .. —_— ;

. 1 1 1
i (et st )
Reseni. Nebof pro kazdé piirozené &islo k > 2 je (provadime tzv.
rozklad na parcidlni zlomky — budeme jej probirat u integrovani raci-
ondlnich lomenych funkc{)

1 1 1
k—Dk k—1 &k’

plati

lim(1 + ! + ! +...+;>:

n—soo\1-2 2.3 3.4 n—1)-n

Iim | -—~+-—->+-——-+ -+ ! —l>=lim(1—l>=1
n—00 2 3 n—1 n n—00 n
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Poznamenejme, Ze stanoveni této limity je dileZité: urCuje soucet  5.12. Konvergence posloupnosti. V dalsich odstavcich bu-
deme pracovat s nékterym z ¢islenych obort K
S ), raciondlnich, redlnych nebo komplexnich cisel.
V tomto kontextu je tedy tfeba chipat absolutni
hodnotu a skutecnost, Ze ve vSech pripadech

jedné z tzv. teleskopickych fad (se kterou pracoval jiZ Johann I. Ber-
noulli).

Ke stanoveni druhé limity vyuZijeme Vétu o tfech limitdch. Od-

hady platl trOJuhelmkova nerovnost.
1 1 1 1 n - !r"auchyovske posloupnosgt———————
—+ . + z + . + = s ’ . . .
n24+1 Jn24+n T n?2+n VnrP+n  n2+n UvaZme libovolnou posloupnost &isel ag, ay, ... v K ta-
kovou, Ze pro libolné pevné zvolené kladné ¢islo € > O plati
1 1 1 1 n pro vSechny dvojice prvki a;, a; posloupnosti, aZ na kone¢né
N R < 4.4 — s PR «
P Jiian o Jetl N mnoho vyjimek (které zdvisi na volb€ ¢),
pro n € N davaji la; —aj| < e.

n n Jinak feceno, pro kazdé pevné € > 0 existuje index N ta-

nlin;o N = nlﬁoo ( \/nz— m ) \/nz— kovy, Ze predchézejici nerovnost plati pro vSechna i, j > N.

. Takové posloupnosti prvka se fikd Cauchyovska posloupnost.
Protoze ]

] n ) n ) n Intuitivné jisté citime, Ze bud’jsou v takové posloupnosti
Jlim Nl = lim T =1, lim i1 = lim S =L \echny prvky stejné a7 na koneén& mnoho z nich (pak bude
. » od urcitého indexu N pocinaje vidy |a; — aj| = 0) nebo
Je rovnez se takova posloupnost ,.hromadi“ k n&jaké hodnoté. Dobfe
( 1 1 1 ) je to predstavitelné v komplexni roviné: af vybereme jakko-
i +oot =1 liv maly kruh (o poloméru €), tak se ndm jej u Cauchyovské
= vn?+1 an +2 n+n posloupnosti vZdy musi podafit polozit do komplexni roviny
O  tak, Ze zakryje vSechny body nekone¢né posloupnosti a;, az
na kone¢né mnoho z nich. MiiZeme si pak pfedstavit, Ze po-
5.20. Spoitite stupnym zmensSovanim se kruh smrsti az do jediné hodnoty
a.
(2) Pokud by takovd hodnota a € K pro Cauchyovskou po-
ST+ x =1 —x sloupnost skutecné existovala, o¢ekdvali bychom od ni patrné
; ndsledujici vlastnost konvergence:

lim
x—0 X
(b) ’ %onvergujfci posloupnos|

Cosx — Smx Jestlize pro posloupnost &isel ag, aj, - - - € K, pevné zvo-

im —;
x—n/4  cos (2x) lené ¢islo a € K a pro libovolné kladné redlné Cislo € plati
(©) pro vSechny i, aZ na kone¢né¢ mnoho vyjimek (zavisejicich
na volbe €),
lim <v3x4<\3/x2+2x+3—\3/x2+2x+2)>. la; — al < e,

xX—>400

. fikdme, Ze posloupnost a;, i = 0, 1, ..., konverguje k hod-
ReSeni. VSechny uvedené limity vypocitime pomoci vhodného  nots 4. Cislu a také ¥ikdme limita posloupnosti a;, i =

roz8iteni zadaného vyrazu. V pfipadé prvni limity vyndsobime | O,1,....

Citatele i jmenovatele vyrazem v xe1s .
] y JestliZe néjaka posloupnost @; € K,i = 0,1, ..., kon-

JTtx+VT—x verguje k ¢islu a € K, pak pro kazdé pevné zvolené kladné ¢
vime, Ze |a; — a| < € pro vSechna i vét$i neZ vhodné N € N.
Pak ovSem, diky trojihelnikové nerovnosti, pro kazdou dvo-
jici indext i, j > N dostdvime

a vyuZijeme zndmého vztahu (a — b) (a + b) = a®> — b>. Takto ob-

drzime

i \/1+X—\/1—X i (1+X)—(1—X) |a,~—aj|=|a,-—aN+aN—aj| < |a,-—aN|+|aN—aj| < 2e.
mm = 11um

x—0 X x—>0 x («/l +x+J1—= x) Dokazali jsme tedy:

=1 2 — 2 - Lemma. KaZdd konvergujici posloupnost cisel je Cauchyov-

im = =1.
=0 /T+x+/T—x  J1+/1 skd.
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V poli racionélnich ¢isel se ovS§em miiZe snadno stat, Ze Podobné vypocitdime
pro Cauchyovské posloupnosti piislusnd hodnota a neexis- ) ) )
. o s oy . vy il Ten . . COsx —sinx . (cosx + sinx) (cosx — sinx)
tuje. Napf. &islo +/2 miizeme libovoln& piesné p¥ibliZit raci- lim —————— — lim k
onalnimi &isly a;, dostaneme tedy konvergentni posloupnost x—m/4  COS (2x) x—m/4  (cosx + sinx) cos (2x)
o P e 2 )
s limitou ﬁ, ale samotnd limita jiZ nen{ raciondlni. — lim COS™ X — SIn”™ x
Usporadana pole skalard, ve kterém vSechny Caychyov- ) (cos x + sin x) cos (2x)
ské posloupnosti konverguji, se nazyvaji #plnd. Nasledujici 1 1 V2
tvrzeni fikd, Ze axiom (R13) takové chovéni redlnych cisel = lim - = = —
zarucuie: x—m/4 COS X + sinx 4 + «/75 2

Véta. KaZdd Cauchyovskd posloupnost redlnych cisel a; kon- U provedeného kréceni pfipometime identitu
verguje k redlné hodnoté a € R.

2

cos (2x) = cos’x —sin’x, x € R.

Dutkaz. Kazda Cauchyovskad posloupnost je zjevné ohra-
ni¢end mnoZina, protoZe pro libovolnou volbu
. e ohrani¢ime vSechny Cleny posloupnosti az na
2 kone¢né¢ mnoho z nich. Definujme si mnoZinu
B vSech redlnych Cisel x, pro které plati x < a; pro vSechny
prvky a; posloupnosti, az na kone¢né mnoho z nich.
Ziejmé mé B horni zdvoru, tudiZ podle axiomu (R13) ma

i supremum. Definujme a = sup B. Nyni pro néjaké pevné , 5 \ s 5
zvolené € > 0 zvolme N takové, aby |a; — a;| < € pro (x2 + 2x +3) V2 4 20 + 372 4+ 2x + 24/ (2 +2x +2)°7,
vechny i, j > N.Zejménatedya; > ay —€aa; <ay-+e€

pro viechny indexy j > N, takZe ay — € patf{ do B, zatimco  ktery odpovidd a* + ab + b*, resp. volime

ay + € uz nikoliv. Souhrnné z toho dostavame, Ze |a —ay| <

€, a proto také a=vx2+2x+3, b=vx*+2x+2.

la —aj| <la—an|+lay —a;| < 2

Abychom mohli pti ur€ovani posledni limity pouZit
(@a—0b)(a*+ab+b*)=a’—b°,

k rozsifeni potfebujeme vyraz

Timto rozsifenim prevedeme limitu ze zaddni na
pro vSechny j > N. To ale znaci prave, Ze a je limitou uva-

Zované posloupnosti. O i V(2 +2x +3) = (2 +2x +2))
im

Disledek. KaZdd Cauchyovskd posloupnost komplexnich ¢i- 7+ 3 (x2 + 2x +3) LY 43 Ve a2+ (a2 4 2x + 2)2’

sel z; konverguje k néjakému komplexnimu cislu z.

Dt¢kaz. PiSme z; = a; + i b;. ProtozZe je |a; — aj|2 < y.
|z — z;|* a podobné i pro hodnoty b;, jsou ob& posloupnosti IE
redlnych ¢isel a; a b; Cauchyovské. Existuji tedy jejich limity lim .
a resp. b a snadno ovéfime, 7e z = a + i b je limitou pro ~ * 7T ¥ (2 4 2x + 3)2 V2 a3 i f a2+ (22 +2x + 2)2
posloupnost z;. U

. . .1 ) L . Posledni limitu umime snadno vy¢islit. Vime totiz, Ze je uréena pouze
5.13. Poznamka. Ptfedchozi diskuse ndm d4va ndvod na je- Y J P

den z moznych postupi, jak korektné vybudo- jednim cClenem v Citateli a jednim ve jmenovateli, a to ax” pro nej-

s v

vat redlnd Cisla. Postupujeme podobné jako pfi  vétsi p (v tomto pfipad€ je uvazovany ¢len ve jmenovateli rozdélen na
zuplilovani pfirozenych Cisel na celd (abychom

nékolik séitanci). Plati tudiz
pridali opa¢né hodnoty) a celych na raciondlni

(abychom pridali podily nenulovych ¢isel). Tentokrat k raci- ) Ve
ondlnim ¢islim ,,pfiddme* limity v§ech Cauchyovskych po- XETOO X 2 X X >
sloupnosti. VE+2x +3) + V2 +2x +3 - Va2 +2x +2 + /(2 4+ 2x 4 2)
Skutecné se podbizi zavést vhodné relaci ekvivalence na N N 1

mnoZiné vSech Cauchyovskych posloupnosti raciondlnich ¢i- = XEIJPOO > s = XETOO 3—\/_ =3
sel tak, Ze dvé Cauchyovské posloupnosti jsou ekvivalentni, N (xz) + Va2t \3/ (xz) 3Vt
kdyZ jejich sloucenim do jediné posloupnosti (napt. tak, Ze

;g:;i“;f;:é‘r?e prvni posloupnost bude piedstavovat liché, zatimco druha ~ Celkem tak je

aernativai  sudé ¢leny vysledné posloupnosti) obdrzime opét posloup- 1

?;lefyo;ﬁlczﬁ:f “ nost Cauchyovskou. Nebudeme zde podrobné ovefovat, Ze lim <W <C/ X2 4+2x+3 - C/ X2+ 2x + 2)) =—.
jde o ekvivalenci, ani zavddét operace ndsobeni a s¢itdni, ani T 3
dokazovat, Ze vSechny poZadované axiomy skute¢né dojdou ([

215



4. SPOJITE FUNKCE

2. REALNA CISLA A LIMITNI PROCESY

5.21. Pro libovolné n € N urcete limitu
o (142n0)" = (1 +nx)*
lim .

x—0

2
ReSeni. Podle binomické véty je

n
1
2n

1

(14+2nx)"=1+ ( >2nx + (Z) Qnx)2+ P (x) X, xeR,

(1+nx)2”=1+< )nx+(22”) nx)>+ Q0@ ¥, xeR

vvvvvv

dokazat, Ze axiomy (R1)—(R13) definuji redlné Cisla v jistém
smyslu jednoznacné.

5.14. Oteviené a uzaviené mnoziny. Pro dalsi prici s re-
dlnymi nebo komplexnimi ¢isly budeme

potfebovat podrobnéjsi pochopeni pojmi
jako blizkost, omezenost, konvergence

Hromadne body mnoZin

pro jisté polynomy P, Q. Rad¢ji vyzdvihnéme, Ze pfedchozi vyjadieni ,

skutec¢né plati pro vSechna n € N. Pro n = 1 si sta¢i uvédomit, Ze
klademe (;) = 0 a Ze polynomy P, Q mohou byt identicky rovny

nule. Dostdvame tedy

Uvazme jakoukoliv mnoZinu A bodid v K a pfedpokla-
dejme, Ze posloupnost ay, aj, ... je vybrand z prvkt A. Po-
kud konverguje k hodnoté a € K a navic je nekone¢né¢ mnoho
bodld a; € A riznych od a, nazyvame a hromadny bod
mnoziny A.

Hromadné body podmnoZiny A raciondlnich, redlnych
nebo komplexnich ¢&isel jsou tedy ta ¢isla, kterd jsou limi-
tami posloupnosti ¢isel z A. VSimnéme si, Ze hromadny bod
mnoZiny do ni nemusi patfit.

fr—————————

I Uzaviené mnoZiny

A+2n0)"=1+2n°x+20° n— D>+ P (x) x°, xeR,
A+ =142+ Cn—DX*+ 0@ x>, xeR.
Pouhé dosazenf a jednoduché dpravy jiz davaji

o (142n0)" — (1 + nx)*

lim =

x—0 x2 ’

. @ =-D=-n*2n-1)) P+ Px®-0x) X

lim =

x—0 x2

lim (=" + (P(x) = Q) x) = —n’ +0=—n’.

5.22. Spocitejte

lim (tgx)'® .
x—>71/4( & )

4

Uzaviend podmnoZina v K je takovd, kterd obsahuje i
vSechny své hromadné body. Typickou uzavienou mnoZinou
je tzv. uzavreny interval

[a,b]={x €R, a <x < b}

redlnych Cisel. Zde a je redlné ¢islo nebo hrani¢ni hodnota
chybi a piSeme a = —oo (minus nekone¢no) a podobné b >
a je redlné ¢islo nebo +oo.

ReSeni. Limity typu 17°° (jako je v zad4ni) Ize poéitat podle vzorce

. lim ((f(x)—1)g(x))
lim f(x)*® = e ,
X—> X0

jestliZe limita na pravé strané€ existuje a f (x) # 1 pro x z jistého ryziho
okoli bodu x( € R. Ur¢eme proto

sin x !
x—m/4 COS X

lim
. sinx — cosx
= lim
CcoS X

sin (2x)
cos (2x)
2 sin x cos x )

cos? x — sin® x

xl_i};l“((tgx —Dtg 2x)) =

i 2sinx 2—“? {
= lim — = — = —
x—>m/4  COSX + sinx V2 V2

2 2

Odtud mame

1
lim (tgx)€@) = -,
x—m/4

Dopliime, Ze pouZity vzorec plati obecnéji pro ,,typ 1%l tj. bez kla-
denf jakychkoli podminek tykajicich se limity lim,_, ., g(x), kterd tak

ani nemusi existovat. O
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Uzaviené mnoZiny jsou tedy ty, které v sobé maji i vSe, k
¢emu umi ,,dokonvergovat. Uzavienou mnoZzinu bude tvofit
napf. posloupnost redlnych ¢isel bez hromadného bodu nebo
posloupnost s kone¢nym poctem hromadnych bodl spolu s
témito body. Uzavieny je také napf. jednotkovy kruh v roviné
komplexnich &isel véetné hrani¢ni kruZnice.

Snadno ovéfime, Ze libovolny priinik a libovolné ko-
necné sjednoceni uzavienych mnoZin opét uzaviend mnozina.
Skute¢né, pokud vSechny body néjaké posloupnosti patii do
priniku naseho systému mnoZin, pak jisté¢ patii do kazdé
z nich a proto do kaZzdé z nich pati{ i vS§echny hromadné

s v

body. Pokud bychom ale chtéli totéz fici o obecném sjed-

- noceni systému mnoZin A;, pak bychom neuspéli, protoze

napf. jednobodové mnoZiny jsou zjevné uzaviené, ale z nich
utvofend posloupnost bodii uz uzaviena nebyva. Pokud ale
jde o kone¢né sjednoceni mnoZin a hromadny bod néjaké po-
sloupnosti leZici v tomto sjednoceni, pak takovy hromadny
bod musi byt hromadnym bodem i vybrané podposloupnosti,
kterd ale uZ bude celd v jedné z naSich mnoZin. Kazd4 je ale
uzaviend, takZe i hromadny bod do nf a tedy i celého sjedno-
ceni patfi.
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\Qtevfené mnoZiny a okoli bﬁf

Oteviend mnoZina v K je takovd mnoZina, jejiz doplnék
je uzavienou mnozinou.

Okolim bodu a € K nazyvame libovolnou otevienou
mnozinu O, kterd a obsahuje. Je-1i okoli definované jako

Os(a) ={x €K, |x —a| < 5}

pro kladné &islo 8, hovoiime o §-okoli bodu a.

Vsimnéme si, Ze pro libovolnou mnoZinu A jea € K
hromadnym bodem A, pravé kdyZ v libovolném okol{ a leZi
také alespoii jeden bod b € A, b # a.

Lemma. MnoZina c¢isel A C K je oteviend, prave kdyZ kaZdy
Jjeji bod a € A do ni patvi i s néjakym svym okolim.

DtUkaz. Nechf je A oteviend a a € A. Kdyby neexisto-
valo Zadné okoli bodu a uvnitf A, musela by existovat po-
sloupnost a, ¢ A, |a — a,| < 1/n. Pak je oviem a € A
hromadnym bodem mnoZiny K\ A, coZ neni moZné, protoZe
doplnék A je uzavieny.

Naopak predpoklddejme, Ze kazdé a € Aleziv Ais
néjakym svym okolim. To pfirozené zabratiuje, aby né&jaky
hromadny bod b pro mnozinu K\ A leZel v A. Je proto K\ A
uzaviend a tedy je A oteviend. g

Z pravé dokazaného lemmatu okamzit¢ vyplyvé, Ze je
libovolné sjednoceni otevienych mnoZin opét otevienou
mnozinou a Ze kazdy konec¢ny prlinik otevienych mnozZin je
opét oteviend mnoZina.

Typickou otevifenou mnozinou redlnych Cisel je otevieny
interval (a,b) = {x € R, a < x < b}, kde pro hrani¢ni
hodnoty mame stejné moZnosti jako vyse. Jde o ohrani¢enou
mnozinu prave, kdyZ jsou obé meze intervalu konecna ¢isla.

V pripadé redlnych ¢isel jsou §—okoli pravé oteviené in-
tervaly o délce 25 s a uprostfed. V komplexni roviné je §—
okoli kruh o poloméru § se stiedem v a.

5.15. Ohranicené a kompaktni mnoziny cisel. Uzviené

& a oteviené mnoZiny predstavuji zdkladni pojmy
@a tzv. topologie. AniZz bychom zachézeli do
Qﬁ\\\ hlubsich podrobnosti a souvislosti, sezndmili
S jsme se prave s topologii redlné primky a topo-
logii komplexni roviny. Velice uZite¢né budou i nasledujici
pojmy:

ﬁeﬂraniéené a kompaktn{ mncﬁb

MnoZina A raciondlnich, redlnych nebo komplexnich ¢i- I
sel se nazyva ohranicend, jestlize exituje kladné redlné Cislo
r takové, Ze |z| < r pro vSechny ¢isla z € A. V opacném
pripad€ je neohranicend.

Ohranicend a uzaviend mnozina se nazyva kompaktni. l

5.23. Ukatite, Ze je

. sinx

lim — = 1.

x—0 X
ReSeni. UvaZujme jednotkovou étvrtkruznici v prvnim kvadrantu
a jeji bod [cos x, sin x], x € (0, m/2). Délka kruhového oblouku mezi

body [cos x, sinx] a [1, 0] je rovna x. Zfejmé tedy je
. T
sinx <x, x€ <0, 5) .

délka
body [1,sinx/cosx] a [1,0]. Vidime, Ze je (pfip. si nakreslete

Hodnotu tgx potom vyjadfuje duseCky s krajnimi

obrazek)

X <tgx, Xx€ (O%)
Tato nerovnost rovnéz vyplyva z toho, Ze trojihelnik s vrcholy [0, 0],
[1, 0], [1, tg x] m4 o€ividné vétsi obsah neZ uvaZzovand kruhové vysec.
Dohromady jsme ziskali

sin x T
9y x E <07 _) b
COS X 2

sinx < x <

tj.
X 1 T
l<— < , XE€ (0, —) ,
sin x COS X 2
sin x T
1> — > cosux, xe(O,—).
X 2
Z Véty o tech limitdch nyni plynou nerovnosti
. . sinx .
l=Im 1> lim — > lim cosx =cos0 = 1.
x—0+ x—0+ X x—>0+
Dokézali jsme tak, Ze
. sinx
lim =1.
x—>0+ X

Funkce y = (sin x)/x definovand pro x # 0O je ovSem sud4, a tudiZ je

sin x
m — =1.
x—0+ X

. sinx
lim — =
x—>0—- X
ProtoZe ob¢ jednostranné limity existuji a jsou si rovny, existuje obou-
strannd limita a plati pro ni

. sinx
lim — = 1.
x—>0+ X

. sinx
lim =
x—0 X

Poznamenejme jest€, Ze uvedenou limitu $lo velmi snadno vy¢islit za

pomoci I’Hospitalova pravidla. U

5.24. Stanovte limity

. n n . 1 n . 1 n?
lim , lm|(l1+—), lm|(1——- ;
n—oo \n 4+ 1 n— 00 n2 n—00 n
~ sin’x . . arcsinx
lim , lim ——, lim ———;
x—>0 X x—0 s1n“ x x—0 X
C 3tg’x sin (3x) tg (3x)
lim , m-—-—, -
x>0 5x2 x—0 sin (5x) x—0 sin (5x)
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) eSx _ er
Iim ———,
x—0 X

eSx —e ¥

im ————.
x—0 sin (2x)

ReSeni. Pri uréovani t&chto limit vyuZijeme znalosti limit (a € R)

et —1
=1.

) a\" . sinx )
lim <1 + —) =e%; lim — =1; lim
n

n— 00 x—>0 X x—0 X

Vime tedy, Ze je

1 . 1\" . n—1\"
e =lim({l——-) = lim .
n—o00 n n—oo n

Substituce m = n — 1 dava

o (n—=1\" . m \"*" m \" .
lim = lim | —— = lim (—— ) - lim .
n— 00 n m—oo \ m + 1 m—oo \'m + 1 m—oo m + 1

Celkem mame

1 . m " . m
€ = lim E— - lim —
m—oo \m + 1 m—oco m + 1

Druh4 z limit je zjevné€ rovna 1. KdyZ zménime oznaceni (nahradime

n za m), miZeme napsat vysledek
n n
e ! = lim .
n—oo\n 41

n2

1 n 1 e
lim <1 + —2> = lim (1 + —2>
n—00 n n—o00 n

1
. N\,
= lim 1+—2 =e =1
n—00 n

2

. 1 n . 1 n\ n
Iim {1 —— = lim 1— - =0.
n— 00 n n—o00 n

Upozorné€me, Ze prvni z predeslych vycisleni vyplyvd z limit

Dile plati

2
1\ 1\" 1
lim (l+—2) = lim (1+—) =e, Iim — =0
n— 00 n m— 00 m n—oo n

a druhé potom z

1 n
lim (1 — —) =e !, lim n = 400,
n— 00 n n—o00

pficemz klademe e~*°
se o urCity vyraz).
Snadno lze ziskat

sin” x sin x

lim =lim sinx -lim — =0-1=0.
x—0 X x—0 x—0 X
Ziejmé je
. X _
lim — =1"'=1
x—0 SIn x
a limita
lim —
x—0 SIn x
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= 0 (zdpis oznacuje lim,_, _» e* = 0 — jedna

Uzaviené kone¢né intervaly redlnych Cisel jsou typickym
prikladem mnoZin kompaktnich.

Pridejme jesté n€kolik topologickych pojmd, které ndm
umozni G¢inné vyjadfovani:

Vnitinim bodem mnoZiny A redlnych nebo komplexnich
¢isel nazveme takovy bod, ktery do A patii i s néjakym svym
okolim.

Hrani¢ni bodem mnoZiny A rozumime takovy bod, jehoz
kazdé okoli mé neprazdny prinik jak s A tak s dopliikem
R\ A. Hrani¢ni bod tedy miZe, ale nemusi patfit do samotné
mnozZiny A.

Oteviené pokryti mnoZiny A je takovy systém otevre-
nych mnoZin U;, i € I, Ze jejich sjednoceni obsahuje celé
A.

Izolovanym bodem mnoZiny A rozumime bod a € A,
ktery mé okoli, jehoZ priinik s A je pravé jednobodova
mnoZina {a}.

5.16. Véta. Pro podmnoziny A redlnych cisel plati:

(1) neprdzdnd mnoZina A je oteviend, pravé kdy? je sjedno-
cenim nejvyse spocetného systému otevienych intervalli,

(2) kazdy bod a € A je bud vnitini nebo hranicni,

(3) kaZdy hranicni bod mnoZiny A je bud izolovanym nebo
hromadnym bodem A,

(4) A je kompaktni, praveé kdyz kazda v ni obsaZend neko-
necnd posloupnost md podposloupnost konvergujici k
boduv A,

(5) A je kompaktni, praveé kdy? kaidé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.
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Dtkaz. (1) Zjevné je kazda oteviend mnoZina sjedno-
. cenim né&jakych okoli svych bodd, tj. otevienych
intervalt. Jde tedy pouze o to, jestli ndm jich
7\ vzdy stadi spocetné mnoho. Zkusme tedy najit
¢ co nejvétsi“ intervaly. Rekneme, Ze body
a, b € A jsou v relaci, jestliZe cely otevieny interval
(min{a, b}, max{a, b}) je podmnozinou v A. To je zjevné
relace ekvivalence (otevieny interval (a,a) je prdzdna
mnozina a ta je podmnoZinou, symetrie relace i tranzitivita
jsou zfejmé). Tridy této ekvivalence budou zjevné intervaly,
které budou navic po dvou disjunktni. Kazdy z téchto
intervall jisté musi obsahovat néjaké raciondlni ¢islo a tyto
musi byt rizné. VSech raciondlnich Cisel je ale spocetné
mnoho, proto mdme tvrzeni dokdzané.

(2) Ptimo z definic vyplyv4, Ze bod nemiiZe byt vnitini a
hrani¢ni zaroveti. Nechf tedy a € A neni vnitini. Pak ov§em
existuje posloupnost bodii a; ¢ A s hromadnym bodem a.
Zéroven a patii do kazdého svého okoli. Proto je a hrani¢ni.

(3) Predpoklddejme, Ze a € A je hranicni a neni izolo-
vany. Pak stejné jako v argumentaci pfedchoziho odstavce
existuji body a;, tentokrét uvnitt A, jejichZ hromadnym bo-
dem je a.

(4) Predpoklddejme, Ze je A kompaktni, tj. uzaviend
a ohrani¢end, a uvaZzme néjakou nekonecnou posloupnost
bodli a; € A. Tato podmnoZina ma jisté supremum b i infi-
mum a (nebo miZeme zvolit libovolnou horni a dolni zdvoru
mnoZiny A). Rozdélme nynf interval [a, b] pfesné na dvé po-
loviny [a, (b — a)] a [3(b — a), b]. V alespoii jedné z nich
musi byt nekone¢né mnoho prvki a;. Vyberme takovou polo-
vinu, jeden z prvkd v ni obsaZenych a nasledné tento interval
opét rozdélme uvaZovany interval na poloviny. Znovu vybe-
reme tu polovinu, kde je nekonecné mnoho prvkt posloup-
nosti a vybereme si jeden z nich. Timto zptisobem dostaneme
posloupnost, kterd bude Cauchyovska (dokaZte si detailné —
vyZaduje si jen pozorné hrani s odhady, podobné jako vyse).
O Cauchyovskych posloupnostech ovSem uz vime, Ze maji
vzdy hromadné body nebo jsou konstantni a7 na konecné
mnoho vyjimek. Existuje tedy podposloupnost s ndmi hleda-
nou limitou. Z uzavfenosti A zase vyplyvd, Ze ndmi nalezeny
bod musi opét lezet v A.

Opacné, jestlize kazdd v A obsaZend nekonecnd podm-
nozina m4 hromadny bod v A, znamena to, Ze vSechny hro-
madné body jsou v A a tedy je A uzaviend. Pokud by nebyla
mnoZina A zdroven ohrani¢end, uméli bychom najit posloup-
nost stéle rostouci nebo klesajici s rozdily dvou po sobé€ jdou-
cich ¢isel tieba alespori 1. Takova posloupnost bodil z A ale
nemiiZe mit hromadny bod viibec.

(5) Nejprve se vénujme snadnéjsi implikaci, tj. pfedpo-
kladdejme, Ze z kaZzdého otevieného pokryti Ize vy-
. brat kone¢né a dokazujme, Ze pak A je uzaviend i

) ohranicend. Jisté 1ze A pokryt spocetnym systémem
t intervali [, = (n —2,n+2),n € Z, ajakykoliv vy-
bér kone¢né mnoha z nich fik4, Ze je mnoZina A ohranicena.

neexistuje (zapisujeme 1/ & 0). Kdybychom tedy k vypoctu limity

lim —

x—0sIn” x
uzili pravidla o limit¢ soucinu, obdrzeli bychom 1-1/+0=1/%+0.
To znamen4, Ze tato limita neexistuje (opét jde o urcity vyraz). Ke
stanoveni

arcsin x
im ———
x—0 X

pouZijeme identitu x = sin (arcsin x) platnou pro x € (—1, 1), tj. v jis-

tém okoli bodu 0. Pomoci substituce y = arcsin x dostdvdme

arcsin x . y
= lim -
y—0siny

arcsin x
1m = 11mm —; -
x=0 X x—0 sin (arcsin x)

— =1

Poznamenejme, Ze y — O plyne z dosazeni x = 0 do y = arcsinx
a ze spojitosti této funkce v pocatku (to také zarucuje, Ze jsme tuto
substituci mohli ,,bez obav* zavést).

Ihned vidime, Ze je

. 3tg>x . (3 sinx sinx 1
lim =lim [ - - . .

x—0 5x2 x—>0\5 X X  cos?x
3 . sinx . sinx 1 3 3
= — . lim -lim -lim =—--1-1-1=-.
5 x=»0 x x=0 x x—=0cos?x 5 5

Vhodné rozsiten{ a substituce davaji

sin (3x) . sin (3x) S5x 3
1 — = |1IIn . .-
x—0sin (5x)  x—0 3x sin(5x) 5
. osin(3x) . 5x 3
=lim —— -lim — - —
x—0  3x x—0s8in (5x) 5
i 3 3 3
—lim Y fim D =1.1.2 =2
y—>0 y  z—08ing 5 5 5
Pomoci predeslého vysledku pak lehce spocitdme
tg (3x) . sin (3x) 1
———— =Ilim - .
x—0sin (5x)  x—0\sin (5x) cos (3x)
sin (3x) . 1 3
= —lim —==--1=-.
x—0s8in (5x) x—0cos(3x) 5 5
Podobné miiZzeme stanovit
S5x _ a2x G-2x _q
lim —— =lim [e* 5-2)
x—0 X x—0 (5 — 2)
3x _ 1
= lim e** - lim
x—0 x—0 3x
y _
=’ lim 3=1-1-3=3
y—0 y
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arovnéz

Sx —X

. - . X1 et -1
Iim —— =1lim | — — = =
x—0 sin (2x) x—0 \ sin (2x)  sin (2x)

(-1 2x 5 e*—-1 2x 1
lim - = c = - ===
x—0 S5x sin(2x) 2 —X sin (2x) 2

e —1 2x LoeTt — . 2x 1
lim -lim — - — —lim -lim — A —=
x—0  Sx x=>0sin (2x) 2 x>0 —Xx x—0 sin (2x) 2

Coet—1 z 5 - Z 1 5 1
lim lim —— - — — lim -lim —=)==4+==

u—0 U =»0sinzg 2 v=0 v 7z—08In z 2

5.25. Vypoctéte limity
.1 —cos(2x) .
Iim ——; lim

1 —cosx
x—>0  xsinx x>0 X ’

2

ReSeni. Spojenim diive prezentovanych postupi s jednim diileZitym

vysledkem
sin x
lim — =
x—>0 X

snadno ziskavame

. l—cos2x) . 1—(cos’>x —sin’x)
lim —— =1Ilim .
x—0 X Sin x x—0 X Sin x
) (l—cos x)—l—sm X
= lim
x—0 xsinx
~ 2sin’x sin x
= lim - =lim2—— =2;
x—0 xsInx x—0 X
resp.
.1 —cosx . 1—cosx 1+4cosx 1 —cos?x
lim — = lim > . =lm —————
x—0 X x—0 X 1+ cosx x=0 x% (1 4+ cos x)

) sin” x si
=lim —— = (lim — | -lim ——
x—0 x2 (1 4+ cos x) =0 X x—0 1+ cosx
Dodejme, Ze jsme také mohli hned vyuZit vyjadieni

1 — cos (2x) = 2sin® x, x € R.

5.26. Bez pouZiti Véty o tfech limitach dokazte, Ze funkce
1. .
R(x) = X, XE¢€ {;, neN}

0, xeR\{;; neN}
je spojitd v bodé 0.
ReSeni. Funkce R je spojitd v bod& 0, pravé kdy? je

lim0 R(x) = R(0) =0.

Z definice limity ukdZeme, Ze tato limita se skutecné rovna 0. Pfi ,,0b-
vyklém* znaceni je a = 0, xo = 0. Nechf § > 0 je nadéle libovolné.
Pro jakékoli x € (-4, §) je R(x) = 0, nebo R(x) = x, a tudiZ (v obou
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Predpokladejme nyni, Ze a € R \ A je hromadnym
bodem posloupnosti a; € A a predpokldadejme rovnou, Ze
la — a,| < % (jinak bychom mohli vybrat takovou podpo-
sloupnost). MnoZiny

1 1
Jp=R\[a——,a+ -]
n n

pro viechny n € N, n > 0, jsou sjednoceni dvou otevienych
thtervalii a jisté také pokryvaji naSi mnoZinu A. ProtoZe je
mozné vybrat kone¢né pokryti A, bod a je uvnitf dopliiku
R\ A v¢etné n&jakého svého okoli a neni tedy hromadnym
bodem. Proto musi byt v§echny hromadné body A opét v A
a tato mnoZina je i uzaviend.

Opacny smér dikazu je zaloZeny na existenci a vlastnos-
tech suprema. Pfedpoklddejme, Ze je A kompaktni a Ze je
dédno néjaké jeji oteviené pokryti C. Z predchoziho je zjevné,
Ze v A existuji nejvetsi a nejmensi prvek, které jsou zdroven
rovny b = supA aa = inf A. Oznacme si ted’ ,,nejzasSsi
mez", pro kterou jeSté ptijde kone¢né pokryti z C vybrat, tj.
definujeme mnoZinu

= {x € [a, b], existuje vybér kone¢ného pokryti [a, x] N A}.

Evidentné a € B, jde tedy o neprdzdnou zhora ohrani¢enou
mnoZzinu a existuje proto ¢ = sup B. Jde ndm o to dok4zat,
Ze ve skute¢nosti musi byt ¢ = b.

Argumentace je trochu nepfehlednd, dokud si ji nena-
¢rtneme na obrdzku, podstata je ale snadnd: Vime, Ze a <
¢ < b, predpoklddejme tedy chvili, Ze ¢ < b. ProtoZe je
R\ A otevfend, pro ¢ ¢ A existuje okoli bodu ¢ obsazené v
[a, b] a zdroven disjunktni s A. To by ale vylu€ovalo moZnost
¢ = sup B.

_ Zbyva tedy v takovém pifpad€ ¢ € A atedy je i néjaké
3koli O bodu ¢ v otevieném pokryti C. Zvolme si body
p < ¢ < g v O. Opét nyni bude existovat kone¢né pokryti
pro [a, g] N A. To ale znaci, Ze ¢ > c lezi v B, coZ neni
mozné. Pvodni volba ¢ < b tedy vedla ke sporu, coZ doka-
zuje pozadovanou rovnost b = c¢. Nynfi ale s pomoci okol{
b, které patii do C umime najit kone¢né pokryti v C pro celé
A. O

5.17. Limity funkci a posloupnosti. Pro diskusi limit je

gy vhodné rozsitit mnoZinu redlnych ¢isel R o dvé
"7 nekone¢né hodnoty +o0, tak jak jsme to uz
4~~~ — d¢lali pfi oznaCovan{ intervald.

Okohm nekonecna rozumime interval (a, co), resp.
(—00, a) je okoli —oo. Pojem hromadného bodu mnoZin
rozSifujeme tak, Ze oo je hromadnym bodem mnoZiny
A C R jestlize kazdé okoli co s ni md neprazdny prinik,
tj. jestlize je A zhora neohranicend. Obdobné pro —oo.
Hovorime o neviastnich hromadnych bodech mnoZiny A.
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\.* ,,pocitani se nekonetny™ 'L'r , pfipadech) dostdvdme R(x) € (=4, §). Jinymi slovy, vezmeme-li libo-
Zavadime i pravidla pro poténi s formalng pridanymi I volné §-okoli (—48, §) hodnoty a a pfifadime-li mu (-4, §) (jako okoli
hodnotami £00 a pro libovolnd , konecna™ ¢islaa € R: bodu xp), pak pro kazdé x € (—4, ) (z uvaZovaného okoli x¢) plati,

a4 00 = 00 7e R(x) € (46, &) (zde na interval (—§, §) nahliZime jako na okoli a).

To odpovidd znéni definice limity (nemuseli jsme ani poZadovat, aby

a—00=—00
a-o0o =00, jelia >0 bylo x # Xo).
a-00=—00, jelia <0 Uvazovand funkce R se nazyvd Riemannova funkce (proto ozna-

¢eni R). V literatufe se ov§em uvadi v rtiznych modifikacich. Napf.

Nisledujici definice pokryvd mnoho pifpadd limitnich 0 funkci

procesii a bude tfeba ji zvladnout dokonale. Jednotlivymi pii- 1, xeZ;

pady se budeme podrobné zabyvat v Zapéti. flx) = é L ox= g € Q pro nesoudélnd p, g € Zag > 1;
~.* Redlné a komplexnf limity YL I 0, x¢Q

Definice. UvaZme libovolnou podmnoZinu A C R a redl-' se ..Casto™ hovoii jako o Riemannové. 0

nou funkci f : A — R, pfipadné komplexni
., funkci f : A — C, definovanou na A. Uva-
Zme dédle hromadny bod xo mnoZiny A (tj. bud Fx) = (x2 B 1) sin
redlné ¢islo nebo pifpadné £00).
Rikdme, 7e f md v xo limitu a € R (neboa € C) a
piSeme

5.27. Dodefinujte funkci
2x —

2 —

1
T x#Z=+1(x eR)

v bodech —1, 1 tak, aby byla spojitd na R.

lim f(x) = a, ReSeni. Dana funkce je spojitd ve viech bodech svého defini¢niho

X—>X0

jestlize pro kazdé okoli O(a) bodu a lze najit okoli O(x)
bodu x, takové, Ze pro vSechny x € A N (O(xp) \ {xo0}) je f(=1):= lim <(x2 _ 1) sin 2;6 — 1) . F(1) = lim ((x2 _ 1) sin 2;6 — 1> .
x——1 xt—1 x—1 1

oboru. V bodech —1, 1 bude spojitd, praveé kdyZ polozime

f(x) € O(a). x? —
Limita redlné funkce se nazyva neviasmi, jestlize je a = Pokud by jedna z t&chto limit neexistovala (pfip. byla nevlastnf), funkci
00, V opatném piipadé se nazdva viastni. l by neslo spojité¢ dodefinovat. O¢ividné je
o 2x —1
Je dileZité si vS§imnout, Ze hodnota f v bod¢ x( v definici sin o <1, x#=£l1xeR),
X2 —

nevystupuje a f v tomto hromadném bodé viibec nemusi byt
definovana (a v pifpadé nevlastniho hromadného bodu ani ~ odkud plyne

nemuze)! ’
Také je zfejmé, Ze nevlastni limity komplexnich funkci B }x -1 ‘ =f= ‘xz -1 | » X FELx eR).
nejsou definovéany. Protoze
5.18. Nejcastéjsi varianty defini¢nich obori. Nase defi- lir§E11 |x2 -1 | =0,
ice limity pokryvé zddnlivé veli dilné k ty: o
fice HILLY PO.KEYVE ZOAnve veree Tozdlne Xonoepy z Véty o tfech limitach jiz dostavame vysledek f(£1) := 0. ([

(1) Limity posloupnosti. Jestlize je A = N, tj. funkce f
je definovana pouze pro pfirozend ¢isla, hovoiime o limitach

posloupnosti redlnych nebo komplexnich &isel. Jedingm hro- 5.28. Ovefte, 7e je limita

madnym bodem defini¢niho oboru A je pak oo a zpravidla (a)

piSeme hodnoty poslounosti f(n) = a, a limitu ve tvaru lim sin (2x) — 2sin x typu 9;
lim a, = a. x—>02e" — x2 —2x —2 0
n—00 (b)

Podle definice to pak znamend, Ze pro kazdé okoli O(a) li- im In x typu o0,

mitni hodnoty a existuje index N € N takovy, Ze a, € O(a) x—0+ cotg x 00’

pro vSechny n > N. Ve skutecnosti jsme tedy v tomto speci- (c)

alnim piipadé¢ preformulovali definici konvergence posloup- ) b 1

nosti (viz B12). Pfidali jsme pouze moZnost nevlastnich limit. XIEPJF ( x—1 m) typu 00 — 003

Rikdme také, Ze posloupnost a, konverguje k a. (d)

Pfimo z nasi definice pro komplexni hodnoty je opét vi- .
dét, Ze komplexni posloupnost md limitu a, pravé kdyZ redlné }E{L (InGx—1)-Inx)  typu0-oo;
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(e)
lim (cotgx)Rs  typu oo*;
x—>0+
® |
i ¥2
lim (%> typu 1°°;
x—0 X
(2)

X\ Inx
lim (cos —) typu 0°.
x—>1— 2

Poté ji spoctéte uzitim 1’Hospitalova pravidla.

ReSeni. Bezprostfedné miizeme potvrdit, Ze je

(a)
lirr}) (sin(2x) —2sinx) =0—-0=0,
lim (26" —x* —2x—2) =2-0-0—-2=0;
x—0
(b)
Iim Inx = —o0, lim cotgx = +4o0;
x—>0+ x—>0+
(©)
. X .
lim = +00, lim — = +o0;
=1+ x —1 x—1+ Inx
(d)
lim Inx =0, lim In(x — 1) = —o0;
x— 14+ x— 1+
(e)
. . 1
lim cotgx = 400, lim — =0;
X0+ x—=0+ Inx
() .
. sinx
lim =1, lim — = 4o0;
x—0 X x—0 x2
(g)

Iim Inx = 0.

x—1—

X
li — =0,
im cos —

x—>1-
Ptipad (a). Aplikovani I’Hospitalova pravidla pfevadi limitu

sin (2x) — 2sinx

lim
x—02e¥ —x2 —2x —2
na limitu
. 2cos(2x) —2cosx
lim )
x—=0 2e¥ —2x —2

kterd je ovSem typu 0/0. Dalsimi dvéma aplikacemi I’Hospitalova pra-

vidla dostavame
—4sin (2x) + 2sinx

2e —2
a (vySe uvedena limita je opét typu 0/0)
. —8cos(2x) +2cosx —8+2
lim = =
x—0 2e* 2
Celkem tak mame (vratime se k ptivodni limit¢)

lim

x—0

-3.

sin (2x) — 2sinx

m = 3.
x—>02e* —x2 —2x —2
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¢asti a; konverguji k re a a zdroven imagindrni ¢asti konver-
guji k ima.

(2) Limita funkce ve vnitinim bodé intervalu. JestliZe
je f definovana na intervalu A = (a, b) a x( je vnitfnim bo-
dem intervalu, hovofime o limité funkce ve vnitfnim bodé
jejtho defini¢niho oboru. Podivejme se, proc je dileZzité v de-
finici pozadovat f(x) € O(a) pouze pro body x # xgiv
tomto piipadé. Vezméme jako priklad funkci f : R — R

0 jelix #£0

=11 Gedix=o.

Pak zjevné limita v nule je dobfe definovdna a v souladu s
na$im o¢ekdvanim bude lim,_,o = 0, pfestoZze f(0) = 1 do
malych okoli limitni hodnoty 0 nepatfi.

(3) Limity zprava a zleva. Je-li A = [a, b] ohraniceny
interval a xy = a nebo xy = b, hovofime o limité zprava, resp.
zleva, v hrani¢nim bodé defini¢niho oboru funkce f. JestliZze
je ale bod x( vnitfnim bodem, miZeme pro ucely vypoctu
limity defini¢ni obor zizit na [xg, b] nebo [a, xo]. Vysled-
nym limitdm pak fikdme limita zprava, resp. limita zleva pro
funkci f v bod€ xy. OznaCujeme ji vyrazem 1imx_)x0+ f),
resp. limx_)xo— f(x). Jako pfiklad ndm muze slouzit limita
zprava a zleva v xo = 0 pro Heavisideovu funkci £ z Gvodu
této Casti. Evidentné je

lim A(x) =1, lim A(x) =0.
x—0t x—0~

Limita lim,_,¢ f (x) pfitom neexistuje.

Pfimo z naSich definic je zjevné, Ze limita ve vnitinim
bodu defini¢niho oboru libovolné redlné funkce f existuje,
praveé kdyz existuji limity zprava i zleva a jsou si rovny.

5.19. Dalsi priklady limit. (1) Limita komplexni funkce
f : A — C existuje tehdy a jen tehdy, jestlize existuji li-
mity jeji redlné a imagindrn{ ¢asti. V takovém pfipadé je pak
lim f(x) = lim (re f(x)) 4+ i lim (im f(x)).
X—>X( X—>XQ X—>X0

Ditikaz je pfimocary a vychdzi pfimo z definice vzdalenosti
a okoli bodli v komplexni roviné. Skutecné, prislusnost do
d—okoli komplexni hodnoty z je zajiSt€éna pomoci redlnych
(1/+/2)8—0koli redlné a imagindrni slozky z. Odtud jiZ tvr-
zeni bezprostfedné vyplyva.

(2) Necht f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro
kazdy bod x € R je

xliglo f @) = f(xo).

Skutecné, je-li f(x) = a,x" + - - - + ap, pak rozndsobenim
(xo + 8)F = x(’)‘ + k(Sx(’)‘*l + -+ + 8% a dosazenim pro k =
0, ..., n vidime, Ze volbou dostate¢n€ malého § se hodnotou
libovolné blizko pfibliZime f(xo).

(3) UvaZme nyni docela osklivou funkci definovanou na
celé redlné piimce

1 jelix e
foo = aetived
0 jestlizex ¢ Q.
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Piimo z deifnice je zjevné, Ze tato funkce nema limitu v Zad-
ném bodé (dokonce ani zleva nebo zprava).

(4) Nasledujici funkce je jesté zaludnéjsi, neZ jsme vidéli
v predchozim pifipadé. Funkce f : R — R je definovana
takto:

1 . v p v 2
= jestlizex = £ € QQ, p a g nesoud€lna
foy =] g ISzexr=4 <Q pag
0 jestlizex ¢ Q

Zjevné tato funkce ma limitu ve vSech iraciondlnich redlnych
bodech x a to rovnu své hodnoté f(x) = 0, zatimco v raci-

onélnich bodech neexistuji ani jednostranné limity zprava a
zleva. Dlikaz pfenechavame jako cviceni.

5.20. Véta (O tfech limitach). Budte f, g, h redlné funkce se
shodnym definicnim oborem A a takové, Ze exis-
tuje okoli hromadného bodu xy € R definicniho
oboru, kde plati f(x) < g(x) < h(x).

Pak pokud existuji limity

lim f(x) = fo, lim h(x) = ho
X—> X0 X—>X(
a navic fo = ho, pak také existuje limita
lim g(x) = go
xX—>XQ
a plati go = fo = hy.

Dtkaz. Z definice limity, pro libovolné ¢ > 0 exis-
tuje okoli O bodu xj, ve kterém jsou pro x # xo hod-
noty f(x),h(x) € (go — &, g + €). Z podminky f(x) <
g(x) < h(x) vyplyvd, Ze i g(x) € (g — &, 8o + &), tedy
lim,_, ;, g(x) = go.

Drobnou modifikaci predchoziho postupu si ¢tenéi do-
plni i argumentaci pro nevlastni hodnoty limit. U

Vsimnéme si, Ze véta ddvd moznost vypoctu limit pro
vSechny typy diskutované vyse, tj. limity posloupnosti, limity
funkci ve vnitfnich bodech, jednostranné limity atd.

5.21. Véta. Necht A C R je definicni obor redlnych nebo
komplexnich funkci f a g, xo nechf je hromadny bod A a
existuji limity

lim f(x) =a € R,

X— X0

lim g(x) =b € R.
xX—> X0

Potom:

(1) limita a je urcena jednoznacné,
(2) limita souctu f + g existuje a plati

lim (f(x) +g(x) =a+b,
X—>X0
(3) limita soucinu f - g existuje a plati
Jim (/) - g() = a-b,

(4) pokud navic b # 0, pak limita podilu f/g existuje a plati

LW _a
1m = —.
x—=x0 g(x) b

Dodejme, Ze opakované uZiti I’Hospitalova pravidla v jednom ptikladu
je béZné.

Nadale budeme klést, Ze se limity podilii derivaci ziskané I"Hospi-
talovym pravidlem pifimo rovnaji piivodnim limitdm podilt. Takto si
muzZeme pocinat, pokud obdrZené limity na pravych stranich budou
existovat, tj. o platnosti z4pisi se vlastn¢ budeme presvédcovat doda-
tecné.

Ptipad (b). Tentokrite derivovdni Citatele a jmenovatele dava

1
Inx ) X .
= lim = lim

=0+ — x—>0+ X
sin”~ x

—sin®x

m
x—0+ cotg x

Posledn{ limitu umime snadno urcit (dokonce ji zndme). Z

. sinx
lim — =1
x—=0+ X

lim —sinx =0,
x—04+

plyne vysledek O = 0 - 1. Také jsme mohli znovu pouZit I"Hospitalovo
pravidlo (nyni pro vyraz 0/0) se ziskem

. —sin’x . —2-sinx-cosx —-2-0-1
lim = lim = =0
x—0+ X x—0+ 1 1

Ptipad (c). Pouze prevodem na spole¢ného jmenovatele

] X 1 .ooxInx—(x-—-1)
lim -—— )= lim —=
=1+ \x—1 Inx =1+ (x —1)Inx

jsme obdrzeli typ 0/0. Je

xInx —(x—-1) _

lnx+§—1 . Inx
= lim ————— =
(x—=1)Inx x—1+ xx;l—i—lnx

im = lim —————.
x— 14 =l ] — -+ Inx

Mdéme podil 0/0, pro ktery (opét dle I’Hospitalova pravidla) plati

Inx . % 1

L+l 141

x2

1
m P m = —.
x—1+ 1—)—C+]nx x—1+ 2

Néavratem k pivodni limité zapiSeme vysledek

. x 1 1
lim -—— ==
=1+ \x —1 Inx 2

Piipad (d). Uvedeny vyraz pfevedeme na typ oco/oo (presnéji

feceno, na typ —oo/00) vytvofenim zlomku

1 —1
lim (In(x — 1) -Inx) = lim M
x—14 x— 1+ 0
Podle I’Hospitalova pravidla je
In(x —1) . xlTl . —xIn’x
m ———= lim —— = lim ———
x—1+ — xoly ——1 1 x—1+ x —1
In x In2x x

Pro tento neurcity vyraz (typu 0/0) Ize pokracovat I’Hospitalovym pra-
vidlem a stanovit

 —xIn’x . —In®’x—2xInx-1 0+0
lim —— = lim X —_ -
=1+ x —1 x—>1+ 1 1

0.

223



4. SPOJITE FUNKCE

2. REALNA CISLA A LIMITNI PROCESY

Pripady (e), (f), (g). ProtoZe

In(cotg x)
lim ===

11rn (cotg x) WY = g0+ ;
—0+

. 1 In sin x
. sin x \ »2 lim —*
lim =ex>0 X7

x—0 X
. TX\Inx lim (In x-In(cos %&-))
lim (cos —) = ex—>l- ,
x—>1- 2

postacuje vypocitat limity uvedené v argumentu exponencialni funkce.

Pomoci I’Hospitalova pravidla a jednoduchych tprav ziskdvdme

1
In (cotg x) _ |:typ +oo] _ i oer sina

lim
x—0+ x—0+

Inx —00

1
X

) —1
lim

———— =|typ- | = lim —— =
x—0+ COS X - sin x 0 x—>0+ cos? x — sin” x

sin x r A X X cos x—sin x

In

X Cosx — sinx

Dutkaz. (1) Predpoklddejme, Ze a a a’ jsou dvé hodnoty

lirr'lityulirpxﬁx() fgx). Pf)kud jea # a, pak
A~/ existuji disjunktni okoli O(a) a O(a’). Pro do-
' statecné mald okoli xg ale majl i hodnoty f lezet
v obou na naraz, coZ je spor. Proto jea = a’.

(2) Zvolme si néjaké okoli a + b, tieba Oy (a + b). Pro
dostate¢n€ malé okoli xy a x # x( bude jak f(x), tak g(x)
v e—okolich bodli a a b. Proto jejich soucet bude v 2e—okoli
kyZené hodnoty a + b. Tim je dlikaz ukoncen pro konec¢né
limity, pfipad nevlastnich limit je zcela obdobny.

(3) Podobné postupujeme u soucinu s Q.2 (ab). Pro mald
okoli x( se ndm hodnoty f i g trefi do e-okoli hodnot a a b.
Proto jejich sou¢in bude v poZadovaném e>—okol.

(4) Podobny postup ponechdn jako cviceni. U

Poznamka. Podrobnéjsim sledovanim dikazt jednotlivych
boda véty miZzeme jeji tvrzeni rozsitit i na nékteré nekonecné
hodnoty limit: V prvém piipadé€ je zapotiebi, aby bud ale-
spoii jedna z limit byla kone¢nd nebo aby obé mély stejné
znaménko. Pak opét plati Ze limita souctu je soucet limit s
konvencemi z BT, Pfipad ,,00 — oo™ ale neni zahrnut.

V. druhém piipadé miZe byt jedna z limit nekonecna a

lim —2— = |typ = | = lim S 2 =lim
=0 x? P 0] x-0 2x x>0 2x%sinx
[ 0] COSX — xsinx —cosx .
= [typ 5| =lim = lim
0] x—0 4xsinx + 2x?cosx
[ T i —COS X -1
=|typ = | =Ilim — = =
| 7 0] x-04cosx +2cosx —2xsinx  4+4+2-0
a tudiz
. 1 -1 1
lim (cotgx)mx =e™ = —;
x—>0+ €

1
li SN x \ +2 _% 1
m{ —— =€ = —.
x—0 X f/é

Obdobné 1ze postupovat pii urovéni posledni limity. Plati

lim
x—>1—

1

17
i In x

—0o0
o (-sin%) 7

1 1
x—1— — =
In?x x

T xsin’%‘-lnzx
= — lim —
x—1— COST

Nebot je tento vyraz typu 0/0, mohli bychom pokracovat 1’Hospitalo-

vym pravidlem; misto toho ale pfejdeme od

xsin% In’x

X
Cos 5

lim

x—>1—
k soucinu limit
L OTX In® x . In“ x
(x sin —) lim — =1 lim .

x—1— COST 5

lim

x—1—

Teprve nyni aplikujeme I’ Hospitalovo pravidlo pro

. In? x ) 0 . 2Inx - )lc
1m = — = IIm — =
x—1- COS % P 0 x—1— (—2l) sin ’%‘
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o0

In (cos &= —
<lnx -In (cos n_2x>) = lim M = |:typ i = x

]

x>0 4sinx + 2XG0%% nenulovd. Pak opét plati, Ze limita sou¢inu je soudin

limitl P¥ipad ,,0 - (£00)* nenf ale zahrnut.
¥ piipadé podilu miZe byt a € R a b = +oo, kdy vy-
sledek limity bude nula, nebo a = +o00 a b € R, kde vysle-
dek bude 0o podle znamének Citatele a jmenovatele. Piipad
,22“ nenf zahrnut.

Zdurazneme Ze naSe véta jako specidlni pfipad pokryva
také odpovidajici tvrzeni o konvergenci posloupnosti i o limi-
tach zprava a zleva funkci definovanych na intervalu.

Pro dvahy o limitdch byv4 technicky uZitecny i ndsledu-
jici jednoduchy diisledek definic, ktery uvadi do souvislosti
limity posloupnosti a funkci obecné.

5.22. Dasledek. UvaZme redlnou nebo komplexni funkci f
definovanou na mnoziné A C R a hromadny bod xo mnoZiny
A. Funkce f md v bodé xg limitu y prave, kdyZ pro kaZdou
posloupnost bodii x, € A konvergujici k xo a riiznych od x
md i posloupnost hodnot f(x,) limitu y.

Dtkaz. Predpokladejme nejprve, Ze limita f v bod€ x
je skute¢né y. Pak pro libovolné okoli V bodu y musi exis-
tovat okoli V bodu x, takové, Ze pro vSechny x € V N A,
X # Xxo,je f(x) € U. Pro kaZzdou posloupnost x, — xp
bodt riznych od x( ale budou pro vSechna n vétsi nez vhodné
N i v8echny body x, € V. Budou tedy posloupnosti hodnot
f (x,) konvergovat k hodnot¢ y.

Predpokladejme naopak, Ze funkce f nekonverguje k y
pri x — xo. Pak pro néjaké okoli U hodnoty y existuje po-
sloupnost bodti x,, # xo v A, které jsou blizsi k xo nez 1/m
a pfitom hodnota f (x,,) nepatii do U. Tim jsme zkonstruo-
vali posloupnost bodd z A rtiznych od xg, pro které hodnoty
f (x,) nekonverguji k y a diikaz je ukoncen. ([
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Definice. Nyni mame nachystdny ndstroje na korektni formu-

laci vlastnosti spojitosti, se kterou jsme dfive in-
tuitivné nakladali u polynomd. Nechf f je redlnd
nebo komplexni funkce definovana na intervalu
A C R. Rikdme, Ze f je spojitd v bodé xy € A,

Spojitost funkc{ lw

jestlize je

XILH;O J () = f(xo).

Funkce f je spojitd na A, jestliZe je spojita ve ve vSech bo-
dech xy € A.

Vsiméme si, Ze pro hrani¢ni body intervalu A fikd nase
definice, Ze f v nich ma hodnotu rovnou limité zleva, resp.
zprava. Rikdme, Ze je v takovém bodé spojitd zprava, resp.
zleva. Jiz jsme také vidéli, Ze kaZdy polynom je spojitou
funkci na celém R, viz BT9(2). Potkali jsme také funkci,
kterd je spojitd v iraciondlnich redlnych Cislech a nemd zadné
limity v Cislech raciondlnich, viz BT9(4).

Z predchozi véty B21l o vlastnostech limit okamZité vy-
plyva vétSina ndsledujicich tvrzeni

5.23. Véta. Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu A.

Pak

(1) soucet f + g je spojita funkce

(2) soucin f - g je spojitd funkce

(3) pokud navic g(xo) # 0, pak podil f/g je dobre definovin
v néjakém okoli xy a je spojity v xo.

(4) pokud spojita funkce h je definovana na okoli hodnoty
f(x0), pak sloZend funkce h o f je definovana na okoli
bodu xy a je v bodé x spojita.

Dukaz. Tvrzeni (1) a (2) jsou zfejmd, doplnit dikaz
. potiebujeme u tvrzeni (3). JestliZze je
C2y .. 8(x0) # 0, pak také celé e—okoli Cisla
ot g(xo) neobsahuje nulu pro dostatecné
7, 7" malé e > 0.Ze spojitosti g pak vyplyva,
Ze na dostate¢né malém §—okoli bodu x( bude g nenulové a
podil f/g tam bude tedy dobie definovan. Pak bude ovSem i
spojity v xo podle pfedchozi véty.

(4) Zvolme néjaké okoli O hodnoty h(f(xg)). Ze spoji-
tosti 7 k nému existuje okoli O’ bodu f(x), které je celé
zobrazeno funkci 2 do O. Do tohoto okoli O’ spojité zobra-
zeni f zobrazi dostate¢né malé okoli bodu xy. To je ale pravé
defini¢ni vlastnost spojitosti a dikaz je ukoncen. U

Nynf si veelku snadno miZeme odvodit zdsadn{ souvis-

losti spojitych zobrazeni a topologie redlnych &isel:

5.24. Véta. Necht f : R — R je spojita funkce. Pak

(1) vzor f~Y(U) kaZdé oteviené mnozZiny je oteviend
mnoZina,

(2) vzor f~Y(W) kaZdé uzaviené mnoZiny je uzaviend
mnoZina,

Celkem mame

X 14
li (1 | ( —)):—-1.0=o,
Jlim (Inx -In{cos > >
tj.
Inx
lim <cos E) =e=1.
x—1— 2
O
5.29. Urcete .
lim (cotgx — —) .
x—0 X
Reseni. Uvédomime-li si, Ze je
1
lim cotgx = +o0, lim — = +o0,
x—>0+ x—>0+ X
. o1
lim cotgx = —o0, lim — = —o0,
x—0— x—>0— X

vidime, Ze v piipadé obou jednostrannych limit dostdvame typ co—oc.
MiZeme tedy uvaZovat najednou oboustrannou limitu. Funkci kotan-
gens zapiSeme jako podil kosinu a sinu a zlomky pfevedeme na spo-
le¢ného jmenovatele, tj.

. 1 . XcosSx —sinx
lim { cotgx — — | =lim ———.
x—0 X X S1n x
Obdrzeli jsme vyraz 0/0, pro ktery plati (podle I’Hospitalova pravidla)
. Xxcosx —sinx COSX — X sinx — cosx —Xx sinx
Iim ———— =1lim - = lim
x—0 X smx x—0 SIn X + X COS X

Druhym pouzitim 1’Hospitalova pravidla pro typ 0/0 pak jiz dosta-

neme

. —Xx sin x . —sinx — xcosx 0—-0
lim ———— =1lim

x=08inx +xcosx x—0COSx + COSXx — x Sinx 1+1-0

O

5.30. Vycislete

. Inx ) 1 ) 1
Iim —, Iim xIn—, lim xex;
xX—>+00 X x—>0+ X x—>0+
_4
. _1 e .
lim xe ~x, im ——, lim (Inx — x) ;
x—0— x—0 x100 xX—>+00

X . Jx +1 . X
lim : , 1 —_—
xX— 400 x + 3 X2 + 1

ReSeni. Snadno lze zjistit (napf. n-nasobnym uZitim 1’ Hospitalova pra-

lim —,
x—+o00 x +Inx - cosx

m
X—>+00

vidla), Ze pro libovolné n € N je
x" e
lim — =0, t. Ilim — =+4o0.
x——+o0 e¥ x——+o0 X"

X

Z Véty o tfech limitich potom pro reédlnd Cisla @ > 0O ihned plyne

zobecnéni
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x>0 sinx + x cosx
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Uvazime-li, ze grafy funkci y = e* a y = Inx (inverzni funkce k y =
e") jsou symetrické vzhledem k pifimce y = x, vime ddle
Inx

lim — =0, .
X—>+00 X

. X
Iim — = +o0.
x—>+oo lnx

Ziskali jsme tak prvni vysledek. Ten pfitom ddva rovnéz I’Hospi-
talovo pravidlo, podle kterého je
! 1

lim £ = lim —=0.
xX——400 xX—>400 X

. Inx
lim — =
x—>400 X
Upozornéme, Ze 1I’Hospitalovo pravidlo Ize pouZit k vycisleni kazdé
z dalSich péti uvedenych limit. Je ov§em moZné urcit tyto limity jed-

nodussimi zptisoby. Napf. substituce y = 1/x vede na

1 In
lim xIn— = lim —2 =0
x—>0+ X y—>+oo y
y
lim xer = lim — = +oo.
x—>0+ y=>+oo y

Samoziejmé x — 0+ ddvdy = 1/x — +o0o (piSeme 1/ + 0 = +00).

Pomoci substituci u = —1/x, v = 1/x? po fadé dostdvime
. _1 : e
lim xe ™ = lim —— = —o0;
x—0— u—>—+00 u
il
im & = im0
1m = m =
x—0 xlOO v— 400 ev ’
pticemZ x — 0— odpovidd u = —1/x — +oo (piSeme —1/ — 0 =

+o0)ax — 0potomv = 1/x*> = +00 (znovu 1/ 4+ 0 = +00). Jiz

diive jsme také objasnili, Ze plati

Iim —x = —o0.

lim (Inx —x) = I
X—>+00

xX—> 400
Ptipadné pochyby snad rozptyli limita
Inx —x X

lim — lim (1 _ —) = —o0,
x— 400 lnx X—> 400 lnx

kterd dokazuje, Ze pfi zmenSeni absolutni hodnoty uvaZovaného vy-
razu (anizZ by doS$lo ke zméné€ znaménka) stdle vyraz v absolutni hod-
not€ roste nade vSechny meze.
Stejné snadno umime urcit

X

im ——M —
x—>+o00 x +Inx - cosx

Ix+1

m
x— 400 Sx _|_3

) X
lim — =1;
xX—>400 X
Vi
= l1lm — = +0Q0;
x—+00 \5/; ’
lim —
—_— m — =
X2 + 1 x——+00 /x2

Vidéli jsme, Ze 1’Hospitalovo pravidlo nemusi byt nejlepsi metodou

1.

xX—>+00

vypoctu limity jednoho z typt 0/0, co/oo. Na predchozich tfech pii-
kladech lze ilustrovat, Ze jej ani nelze vzdy (pro neurcité vyrazy) apli-

kovat. Kdybychom jej pouZili k feSeni prvniho z nich, obdrZeli bychom
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(3) obraz f(K) kaZdé kompaktni mnoZiny je kompaktni
mnoZina,

(4) na libovolné kompaktni mnoziné K dosahuje spojité zob-
razeni maxima a minima.

Dtkaz. (1) Uvazme néjaky bod xq € ). Néjaké
(0 okoli O hodnoty f(xo) je celé v U, protoZe je U ote-
% viend. Pak ovSem existuje okoli O bodu x, které se
A celé zobrazi do O, patii tedy do vzoru. Kazdy bod
B4 1 vzoru je tedy vnitini a tim je diikaz ukonceny.

(2) Uvazme né&jaky hromadny bod xo vzoru f~'(W) a
n¢jakou posloupnost x;, f(x;) € W, kterd k nému konver-
guje. Ze spojitosti f nyni zjevné vyplyva, Ze f(x;) konver-
guje k f(xp), a protoZe je W uzaviend, musi i f(xg) € W.
Ziejmé jsou tedy vSechny hromadné body vzoru W ve W
také obsaZeny.

(3) Zvolme libovolné oteviené pokryti f(K). Vzory jed-
notlivych intervald budou sjednocenimi otevienych intervalt
a tedy také vytvori pokryti mnoZiny K. Z ného lze vybrat ko-
ne¢né pokryti a proto ndm stacilo kone¢né mnoho odpovida-
jicich obrazii k pokrytf plivodni mnoZiny f(K).

(4) ProtoZe je obrazem kompaktni mnoZiny opét kom-
paktni mnoZina, musi byt obraz ohrani¢eny a zdroveii musi
obsahovat svoje supremum i infimum. Odtud ale vyplyva, Ze
tyto musi byt zdroveii maximem a minimem hodnot. U

5.25. Duasledek. Necht f : R — R je spojitd. Potom

(1) obraz kaZdého intervalu je opét interval
(2) f na uzavieném intervalu [a, b] nabyva vsech hodnot
mezi svou maximdlni a minimdlni hodnotou.

Dtkaz. (1) UvaZme né&jaky interval A (a ponechme stra-
nou, jestli je A uzavieny nebo otevieny, af uz zleva nebo
zprava) a predpokladejme, Ze existuje bod y € R takovy,
7e f(A) obsahuje body mens$i i vétSi neZ y, ale y ¢ f(A).
Znamena to tedy, Ze pro oteviené mnoZiny B; = (—o00, y) a
B, = (y, 00) jejich vzory A} = f~'(B)) a Ay = f~'(B,)
pokryvaji A. Tyto mnoZiny jsou pfitom opét oteviené, jsou
disjunktni a ob€ maji neprazdny prinik s A. Nutné tedy musi
existovat bod x € A, ktery nelezi v By, je ale jejim hromad-
nym bodem. Musi vSak leZet v B, a to u disjunktnich ote-
vienych mnozin neni mozné. Dokdzali jsme tedy, Ze pokud
néjaky bod y nepatii do obrazu intervalu, musi byt vSechny
hodnoty bud zédroveni vét$i nebo zdrovent mensi. Odtud vy-
plyva, Ze obrazem bude opét interval. V§imnéme si, Ze jeho
krajni body mohou a nemusi do obrazu patfit.

(2) Toto tvrzeni je ptimym disledkem piedchoziho, pro-
toZe obrazem uzavieného intervalu musi byt opét uzavieny
interval. U

Na zavér nasi tvodni diskuse spojitosti funkci uvedeme
jeste tvrzeni, kterd jsou uZitenym néstrojem pii pocitani li-
mit.

5.26. Véta (O limite sloZené funkce). Nechf f, g : R — R
Jsou funkce, lim,_,, f(x) = b.
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(1) Pokud je g je spojitda v b, potom
lim ¢ (/) =g (lim £()) = g(b).
(2) JestliZe existuje limita lim,_,;, g(y), potom
lim g (f(x)) = lim g(y).

Dtkaz. Je podobny jako ve véte B23(4). Z existence li-
mity g v bodé b vyplyva, Ze pro jakékoliv okoli V této limity
umime najit dostate¢né malé okoli U bodu b, na kterém jsou
uZ hodnoty g ve V. Pokud ale f md bod b jako limitu v bodé
a, pak se do U trefime vSemi hodnotami f pro dostate¢né
malé okoli a, coZ ovéfuje druhé tvrzeni. Prvni pak je pfimym
disledkem druhého. g

5.27. Kdo uz je v ZOO. Zacali jsme budovat nas zvitetnik
; funkci s polynomy a s funkcemi, které se z nich
__daji vyrobit ,,po castech”. Zaroven jsme do-
vodili spoustu vlastnosti pro patrné obrovskou
' tiidu spojitych funkci, nemdme ale zatim moc
praktlcky zvladatelnych prikladd. Jako dalsi si prohlédneme
potadnéji podily polynomd.

Nechf f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i kom-
plexni hodnoty (tj. pfipoustime vyrazy a,x" +- - - +ag s kom-
plexnimi a¢; € C, ale dosazujeme jen redlné hodnoty za x).

Funkce i : R\ {x € R, g(x) =0} —» C,

f
g(x)

h(x) =

je dobfe definovadna ve vSech redlnych bodech kromé kotrenti
polynomu g. Takové funkce nazyvdme raciondlni funkce. Z
vty vyplyvd, Ze raciondlni funkce jsou spojité ve vSech
bodech svého defini¢niho oboru. V bodech, kde definovany
nejsou mohou mit

e konecnou limitu, kdyZ jde o spole¢ny kofen obou poly-
nomi f a g (v tomto pfipadé rozsitenim jejich definice o
limitni hodnotu v tomto bod€ dostaneme funkci i v tomto
bodé spojitou)

e nekonecnou limitu, kdyZ limity zprava a zleva v tomto
bodé jsou stejné

e riizné nekonecné limity zprava a zleva.

Nézorné je mozZné tuto situaci vidét na obrdzku, ktery
ukazuje hodnoty funkce

(x —0.05a)(x —2—0.2a)(x —5)
x(x —2)(x — 4)

h(x) =

pro hodnoty a = 0 (obrdzek vlevo tedy vlastné zobrazuje
raciondln{ funkci (x — 5)/(x —4))aproa = 5/3.

pro x > 0 podil

1 X

14 €% —Inx -sinx T X+cosx—xlnx-sinx’

ktery je slozit&jsi nez ptivodni. Dokonce pro x — oo limitu nema.
Nenf tedy splnén jeden z pfedpokladii I’'Hospitalova pravidla. Ve dru-
hém piipadé pak (libovolny pocet opakovanych) pouZiti I’Hospitalova
pravidla vede na neurcité vyrazy. Pro posledni limitu nds I’ Hospitalovo

pravidlo vrati do zadédni: ddva nejdiive zlomek

1 x2+1
2x X
24/ x2+1
a nasledné
2x
2vV/x2+1 X
1 241

Odsud mtzeme odvodit, Ze limita je rovna 1 (hleddme nezdpornou
hodnotu @ € R takovou, aby platilo a = a~'), pouze kdy# difve do-

kdZeme, Ze viibec existuje. U

5.31. Urcete suprema a infima mnoZin

(—’112)"; ne N} D C=(=9,9NQ

A = (=3,0lu(l,7)U{6}; B = {
v R.

5.32. Naleznéte sup A a inf A pro

A {n—i—(—l)”

;nEN}CR.
n

5.33. Je-li

N={1,2,...,n, ...}, M= {—%; n GN}, = (0, 2]U[3, 5]\ {4},

stanovte inf N, sup M, inf 7 asup J v R.

5.34. Napiste ptiklad mnoziny M C R, kterd nemd v R infimum, ale
md zde supremum; a udejte piiklad mnoZiny N C R, kterd nemd v R

supremum, ale m4 zde infimum.
5.35. Uvedte podmnoZinu X mnoZiny R, pro kterou je sup X < inf X.
5.36. Udejte priklad mnoZin A, B, C C R takovych, aby platilo

ANB =0, ANC =0, BNC =0, supA=infB =infC =supC.

5.37. Z definice limity dokaZte, Ze je

lim (¥ —2) = -2.

x—0
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5.38. Z definice limity urcete

o (1+x)?-3
lim ——,
x—>—1 2

tj. mj. napiste (¢)-predpis jako v minulém piikladu.
5.39. UkaZte z definice limity, Ze

o 3@ =2)¢
Iim —— =

X——00 2

+00.

5.40. Stanovte

. 1 2 n—2 n-—1
lm { =4+ —=+---+ + .
n n

n—o00 \ n? n2

5.41. Vypocitejte
. N3 =112+ 2+ n” —2n° —n? —n +sin’n
im )
n—00 2— 5+ 2345

5.42. Vycislete limitu
.onl+m=2)—m—-4)!
lim
n—>oo  n04nl—(n—1)!

5.43. Udejte priklad posloupnosti majicich nevlastni limity se ¢leny

Xn, Yns 1 € N, pro které je

lim (x, + y,) = 1, lim (xn y,%) = +o0.
n— 00 n—>00

5.44. Napiste vSechny hromadné body posloupnosti dané ¢leny
-D"2
a=—D2 L en,
V4n? +5n +3
5.45. Spoctéte

limsup @, a liminf a,,

n—00 n—>00
je-li
n’>+4n -5 nmw
a, = 219 ssz, neN

5.46. Vycislete
o \" . nrm
liminf { (=D"{1+—) +sin— ).
n— 00 n 4

5.47. Urcete obé jednostranné limity

, 1 . 1
lim arctg —, lim arctg —.
x—>0+ X x—>0— X
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a=0. a=1.6667

5.28. Funkce mocninné a exponencialni. Polynomy jsou
)@\ pomoci s¢itdni a ndsobeni skaldry seskladany z
‘4% 22~/ jednoduchych mocninnych funkci x + x" s pfi-
A s rozenych ¢islemn = 0, 1, 2, . ... Samozfejmy
2z smysl ma také funkce x — x~' pro viechny
x # 0. Tuto definici ted rozsifime na obecnou mocninnou
Sfunkci x* s libovolnym a € R.
Budeme vychdazet z vlastnosti mocnin a odmocnin, které
patrné povazujeme za samoziejmé. Pro zdporné celé Cislo
—a proto definujeme

x4 = (xa)—l — (X_l)a.

Déle jisté chceme, aby ze vztahu b" = x pron € Nvyplyvalo

Ze b je n—tou odmocninou z x, tj. b = xn. Je tfeba ale ovefit,
Ze takovd b skutecné existuji.

Z bionomického rozkladu mocniny dvoj¢lenu je vidét, Ze
funkce y — y" je pro y > 0 stéle rostouci. Pfedpoklddejme
x > 0 auvazujme mnozinu B = {y € R,y > 0, y* <
x}. To je zfejmé& zhora ohrani¢end mnoZina a zvolime b =
sup B. O mocninné funkci s pfirozenym »n jiz vime, Ze je to
funkce spojitd, snadno tedy ovéfime. Ze skute¢né plati b" =
x. Skute¢né, urcité je b" < x a kdyby platila ostrd nerovnost,
nasli bychom jisté i y s hodnotou b < y' < x, coZ nutné
znamend i b < y atedy jde o spor s definici suprema.

Konecné, pro hodnoty a € R a x > 1, si povSimnéme,
Ze jde pro raciondlni a o striktné rostouci vyraz (pro vétsi a
je vzdy vétsi vysledek). Proto klademe

X =sup{x’,y e Q, y <a}l.

Pro 0 < x < 1 bud definujeme analogicky (je tfeba si jen
pohrét s nerovnitky) nebo klademe piimo x* = (%)*“. Pro
x = 1je pak 1* = 1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci x +— x* mame tedy dobie
definovanou pro vSechny x € [0,00) aa € R. Nasi kon-
strukci ale midZeme také ¢ist nasledujicim zpisobem: Pro ka-
7dé pevné redlné ¢ > 0 existuje dobfe definovand funkce na
celém R, y — ¢”. Této funkci fikdme exponencidlni funkce
o zékladu c.

Vlastnosti, které jsme pouZili pfi definici mocninné a ex-
ponencidlni funkce f(y) = ¢’, tj. ¢ = f(1), Ize shrnout do
jediné rovnosti pro libovolné redlné kladné x a y:

Sx+y=7®-f»
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spole¢né s poZadavkem spojitosti.

Skute¢né, pro y = 0 dostdvame z této rovnosti f(0) =1,
odtudpak 1 = f(0) = f(x—x) = f(x)-(f(x))~! akone¢n&
pro pfirozené n je zjevné f(nx) = (f(x))". Takto jsme jiz
jednoznac¢né urcili hodnoty x* pro vSechny x > 0aa € Qa
pozadavkem spojitosti byla jiz funkce urcena vsude.

Zejména tedy pro exponencidlni funkci plati znamé

vztahy
(5.5) a*-a’ =a", (a*) =a*".

Na obrdzcich vidime funkce x > a* ax > x” pro jednu
konkrétni hodnotu a = 2.5167 a b = 4.5833.

a=2.5167 b=45833

1007 1007
aoz aoz
60; 60;
405 405

201 201

5.29. Logaritmické funkce. Vid¢li jsme pravé, Ze exponen-
cidlni funkce f(x) = a* je pro a > 1 stile rostouci a pro
0 < a < 1 je stéle klesajici. V obou ptipadech tedy existuje
k f(x) funkce inverzni f~!(x) kterou nazyvame logaritmic-
kou funkci se zdkladem a. PiSeme In,(x) a defini¢ni vztah
tedy je In(a*) = x.

Rovnosti (B3) jsou proto ekvivalentni vztahdm

Ing(x - y) = Ing(x) +1Ing(y),  Ing(x") =y - Ing (x).

Logaritmické funkce jsou definovény jen pro kladné hodnoty
argumentu a jsou pro zédklad a > 1 rostouct, pro zdklad 0 <
a < 1 Kklesajici na celém definicnim oboru. Pro kazdé a je
In, (1) = 0.

Brzy uvidime, Ze obzvlast dilezitou hodnotou pro a je
tzv. Eulerovo ¢islo e, viz odstavec B41l. Funkci Ine (x) nazy-
vame prirozenym logaritmem a zdklad e v oznaceni vynecha-
vame. tj. piSeme prosté In(x).

3. Derivace

U polynomu jsme jiz v odstavci B8 diskutovali, jak

>, popisovat jednoduse velikost riistu hodnot po-
2 lynomu kolem daného bodu jeho defini¢niho
S — oboru. Tehdy jsme pozorovali podil (82),
ktery Vyjadroval smérnici se¢ny mezi body [x, f(x)] € R?
alx + Ax, f(x + Ax)] € R? pro (maly) pfirtistek Ax ne-
zévisle proménné. Tehdejsi dvaha funguje zrovna stejné pro
libovolnou redlnou nebo komplexni funkci f, jen musime
misto intuitivniho ,,zmenSovani* piirdstku Ax pracovat s
pojmem limity.

Na zékladé€ vysledku rozhodnéte o existenci limity

5.48.

5.49.

5.50.

551

5.52.

5.53.

5.54.

5.55.

5.56.

5.57.

lim arctg —
x—0

Existuje nékterd z limit
sin x S+
lim , lim ?
x>0 x3 x—0 X

Vypoctéte limitu
. tgx —sinx
hm T E—
x—0 sin” x

Vycislete
i 2sin’ x + 7sin’x + 2sinx — 3
im .
x—n/6 2sin’ x + 3sin’x — 8sinx + 3
Pro libovolné m, n € N urcete

X" —1
lim
x—1 x" — 1

Vycislete
lim (\/x2 +x — x) .
X—> 400
Stanovte
lim (x\/l + x2 —xz).
x—>+00
Vypocitejte
V2 —=JT+cosx
lim — .
x—0 sin” x
Vycislete
. sin (4x)
Iim —.
=0 /x+1-1
Spoctéte
AT Htgx — 1T —tgx
lim - .
x—>0— sSin x
Stanovte

+ V122 =20 — 7 + 4452

lim .
x—>—00 3¢ 4 /6x6 4 x2 — 18x5 — 592x4
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3. DERIVACE

5.58. Nechf lim,_, o f(x) = 0. Je pravda, Zze lim,_, _o(f(x) -

g(x)) = 0 pro kazdou rostouci funkci g : R — R?
5.59. V jakych bodech x € R je funkce

y = cos (arctg <| 123 + 11 -

s maximdlnim definiénim oborem spojitd?

ecos()c—Q—Z)—x3

—11 — x12

5.60. Rozhodnéte, zda je funkce

x < 0;

0<x<l;

x =1;
X) =
F 1l<x<?2;
, 2<x=<3
1
x—3’

" O % O =

x >3

Spojitd; spojitd zleva; spojitd zprava v bodech —m, 0, 1,2, 3, 7.

5.61. Dodefinujte funkci

f(x) = arctg (1 + x%) -sin® x°, x € R~ {0}
pro x = 0 tak, aby byla v tomto bod¢ spojita.
5.62. Uvedte p € R, pro které je funkce
fo=" weron f0=p

spojitd v pocatku.

5.63. Zvolte redlnou hodnotu a tak, aby funkce

=1
h(x) = , x> 1; h(x) =a, x<1
x—1
byla spojitda v R.
5.64. Libovolnym zplsobem ovéite, Ze je
-1
lim &~ = 1.
x—0 X
5.65. Vypoctéte
sin® x . sin® x
im ; lim

x—0+ X3 xX—>—00 X

5.66. Urcete limitu

2n—1
. n
lim .
5.67. Spocitejte
sinx — x
Iim ——
x—>0— x3
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)) +sin (sin (sin (sin x)))

Uvadime definici pro vlastni i nevlastni derivace, tj. pfi-
poustime i nekone¢né hodnoty. VSimnéte si, Ze na rozdil od
limity funkce, u derivace v daném bod¢€ x, je nutné, aby byla
sama funkce v tomto bod¢ definovana.

ivade funkce jedné redlné promeémme———

5.30. Definice. Nechf f je redlnd nebo komplexni funkce
definovand na intervalu A C R a xo € A. Jestlize existuje
limita
lim L = f&o)
im ———— =a
X—x0 X — Xo
pak fiddme, Ze f md v bod€ x( derivaci a. Hodnotu derivace
zapisujeme jako f'(xo) nebo Z—f(xo), pripadné a = % f(xo0).
Derivace redlné funkce je viastni, resp. neviastni, kdyz
je takovou prislusnd limita.
Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) defi-
nujeme zcela stejné pomoct limity zprava a zleva.

S derivacemi se vcelku snadno pocita, d4 nam ale dost
prace korektné odvodit derivace i nékterych z funkci, které
uZ v nasem zvéfinci mame. Proto s pfedstihem vsunujeme
do textu souhrnnou tabulku, jak derivace pro nékolik z nich
vychdzi. V poslednim sloupci je odkaz na odstavec, kde se
da ddaj skutecné i s iplnym vykladem najit. VSimnéme si
také, Ze inverzni funkce k fad€ z naSich funkci sice neumime
pfimo vyjadfit elementdrnim zptisobem, pfesto ale budeme
umét pocitat jejich derivace, viz. B34

|

1'Nékteré derivace funkcif—————

funkce definic¢ni derivace
obor

polynomy f(x) |celé R f'(x) je opét po-

lynom b8
kubické splajny | celé R h'(x) je opét
h(x) splajn 53
racionalni celé R kromé | raciondlni
funkce kofenli jmeno- | funkce: X

J

f(x)/gx) vatele g f’(x)g();)(;)];(x)g’(x)
mocninné interval f/(x) = ax*7! ??
funkce (0, 00)
Jfx) =x*
exponencidla celé R f'(x) = In(a) - | 2?
fx) = a' a*
a>0,a#1
logaritmus interval f'(x) =|??
S ) = Ing(x), | (0, 00) (In(@)~"' -1
a>0,a#1

Z formulace definice lze oclekdvat, Ze f’(xp) bude
umoZziovat dobfe aproximovat danou funkci pomoci piimky

y = f(xo) + f'(x0)(x — xo).
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Takto lze snad vnimat nésledujici lemma, které fika, 5.68. Vycislete limitu

s Ze nahrazenim konstantniho koeficientu f’(xq) X
ve vyjadreni pfimky spojitou funkci dostaneme xl_i)f{l_ ((1 —X) tg 7) .
pfimo hodnoty f. Odchylka hodnot /(x) na
okoli bodu xy od hodnoty (xy) pak pfimo fika,
jak se 1isf smérnice seCen a teCny v bod¢ xj.

5.69. Stanovte

Lemma. Redlna nebo komplexni funkce mav bodé xq vlastni lim ( <7T ) ) x)
derivaci, pravé kdyz existuje na néjakém okoli O(xg) funkce x> F &

¥ spojitd v xg a takovd, Ze pro vSechny x € O(xg) plati

f ) = fxo) + () (x — xo).

5.70. Pomoci I’Hospitalova pravidla urcete
Navic pak vidy ¥(xo) = f'(x0) a sama funkce f je v bodé

i (4-2)).
Dtokaz. Nejprve predpoklddejme, Ze f'(xg) je vlastni
derivace. Pokud ma i existovat, mé jisté pro vSechny x €
O\ {xo} tvar 5.71. Vypoctéte
Y(x) = (f(x) — f(x0))/(x — x0). lim ( 1 1 > .
V bodé€ xy naopak definujme hodnotu derivaci f'(xg). Pak 2Inx ¥ —1

jisté
xlin;o Y(x) = f'(x0) = P(xo)

jak je poZadovéno.
Naopak, jestliZe takova funkce i existuje, tentyZ postup lim (cos z)x
vypocte jeji limitu v xo. Proto existuje i f'(xo) a je ¥(xo) x—>+00
rovna.
Z vyjadieni f pomoci spojitych funkci je zfejmé, Ze je
sama spojitd v bod¢€ xo. U 5.73. Dopliite

5.72. Uzitim I’Hospitalova pravidla spoctéte limitu

2

X

5.31. Geometrlcky vyznam derivace. Pfedchozi lemma lim (1 — cosx)S"* = ...
7 . lze ndzorn& vysvétlit geometricky a tim popsat =0

smysl derivace. Rika totiZ, Ze na grafu funkce

A "y f(x), tj. na pfislu$né kiivce v roviné

se souradnlceml X a y, pozname, zda existuje derivace

podle toho, jestli se spojit¢ méni hodnota smérnice secny i a o
0, im xhx, lim xm= ,

prochédzejici body [xg, f(x0)] a [x, f(x)]. Pokud ano, pak x—0+ x—+00

limitn{ hodnota této smérnice je hodnotou derivace.

\-*Rostouci a klesajici funkce .YL I

Dusledek. Md-li redlnd funkce f v bodé xy € R derivaci
f'(x0) > 0, pak pro néjaké okoli O(xy) plati f(b) > f(a)
pro vSechny body a, b € O(xy), b > a.

5.74. Urcete nasledujici dvé limity

pfi¢emZ « € R je libovolné.

5. Rady

5.75. Sedtéte fadu

Je-li derivace f'(xg) < 0, pak naopak pro néjaké okoli (a) Z (% - m);
O(xg) plati f(b) < f(a) pro vSechny body a,b € O(xy),
b>a. (b) Z 5
n=0

o0
3, 2.
Dukaz. UvaZzme prvy piipad. Pak podle pfedchoziho le- © n;l (@ + 33

matu plati f(x) = f(xo) + ¥(x)(x — x0) a ¥(xo) > 0.

n.
ProtozZe je ale i v xq spojitd, musi existovat okoli O(xp), na (d 2 3>
kterém bude ¥r(x) > 0. Pak ale s rostoucim x nutné poroste 00 .
i hodnota f (x). ©) X%) G DGntd)
n=!

v s

Stejnd argumentace ovéii i tvrzeni se zdpornou derivaci.
[0  Reseni. Pripad (a). Podle definice je soucet fady
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3. DERIVACE

: 1 1 1 1 _
Jim (5 - f>+<7‘7§>+"'+<7f«r+1))—
i Ly 1y 1 )_
Jim (14 (= + )+ () — ) =
Piipad (b). Zjevné se jednd o pétindsobek konvergentni geomet-

rické fady s kvocientem g = 1/3, a tudiz je

& 5 s 1\ 1 15
Yy=52x(G) =5 =%
n=0 n=0

W

Ptipad (c). Plati (pti substitucim =n — 1)
o (3 2 3 - 1 2 ]
§¥ﬁ3+ﬁﬂzzgﬁﬁﬁ+ﬁé%ﬁ3%=
o
G+R T =i ()=t =&

Radu linedrnich kombmam jsme zde vyjadrili jako linedrni kombinaci
rad (presnéji feceno, jako soucet fad s vytknutim konstant), coZ je
platnd Uprava, pokud obdrZené fady jsou absolutné konvergentni.

Ptipad (d). Z ¢aste¢ného souctu

=14 2434 .40
_3+32+33+ +3na ”IGN
bezprostfedné ziskdvame
S=g+5++5% +5. nelN
Je tedy
=% =3+5+5++3 57 nek

Protoze lim 3,f'+1 =0, dostavame
n—
. 3 3 1
no_ ) — 3 1 _
Zs—hmz(sn 2)=3lim ) 5 =

3 Nk 31

22 (5) =§(F —1)=
k=1

Piipad (e). Staci pouZit vyjadieni (jde o tzv. rozklad na parcidlni

zlomky)

NN

! - '
GG =3 3 a1 eNU{0}
které dava
o
Z 1
G D) Gnrd)
n=0
. P11, 1 | |
Jim 3= F+3-5+7 %+ T 50 — wn)
_ 1(1_ _1 1
= lim 3 (1 3n+4) =3

O

5.76. Sierpinského koberec. Jednotkovy Ctverec se rozdé€li na devet
shodnych ¢tvercii a odstrani se prostfedni ¢tverec. Kazdy ze zbyvaji-
cich ¢tvercili se znovu rozdéli na devét shodnych Ctverct a odstrani se
prostfedni ¢tverec. UrCete obsah zbylého obrazce po prodlouzeni to-

hoto postupu do nekonecna.
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Funkce, které maji vlastnost f(b) > f(a) kdykoliv
b > a pro néjaké okoli bodu x se nazyvaji rostouci v bodé
Xo. Funkce rostouci ve vSech bodech néjakého intervalu se
nazyva rostouci na intervalu. Podobné je funkce klesajici v
bodu, resp. klesajici na intervalu, jestlize f(b) < f(a) kdy-
koliv je a < b. Nas dusledek tedy fik4, Ze funkce kterd ma v
bod¢ nenulovou kone¢nou derivaci je v tomto bod¢€ bud ros-
touci nebo klesajici podle znaménka této derivace.

Jako ilustraci jednoduchého pouziti vztahu derivace k
rustu hodnot funkce se podivejme na existenci inverzi poly-
nomdi. ProtoZe polynomy jen zfidka jsou vyhradné rostouci
nebo klesajici funkce, nemiZzeme ocekavat, Ze by k nim exis-
tovaly globdlné definované inverzni funkce. Naopak ovSem
inverzni funkce k polynomu f existuji na kazdém intervalu
mezi kofeny derivace f’, tj. tam kde derivace polynomu je
nenulovd a neméni znaménko. Tyto inverzni funkce nebudou
nikdy polynomy, az na piipad polynomi stupné jedna, kdy z
rovnice

y=ax+b

spocteme piimo
1
x = ;(y —b).
U polynomu druhého f4du obdobné
y=ax*+bx+c

vede k formuli

X =

—b £ /b* —4a(c —y)
2 b

a inverze tedy existuje (a je ddna touto formuli) jen pro x na
intervalech (—oo0, —%), (—%, 00).

Pro préci s inverznimi funkcemi k polynomiim nevysta-
¢ime s dosavadnimi funkcemi a dostdvdme v naSem zvitet-

niku nové prirastky.

5.32. Prav1dla pro pocitani derivaci. Uvedme si nyni né-
kolik zdkladnich tvrzeni o vypoctech derivaci.
_ Rikaji ndm, jak dobie se snasi operace derivo-
vani s algebraickymi operacemi s¢itani a ndso-
: beni na redlnych nebo komplexnich funkcich.
Posledm z pravidel pak umoZziiuje efektivni vypocet derivace
sloZenych funkci a fikdva se mu ,,chain rule®.
Intuitivné jim miZeme vSem velice snadno rozumét,
kdyZ si derivaci funkce y = f(x) predstavime jako podil
prirtstkd zavislé proménné y a nezavislé proménné x:

—

Ax’

Samoziejmé pak pfi y = h(x) = f(x) + g(x) je piirdstek
y dén souctem piirtstkd f a g a pfirdstek zavislé proménné
zUstdvd stejny. Je tedy derivace souctu souctem derivaci.

N P

U soucinu musime byt malinko pozornéjsi. Pro y =
f(x)g(x) je piristek

Ay = f(x + Ax)g(x + Ax) —
= f(x+ Ax)(g(x + Ax)

f g )

—8() + (f(x + Ax) — f(x)g(x)
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Nyni ale kdyZ budeme zmenSovat prirdstek Ax, jde vlastné

o vypocet limity souctu soucind a o tom uz vime, Ze jej lze

pocitat jako soucet soucind limit. Proto z nasi formulky lze

ockavat pro derivaci soucinu fg vyraz fg’' + f’g, kterému

se fika Leibnitzovo pravidlo.

ho f, kde defini¢ni obor funkce z = h(y) obsahuje obor hod-

not funkce y = f(x). Opét vypsanim piirtstkG dostivame
Az Az Ay

= A_yA_x

Muzeme tedy ocekdvat, Ze pravidlo pro vypocet bude (4 o

' =h(f@)f ().

Podame nyni korektni formulace a dikaz:
\4 Pravidla pro derivovini{ .IL

/

8

Véta. Necht f a g jsou redlné nebo komplexni funkce defi-
nované na okoli bodu xy € R a majici v tomto bodé vlastni
derivaci. Potom

(1) pro kaZdé redlné nebo komplexni Cislo ¢ md funkce x —
¢ - f(x) derivaci v xy a plati
(cf) (x0) = c(f'(x0)),
(2) funkce f + g md v xg derivaci a plati
(f +8)(x0) = f'(x0) + &' (x0),
(3) funkce f - g mav xq derivaci a plati
(f - 8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g (x0)-

(4) Je-li ddle h funkce definovand na okoli obrazu yy =
f(xo), ktera ma derivaci v bodé y,, md také sloZena
funkce h o f derivaci v bodé xy a plati

(ho f) (x0) = B'(f(x0)) - f'(x0).

Dtkaz. (1) a (2) Pfimé pouziti véty o souctech a souci-
nech limit funkci ddvd vysledek.

(3) PrepiSeme vztah pro podil pfirtstkd, ktery jsme zmi-
nili pfed formulaci véty, takto

(fO)) — (f9)(xo) _

X — Xo

— X0
Limita tohoto vyrazu pro x — x da pravé pozadovany vy-
sledek, protoZe je funkce f spojitd v xo.

(4) Podle lematu B30 existuji funkce i a ¢ spojité v bo-
dech xg a yg = f(x¢) takové, Ze

h(y) = h(yo)+e(M(y—yo), f(x) = f(xo)+¥(x)(x —xo)
na néjakych okolich xy a yo. Navic pro né plati ¥ (xg) =
f(x0) a (yg) = h'(yp). Pak ovSem také plati
h(f(x) —h(f(x0)) = @(f())(f(x) = f(x0))
= o(f ()Y (x) (x — x0)

pro x z okoli bodu xg. Soucin ¢( f (x))¥(x) je oviem spojitd
funkce v x¢ a jeji hodnota v bodé x( je pravé pozadovana
derivace sloZené funkce, opét podle lemmatu B30, (|

ReSeni. V prvnim kroku se odstrani 1 &tverec o obsahu 1/9. Ve dru-
hém kroku se odstrani 8 &tvercii o obsahu 972, tj. o celkovém obsa-
hu 8-972. V kazdé dalsf iteraci se odstrani osmindsobek poctu &tverci
z predeslého kroku, pricemZ obsah kaZzdého z nich je devitinou ob-
sahu 1 ctverce z predchoziho kroku. Soucet obsahid vSech odstrané-

nych ¢tverct je

o0
1 8 82 _ 8"
gttt =2 g
n=0
o ko

Obsah zbylého obrazce (tzv. Sierpifiského koberce) tak ¢ini

5.77. Ovéfte, Ze plati

ReSeni. Thned je vidét, 7e

1 1 1 1 1
<1, 4—2+5—2+6—2+7—2<4'E=

’

=

brg<zd-b
resp. obecny odhad

1 1 1 1
(2,1)2+"'+m<2n'w:2—,,, neN.

Odsud (porovndnim ¢lenti obou fad) dostivame zadanou nerovnost,
z niZ mj. plyne absolutn{ konvergence fady y .- | nl—z Jest& upresnéme,
Ze je

1_=
n2 =6

32

< 2=

32

L
2

—

n n=0

O
5.78. Vysetfete konvergenci fady
ioj In 2L,
n=1 "
f(x)g (x) — 8(xo) + S — fxo) g(xO)lv‘leéenl’. Pokusme se uvedenou fadu secist. Plati
X X S 12t — fim (In2 +1n 2 + In 4 In ) =
2 n*==lim (Inj+In3+In3+ - +In*2) =
lim In #5555 = lim In (n + 1) = +o0.
Rada tudiZ diverguje k +o0. (]

5.79. Prokazte, Ze fady
o o
Z arctg 112+2n+3ﬁ+4; Z

n+1
n=0 n=

3"+1
n34+n2—n

nekonverguji.

ResSeni. Protoze

. 2
llm arctg w

li o
Jim o = lim arctg *-

I
n—00 2
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Jim, s = i, = oo,
neni splnéna nutna podmmka konvergence 11m a, = Ofady Y 7 a,.
]
5.80. Jaky je soucet fady
00
ReSeni. Z nerovnosti (uvazte graf piirozeného logaritmu)
l1<lnn<n, n>3 neN
plyne
J1<YInn<yYn, n=3, neN.
Podle Véty o tfech limitdch je
Jim Snn=1G. i i =
Rada tedy neni konvergentni. Nebof ma nezdporné ¢leny, musi diver-
govat k 4-00. O
5.81. Zjistéte, zda fada

= 1
@ 2 G
n=0

oo
(C) Z n—Inn
n=1
konverguje.
ReSeni. Vsechny tfi uvedené fady maji nezdporné ¢leny, a tak mohou
v jednotlivych variantich nastat jen dv€ mozZnosti — soucet je konecny,

soucet je roven +oo. Plati

00

@ Y iy = 2 (3) =11 < 400
241 o n? e 1 .
n3 ZZH—3=Z;=+OO,

Odtud plyne Ze fada (a) konverguje (b) diverguje k +o00; (c) diverguje
k 4o0. |

5.82. Aplikaci podilového (tzv. d’Alembertova) kritéria urcete, jestli

nekonecénad fada
s 2".(n+1)3
(@ > 3
n=1
o0 6)1
(b) > 5
n=1
&0 n}l
© 2
n=1
konverguje.

Reseni. ProtoZe (a, > 0 pro vSechna n)

234

{  Derivace podilu

|

5.33. Disledek. Necht f a g jsou redlné funkce, kterd maji v
bodé x( vlastni derivace a g(xg) # 0. Pak pro funkci h(x) =

F @) (gx) ™! plati
h'(xo) = (£> (x0) = f
8

(x0)g(x0) — f(x0)g’ (Xo)
(g(x0))?

Dtkaz. DokdZeme si nejprve specidlni pfipad vzorce

pro h(x) = x~!. Pffimo z definice derivace dostdvime
1 1
. — A T T . X —x— Ax
h(x) = lim &8 % — |jjm — — —°
Ax—0  Ax Ax—0 Ax(x? + xAx)

) -1
lim ————
Ax—0 x2 =+ xAx
a z pravidel pro po¢itini limit okamzit€ plyne
R (x0) = —x"2.
Nyni pravidlo pro derivaci sloZené funkce tik4, Ze
—1y/
(&) =
a konec¢né pravidlo pro derivaci sou¢inu ndm dava praveé

_ f'e—gf’
— fg g == g

_g72 . g/’

(fle) =(f-g " =fg!
O

5.34. Derivace inverznich funkci. V odstavci 38 jsme
pti obecné diskusi relaci a zobrazeni formulo-
vali pojem inverzni funkce. Pokud k dané funkci
v f : R — Rinverzni funkce f~! existuje (neza-
e ) méfiujme znaceni s funkei x +— (f(x))~'), pak
je dana jednoznaéné kterymkoliv ze vztaht

flof=idz, fof ' =ids,
a druhy jiz pak plati také. Pokud je f definovano na podm-
nozinE A C R a f(A) = B, je existence f~! podminéna
stejnymi vztahy s identickymi zobrazenimi id4 resp. idg na
pravych stranéch.

Pokud bychom védéli, Ze pro diferencovatelnou funkci
f jei f~! diferencovatelnd, pravidlo pro derivaci sloZené

funkce nam okamzité rika

l=30'®0) = "o =U"DU®): fx

a tedy pak ptimo vime vzorec (zjevné f'(x) v takovém pii-
padé nemiiZe byt nulové)

Perivace inverzni funkc

(5.6) () =

1
'(x)
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To dobfe odpovid4 intuitivni pfedstavé, Ze pro y = f(x) (@) lim % = lim ;"ii(zn—m — lim % — lim gL; _
an nri.2n.(n n n
je ptiblizng [/ = 2—1 zatimco pro x = f~!(y) je to ptiblizné "2_><°°1. e e e
oy = i—; Takto skute¢né miZeme derivace inverz- o) ' o
P P, (b) lim %+ = lim (£ . 2) = lim -~ =0<1;
nich funkeci pocitat: oo dn nooo \@+D! 6 oo MF1
« C e P . im @l — (n+ ™! ) — 2
Véta. Je-li f diferencovatelnd redlnd funkce na okoli bodu (©) nlggo a:l = nlinolo <(n+1)2 EESI o ) = nlin;o (nil)z :
v L v 1 .
Xo a v tomto bodé f'(xy) # 9,'pak esttu]e na ne{akem okoli lim (n—n&-l) — lim n_2 lim (1 n %)n —loes 1,
bodu yo = f(xo) funkce ="' inverzni k f a plati vztah (B4). n—00 n—00 """ n—o0
fada (a) konverguje; (b) konverguje; (c) nekonverguje (diverguje

Dtkaz. Nejprve si pov§imnéme, Ze nenulovost derivace
znamend, Ze na néjakém okoli je nase funkce f
bud’ ostfe rostouci nebo klesajici, viz disledek
B3T. Proto na néjakém okoli nutné existuje in-
verzni funkce. ProtoZe je obrazem ohrani¢eného  jestli nekone¢na fada
uzavreneho intervalu ve spojité funkci opét uzavieny interval,

k +00). O

5.83. Aplikaci odmocninového (tzv. Cauchyova) kritéria urcete,

1

nutné je také pro kaZdou otevienou mnozinu U v defini¢nim @) ngl TUPERVE

oboru f iobraz f(U) otevieny. Pak ale pfimo z definice spo- a1\

jitosti pomoci okoli je pak tato inverzni funkce také spojita. (b) Z ( = 3),1 :
Pro odvozeni naseho tvrzeni nyni postaci pozorné znovu

procist dikaz Ctvrté€ho tvrzeni véty B32. Jen volime f misto (©) Z arcsin” 2

funkce 4 a f~! misto f a misto pfedpokladu existence deri- n=1

vaci pro obé funkce vime, Ze funkce sloZend je diferencova-  konverguje.
telnd (a vime, Ze jeji derivace je identita): Skute¢né, podle Regent. Oost mame Fadv s nezdpornymi &lenv. pficems. ie
lematu B30 existuje funkce ¢ spojitd v bod€ y, takova, Ze - VP y porny Y. P ]

fO) = f0) = e = y0), (@) lim Y@, = lim ol =0 < 1

n+1 lim
na n&jakém okoli yo. Navic pro ni plati ¢(yo) = f'(yo). Pak (b) lim Y@, = hm (T) _ i ( ) —s <1
oviem po dosazeni y = f~!(x) také plati n—00 —oo Vr3 3 ( fim. 'n)

acsmO 0<1.

. . ET < 2n
x —x0= o(f NI — 7 o) (© Jim a, = lim arcsin
pro x z n&akého okoli O(xp) bodu xo. Déle plati To znamend, Ze vSechny zadané fady konverguji. O
f'x) = y a protoZe je f bud ostfe rostouci nebo 5 5
Klesajict, je o(f~!(x)) # 0 pro viechny x € O(xo) \ {xo}. >-34- Rozhodnéte, zda fada
o v 2 o
MiuZeme tedy psat @ Y (=1)" In (1 + an) :
ST @ = 0 1 .~
= 0, oy
X~ %0 W) T OIS
pro vSechny x € O(xg) \ {xo}. Prava strana tohoto vyrazu je e
spojitd v bod& xo a limita je rovna ¢(yo) = (f'(yo)) ™!, proto © Z G+(=D""
i limita levé strany existuje a je rovna témuz vyrazu. O konverguje.
5.35. Derivace mocninné, exponencialni a logaritmické  Regeni. Ptipad (a). Podle l’Hospitalova pravidla je
funkce. Obecnou mocninou funkci neni tak snadné zderivo- | <1+ )
vat, i kdyZ jsme uZ prozradili, Ze vzorec lim 1“(1T27) — lim l+2x /2X = lm -1 =1,
5.7) (xa)/ _ axl! Xx——+00 5% X—> 400 (ZLX) x—-too 1+3¢

a proto plati
zndmy pro prirozend a bude platit i pro obecné a. Odvodit

« o . . 1 2
tento vzorec vSak mtizeme snadno s pomoci vztahu pro deri- 0<In (1 + 27) =

vaci exponencidln funkce a logaritmické funkce: pro vSechna dostate¢ng velkd n € N. OvSem o fadé ) o | 2 vime, Ze
@) = ") =e" (alnx) = ax""". je konvergentni. Musf tak byt
. P(.)divej.me se ted nav exponencidly f(x) = Vax. Pokud i In (1 + % ) < +00,
existuje derivace a* ve vSech bodech x, bude jisté platit
XHAX g alr _ tj. fada v zadani konverguje (absolutng).
f = lim ————=a" lim ——— = f'(0)a". Pfipad (b). Podilové kritérium ddva
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2
: Ap+1 2417y . 22n+1 . 2.4n
lim | == i 1 = lim =5 = +oo0.
n—00 n n—o0 (n+1)!-2" n—00 n— 00

Rada tedy nekonverguje.

Ptipad (c). Nyni pouZijeme obecnou verzi odmocninového kritéria
. 1 3 _3
lim sup +/| a, | = llﬁgpm =z <1

n—oo

z niZ plyne (absolutni) konvergence fady. |

5.85. Libovolnym zptisobem dojdéte k rozhodnuti o konvergenci al-

ternujici fady

.- 1)* n>43n—1.
(a) Z:l(_ ) (3}172)2 )
n=

.- n—1 3n*=3n349n—1
(b) Z] (_ 1) (51’1372)4” .
n=

ReSeni. Piipad (a). Z toho, Ze je
= lim 2 =} #0,

. 243,
lim 2 +3n—1 ,
n—o0 M

n—00 (3n-2)2

ihned vyplyva neexistence limity
: 0 n243n—
Jim (5.

Rada tudiZ nekonverguje (nenf splnéna nutna podminka konvergence).

Ptipad (b). Vidéli jsme, Ze pti pouZziti podilového (nebo odmocni-
nového) kritéria polynomy v itateli ani jmenovateli ¢lend fady neovli-
viiuji hodnotu pocitané limity. UvazZujme tedy fadu

o
-1 1
> (=D g
n=1
pro kterou je
lim
n—oo

To ovSem znamend, Ze rovnéZ puvodni fada je (absolutné) konver-

An+1 1
o ‘_4 < 1.

gentni. [l

5.86. Konverguje fada
o
_ 1)+l 2 9
ngl( )"+ arctg 7!
ReSeni. Posloupnost {2/\/311} N je zfejmé klesajici a funkce

ne
y = arctgx rostouci (na celé redlné ose), a tudiZ posloupnost

foree (2V50)],

spliiujici, Ze posloupnost absolutnich hodnot jejich clenti je klesajici.

je klesajici. Je tedy zaddna alternujici fada

Takova alternujici fada konverguje, pravé kdyZ posloupnost jejich
Clent konverguje k O (tzv. Leibnizovo kritérium), coZ je ovSem
splnéno:

; 2 _ _
nll)rgo arctg Nl arctg 0 =0,

.
nlingo ((—1)"+1arctg J%?) =0.
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Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento vypocet
ovéfuje existenci derivace v kterémkoliv bod¢ a dava jeji hod-
notu. Zaroven jsme ovéftili platnost téhoZ vztahu pro derivace
zprava a zleva.

Bude ndm to jesté dlouho trvat, neZ ovéfime (viz 547,
B4 a ??), Ze derivace exponencidlnich funkci skutecné exis-
tuji. Jiz ted’si ale v§Simné€me, Ze jsou to tedy zvlastni pripady
funkci, jejichZ derivace jsou imérné hodnotdm s konstant-
nim koeficientem tmérnosti. Zaroveii uvidime, Ze existuje
obzvlasf uzitecny zaklad e, tzv. Eulerovo ¢islo, pro které bude
derivace v nule rovna jedné.

Zjevné pak

(aX)/ — (eln(a)X)/ — ln(a)(eln(a))() — ln(a) . ax'

Z defini¢niho vztahu pro pfirozeny logaritmus

elnx —

snadno spoc¢teme podle pravidla pro derivaci sloZzené funkce
(uzivame jiz, Ze e* je rovno své derivaci, a také definicni
vztah pro logaritmus):

1 1 1

In)(»=U)E)=—5=—=-.

() ety
5.36. Véty o stiedni hodnoté diferencovatelné funkce.
NeZ se pustime do dal§tho tématu na nasi
pouti za riznorodymi definicemi funkci, od-
vodime jesté nékolik jednoduchych vysledki
_ (= VSechny jsou velice snadno intuitivné jasné z
priloZenych obrazkd a dikazy vlastné jen rozepisuji vizualni

predstavu.

(5.8)

Véta. Necht funkce f : R — R je spojitd na konecném
uzavieném intervalu [a, b] a diferencovatelnda uvniti tohoto
intervalu. Jestlize plati f(a) = f(b), pak existuje c € (a, b)
takové, Ze f'(c) = 0.

Dutxkaz. ProtoZe je funkce f spojitd na uzavieném inter-
valu (tj. kompaktni mnoZin€), m4 na ném maximum a mi-
nimum. Pokud by maximum i minimum mélo stejnou hod-
notu f(a) = f(b), pak by funkce f byla konstantni a tedy i
jeji derivace by byla nulové ve vSech bodech intervalu (a, b).
Predpoklddejme tedy, Ze bud’ maximum nebo mimimum je
jiné a necht nastavd jedno z nich ve vnitinim bodé c. Pak
ovSem neni mozné, aby v ¢ bylo f’(c) # 0, protoZe to by v
tomto bodé byla byla funkce f bud rostouci nebo klesajici
(viz B3T) a jisté by tedy v okoli bodu ¢ nabyvala vétSich i
mensich hodnot, neZ je f(c). ([

Pravé dokazanému tvrzeni se fika Rolleova véta. 7. ni
snadno vyplyva nasledujici dasledek, zndmy jako véta o
stiedni hodnoté.

5.37. Véta. Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu
la, b] a diferencovatelnd uvnitv tohoto intervalu. Pak existuje
c € (a, b) takove, Ze
f ) — f(a)
f(e) = e
—a
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Dtkaz. Dtikaz je prostym zdpisem geometrického vy-
7, znamu tvrzeni: k se¢né mezi body [a, f(a)]
#47 a [b, f(b)] existuje teCna, kterd je s ni rov-

Yy oz

nobézna (namalujte si obrazek). Rovnice nasi

secny je

f ) — f(a)
—(x

P —a).
Rozdil #(x) = f(x) — g(x) udava vzdalenost grafu od se¢ny
(v hodnotich y). Jisté plati h(a) = h(b) a

b) —
f/(x)—w.
—a

Podle predchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) =
0. g

y=gWx) = f(a)+

h'(x) =

Vétu o stfedni hodnoté mizeme také prepsat ve tvaru:

(5.9) f®) = f@+ 0 -a.

V piipadé€ parametricky zadané kfivky v roving, tj. dvo-
jice funkciy = f(#), x = g(¢), je stejny vysledek o existenci
rovnobézné teny k secné krajnimi body popsén takto:

Dusledek. Nechffunkce y = f(t) ax = g(t) jsou spojité na
intervalu [a, b] a diferencovatelné uvnitv tohoto intervalu a
g'(®) # 0 provSechny t € (a, b). Pak existuje bod ¢ € (a, b)
takovy, Ze plati

fb)— f@ _ f'©
gb)y—gla) g
Dtkaz. Opét spoléhdme na pouziti Rolleovy véty. Po-
loZime proto
h(@®) = (f () — f(a)g®) — (g(b) — g(a)) f ().
Nyni h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b), h(b) = f(b)g(a) —
f(a)g(b), takZe existuje ¢ € (a, b) takovy, 7Ze h'(c) = 0.

ProtozZe je g'(c) # 0, dostdvame pravé pozadovany vztah.
g

Podobnd dvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mi-
motéadné uZiteCnému ndstroji pro pocitani limit podilu funkeci.
Tvrzeni je zndm jako L’Hospitalovo pravidlo:

5.38. Véta. Piedpoklddejme, Ze f a g jsou funkce diferenco-
vatelné v okoli bodu xy € R, ne vSak nutné v bodé x, samot-
ném, a necht existuji limity

lim f(x) =0,

X—> X0

lim g(x) = 0.
X—>x0

JestliZe existuje limita
J'(x)
im
x—>x0 g'(x)

pak existuje i limita
I fx)
im
=30 g (x)

a jsou Si rovny.

5.87. Zjistéte, jestli fada

S
smn.,
(a) 1 ’12n$
n=

(b) Z cos(nn)

n=1

konverguje absolutné, prip. neabsolutné (relativné), nebo nekonver-
guje.

Reseni.

Piipad (a). Ukdzat, Ze tato fada konverguje absolutné, je

snadné. Napf. je
o0

o
PIESED P S
n=1 n=0
pfi¢emZ druhou nerovnost jsme dokdzali dfive.
Ptipad (b). Je vidét, Ze cos (mn) = (—1)", n € N. Mame tedy al-

ternujici fadu, jejiZ posloupnost ¢lenti v absolutni hodnot¢ je klesajici.

Proto z limity

Jim, 5 =0
jiZ plyne, Ze fada konverguje. Zaroveni vsak je
& cos(mtn) S 1 & 1
n; S| = nzl 352 g L=
Rada tak konverguje neabsolutng. (]

5.88. Se(;:iéte fadu
@ (%~ )
b) > 3
n=0
© 3 (g + )
(d) Z 3

1
(e ;) GnrDGntad)
ReSeni. Pfipad (a). Podle definice je soucet fady

S 1 1 _
> (4~ ) =

n=1

Jim (G = )+ (G = ) o+ (G - ) =

. 1 1 1) _
Jim (14 (=5t ) ot (< )~ ) = 1
Ptipad (b). Zjevné se jednd o pétindsobek konvergentni geomet-

rické fady s kvocientem g = 1/3, a tudiZ je
- 5 o (1)
Ly=32 () =
Ptipad (c). Plati (pfi substituci m = n —
oo oo
Y(Etw) =i (@=)+

n=1 n=1
(76)"

(' 16) Z P = %
0 16

|_

M|U‘

—_

|
[ -
N

IS
gk

(7=) =

3

18
= L
=

—_
a
|
|~
—_
(93

m
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Radu linedrnich kombinaci jsme zde vyjadfili jako linearni kombinaci
fad (pfesnéji feceno, jako soucet fad s vytknutim konstant), coZ je
platnd dprava, pokud obdrZené fady jsou absolutné konvergentni.

Piipad (d). Z ¢asteCného souctu

n=3+s+=+-+4% neN
bezprostfedné ziskdvdme
L=g+E4+ -+ + 54 neN
Je tedy
smn—2=3+g+tx+ -tz —gmT nek
ProtoZe lim 3% = 0, dostdvame

n—0o0

Pfipad (e). Staci pouZit vyjadieni (jde o tzv. rozklad na parcidlni
zlomky)

1 1 1 1 1

m 3 341 3" I’IENU{O},

které dava

. 1 1 1 1 1 1 1 1
lim 31— 3+3—7+7 %+ + 551 — 53

O

5.89. Sierpinského koberec. Jednotkovy ¢tverec se rozd€li na devét
shodnych ¢tvercl a odstran{ se prostfedni ¢tverec. Kazdy ze zbyvaji-
cich ¢tvercii se znovu rozdéli na devét shodnych Etvercli a odstrani se
prostfedni ¢tverec. Urcete obsah zbylého obrazce po prodlouzeni to-
hoto postupu do nekonecna.

ReSeni. V prvnim kroku se odstrani 1 Gtverec o obsahu 1/9. Ve dru-
hém kroku se odstrani 8 &tvercti o obsahu 972, tj. o celkovém obsa-
hu 8-972. V kazdé dali{ iteraci se odstrani osmindsobek poctu &tverci
z predeSlého kroku, pficemZ obsah kazdého z nich je devitinou ob-
sahu 1 ctverce z predchoziho kroku. Soucet obsahl vSech odstrané-

nych ¢tvercti je

S n
b s 84 =y 2
n=0
Obsah zbylého obrazce (tzv. Sierpifiského koberce) tak ¢ini
o
1 8\" 11
L_ZWH_1_§Z¥a =l-5-75 =0
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DUKAZ Bez djmy na obecnosti miZeme predpokladat,
. Ze v xo maji funkce f a g nulovou hodnotu.
Vysledek je opét jednoduse predstavitelny po-
A , — moci obrazku. Uvazujme body [g(x), f(x)] €
R? parametrizované proménnou x. Podil hodnot pak odpo-
vid4 smérnici seCny mezi body [0, O] a [ f (x), g(x)]. Zaroven
vime, Ze podil derivaci odpovida smérnici tecny v piislusSném
bodé. Z existence limity smérnic tecen tedy chceme dovodit
existenci limity smérnic secen.

Technicky 1ze vyuZit véty o stfedni hodnoté v paramet-
rickém tvaru. Pfedné si uvédomme, Ze v tvrzeni véty impli-
citn€ predpokldddame existenci vyrazu f’(x)/g’(x) na néja-
kém okoli xy (kromé bodu xy samotného), zejména tedy pro
dostate¢né blizké body ¢ k xo bude g’(c) # 0.2 Diky vét& o
stredni hodnot€ nyn{

V2

im L9 _ oy SO = fG0) J'(cx)
x—=x0 g(x) T xS g(x) — g(xp) T xoxg g'(cy) ’
kde c, je ¢islo mezi xg a x, zavislé na x. Z existence limity
f')

im
x=x0 g'(x)

vyplyva, Ze stejnou hodnotu bude mit i limita libovolné po-

sloupnosti vzniklé¢ dosazenim hodnot x = x, jdoucich k xg

do f'(x)/g'(x). Zejména tedy mizeme dosadit jakoukoliv

posloupnost ¢, pro x, — X¢ a proto bude existovat i limita

J'(cx)
im
¥=x0 g'(Cx)
a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou hodnotu. Do-

kazali jsme tedy, Ze naSe hledand limita existuje a ma také
stejnou hodnotu. U

Z dikazu véty je samoziejmé, Ze jeji tvrzeni plati i pro
jednostranné limity.

5.39. Disledky. ’Hospitalovo pravidlo miZeme jedno-
duse rozsitit i pro limity v nevlastnich bodech o0 a pro
pripad nevlastnich hodnot limit. Je-li, napft.

lim f(x) =0, lim g(x) =0,
X—>00 X—>00

potom je lim,_,o, f(1/x) =0alim,_o, g(1/x) =0.
Zaroven z existence limity podilu derivaci v nekonecnu
dostaneme

o A A/ 1/x%)
=0 (g(1/x))  x=04 g'(1/x)(=1/x%)
_ L4/ _
= lim ———~ =

x=04 g"(1/x)

f'x)
m .
X—00 g/(x)

2Pro samu existenci limity v obecném smyslu to vzZdy nutné nent,
nicméné pro tvrzeni L’ Hospitalovy véty je to potfebné. Podrobnou diskusi
je mozné najit (vygooglovat) v populdrnim ¢lanku ,,R. P. Boas, Counte-
rexamples to L”Hopital’s Rule, The American Mathematical Monthly, Oc-
tober 1986, Volume 93, Number 8, pp. 644—-645.



piiklady budou jisté
hodjné v druhé &asti
textu, véetné
takovych jako je
zaprocentovan

CHAPTER 5. ZRIZENI ZOO

PouzZitim ptedchozi véty tedy dostdvdme, Ze v tomto piipadé
bude existovat i limita podilu
R ACY . f(/x) ')
lim = lim = lim ——.
x—o0 g(x)  x=04 g(1/x)  x—o0 g'(x)
Jesté jednodussi je postup pri vypoctu limity v piipadé,
kdy

lim f(x) =400, lim g(x) = £o0.
X—> X0 X—>X0
Staci totiZ psat
R ACY 1/g(x)
lim = lim ——,
x=x0 g(x) a0 1/f(x)

coZ je jiz ptipad pro pouZiti L'Hospitalova pravidla z pred-
chozi véty. Lze ale i dokdzat, Ze " Hospitalovo pravidlo plati
ve stejné formé pro nevlastni limity:

Véta. Necht f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
xo € R, ne vsak nutné v bodé xo samotném, a necht existuji
limity lim,_, , f(x) = £00 a lim,_,,, g(x) = xoo. JestliZe
existuje limita

J'(x)

X—X0 g’(x)

pak existuje i limita
. f )
im
X—>XQ g(x)

a jsou si rovny.

Dtkaz. Opét Ize vyjit z véty o stfedni hodnoté. Zakla-
dem je vyjddteni podilu tak, abychom dostali do hry derivaci:

f fx) S = fO) g —gOB)
gx) f—f gkx)—g g(x)

kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli x; a x ne-
chame bliZit k x. ProtoZe jsou limity f i g v xo nekonec¢né,
miZeme jisté predpokladat, Ze rozdily hodnot v x a y jsou u
obou funkci pfi pevném y nenulové.

Pomoci véty o stfedni hodnoté miZeme nyni nahradit
prostfedni zlomek podilem derivaci ve vhodném bodé€ ¢ mezi
x a 'y avyraz ve zkoumané limité dostdva tvar

gy

f@_1-
s 110 @

kde c zavisina x i y. Pfi pevném y a x jdoucim k x, jde prvni
zlomek zjevné k jedni¢ce. KdyZ zdroveii budeme y pfibliZo-
vat k xo, bude se ndm druhy zlomek libovolng pfesné bliZit k
limitni hodnot€ podilu derivaci. O

5.40. Priklad pouziti. Vhodnymi tdpravami sledovanych
vyrazil lze vyuzit L'Hospitalova pravidla také na vyrazy
typu oo — oo, 1%, 0 - co apod. Zpravidla jde o prosté
prepsani vyrazl nebo o vyuZziti néjaké hladké funkce, napt.
exponencidlni.

5.90. Ov¢ite, Ze plati

ReSeni. Thned je vidét, Ze

1<1, %+%

A
[\S)
|._.
I
-
-
+
)
+
-
+
3
A
N
-
I
si=

resp. obecny odhad

1 1 1 1
(2}1)2 + e + (2n+1_1)2 < 271 : (2n)2 = ﬁa ne N
Odsud (porovndnim ¢lenti obou fad) dostivime zadanou nerovnost,

z niZ mj. plyne absolutn{ konvergence fady Y .- | n]—2 Jest€ upresnéme,

Ze je
o 1 2 o 1
=% <2=X%
n=1 n=0
O
5.91. Vysetfete konvergenci fady
i In 2L,
n=1 "
ReSeni. Pokusme se uvedenou fadu se&ist. Plati
o0
len””i1 =nli)ngo(ln%+ln%—|—1n§+---+1n”nil) =
n=
lim In #5555 = lim In (n + 1) = +o0.
Rada tudiz diverguje k +o0. ([

5.92. Prokazte, Ze fady

= 0?4243 /n+4 .

n+1 ’

3"+1
n3+n?—n

>

n=1

arctg
n=0
nekonverguji.

Reseni. ProtoZe

n?42n43/n+4

lim arctg o

. ”2
= lim arctg = =7
n— 00 n—00 n

= lim 3%
n—00 n3

: 341
e

= +00,
neni splnéna nutnd podminka konvergence nlglgo a, = Otady Z;‘;no a.

O

5.93. Jaky je soucet fady

00
ReSeni. Z nerovnosti (uvazte graf prirozeného logaritmu)
l1<Inn<n, n=>3 neN

plyne
V1< ¥Inn < Y,
Podle Véty o tfech limitach (520) je

lim ~/Inn =1, t.

n—oo

n>3 neN.
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Rada tedy neni konvergentni. Nebof ma nezdporné &leny, musi diver-
govat k 4-00. |

5.94. Zjistéte zda fada
(a) Z (n+1)3"’

io: 241,

n3
O_O 1

(C) Z n—Inn
n=1

konverguje.

ReSeni. Viechny tfi uvedené fady maji nezdporné ¢leny, a tak mohou
v jednotlivych variantach nastat jen dv€ moznosti — soucet je konecny,

soucet je roven +oo. Plati
oo

o0
@ 3 e = X (3)" = < +oos

n=0

Odtud plyne, Ze fada (a) onverguje; (b) diverguje k +o00; (c) diverguje
k 4o0. ]

5.95. Aplikaci podilového (tzv. d’Alembertova) kritéria urcete, jestli

nekoneéné fada

(a) Z 2n. (n+l)

(b) oE

n=1

o0 t

©) X s
n=1
konverguje.

ReSeni. ProtozZe (a, > 0 pro vSechna n)

. [ 2L (py2)3.3" 2(n+2)3 3
@) nlingo an nlinc}o 3L ()3 T nll>n;olo 3D T nanc}o 3t T
2
s <1
3 b
im %tl — Jj 6 nl) _ jim -
() fim 2 = tim (55 4F) = fim 58 =0 <1
. Angl . . (n+1)n+l . nZ_n! .
(©) nll)m a nll)n(}o ((n+1)2 D! ) Sm e
lim @' — Jim 2. lim (1+;)" =1-e>1,
n—o0 n—o0
fada (a) konverguje; (b) konverguje, (c) nekonverguje (diverguje
k +00). O

5.96. Aplikaci odmocninového (tzv. Cauchyova) kritéria urcete,
jestli nekone¢na fada

& 1
(a) Zl ln"(n—l—l);
n=

(b) Z )
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Ukézeme si pro ilustraci takového postupu souvislost
aritmetického a geometrického priméru z n nezdpornych
hodnot x;. Aritmeticky priimer

Xt

s-xn)= +xn

Ml(xl,
n

je specidlnim piipadem tzv. mocninného priiméru stupné r:

1
- xr++x"; r
= (A5

Specidlni hodnota M~' se nazyvd harmonicky primér.
Spoctéme si nyni limitni hodnotu M" pro r jdouci k nule.
Za timto ucelem spocteme limitu pomoci L'Hospitalova
pravidla (jde o vyraz 0/0 a derivujeme podle r, zatimco x;
jsou pri vypoctu konstantni parametry).

Nasledujici vypocet, ve kterém uZzivame pravidla pro de-
rivovani sloZenych funkci a znalosti hodnot derivace moc-
ninné funkce, musime ¢ist odzadu. Z existence poslednf li-
mity plyne existence pfedposledni a jeji hodnota atd.

In(Ad +--- 4%
sxn)) = 11II(1) (n( ! n))
r— r

lir% In(M" (xq, ...

x) Inxp+-+x; In x,

= lim ——
r—0 ol B
Inx; +---+1Inx,
= =InYx; - xp.
n

Odtud tedy je pfimo vidét, Ze
lin’(l) M (x1,...,x,) = x1...%,,
r—

coZ je hodnota zndmd pod ndzvem geometricky priimeér.

4. Mocninné rady

5.41. Jak se pocita ¢*. Kromé s¢itdni a ndsobeni uzZ umime

také pocitat s limitami posloupnosti. Podbizi
%), se proto piiblizovat nepolynomidlni funkce
" pomoci posloupnosti spocitatelnych hodnot.

Kdy?z se takto podivdme na funkci e*, hleddme
vlastne funkci, jejiz okamZity pfiriistek je v kazdem bodé
roven hodnoté této funkce. To si miZeme dobie predstavit
jako tZasné uroceni vkladu se sazbou rovnou okamZité
hodnoté. KdyZ budeme ro¢ni sazbu droku realizovat jednou
za mésic, za den, za hodinu atd., budeme pro vklad x
dostdvat vysledné hodnoty

| 12 | X 365 | X 8760
(+12> : (+%) ’ (+8760> :

Dalo by se tedy tusit, Ze bude platit:

e’ = lim (1—|—£) .
n— 0o n

Zéroven tuSime, Ze ¢im jemnéji budeme postupovat pii

droceni, tim vyS$$i bude vynos, takZe by posloupnost ¢isel na
pravé strané méla byt rostouci.
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Podivejme se tedy podrobné na ¢iselnou posloupnost

(1)
a,=(14+—-1) .
n

Z binomického rozvoje je ziejmé, Ze pro kazdé kladné ¢islo
b a pfirozené n plati (1+5)" > 1+ nb, dostdvime proto pro
dva po sobé jdouci ¢leny nasi posloupnosti podil

(40" 2= (1 1)" n

A+ Lyt a2@m—1) \ n2

n—1

n

1
>(1—--) = 1.
nn—1

Je tedy naSe posloupnost skutecné rostouci. Zarovei stejnym

MV 2

vypocétem ovéiime, Ze posloupnost ¢isel

1n+1 1 ln
bo=(1+-) =(1+-)(1+-
n n n

je klesajici a jisté je b, > a,. Posloupnost a, je tedy zhora
ohrani¢end a rostouci a proto je jeji limita ddna jejim supre-
mem. Zaroveii vidime, Ze je tato limita rovna také limité kle-
sajici posloupnosti b,).

matematice (vedle nuly, jednicky a Ludolfova Cisla i), Eule-
rovo cislo e. Je tedy

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

5.42. Mocninna fada pro ¢*. Exponencidlni funkci jsme
definovali jako jedinou spojitou funkci splniujici
« J(D=caf(x+y = f(x)- f(y). Ziklad e

} mdme vyjadfen jako limitu posloupnosti ¢isel a,,
i nutné tedy je

e* = lim (a,)”*.
n—oo

Pocitejme nyni pro jednoduchost s kladnym x. JestliZe v hod-
notach a, z minulého odstavce zaménime n za n/x, opét do-
statneme stejnou limitu a proto také
. X\ ¥ . X\"
e = lim <1+—) , e = lim (1+—> .
n— 00 n n—00 n

Oznacme si n-ty ¢len této posloupnosti u,(x) = (1 +
x/n)" a vyjadfeme si jej pomoci bionomické véty:
(5.10)

W =1+ x+n(n—1)x2 n!x"
u,(x) = n—-+—————+---
n 21n? nln"

o
(c) > arcsin” %—;’
n=1
konverguje.
Reseni. Opét mame fady s nezdpornymi Cleny, pfi¢emz je
. . 1
n j— 1 = .
(a) nll)rgoa/an = lim D) 0<1;

n—o00

n n
N o )
®) lim a, = lim “75s = 3( tim vi)
n—>00
2n

¢) lim #a, = lim arcsin & = arcsin0 =0 < 1.
( ) N 00 n > 00 on

< 1;

€
3

To znamend, Ze vSechny zadané fady konverguji. (]

5.97. Rozhodnéte, zda fada
@ Y (=D In(1+%);
n=l1

o0 nz
b) > &
n=1

o _ (="
© 2 @y
konverguje.
Reseni. Pfipad (a). Podle 1I’Hospitalova pravidla je

1 1Y
1n<1+2ix) o s (1+2X) )

lim : = lim - = lim : 1,
x—+400 % X—400 (2%‘) x—+4oo I+3x
a proto plati
1 2
0<In (1 + g) =5
pro viechna dostatetng velkd n € N. Oviem o fad& )7 | 2 vime, Ze

je konvergentni. Musi tak byt
o
len(l—i—%) < 400,
n=

tj. fada v zadani konverguje (absolutng).

Ptipad (b). Podilové kritérium dava
py1 2(”+1)2-n! T 92n+1
n

. .n
= lim 24 = +00.

lim =
n—oo (n+D12n? 500 ntl n— o0 "1

n—oo

Rada tedy nekonverguje.

Ptipad (c). Nyni pouZijeme obecnou verzi odmocninového kritéria
. 1 3 _ 3
lim sup /| a, | = hm_j:jpm =z <l

n

n—o00

z niZ plyne (absolutn{) konvergence fady. (]

5.98. Libovolnym zptisobem dojdéte k rozhodnuti o konvergenci al-

ternujici fady

. n n’43n—1.
(a) Zl(_l) (3}172)2 )
n=

. n—1 3n*=3n349n—1
(b) Zl(_l) (5n3,2).4n .
n=

ReSeni. Piipad (a). Z toho, Ze je

2 2
: n“43n—1 __ 71; n” _ 1
;11Ln§o Gn-2)2 ;11Lngo on? 7 9 75 0,

ihned vyplyv4 neexistence limity
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Jim, (D75
Rada tudiZ nekonverguje (nenf splnéna nutna podminka konvergence).

Piipad (b). Vidéli jsme, Ze pti pouZziti podilového (nebo odmocni-
nového) kritéria polynomy v itateli ani jmenovateli ¢lend fady neovli-

viiuji hodnotu pocitané limity. UvaZujme tedy fadu

- 11
Zl(—l)”_ 7
n=
pro kterou je
lim [ =1 <1
n—oo | 9n 4 )

To ovSem znamend, Ze rovnéZ puvodni fada je (absolutné) konver-

gentni. [l

5.99. Konverguje fada

00

_1)nt+! 2 9
> (=) arctg Nk
n=1
ReSeni. Posloupnost {2/\/3n} je zfejmé klesajici a funkce
neN
y = arctgx rostouci (na celé redlné ose), a tudiZ posloupnost

foree (2V51)],,

spliiujici, Ze posloupnost absolutnich hodnot jejich clenti je klesajici.

je klesajici. Je tedy zaddna alternujici fada

Takova alternujici fada konverguje, pravé kdyZ posloupnost jejich
Clent konverguje k O (tzv. Leibnizovo kritérium), coZ je ovSem
splnéno:
i 2 _ —
nlirgo arctg =~ = arctg 0=0,
tj.
: _1\n+1 2 ) =
nll)ngo (( 1) arctg @) =0.

5.100. Zjistéte, jestli fada
00 .
(@) 3 e
n=1

o0
b cos(mn)
konverguje absolutné, piip. neabsolutné (relativn€), nebo nekonver-
guje.
ReSeni. Pfipad (a). Ukdzat, e tato fada konverguje absolutng, je

snadné. Napf. je
00 . 00 . 00 :
LIl =X <X =2
n=1 n=1 n=0
pricemz druhou nerovnost jsme dokdzali dfive.
Piipad (b). Je vidét, Ze cos (mn) = (—1)", n € N. Mame tedy al-
ternujici fadu, jejiz posloupnost ¢lend v absolutni hodnoté je klesajici.

Proto z limity

242

ProtoZe jsou vSechny zdvorky v soucinech menS$i nez
jedna, dostdvame také

n

uMme=Ziﬁ

!
J=0

Podivejme se nyni na formdlni nekonecny soucet

(5.11) cj=>y —x
=0 =0

1
i
J J:

J

tj. v, (x) je pravé soucet prvnich n ¢lenti v tomto formdalnim
nekonecném vyrazu. Podil dvou po sobé jdoucich ¢lent v
fadé€ je c¢jy1/c; = x/(n + 1). Pro kazdé pevné x tedy exis-
tuje N € N takové, Ze cj;1/c; < 1/2 pro vSechny j > N.
Pro takto velké j je oviem cjyy < 3¢; < 279"V D ey To
ale znamend, Ze ¢asteCné soucty prvnich n ¢lend v naSem for-

malnim souctu jsou shora ohranieny soucty
N-1 -N
I R |
v, < E —x 4+ —x E —.
Jj! N! 2J
j=0 =0

ProtoZe pro kazdé g plati (1—q) (14+q +- - -+¢*) = 1—¢**!,
miZeme hodnoty v, také odhadnout

N-1 >

j N/1 _ H—n+N—1

v,,<§ j!x—i—N!x(l 2 )
=0

Limita vyrazli na pravé strané pro n jdouci do nekonecna
proto jisté existuje a proto existuje i limita rostouci posloup-
nosti v,,.

Nyni si prohlédnéme pozornéji posloupnost Cisel u,,, je-
jiZ limitou je e*. Budeme uvazovat n > N pro néjaké pevné
N (hodné velké) a zvolime si k < N pevné (docela malé).
Pak pro dostatecné velkd N umime soucet prvnich k Clent
ve vyjadfeni u y v (BI0) aproximovat libovolné piesné vyra-
zem vi. ProtoZe je tato ¢4st souctu uy ostfe mensi nez uy
samotné, musi posloupnost u,, konvergovat k téZe limité jako
poslounost v,. Dokézali jsme tedy:

11 Mocninnd fada pro e*

Véta. Exponencialni funkce je pro kazdé x € R vyjadrena
Jjako limita castecnych souctii ve vyrazu

fo L2 VI, S
n=|

5.43. Ciselné fady. Pii dovozeni mimofadng diileZitého tvr-
zeni o funkci e* jsme mimod&k pracovali
s nékolika uZitenymi pojmy a ndstroji.
Sformulujeme si je nyni obecnéji:
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-* Ciselné nekonecéné fady .YL ) nli)rglo «7#;2 =0
jiZ plyne, Ze fada konverguje. Zaroveni vsak je

>

Definice. Nekonecnd rada cisel je vyraz

00 00
cos(mtn) 1 1
= = - = 400.
il SR

00 n=1 n=1 V"
Zan =at+a+a+---+a+..., Rada tak konverguje neabsolutng. ([
n=0
. L L o 5.101. Ukazte, ze tzv. harmonicka rada
kde a, jsou redlnd nebo komplexni ¢isla. Posloupnost castec- o
nych souctii je ddna svymi Cleny s, = Zﬁzo a, a tikdme, 7e Z l
fada konverguje a je rovna s, jestlize existuje kone¢na limita P i

¢astecnych souctd . .
diverguje.
s = lim s,. B , ST, Ak Xl e e ke
k—00 Reseni. Pro libovolné ptirozené k je soucet prvnich 2* ¢lent rady vetsi
Jestlize posloupnost CdsteCnych souctl fady ma nevlastni li-  nez k/2:
mitu, fikdme Ze fada diverguje k oo nebo —oo.

1+1—|— l—l-l +1+1—|—1+1+
2 3 4 5 6 7 8 7
Ch “oo e e c—
K tomu, aby posloupnost ¢astecnych souctt s, konvergo- >l S W Slplplylol

vala, je nutné a staci, aby byla Cauchyovskd. Tzn. Ze o | Il " . R I
soucet ¢lend od 2! + 1 do 2!*! je totiz vzdy v&tsi nez 2'-krit (jejich

IS;m = Snl = lant1+ -+ + aml pocet) &islo 1/2! (nejmensi z nich), coZ je dohromady 1/2. ([

musi byt libovolné malé pro dostate¢né velkd m > n. ProtoZe
je

5.102. Rozhodnéte o nasledujicich fadach, jestli konverguji ¢i diver-

gujt:
|an+1| + ot am| > |an+1 + -4 ayl,

M2
=N

vyplyvé z konvergence fady Y ;- la,| i konvergence fady

o
2 ko Y-
\-,‘\bsolutné konvergentni fady YL

Rikdme, 7e fada Y ;- a, konverguje absolumé, jestlize
PA (@]
konverguje fada )~ |a,|. ") i .
— (+i)"

Absolutni konvergenci jsme zavedli, protoZe se Casto da- n=t
> leko snadn&ji ov&fuje, zarovei ale ndsledujici ~ ReSeni.

véta ukazuje, Ze se v piipad€ aboslutné konver-

gentnich fad i jednoduché algebraické operace

3
I
—_

DNk
Sl

gl

Ju—
s
—_

~

1
17.2100000

3
I
<

i) Budeme zkoumat konvergenci podilovym kritériem:

e X/ 2n+l
_ i{ v§ i Ye: a 2(n +1
= chovaji v§echny velice dobfe: tim [ = fim ,12%1 — lim (n+1) —2> 1,
n—-oo | a n—oo | = n—oo n
5.44. Véta. Necht S = Y 2 a,aT = Y . by jsou dvé " "
absolutné konvergentni rady. Pak fada tedy diverguje.
(1) jejich soucet absolutné konverguje k souctu ii) Odhadneme fadu ze spodu: vime, Ze pro libovolné pfirozené
o ~ o n plati % < \/Lﬁ Pro posloupnost ¢astecnych souctt s, zkou-
S+ T = Z a, + Z b, = Z(an + by), mané fady a posloupnost &dste¢nych souctd harmonické fady
n=0 n=0 n=0 s tedy plati:
(2) jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu " "1 /
o o o S T e T
i=1 i=1
S—T=) a,—» by=Y (a,—by), ’
g " r; " g( " ) A protoZe harmonickd fada diverguje (viz pfedchozi priklad),

(3) jejich soucin absolutné konverguje k soucinu diverguje i jeji posloupnost ¢astecnych souctl {s, }°° |, tedy

diverguje i posloupnost ¢aste¢nych soucti {s,}°,, tedy di-

o0 o oo n . . 2
S. T = (Z aﬂ) . (Z bn> — Z ( an—kbk> ) verguje 1 zadana posloupnost.
n=0 n=0 0

=0 \i= iii) Diverguje, jednd se o ndsobek harmonické fady.
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1
7 ta bude

konvergovat, bude-li absolutni hodnota koeficientu mensi

iv) Jednd se o geometrickou fadu s koeficientem

nez 1. Vime, zZe

1—i 1 1, 1 1 V2
Il =1l =I5 =5l =7+ ;=5 <1,
I+i 2 2 2 4 4 2
fada tedy konverguje a umime ji dokonce secist:
i 1 1 LHi_
= —=——=1—-1
= 1+ -1 i

O

5.103. Do ctverce o délce strany a > 0 je vepsan Ctverec, jehoZ strany
jsou spojnicemi stfedt stran zadaného ctverce. Do vepsaného ctverce

je stejnym zptsobem vepsan dal$i Ctverec atd. Stanovte soucet obsahti

a soucet obvodu vSech téchto (nekone¢né mnoha) ¢tvercu.

5.104. Necht je dana posloupnost fadkd ptlkruhd, pficemz v n-tém
fadku je 2" ptlkruhd o poloméru 27" pro kazdé n € N. Jaky bude
obsah libovolného obrazce sloZzeného ze vSech téchto ptlkruhti, kdyz

nebudou umistény pres sebe?

5.105. Vyfeste rovnici

tg 2x
tg2x+1°

l—tgx+tg?x —tgx+tg*x —tgdx 4+ .- =

5.106. Vycislete

5.107. Sectéte

5.108. Dokazte konvergenci a naleznéte soucet fady
o

Z 3I1+2I1
T
n=1
5.109. Stanovte soucet fady
S 211
(a) T
n=1 2
s n+1
(b) > 5
n=0
5.110. Sectéte
1 1 1 e 1
3t3stss+= Zl Cn—DH@2n+D)
n=

5.111. Pomoci rozkladu na parcidlni zlomky vycislete
o0
@ Y o
n=2
.- 1
®) 2 e
5.112. Sectéte konvergentni fadu
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Dukaz. Prvni i druhé tvrzeni jsou bezprostiednim
disledkem obdobnych vlastnosti limit. Tfeti tvrzeni vyza-

duje vétsi pozornost. Oznaéme si

n
Cy = E an_kbk.
k=0

Z ptedpokladti a podle pravidel pro limitu sou¢inu posloup-

nosti dostavame

(35) (350) - (55

Miéme tedy dokézat, Ze

Porovnejme si nyni vyrazy

() ()

=2 a
0<i, j<k
k
= ) @by, Y= )
i+j=n n=0 i+j<k
0<i,j<k 0<i,j<k

Dostdvame tedy odhad

n=0

i+j>k

X
- ((5) (5

Z a,-bj

0=i, j<k

S

n=0

5

n=0

a,-bj.

< Z laibjl.

i+j>k
0<i, j<k

K odhadu posledniho vyrazu ndm poslouZi jednoduchy trik:
aby mohl byt soucet idexti vétsi neZ k, musi byt alespoii jeden
z nich vétsi ne7 k/2. Jisté tedy vyraz nezmenSime, kdyZ do
néj pridame vice ¢lend, tj. vezmeme vSechny jako v soucinu
a odebereme pouze ty, u kterych jsou oba nejvySe k/2.

D daibil < Y laibjl— Y laibjl.

i+j>k
0=i, j<k

0=i, j<k

0<i, j<k/2

Oba vyrazy v rozdilu jsou ale ¢astecné soucty pro soucin S -
T, maji tedy také stejnou limitu a proto jejich rozdil jde k

nule.

O

Dalsi véta uvadi podminky, pomoci kterych umime

ovétit konvergenci fad.

5.45. Véta. Necht S =Y >~ a, je nekonecnd fada redlnych

nebo komplexnich cisel.

(1) JestliZe S konverguje, pak lim,,_, o, a, = 0.

(2) Predpokladejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdou-

cich ¢lenii rady a plati
. Ap+1
lim
n—o00

=gq.

an

Pak rada S konverguje absolutné p¥i |q| < 1 a nekonver-
guje p¥i |q| > 1. Pri |q| = 1 miiZe fada konvergovat ale

nemusi.
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(3) JestliZe existuje limita
lim V/|a,| = g,
n—oQ
pak pri g < 1 Fada konverguje absolutnée, zatimco p¥i

q > 1 diverguje. Je-li g = 1, miiZe konvergovat i diver-
govat.

Dtxkaz. (1) Jestlize lim,,_, o, a,, neexistuje nebo je nenu-
=, lova, exituje pro dostatecné malé ¢islo € > 0
7 nekone¢n€ mnoho Clend a; s |ay| > €. Zaro-

- veni tedy musi mezi nimi existovat nekoncené
mnoho kladnych nebo nekonecné mnoho zipornych. Pak
ovSem pfi pridani kteréhokoliv z nich do ¢aste¢ného souctu
dostavame rozdil dvou po sobé jdoucich s, a 5,41 0 velikosti
alespori €. Posloupnost ¢asteCnych souctli proto nemtiZze byt
Cauchyovska a tedy ani konvergentni.

(2) Protoze chceme dokazovat absolutni konvergenci,
miZeme rovnou predpoklddat a; > 0. Dikaz jsme pro spe-
cidlni hodnotu ¢ = 1/2 provedli pfi dovozeni hodnoty e*
pomoci fady. UvaZzme nyni ¢ < r < 1 pro néjaké redlné r.
Z existence limity podilti dovodime pro v8echna j vétsi nez
dostate¢né veliké N

aj1 <r-a; <r9 Vg

To ale znamend, Ze Castecné soucty s, jsou pro velkd n > N
shora ohrani¢eny soulty
—N+1

N n—N

Sp < E aj—i—aNE rl = E a; +
; ; Cl-r
J=0 J=0

ProtoZze 0 < r < 1, je mnoZina vSech ¢asteCnych souctl
shora ohrani¢end rostouci posloupnost a proto je jeji limitou
jeji supremum.

Pti hodnoté ¢ > r > 1 pouZijeme obdobny postup, ale
z existence limity podilu ¢ hned na zacatku odvodime

aj1 >r1-a;> rU=ND gy

To ale znamend, Ze Cdste¢né soulty prvnich s, jsou zdola
ohrani¢eny soucty
n—N

Sy > E a]+aNE .

Pfi r > 1 tento vyraz poroste s rostoucim n nad vSechny
meze a proto ani naSe fada nemize konvergovat.

(3) Dtikaz je zde velmi podobny pfedchozimu piipadu.
Z existence limity g < 1 vyplyv4, Ze pro kazdé ¢ < r <
1 existuje N takové, Ze pro viechny n > N plati /]a,| <
r. Umocnénim pak dostdvdme |a,| < 1", takZe jsme opét
v situaci, kdy srovnavame s geometrickou fadou. Dikaz se
proto dokondf stejné jako v pripadé podilového testu. U

V dikazu druhého i tietiho tvrzeni jsme vyuZivali sla-
bsiho tvrzeni, nez je existecne limity. Potfebovali jsme pro
studované posloupnosti nezapornych vyrazii pouze tvrzeni,
Ze od urcitého indexu uz budou vét§i nebo mensi nezZ dané
¢islo.

5.113. Urcete soucet fady

5.114. V zavislosti na

o0
1)*” [ ST G RN S RN R ST
Z 2+3 4+5 6+7 8+

n=1

vyjadrete soucty fad

(1=3=D)+ (G=d-D s
(3= (Grb-Dee,

které z vySe uvedené fady vznikly prerovnanim (tj. zménou poradi

Clend).

5.115. Zjistéte, zda fada

o0
Z on +(_2)n
5Vl
n=0
konverguje.

5.116. DokaZte nésledujici tvrzeni: JestliZe fada Y . a, konverguje,

pak je lim sin (3a, + ) = 0.
n—oo
5.117. Pro jaké hodnoty

aeR; BeZ, yeR~N{0}
fady
n=t20 " T w360 7
konverguji?

5.118. Rozhodnéte, zda fada
nn8—5n°+2,
Z ( 1) n 211n +2n

n=21

konverguje absolutné, konverguje neabsolutné (relativné), nebo nekon-

verguje.
5.119. Zjistéte, jestli je limita
1 2
nlim (n2+n_2+'“
vlastni. Upozornéme, Ze k tomu nelze vyuZit soucti

o 1 P e 1
Y =% Lz =+too
n=1

n=2

+15)

n

5.120. Najdéte vSechna redlnd ¢isla A > 0, pro kterd fada
o0
> (=D"In(1+ A?)
n=1

konverguje.

5.121. Zopakujme, Ze harmonickd fada diverguje; tj. plati

o
> 1= +to0.

Rozhodnéte, zda také rada
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44
.._|_91_1_|_...

1 1 1 1
+—1+"‘+E+ﬁ+‘+2—
1 1 1
111 119 121

JENTEN
o=

—

+
+

+
8-

diverguje.

5.122. Udejte piiklad divergentnich iselnych fad Y 07 an, > oo by

n=1
s kladnymi ¢leny, pro které fada Y - | (3a, — 2b,) absolutn& konver-
guje.
5.123. Zjistéte, zda jednotlivé fady
n: 2
Z(m%ﬁ

nn 7n4+n
Z( D n8+2n0+n
n=

konverguji absolutnég, konverguji neabsolutne, ¢i nekonverguji.

5.124. Konverguje fada

io:( )n+l x}»‘i'f'f‘l

n+\75

5.125. Naleznéte hodnoty parametru p € R, pro které fada

o0

> (—1)"sin" 2

n=1
konverguje.

5.126. Urcete polomér konvergence r mocninné fady

22n
Z (2n) ]

n=0

5.127. Stanovte polomér konvergence pro > -, 2V yn

5.128. Bez pocitani uvedte polomér konvergence mocninné fady
o

Z ,,.3371 xn—l.

n=1

5.129. Naleznéte obor konvergence mocninné fady

Z «/n+ ¥,

5.130. Urcete, pro jaka x € R fada
(=3)" _9\n
ngl Vnt2n3 4111 ()C 2)
konverguje.

5.131. Je pro libovolnou posloupnost redlnych ¢isel {a, };>, polomér

konvergence mocninnych fad
o0 o
Yoax', Y Ly
n=0 n=1
stejny?
5.132. Rozhodnéte o platnosti implikaci:

(a) Pokud existuje vlastni limita hrn 3/a2, pak mocninnd fada

Z an(x — xo)"

n=1

konverguje absolutné alespoii ve dvou riznych bodech x.
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K takovému odhadu ndm ale postaci pro danou posloup-
nost b, uvazovat s kazdym indexem n supremum hodnot
¢lend s indexy vyssimi. Tato suprema vzdy existuji a budou
tvorit nerostouci posloupnost. Jeji infimum pak oznacujeme
jako limes superior dané posloupnosti a zna¢ime

lim sup b,,.
n—o0
Vyhodou je, Ze limes superior vZdy existuje, mizeme proto
pfedchozi vysledek (aniZ bychom ménili diikaz) pfeformulo-

Yev s

vat v silnéjsi podobe:

Dusledek. Necht S =Y .. a, je nekonecnd rada redlnych
nebo komplexnich cisel.

(1) Je-li

ap+1

g = limsup
n—od

’

ay

pak fada S konverguje absolutné pii g < 1 a nekonver-
guje pri q > 1. Pri g = 1 miiZe fada konvergovat ale
nemusi.

(2) Je-li

q = limsup +/|a,|,
n—oo
pak pri g < 1 fada konverguje absolutné, zatimco pri
q > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, miiZe konvergovat i diver-
govat.

5.46. Mocninné rady. JestliZe mame misto posloupnosti

Y .., Cisel a, k dispozici posloupnost funkci
6 fa(x) se stejnym defini¢nim oborem A,
mizeme bod po bodu pouzit definici sou-
~ &tu &iselné fady a dostdvadme pojem sou-

ctu rady funkci

S(x)

=Y H®.
n=0

-l
K{anvergence mocninné f@cﬂ'y"“

Mocninnd rada je ddna vyrazem

S(x) = Z ap,x".
n=0

Rekneme, Ze S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize
S(x) konverguje pro kazdé x spliujici |x| < p a diverguje
pri |x| > p.

5.47. Vlastnosti mocninnych iad. Ackoliv na podstatnou
¢ast diikazu nésledujici véty si budeme muset pockat az na ko-

nec pristi kapitoly, zformulujeme si zdkladni vlastnosti moc-
ninnych fad hned:
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Absvl‘ufai—k«*nvergence a diferencovani élf[" rpo-tlent

Véta. Necht S(x) = > 72, a,x" je mocninnd Fada a existuje

limita
p = lim /|a,|.

n—oo

Pak je polomér konvergece vady S rovenr = p~'.

Mocninnd fada S(x) konverguje na na celém svém in-
tervalu konvergence absolutné a je na ném spojita (vcetné
krajnich bodii, pokud v nich konverguje také) a existuje jeji
derivace,

Sx) = i na,x" .

n=1

Dt¢kaz. Pro ovéfeni absolutni konvergence fady
miZeme pro kazdou pevnou hodnotu x pouZit odmocninovy
test z véty B43(3). Pocitdme pritom

lim /|a,x"| = px
n—o0

a fada konverguje abosultné, resp. diverguje, jestlize je tato
limita rtiznd od 1. Odtud plyne, Ze skute¢né konverguje pro
|x| < r adiverguje pro |x| > r.

Tvrzeni o spojitosti a derivaci dokdZeme pozdéji v obec-
n¢js$im kontextu, viz ?2?-2?. O

Vsimnéme si také, Ze miZeme pfi dikazu konvergence
pouZit siln€jsi variantu odmocninového testu a tedy 1ze polo-
mér konvergence r pro kazdou mocninnou fadu piimo zadat

fomuli
! =lim sup+/|ay|.

n—oo

5.48. Poznamky. Pokud koeficienty fady velmi rychle ros-
tou, napt. a, = n", pak je r*! = oo,
tj. polomér konvergence je nula. Skutecné

takova fada pak konverguje pouze v jedi-

ném bodé x = 0.
Podivdame se na konvergenci mocninnych fad

S=) & Tw=) %x"
n=0 n=1

véetné krajnich bodu prislusného intervalu.
Prvni ptiklad je geometricka rada, kterou jsme se zaby-
vali jiz diive, a jeji soucet je pro vSechny x s |x| < 1

S(x) =

1—x’
zatimco |x| > 1 zarucuje divergenci. Pro x = 1 dostdvdme
také zjevné divergentni fadu 1 + 1+ 1+ ... s nekoneCnym

souctem, pfix = —1jdeofadu 1-1+1—...,jejiZ casteCné
soucty nemaji limitu vibec.

00
n=1

(b) Z neabsolutni konvergence fad Y - | @, >

N2

rovnéZ fada ) .- | (6a, — 5b,) konverguje.

b, plyne, 7e

(c) JestliZe pro &iselnou fadu Y2 a, je
lim > =0,
n—oo
pak tato fada konverguje.
(d) Pokud fada ) 7 | a? konverguje, potom fada
o
>
konverguje absolutné.

5.133. Vycislete cos {5 s chybou mensi nez 1073,

5.134. Pro konvergentni fadu

o0
pEE
odhadnéte chybu aproximace jejiho souctu ¢asteCnym souctem sg g99.
5.135. Bez pocitani derivaci uvedte Taylortiv polynom 4. stupné se
sttedem v bodé x¢ = 0 funkce
f(x) =cosx —2sinx —In(1+x), xe€(—1,1).
Poté rozhodnéte, zda je graf funkce f v okoli bodu [0, 1] nad te¢nou,

pod tecnou.

5.136. Rozviite funkci

_ 1 3
y=55. Ye(-3

v Taylorovu fadu se stfedem v pocatku.

[\S1[8)

)

5.137. Funkci y = e* definovanou na celé redlné piimce vyjadiete
jako nekonec¢ny polynom se ¢leny tvaru a,(x — 1)" a funkci y = 2*

definovanou na R vyjadiete jako nekone¢ny polynom se ¢leny a,x”".

5.138. Naleznéte funkci f, k niZ pro x € R konverguje posloupnost

funkci

ful) = 22 peN.

n2x241°

Je tato konvergence stejnomérnd na R?

5.139. Konverguje fada

o0

Y ata, kde xeR,
n=1

stejnomérné na celé redlné ose?

5.140. Z Taylorova rozvoje se stfedem v pocdtku funkce y = sinx

ziskejte pomoci derivace Taylortiv rozvoj funkce y = cos x.

5.141. Odhadnéte

(a) kosinus deseti stupiid s presnosti alespoti 1077;

dx
x4+1

(b) urcity integral fol/ : s presnosti alespori 1073,

5.142. Urcete mocninny rozvoj se stiedem v bod¢ xy = 0 funkce
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fx) = fe'z d, xeR.
0

5.143. Najdéte analytickou funkci, jejiz Taylorova fada je
x—%x3—|—%x5—%x7+---,
pricemz x € [—1, 1].

5.144. Ze znalosti souctu geometrické fady odvodte Taylorovu fadu

funkce

1
Y= 555%

se sttedem v pocétku. Poté urcete jeji polomér konvergence.

5.145. Uzitim integrélniho kritéria naleznéte hodnoty a > 0, pro které
fada
o
y L
n(t
n=1
konverguje.

5.146. Pro jakd x € R fada

konverguje?
5.147. Rozhodnéte, zda fada

= e 1
> (=D g s

n=1

konverguje absolutné, prip. relativn€, nebo zda diverguje k 400, resp.

k —o0, ¢i nic z toho (fikdme, Ze osciluje).

5.148. Stanovte souclet ¢iselné fady
(0.¢]

Y ow

n=1
pomoci souctu vhodné mocninné fady.

5.149. Pro x € (—1, 1) sectéte
x —4x® 4+ 93 —16x* + -

5.150. Je-li | x| < 1, urcete soucet fady

& 1 2n—1
@ X 5 x"
n=1

(b) f n2x 1,

n=1

5.151. Spoctéte

o
Z 2n—1
_2 n—1
a1 2
pomoci souctu mocninné fady
o

> (=D Qn 41y
n=>0
projist¢ x € (—1, 1).

5.152. Pro x € R sectéte fadu
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Véta B43(2) ukazuje, Ze polomér konvergence druhého
prikladu je také jedna, protoZe existuje
1 1
i
1

_xn
n

=x lim
n—0o0

lim
n—00

=X
n—l—l‘

Pro x = 1 tu dostaneme divergentni fadu 1 + % + % +...,
protoZe umime odhadnout ¢aste¢né soucty tak, Ze vZdy po-
stupné pro k = 1,2,3, ..., se¢teme 2! po sob& jdoucich
¢lent 1/2%=1, ..., 1/(2*¥ — 1) a nahradime v¥echny 27%. Do
spodniho odhadu tedy kazd4 takov4 ¢ést prispcje 1/2 a odhad
tedy roste nad vSechny meze.

Naopak, fada T(—1) = —1 + % — % + ... konverguje.
Vyplyva to z obecnéjsiho platného tvrzeni, které ukdZzeme az

v

v piisti kapitole.

5.49. Komplexni exponencidla a goniometrické funkce.

S mocninnymi fadami ndm do naseho spolecenstvi
4, funkci pribyla spousta novych piikladt hladkych
= » funkci, tj. funkci libovoln€krat diferencovatelnych
A2 na celém svém defini¢nim oboru. Podobné jako
my maji vSechny tyto prirdstky do zvéfince navic
vlastnost, Ze jsou ve skuteCnosti zadany vztahem, ktery
definuje funkci C — C.

Skutecné, naSe tvahy o absolutni konvergenci jsou beze-
zbytku platné i pro komplexnf ¢iselné fady. Proto mocninné
fady budou na celém kruhu v komplexni roving se sttedem
v pocdtku a polomérem r predstavovat konvergentni ¢iselné
fady komplexnich &isel.

Pohrejme si chvili s nejvyznamnéj$im a prvnim naSim
prikladem, exponencidlou

1 1
e =14x+ -2+ F+—x"+....
2 n!

Tato mocninnnd fada méd polomér konvergence neko-
necny a dobie proto definuje hladkou funkci pro vSechna
komplexni ¢isla x. Jeji hodnoty jsou limitami hodnot (kom-
plexnich) polynomt s redlnymi koeficienty a kazdy polynom
je zcela ur¢eny kone¢né mnoha svymi hodnotami. Zejména
tedy jsou hodnoty mocninnych fad i v komplexnim oboru
zcela urceny jejich hodnotami na redlnych argumentech x.
Proto i pro komplexni exponencidlu musi platit i obvyklé
vztahy, které jsme pro redlné hodnoty proménné x jiZ odvo-
dili. Zejména tedy plati
ex+y — ex . ey’
viz vztah (B3) a véta 5244(3). Dosadme si hodnoty x =i -,
kde i € C je imagindrni jednotka, ¢ € R libovolné.

. 1 1 1 1

it _ e T B SR B

e =1+1it 21‘2 13!t +4!t +15!t5
a zjevné tedy je komplexné& konjugované &islo k z = e'! &islo
7 = e ', Proto
|Z|2:Z'Z :eit'efif:e():l

a viechny hodnoty z = €'’ le#{ na jednotkové kruznici v kom-
plexni roving.
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Redlné a imaginarni slozky bodt na jednotkové kruZnici
jsme popisovali pomoci goniometrickych funkci cos 6 asin6,
kde 6 je patfi¢ny dhel.

Derivaci parametrického popisu bodii kruZnice, ¢ > e’
dostavame vektory ,rychlosti”, které budou diny vyrazem
(pokud zatim neveéfime derivovani mocninnych fad ¢len po
¢lenu, 1ze také zderivovat zvlasf redlnou a imaginarni slozku)
t — (e") =i -¢e' ajejich velikost proto také bude pofad
jednotkova. Odtud lze tusit, Ze celou kruZnici obéhneme po
dosazeni hodnoty parametru rovného délce oblouku, tj. 27
(i kdyZ k potddné definici délky kiivky budeme potiebovat
integrdlni pocet). Timto postupem skute¢né definujeme Lu-
dolfovo cislo m — je to délka poloviny jednotkové kruznice
v euklidovském R2.

MiiZzeme se ale nyni asponi ¢4stecné ujistit pohledem na
nejmensi kladné kofeny redlné ¢ésti ¢aste¢nych souctli nasi
fady, tj. pfislusnych polynomi. JiZ pfi fadu deset ndm vyjde
¢islo r presné na 5 desetinnych mist.

Dostali jsem tedy piimou definici goniometrickych
funkci pomoci mocninnych fad:

) 1 1 1
cost =ree! =1 — -4+ —*— —1°
2 +4! 6! +

A L.
+(=1) (2k)!r2 +...

) 1 1 1
: = it __ . 3 5 7
sint =1me"’ =t —3!t + —5!t —7!t +

(e
+(=1) (2k+1)!t2 +...

[lustraci konvergence fady pro funkci cos je vidét na obrdzku.
Jde o graf pfislusného polynomu stupné 68. Pfi postupném
vykresleni ¢astecnych soucttl je vidét, Ze aproximace v okol{
nuly je velice dobré a prakticky beze zmén. S rostoucim -
dem se pak zlepSuje i ddle od pocatku.

15

1
y
0,

,,,,,,,,,,, et
-30 20 10 1 2 30
05
Kl

-15
Pfimo z definice vyplyva znamy vztah

e’ e =sin’t + cos’t = 1
a také z derivace (e'')’ =i e/’ vidime, Ze
(sin?)’ = cost, (cost) = —sint.

Tento vysledek lze samoziejmé ovétit piimo derivaci nasich
fad Clen po Clenu.

1 3ntl
X

32

n=0

6. Mocninné fady

V predchozi podkapitole jsme zkoumali, jestli lze pfifadit smysl
souctu nekone¢né mnoha cisel. Nyni se budeme zajimat o to, jaky

miZe mit vyznam soucet nekonecné mnoha funkci. Pokud se omezime

5.153. Urcete polomér konvergence nésledujicich mocninnych fad:
o0
i Y T
n=1
o o 1 n
0 2w
Reseni.
i)
1 1
=5

r =
An+1
an

lim sup
n— o0

viz tloha ??. Dand mocnind fada tedy konverguje pro redlnd
x € (—1, 1), pfipadn& pro komplexnf x| < 1. VSimnéme si,
Ze tada je divergentni pro x = % (jde o harmonickou fadu)
a naopak konverguje pro x = —% (alternujici harmonicka
fada). Rozhodnout o konvergenci pro libovoné x leZici v kom-
plexni rovin€ na kruZnici o poloméru % je t87Z81 otdzka a pre-
sahuje rdmec naseho kurzu.

ii) Opét diky ptfechozimu piikladu vime, Ze

o1
(140"

je tedy polomér konvergence dané mocninné fady r = +/2.

lim sup
n— o0

=limsup |——| = —.
n—00 1+ 2

O

5.154. Sectéte:

941 2 1 2 1 2
+ +a+§+a+§+a+'“

ReSeni. Porovndme-li tvar souctu s rozvojem funkeci sinh a cosh do

mocninnych fad, dostdvime vysledek

sinh(1) + 2 cosh(1)
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5.155. Urcete polomér konvergence r mocninné fady

)n+1

(a) Z n-8"
() 3 (—dn)" 2

n=1

(©) f (1+ 5)”2)&;
n=1

o ns

@ 2 @ty

Reseni. Plati

(a) lim Ja,| = lim ﬂ =&
n— o0 — 00

() lim a,|= hm 4n = +o0;
n— o0 n—o0

() lim Sa, | = lim (1 + %)n =e;

7 5
(d) limsup/|a,| = 11rn sup 2+‘(7i),, = hm sup 25:/(2)1),, =1.
n—oo
Proto je polomér konvergence (a) r=38,(b)r = O, ©)r =1/e, (d)
r=1. O

5.156. Stanovte polomér konvergence r mocninné fady

- in _ ni4n3" n

Yot e — (x —2)".

e \]:n4+2n3+1~71”
ReSeni. Polomér konvergence libovolné mocninné fady se nezméni,
pokud posuneme jeji stfed nebo nahradime koeficienty ¢lent tak, Ze se

nezméni jejich absolutni hodnota. Uréeme tedy polomér konvergence

fady
3 i
el \;n4+2n3+1~n"
Protoze

lim /n% = <lim ﬁ) —1 proa>0,
n—0oo n—oo

muiZeme déle prejit k fadé

X"

Nl
4|2

n=1

se stejnym polomérem konvergence r = /3. O

5.157. Naleznéte pribliznou hodnotu ¢isla sin 1° s chybou ostfe me-
nsi nez 10710

ReSeni. Vime, Ze je

x eR.

13, 1.5 1.7, (—1)" 2+l
SINX =X — 5 X + 5 X — 5% + Z(2n+1)' ;

Dosadime-li x = /180, pak ¢aste¢né soucty fady vpravo budou apro-
ximacemi sin 1°. Zbyva urcit pocet ¢lenti, které je tfeba secist, aby

chyba byla prokazateln& mensi nez 10719, Ciseln4 fada

3 5 7 Xy 2n+1
ﬁ_%(lﬂﬁ) +%(1%) _%(1”%) +"':Z(§n}r)1)!(%) "
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Oznacme #, nejmensi kladné &islo, pro které je e 0 =
— ¢/, tj. prvni kladny nulovy bod funkce cos ¢. Podle nasi
definice Ludolfova ¢isla je t) = %7‘[.

Pak kvadrit této hodnoty je e/?0 = e~i?0 = (e=0)2 a
jde tedy o nulovy bod funkce sin . Samoziejmé pritom plati
pro libovolné ¢

el ko) — (gito) 4k it — | . git
Jsou tedy obé goniometrické funkce sin a cos periodické s pe-
riodou 2. Z naSich definic je pritom vidét, Ze je to nejmensi
jejich perioda.

Nyni miiZeme snadno odvodit vSechny obvyklé vztahy
mezi goniometrickymi funkcemi. Uvedeme na ukdzku néko-
lik z nich. Nejprve si v§imnéme, Ze definice vlastné fika

1 . .
(5.12) cost = E(e” +e ')

. Lo i
(5.13) sint = — (e —e™"").
2i

Soudin téchto funkci jde tedy vyjadfit jako
: Ui ity gait o ot
sinf cost = I(e —e e +e)

i

1 . .
— 5(6121 _e—IZI) —

Déle mliZeme vyuZit nasi znalost derivact:

1.
— sin 2¢.
2

1. . .
cos 2t = (5 sin2¢)’ = (sinz cos?)’ = cos’t — sin’ 7.

Vlastnosti dal§ich goniometrickych funkci

sin ¢ )
tgt = —, cotgt = (tg?)
cos?
se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani.
Grafy funkci sinus, cosinus, tangens a cotangens jsou na ob-
rdzcich (postupné Cerveny a zeleny vlevo, Cerveny a zeleny

vpravo):

109

\\\\\\\\\\\\\\\

-10-

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym.
Protoze jsou goniometrické funkce vSechny periodické s pe-
riodou 27, jsou jejich inverze definované vZdy jen v rdmci
jedné periody a to jesté jen na Casti, kdy je dana funkce bud’
rostouci nebo klesajici. Jsou to funkce

arcsin = sin~!
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s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [—m/2, /2].
Dile

arccos = cos !

s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [0, 77 ], viz ob-
razek vlevo.

g/ 1o

Zbyvaji jesté funkce (zobrazené na obrdzku vpravo)
arctg = tg_1

s definicnim oborem [—o00,00] a oborem hodnot
[—m/2, m/2] a konecné

arccotg = cotg_1

s defini¢nim oborem [—o0, o¢] a oborem hodnot [0, 7 ].
Velice Casto se také vyuZzivaji tzv. hyperbolické funkce

1 1
sinhx = E(ex —e ), coshx = E(e)C +e).

Nazev naznacuje, Ze by funkce mohly mit néco spolecného s
hyperbolou. Pfimy vypocet dava (druhé mocniny se v rozna-
sobenych dvoj¢lenech vSechny odectou a zlistanou smiSené
¢leny)

1
(coshx)2 — (sinh x)2 = 25(6:’C e ") =1.

Body [cosht?, sinh#] € R? tedy skuteéné parametricky popi-
suji hyperbolu v rovin€. Pro hyperbolické funkce 1ze snadno
odvodit podobné identity jako pro funkce goniometrické.
Mimo jiné je pfimo z definice snadno vidét (dosazenim do
vztahi (B212) a (B213))

cosh x = cos(ix), i sinh x = sin(ix).

5.50. Poznamky. (1) Jestlize mocninnou fadu S(x) vyja-
@, diffme s posunutou hodnotou proménné x o kon-
"”"7 stantni posuv xy, dostaneme funkci 7(x) =
7)) S(x — xo). Jestlize je p polomér konveregence
2« _o w4 § bude T dobfe definovand na intervalu (xo —
0, X0 + ,o) Rikdme, Ze T je mocninnd vada se stredem v Xx,.

Mocninné fady proto miZeme piimo definovat takto:

S(x) =Y an(x — x0)",

je alternujici s vlastnosti, Ze posloupnost absolutnich hodnot jejich
Clend je klesajici. Pokud libovolnou takovou konvergentni fadu na-
hradime jejim ¢dsteCnym souctem, chyba, jiZ se tim dopustime, bude
mens$i nez absolutni hodnota prvniho ¢lenu uvaZované fady nezahrnu-
tého do CasteCného souctu. (Dtlikaz tohoto tvrzeni uvadét nebudeme.)

Chyba aproximace
3

o ~ 7T JT
sin 1 180 ~ 18033!
je tak mensi nez
715 —-10
soss < 1077
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Reseni cviceni
52. P(x) = (—- - -l)x +Q24+3)x — 5 - %l

54 *F 4223 — 24+ x—2.
55 423 -2 +x +2.
5.6, X 4385 =32 —x— 1.

5.31. Plati
supA =6, infA =-3;
1
supB:Z, infB =—1;
supC =09, inf C = —9.

5.32. Lehce lze ukazat, ze

3
supA:z, infA =0.

5.33. Ztejmé je
infN=1, supM =0, inf7=0, supJ =>5.

5.34. Lze poloZit kupft.
M =7 \N; N :=N.

5.35. Uvazte jakoukoli jednoprvkovou mnoZinu X C R.
5.36. Mnozina C musi byt jednoprvkova. Necht je tedy napf. C =
= (0, D).

5.37. Pro kaZzdé ¢ > 0 staci e-okoli bodu —2 pfifadit §-okoli bodu 0 pfedpisem

g4, d=e¢e,

kde xq je libovolné pevné zvolené redlné ¢islo. VSechny nase
predchozi ivahy jsou pofad platné, jen je tfeba mit na paméti,
Ze se vztahuji k bodu xy. Zejména tedy takova rada konver-
guje na intervalu (xo — p, xo + p), kde p je jeji polomér
konvergence.

Diéle plati, Ze ma-li mocninnd fada y = T (x) hodnoty
v intervalu, kde je dobie definovana fada S(y), potom i hod-
noty funkce S o T jsou vyjadfeny mocninnou fadou, kterou
dostaneme formdlnim dosazenim y = T'(x) za y do S(y).

(2) Jakmile mame k dispozici mocninné fady s obecnym
sttedem, Ize docela pfimocare pocitat koeficienty mocnin-
nych fad zadavajicich inverzni funkce. Nebudeme zde uvadét
seznam formuli, snadno se k nim dostaneme napiiklad v Ma-
plu procedurou ,,series. Pro ilustraci se podivejme alespori
na dva piiklady:

Vidéli jsme, Ze

1 1 1
r=1 0+
+x+2 +6x—|-24x+

Protoze je e® = 1, budeme hledat pro inverzni funkci Inx
mocninnou fadu se stredem v x = 1, tj.

Inx = apta;(x—1)+ar(x—1D>4az(x—1)+as(x—D*+. . ..

VyuZijeme tedy rovnosti x = e"* a pfeskupenim koeficienti
podle mocnin x dosazenim dostaneme:

x+2x +6x +ﬂx+

1 2 1 3
+a2(x+§x2+...) +a3(x+§x2+...> +...

X =agp+ a;

{0}. Nyni mtzeme zvolit (A = f 1 0) 1 )

pfi¢emz bez Gjmy na obecnosti 1ze pozadovat, aby ¢ < 1. Pokud by totiZ bylo ¢ > 1 1%? p_glgz& —l-:(l a, + az) 2+ (l a+a + 03) P
2

5.38. Existence limity a rovnost

o (14+x)?2-3 3
hm _— =
x——1 2 2

napft. opé€t plyne z volby § := ¢ pro ¢ € (0, 1).

5.39. Nebot — (x — 2)* < x pro x < 0, dostdvame 3 (x — 2)*/2 > —x prox < 0.

6

(Lot 1+2 NP N
24611 6 an 2613 ayg | X

Porovnanim koeficientil u stejnych mocnin nalevo a napravo

1 1 1
5.40. Plati ap=0,a1=1,, aa=—7,a3=3, ag=——,...
0 1 2 7 B=730 i
1 1 2 n—2 n—1 _ l+n—-1 n—-1\ 1
gttt )= A 22 2 ) T 2 coZskute¢né odpovidé platnému vyrazu (ovéfime pozdé&ji):

n— 1
5.41. Snadno lze ukézat, Ze Z - 1) - D"

Vi3 —11n2 + 2+ n7 =215 —n3 —n +sin’n n=1

lim D, < = —00.
n—00 2 —+/5n* +2n° 45 Podobné¢ si miZeme pohrat s fadou
oo 1 1
5.42. Limita je rovna 1. sint =t — —t3 —P — 4.
5.43. Kupf. Ize polozit 5! 7!

a zatim nezndmou fadou pro jeji inverzi (vSimnéme si, Ze
pocitame opét se stiedem v nule, protoZe je sin 0 = 0)

5.44. Spravné odpovéd je 1. arcsint = ap + a\t + ax® + as +aut* + .. ..
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Opét dosazenim dostdvame 5.45. Vysledek je
1 i = i i =
t=ap+ a; ( — §f + 15 +. )+ h,:lsol:)p Gn L hnrggolf an = 0.
ali—Los Loy Yaapai
2 Y 3] ce.

n—oo

1
=ag+ ait + axf* + (—gal + a3>t3+

2a +ay )+ ! a5473\£leb9i—fa P+..
6 1207 6 S T
im arctg — = —, lim arctg — = ——,
a proto x—0+ x 2 x—0— X 2

1,
arcsint —  + c A _i_uv’a‘zgvg‘l_la oboustrannd limita neexistuje.

548. Prvni z 11m1t je rovna +oo druha neexistuje.

(3) Vsimnéme si také, Ze kg W]fglm% ze spo 1? % Vice zpusoby. Nabizi se napf.
uvetili, Ze funkci e¥ miZeme napsat jako mocninnou radu se

sttedem v nule a Ze se mocninné fady degivigit éTeﬂﬂﬁ &epp, (tg X —sinx cotgx >
pak bychom snadno obrdrzeli diferencaf fovnsin’ p¥o koefict? .

sin® x cotg x

1\ 2
lim inf ((—1)" <1+—) +sin%) =—e—£.
n

enty a,. Vime totiz @Y = (n+ Dx" a proto z naéehgﬂ 1 —cosx 1 —cosx

5 = lim

poZadavku, Ze exponencidla ma mit v kazdém bod& derivae cos x - sin”x  x—0 cosx (1 — cos? x)

rovnou své hodnoté, vyplyva ) 1 1

=lim ——— = —.
1
n1 = 50, ap =1 x—0cosx (1 +cosx) 2

a odtud uZ je jasné, Ze a, = 4. 0. Plati
2sin® x + 7 sin’ x+2sinx -3 sinx + 1

m m —F—
x>7/6 2sin® x + 3sin®x — 8sinx + 3 x—>n/6 sinx — 1

5.51.Je

5.52. Po roz§ifeni vyrazem

VaZ+x +x
1ze lehce dostat
i () =

5.53. Plati
1
lim (x\/l+)c2 —x2> = _.
x— 400 2
5.54.Je
. V2—T+cosx 2
im = .
x—0 sinzx 8

5.55. Rozsifenim zlomku ze zadani je moZné obdrzet

. sin (4x)
lim —— =
x=>04/x+1—-1

5.56. Plati

T Htgx — /T —1tgx
lim

- =1.
x—0— sinx

= -3.
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5.57. Ziejmé je
X4 N1+ =20 =T 4442 T

lim = .
x—>—00 3% 4 /630 +x2 — 18x5 — 5924 18

5.58. Vyrok nenf pravdivy. Uvazte kupf.

fx = % x € (—00,0); gx):=x, xekR

5.59. Uvedena funkce je spojitd na celém R.

5.60. V bodech —m, 0, 7 je spojitd; v bodé€ 2 je spojitd pouze zprava a v bod€ 3 pouze zleva; v bodé 1 neni
spojitd ani z jedné strany.

5.61. Je nutné polozit f(0) := 0.

5.62. Funkce je spojitd prave pro p = 2.

5.63. Spravna odpovédje a = 4.

5.64. Limitu lze snadno urcit napt. pomoci I’Hospitalova pravidla.

5.65.Je

sind x . sin® x

im = lim =
x—=>0+ X X——00 x3

2n—1
lim < " ) =e 10,
n—oo\n+5

5.67. Trojndsobné pouziti I’Hospitalova pravidla dava

5.66.

. sinx — x 1
lim —— = ——.
x—>0— x3 6
5.68.2/m.
5.69.
lim ((z —x) tgx) =1
x—>21— 2 ’
5.70.
. 1 1 3
lim <<3x — 2x) x) =In-.
x—+00 2
5.71.1/2.
5.72. Plati

2 X
lim (cos —) =e 2.
X—+00 X

5.73. Dvojndsobnou aplikaci I’Hospitalova pravidla 1ze obdrZet
lim (1 — cosx)*™* = ¢l = 1.

x—0

5.74. V obou pripadech je vysledek e“.

5.103.2a% 4a (2+ ﬁ).
5.104.7)2.
5105.x =% +kn,x =2 +kn, ke L.

5.106. 5.
5.107. +o0.
5.108.3/2.
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5.109. (a) 3; (b) 9/4.
5.110.1/2.

5.111.(a)3/4; (b) 1/4.
5.112. —-1/2.
5.113.11/18.
5.114.5/2;3s/2 (s = In2).
5.115. Konverguje.

5.116. Postacuje uvézit nutnou podminku konvergence lim;,_, o, @, = 0.

5.117.0 > 0; B € {—2,—-1,0,1,2}; y € (—o0, —1) U (1, 400).
5.118. Konverguje absolutné.

5.119. Limita je rovna 1/2.

5.120. A € [0, 1).

5.121. Soucet uvedené fady je konecny — fada konverguje.
5.122. Napt. a, =n/3,b, =n/2,n € N.

5.123. Prvni fada konverguje absolutné; druhd neabsolutnég.

5.124. Ano.
5.125. p e R.
5.126.r = +o0.
5.127. 1.

5.128. 3.
5.129.[—1, 1].

1 1
5030.x€[2- 424+ 4],

5.131. Ano.
5.132.

(a) Plati.
(b) Neplati.
(c) Neplati.

(d) Plati.
7T2 7'[4
5.133.1 — I 4 I

5.134. Chyba néleZi do intervalu (0, 1/200).
5.135.1 = 3x + %;x*; nad te¢nou.

5.136. 5300 %
50373000 S (e — 1) o m2
5.138. f(x) = x, x € R; ano.

5.139. Nikoli.

5.140. Y2 G 2.

2 4 . 1 1
S.H41.(a) 1 = =+ i (b) 3 — 555

1 2n+1
5.142. Z:o:() mx n+ .

5.143. y = arctg x.

5.144. Pravé pro x € (—%, %) je

5.145.a > 1.
5.146. x > 2.
5.147. Konverguje absolutné.
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5.148.1n (3/2).

x(1—x)
5.149. H0=4,

5.150. (a) § In £ (b) (111“;)3.
5.151.2/9.

2
2

5.152.xe
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