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Predmluva

Ptiprava této ucebnice byla motivovana predndskami pro informatické obory na Masarykové uni-
verzité, kde je cely program zaloZen na preciznim matematickém piistupu.

Chtéli jsme proto rychle, ale zdroven potfddné, pokryt zhruba tolik matematickych metod, jako je
obvyklé u vétsich kurzt v klasickych technickych oborech opfenych o matematické metody. Zaroven
jsme ale necht€li rezignovat na dplny a matematicky korektni vyklad. Chtéli jsme vedle sebe vyloZit
i obtiZn€jsi partie matematiky a spoustu elementarnich i obtiZnéjSich konkrétnich prikladd, jak s uve-
denymi postupy ve skutecnosti pracovat. Nechtéli jsme pritom za Ctendfe fesit, v jakém potadi a kolik
Lteorie® Ci ,,praxe procitat.

Z téchto podnétd vznikl dvousloupcovy format s oddélenymi teoretickymi Gvahami a praktickymi
postupy, ktery kopiruje i skute¢né rozdéleni vykladu na predndSkich na ,teoretické prednaSky* a
,,demonstrovana cviceni*.

SnaZzime se tim vyjit vstiic jak ¢tenditim, ktefi si napred chtéji procvicit postupy pfi feSeni tloh a
teprve pak premyslet, pro€ a jak algoritmy funguji, tak tém druhym, ktef{ si napted chtéji délat jasno
o tom pro¢ a jak véci funguji a pak piipadné zkousi pocitat priklady. Zaroveii tim snad zbavujeme
¢tendfe stresu, Ze by mél precist pln€ vSe. Naopak, mél by mit radost z brouzdéni textem a proZitku
objevovani vlastni cesticky.

Text se pritom v obou svych ¢4stech snazi prezentovat standardni vyklad matematiky s akcentem
na smysl a obsah predstavovanych matematickych metod. Re$ené tlohy procvicuji zakladni pojmy,
ale zarover se snazime davat co nejlepsi piiklady uZiti matematickych modeld.

Teoreticky text je prezentovan dosti kompaktnim zptisobem, mnoho prostoru je ponechano pro
dotfeseni podrobnosti ¢tendri. Uvadeéné piiklady se snaZi pokryt celou $kdlu sloZitosti, od bandlnich
az po perlicky ke skute¢nému premysleni. Studenti navic fesili a odevzdavali kazdy tyden zaddvané
priklady.

Ctenaftim bychom radi pomohli:

e presné formulovat definice zdkladnich pojmi a dokazovat jednoducha matematicka tvrzent,

e vnimat obsah i priblizné€ formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhled pouZiti matematic-
kych néstroju,

e vstiebat ndvody na uZivani matematickych modell a osvojit si jejich vyuZiti.

K témto ambiciéznim ciltim nelze dojit lehce a pro vétsinu lidi to znamena hledat si vlastn{ cestu
s tdpanim riznymi sméry (s potfebnym pifekondvanim odporu ¢i nechuté). I proto je cely vyklad
strukturovan tak, aby se pojmy a postupy vZdy nékolikrét vracely s postupné rostouci sloZitosti a Sif{
diskuse. Jsme si védomi, Ze se tento postup miiZe jevit jako chaoticky. Domnivadme se ale, Ze dava
mnohem lepsi Sanci na pochopeni u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtiZny — pokud uZ ,,vime*, nechce se ndm pie-
mySslet, pokud ,,nevime®, je to jeSté horsi. Jediny spolehlivy postup pro orientaci v matematice je
hledat porozumnéni v mnoha pokusech a to, pokud moZzno, pfi ¢etbé v riznych zdrojich. Urcité nepo-
vazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj pro kazdého. Doufame, Ze miiZe byt dobrym zacatkem
a ptipadné i dlouhodobym pomocnikem, zvI4sté pro ty, kdo se k jednotlivym ¢4stem budou znovu a
znovu vracet.

Pro ulehCeni vicekolového pfistupu ke Cteni je text doprovdzen emotivné ladénymi ikonkami,
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které snad nejen oZivi obvyklou strohou strukturu matematického textu, ale naznaci Ctenéfi, kde by
sloZitéjsi text mél byt cten pozornégji, ale urCité ne preskakovén, pfipadné kde by bylo moZnd 1épe
naro¢né pasiZe prinejmensim napoprvé viibec necist.

Volba jednotlivych ikonek samoziejmé odrazi hlavn€ pocity autord. Pfesto by postupné mohly byt
dobrym voditkem pro Ctendfe. Velice zhruba feceno, pouZivame ikonky varujici pfed pracnosti/sloZi-

tosti/naro¢nosti, napf.



Dalsi oznacuji ne tplné pohodovou zdlouhavost price a potiebu trpélivosti ¢i nadhledu, jako jsou
tyto

Snazili jsme se sloupce s priklady sepsat tak, aby byly citelné prakticky viceméné samostatné.
Bez ambici pohrét si s hlubsimi divody, pro¢ uvadéné postupy funguji (nebo s prostym cilem ,,projit
s pisemkou‘), by mélo skoro stacit probirat se jen piiklady. Definice pojmil ¢i popisy jejich vlast-
nosti pouzivanych pti feSeni piikladi jsou v teoretickém sloupci zpravidla vyznaceny, aby o n¢ bylo
moZzno snadno pohledem zavadit. Souvislost feSenych prikladd s paralelné studovanou teorif je pfi-
tom spiSe volnd, snaZili jsme ale ulehcit preskakovéni ,,z teorie do praxe a zpét*“ co nejvice. Piiklady
jsou vesmés fesené, u nékterych je feSeni uvedeno az za celou kapitolou (&isla té€chto piikladd jsou sa-
zena kurzivou). Na konci kazdé kapitoly je pak uvedena jesté fada zajimavych dopliiujicich prikladd

Mev s

v Sirokém sloupci, které se z nejriznéjsich diivoda nevesli do dvousloupcové sazby.

Obsahové je celd ucebnice ovlivnéna predstavou, Ze pro praktické vyuziti jsou velmi podstatné
metody tzv. diskrétni matematiky, zatimco tzv. spojité modely jsou matematicky dobie uchopitelna
pribliZzeni veskrze diskrétniho svéta kolem nds. Pocitat koneckonct stejné umime vzdy jen s kone¢né
mnoha raciondlnimi ¢isly nardz. Bez spojité matematiky si lze ale t€Zko dobie predstavit koncepty
jako konvergence procesu k limitnimu stavu nebo robustnost vypoctu. Bylo by bez ni také obtizné
pracovat s odhady chyb pfi numerickych procesech.

VSechna témata a velmi podstatnou ¢4st textu jsme v létech 2005 — 2012 ovérovali pfi vyuce stu-
dentll informatiky a pozd¢ji i matematiky na Masarykove univerzité. Paralelné jsme pfitom vytvorili
také podklady pro praktické semindfe matematického modelovani a numerickych metod. V nich se
studenti vénuji skutecnému vyuZiti vypoctovych néstroji a modeld.

Zavérem struéné shrneme obsah celé ucebnice. Samoziejmé predpokldddme, Ze si kazdy Ctendr,
pripadné predndsejici, vybere témata a jejich poradi. Pokusime se proto zdroveii vymezit bloky, se
kterymi lze takto nezdvisle zachazet.

Uvodni motiva¢ni kapitola se snaZ{ ilustrovat nékolik piistupt k matematickému popisu problémii.
Zacindme nejjednodussimi funkcemi (zakladni kombinatorické vzorce). Pak naznacujeme, jak praco-
vat se zavislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén (jednoduché diferencni rovnice), uZziti kom-
binatoriky a mnoZinové algebry diskutujeme prostiednictvim kone¢né klasické pravdépodobnosti.
Pfedvddime maticovy pocet pro jednoduché dlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a trans-
formace) a zavérem vse trochu zformalizujeme (relace, usporddni, ekvivalence). Nenechte se zde
uvrhnout do chaotického zmatku rychlym stfiddnim témat — cilem je nashromdZzdit néco mélo netri-
vialnich namétt k pfemysleni a hledédni jejich souvislosti i pouZiti, jesté nez zabfedneme do drovné
problémi a teorif sloZit€jsich. Ke v§em tématim této Gvodni kapitoly se Casem vratime.

Dalsi dvé kapitoly jsou vénovany zakladiim poctu, ktery umoZziiuje praci s vicerozmérnymi daty i
grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry, které jsou zédkladem a konecnym vypocetnim ndstrojem
pro vétsinu matematickych modeld. Nejprve probirdme jednoduché postupy pro praci s vekfory a
maticemi, tfeti kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poctu v riznych linedrnich modelech
(systémy linedarnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencni rovnice, Markovovy procesy, linedrni
regrese). Ctvrta kapitola pak ilustruje pouZiti maticového poctu v geometrickych tlohach. Dozvime

se néco malo o afinni, euklidovské a projektivni geometrii.
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V tomto okamziku pferusime diskusi diskrétnich modelt a piejdeme ke spojitym. Chceme co
nejnazornéji ukazat, Ze zakladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché. Stru¢né feceno,
velmi jednoduché tvahy spojené s popisem okamZitych zmén sledovanych veli¢in umoziuji délat
zavéry pro jejich celkové chovani. Slozitosti se poji skoro vyhradné se zvladnutim rozumné velké
tiidy funkci, pro které maji nase postupy byt pouZitelné.

Zaciname proto kapitolou, kde diskutujeme jaké funkce potiebujeme pro nelinearni modely. Po
polynomech a splajnech postupné diskutujeme pojmy spojitosti, limity posloupnosti a funkci a deri-
vace funkci, ptipomeneme vSechny zékladni elementdrni funkce a zavérem se sezndmime s mocnin-
nymi fadami. Tim je pripravena ptida pro klasicky diferencidlni a integralni pocet. Ten prezentujeme v
kapitole Sesté s diirazem na co nejpiimocarejsi pochopeni souvislosti limitnich procesi, integracnich
procesii a aproximaci.

Sedm4 kapitola se vénuje ndznaklim aplikaci a snazi se co nejvice pfipominat analogie k po-
stuptim jednoduché linedrni algebry. Misto linedrnich zobrazeni mezi kone¢né rozmérnymi vektoro-
vymi prostory tak pracujeme s linedrnimi operacemi mezi vektorovymi prostory funkci, definovanymi
bud integralnimi nebo diferencidlnimi operatory.

Zatimco diskusi diferencidlni rovnic nechdvdme na pozdé&ji, zde studujeme nejprve aproximace
funkci s pomoci vzdélenosti definované integrdlem (tzv. Fourierovy rady). Pak se vénujeme souvis-
lostem s nékterymi integralnimi operatory (napf. konvoluce) a integralnimi transformacemi (zejména
Fourirerova transformace). Po cesté si neodpustime ilustraci obecného principu, Ze spojité modely
jsou zpravidla ideovym podkladem a zdroveni dobrou aproximaci pro modely diskrétni. PoslouZi ndm
k tomu stru¢né nahlédnuti na problematiky tzv. waveletii a diskrétni Fourierovy transformace.

V osmé kapitole pokracujeme v naSem struéném nastinéni analytickych spojitych metod, tento-
krat pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve roz§ime zdkladni postupy a vysledky tykajici se deri-
vaci na funkce vice proménnych, véetné funkci zadanych implicitné a tzv. vazanych extrémii. Hned poté
rozsifime teorii integrovani o tzv. nasobné integraly. Poté se vénujeme stru¢né¢ modeltim opfenym o
znamou zménu nasich objektq, tj. diferencidlnim rovnicim a malinko naznacime obdobné problémy
variacni. Zavérem této kapitoly se pak strucn€ vénujeme numerickym piibliZzenim a odhaddm.

Devita kapitola je vénovédna popisné statistice, matematické pravdépododobnosti a matematické
statistice. Seznamime se s pojmy pravdépodobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, normdlni
rozdéleni, stfedni hodnota, medidan, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich a spojitych rozdéleni a bu-
deme se naznakem vénovat statistickému zpracovani dat, tj. vybérovym statistikym a jejich spolehli-
vosti.

V dal3i kapitole zamifime zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvame se v ni zdkladnimi pojmy
a poznatky teorie grafti a jejich vyuzitim v praktickych problémech (napf. prohleddvani do Sitky a
hloubky, minimalni pokryvajici kostry, toky v sitich, hry popisované stromy). Zavérem se budeme
zajimat o vytvorujici funkce.

Posledni kapitola se zabyva nejprve obecnymi algebraickymi strukturami s diirazem na elemen-
tarni poznatky z teorie grup, okruhti polynomt. Zminime i néco malo aplikaci v kédovani. Déle se
vénujeme tivodu do teorie ¢isel a vybrané aplikace, v€etné Sifrovani informace.

PORADNE PODEKOVANT VSEM ZUCASTNENYM, KTERf NEBUDOU PRIMO V AUTORSKEM KOLEKTIVU,
STUDENTUM APOD.

77.77.2013, kolektiv autort






KAPITOLA 1

Rozcvicka

Cilem prvni kapitoly je uvést ¢tendfe do fascinujiciho
svéta matematického mysleni. Vybirdme si k tomu co nej-
konkrétnéjsi ptiklady modelovani redlnych situaci pomoci
abstraktnich objektd a souvislosti. Zaroven projdeme néko-
lik témat a postupd, ke kterym se postupné budeme vracet
a v zavéru kapitoly se budeme chvili vénovat samotnému ja-
zyku matematiky (se kterym budeme jinak zachazet spiSe in-
tuitivne).

O co jednodussi jsou vychodiska a objekty, se kterymi
zde budeme pracovat, o to sloZit&jsi je pochopit do disledku
jemnosti pouzitych ndstrojii a postupd. VétsSinou je mozné
proniknout k podstaté véci teprve v jejich souvislostech.
Proto je také ptredstavujeme hned z nékolika pohledt zaro-
veril.

Ptechdzeni od tématu k tématu se mozna bude zdét jako
zmatecné, ale to se jisté postupné spravi pti nasich ndvratech
k jednotlivym dvahdm a pojmim v pozdéjsSich kapitolach.

Nazev kapitoly 1ze chdpat i jako nabddani k trpélivosti. I
nejjednodussi dlohy a dvahy budou snadné jen pro ty, kteii
uz podobné tesili (a plijde pro né jen o opakovani znalosti ze
stiedni Skoly). K postupnému pozndni a ovlddnuti matema-
tického mysleni vede jen pozvolnd a spletitd cesta.

Zacéneme s tim nejjednodussim: obycejnymi Cisly.
1. Cisla a funkce
Lidé odjakziva chtéji mit jasno ,kolik™ néceho je, pri-
... padné ,zakolik“ to je, ,,jak dlouho* néco
"o, trva apod. Vysledkem takovych tvah je
w2 vétSinou néjaké ,Cislo™. Za Cislo pritom
B 7, ( povazujeme néco, co umime sc¢itat a na-
sobit a spliiuje to obvyklé zakonitosti, af uz vSechny nebo
jen nekteré. Napriklad vysledek s¢itdni nezdvisi na poradi, v
jakém &isla s¢itdme, mame k dispozici ¢islo nula, které pricte-
nim vysledek nezméni, ¢islo jedna, kterym miZeme nésobit,
aniZ bychom zménili vysledek, apod.

Nejjednodussim piikladem jsou tzv. &isla pfirozem
deme je znacit N = {0, 1,2, 3,...}. VSimnéme si, Ze jsme
mezi pfirozend Cisla vzali i nulu, jak je obvyklé zvlasté v in-
formatice.

Pocitat ,jedna, dvé, tii, se uéi déti uz ve
Skolce. O néco pozdéji se setkdvame s Cisly celymi
Z ={..,-2,—-1,0,1,2,...} a nakonec si zvykneme na
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»hodnota, zména, poloha*
— co to je a jak to uchopit?

A. Cisla a funkce

S pfirozenymi, celymi, raciondlnimi a redlnymi Cisly jiZ pocitat
umime. Zamyslime se, pro¢ raciondln{ ¢isla nestaci (byf v pocitadi s
jinymi doopravdy pocitat neumime) a pfipomeneme si tzv. ¢isla kom-

plexni (protoZe ani s redlnymi ¢isly si pfi vypoctech nevystacime).

z X2

1.1. Najdéte néjaké redlné Cislo, které neni raciondlni.

ReSeni. Jedna z mnoha moZnych odpovédi je +/2. JiZ staii Rekové
védéli, Ze predepiSeme-li plochu &tverce a® = 2, pak nelze najit racio-
ndlni a, které by predpisu vyhovovalo. Proc¢?

Vime, Ze kazdé prirozené ¢islo n Ize jednoznacnym zptisobem vy-
jadrit jako sou¢in n = pi' - py* ... p}*, aZ na poradi v soucinu, kde
Ply---

Pokud by tedy platilo (p/g)*> = 2 pro pfirozend &isla p a g, pak

, Pr jsou po dvou rliznd prvocisla.

tedy p?> = 2¢°. Na levé strand madme v rozkladu na prvoéisla 2" se
sudym r (pfipadné r = 0), na pravé strané ale bude vZdy mocnina
dvojky lichd. To je spor s nasim tvrzenim a tedy pfedpoklad nemiize
platit a Zadné raciondlni ¢islo nemiZe mit za svoji druhou mocninu

dvojku. U

1.2. Najdéte feSeni rovnice x> = b pro libovolné redlné &islo b.

ReSeni. Vime, Ze tato rovnice ma vZdy feSeni x v oboru redlnych ¢isel,
pokud je b nezdporné. Jestlize je b = —1, pak ale zjevné takové redlné
X existovat nemiiZe. Musime proto najit vétsi obor Cisel, ve kterém uz

feSeni existovat bude.



pl.3

A. CISLA A FUNKCE

1. CISLA A FUNKCE

K redlnym ¢islim nejprve pridaime nové Cislo i, tzv. imagindrni
Jednotku a zkusime dodefinovat s¢itdni a ndsobenf tak, abycho
déle zajistili obvyklé chovani &isel, jak jsou shrnuty v odstavcei [

Jist€¢ musime umét nové Cislo i ndsobit redlnymi ¢isly a vysledky
s¢itat s jakymikoliv redlnymi ¢isly. Nutn€ proto musime v novém
Ciselném oboru komplexnich cisel C pracovat s formdlnimi vyrazy
z=a+ib.

Aby byly splnény vlatnosti asociativity a distributivity, zavedeme
s¢itani tak, Ze se nezdvisle scitaji redlné slozky a imagindrni slozky.
Stejné tak chceme ndsobeni tak, jak by se ndsobily dvoj¢leny redlnych
&isel s jedinym dodatednym pravidlem i2 = —1, tj.

(@a+ib)+(ct+idy=(a+c)+i(b+d),
(a+ib)-(c+id) = (ac—bd)+i(bc+ ad).
O

Redlnému &islu a fikdme redlnd sloZka komplexniho ¢ila z, redl-
nému &islu b pak imagindrni sloZka, pisSeme re(z) = a, im(z) = b.
1.3. Ovéite, Ze skutené plati vSechny vlastnosti (KG1-4), (O1-4) a
(P) skalart z 1.

ReSeni. Nulou je &islo 0+i 0, jednickou &islo 1+i 0, které opét piseme

jako 0 a 1.VSechny vlastnosti se ovéii pfimocarym vypoctem. U

1.4. Komplexni ¢islo je ddno dvojici redlnych Cisel, jde tedy o bod v
redlné roving R?. Ukazte, Ze vzddlenost komplexniho &islaz = a+i b
od pocatku je ddna vyrazem zz, kde z komplexné sdruZené ¢islo a—i b.
ReSeni. Sou¢in

Z = (a* +b*) +i(—ab+ba) =a*>+b*
je vzdy reédlné Cislo a dava nam skute¢né kvadrat vzdalenosti ¢isla z
od pocitku 0. Plati tedy |z|? = zz. O

1.5.

sdruZeného ¢isla jako geometrickou transformaci v roviné.

Interpretujte ndsobeni imagindrni jednotkou a vzeti komplexné

ReSeni. Imagindrni jednotka i odpovida bodu (0, 1) a viimnéme si, Ze
vyndsobeni jakéhokoliv ¢isla z = a + i b imagindrni jednotkou dava
vysledek
i-(a+ib)=-b+ia

coZ je v interpertaci v roviné oto¢eni bodu z o pravy dhel v kladném
smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

Prifazeni komplexné sdruZeného ¢isla je symetrie podle osy reél-
nych &isel:

z=(a+ib)—> (a—ib)=z%.

desetinnd ¢isla a vime, co znamend 1.19-ndsobek ceny diky
19% dani z ptidané hodnoty.

1.1. Vlastnosti c¢isel. Abychom mohli s Cisly pracovat
opravdu, musime se jejich definici a vlast-
nostem vénovat porddnéji. V matematice
se tém zdkladnim tvrzenim o vlastnostech
objektti, jejichz platnost piredpokldddme, aniZ bychom se
zabyvali jejich dokazovanim, fikd axiomy. Vhodna volba
axiomi predurcuje jak dosah z nich vychdzejici teorie, tak
jeji pouzitelnost v matematickych modelech skute¢nosti.

VLASTNOSTI SKALARU —

Vlastnosti s¢itani:

(KG1)
(KG2)
(KG3) existuje 0 takova, Ze pro vSechna a platia +0 = a
(KG4)

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikame vlastnosti komutativni
grupy. Jsou to po fadé asociativita, komutativita, existence
neutrdlniho prvku (fikdme u scitdni také nulového prvku),
existence inverzniho prvku (fikdme u scitdni také opa¢ného
prvku k a a zna¢ime ho —a).

Vlastnosti nasobeni:

(a+b)+c=a+ (b+c), provsechnaa, b, c
a+b=>b+a, provsechnaa, b

pro vSechna a existuje b takové, Zea +b =0

(01) (a-b)y-c=a-(b-c), provsechny a, b, c
(02) a-b=>b-a, provsechny a, b
(03)

existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1 - a = a
(04)

Vlastnosti (O1)-(0O4) se postupné nazyvaji asociativita, ko-
mutativita, existence jednotkového prvku a distributivita s¢i-
tani vic¢i ndsobeni.

MnoZiny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)—(KG4),
(01)—(04) se nazyvaji komutativni okruhy.
Dalsi vlastnosti nasobent:

P)
(0D
Vlastnost (P) se nazyv4 existence inverzniho prvku vzhledem

k nédsobeni (tento prvek se pak znaci a~) a vlastnost (OI)
iikd, Ze neexistuji ,,d¢litelé nuly*.

a-(b+c)=a-b+a-c, provsechnya, b, c.

pro kazdé a # 0 existuje b takové, Ze a - b = 1.

je-li a-b=0,potombuda = 0nebo b = 0.

Uvedli jsme si zdkladn{ vlastnosti operaci s¢itdni a ndso-

beni pro nase pocty s Cisly, kterd piSeme jako
pismena a, b, c, . ... Obé tyto operace funguji
_ tak, Ze vezmeme dvé Cisla a, b a aplikaci sCi-
1\ tani nebo nasobeni dostaneme vysledné hod-

=

noty a + b a a - b. Vlastnosti téchto operaci budeme sou-
stavné vyuZivat, aniZ bychom museli pfesné v&dét, s jakymi
objekty skutecné pracujeme. Tak se dostaneme k obecnym
matematickym ndstrojiim, je vSak vZdy dobré mit pfedstavu
o typickych piikladech.
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Cela ¢isla Z jsou dobrym piikladem komutativni grupy,
ptirozend Cisla nikoliv, protoZe nespliiuji (KG4) (a pfipadné
neobsahuji neutralni prvek, pokud nékdo nulu do N nezahr-
nuje).

Kdyz komutativni okruh navic spliuje i vlastnost (P), ho-
vofime o poli (Casto také o komutativnim télese).

Posledni uvedend vlastnost (OI) je automaticky splnéna,
pokud plati (P). Opacné to ovSem neplati a tak fikdme, Ze
vlastnost (OI) je slabsi nez (P). Napi. okruh celych cisel Z
nespliiuje (P), ale spliiuje (OI). Hovofime v takovém piipadé
0 oboru integrity.

Vsimnéme si, Ze mnoZina v§ech nenulovych prvki v poli
spolecné s operaci ndsobenf spliiuje (O1), (02), (O3), (P), a
je proto také komutativni grupa. Jen se misto s¢itdni mluvi o
ndsobeni. Jako priklad miiZeme vzit v§echna nenulova redlna
¢isla.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - splitujicimi
(ne nutné vSechny) vyse uvedené vlastnosti (tj. komutativni
okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat skaldry. Bu-
deme pro né€ vesmeés uZivat mald latinskd pismena ze zac¢4tku
nebo konce abecedy.

Vsechny vlastnosti (KG1)—(KG4), (O1)-(04), (P), (OI)
z nasich dvah je tfeba brat jako axiomatickou definici ptislu-
Snych matematickych pojmt. Pro naSe potieby bude stacit
si pribézné uvédomovat, Ze pii dalSich diskusich budeme
didsledné pouZivat pouze tyto vlastnosti skaldrd a Ze i nase
vysledky proto budou platné pro vSechny objekty s t€mito
vlastnostmi.

V tomto je pravd sila matematickych teorii — nejsou
platné jen pro konkrétni feseny priklad. Naopak, pfi rozumné
vystavbé maji vZdy univerzdlni pouziti. Budeme se snaZit
tento aspekt zdlraznovat, prestoze nase ambice mohou byt
v ramci daného rozsahu ucebnice jen velice skromné.

1.2. Existence skalara. K tomu, aby ale skute¢né bylo
-, mozné budovat matematickou teorii, je tfeba ovéfit,
% Ze takové objekty mohou existovat. Pro poradek si
42 proto budeme postupné ukazovat, jak je moZné zkon-
struovat zdkladni ¢iselné obory. Pro konstrukci pfiro-
zenych Cisel zacneme s predpokladem, Ze vime, co jsou to

mnoZziny.

Prazdnou mnoZinu si oznac¢ime ¢ a definujeme
(1.1 0: =0, n+1:=nU{n},
neboli

0:=0,1:={},2:={0,1},...,n+1:={0,1,...,n}

Timto zdpisem fikdme, Ze pokud uZ midme definovand
vSechna ¢isla 0, 1, 2, ... n, pak ¢islo n + 1 definujeme jako
mnoZinu vSech predchozich ¢&isel.

Prirozena Cisla takto ztotoZiiujeme s pocty prvki kon-
krétnich mnozin. Cislo n je mnoZina, kterd ma n prvki a
dvé pfirozend &isla a, b jsou stejnd, pravé kdyz piisluSné
mnoZiny maji stejn€ prvkd. V teorii mnoZin se misto slovniho
spojeni ,,pocet prvkti mnoziny* pouZiva pojem ,,mohutnost

1.6. Vyuzijte k popisu komplexnich Cisel thel privodice a vzdale-

nost od pocétku (tzv. gonimetricky tvar).

s vz

ReSeni. Komplexni &isla tvaru z = cos¢ + i sin g, kde ¢ je redlny
parametr udévajici ihel mezi redlnou piimkou a spojnici z s pocat-
kem (méfeny v kladném smyslu), popisuji pravé vSechny body na jed-
notkové kruZnici v komplexni roving€. Kazdé nenulové ¢islo z pak lze
pravé jednim zptisobem napsat jako
z = |z|(cos ¢ + i sing).
O

1.7. Napiste soucin dvou komplexnich ¢isel pomoci goniometric-

kych tvard (tzv. Moivrova véta).

ReSeni. Hledany vztah

21 - 22 = |z1l|z2] (cos(@1 + ¢2) + i sin(@; + ¢2)),

kde ¢; jsou argumenty ¢isel z;, vyplyva z vzorcll pro sinus a kosinus

souctu argumentd. ([

1.8. Vyjadrete ¢islo z; = 2 + 3i v goniometrickém tvaru a naopak
¢islo zp = 3(cos(m/3) + i sin(r/3)) v algebraickém tvaru.

ReSeni. Absolutni hodnota daného &isla (vzddlenost bodu s Kar-
tézskymi soufadnicemi [2, 3] v roviné od pocitku soufadnic) je
V22 +32 = /13. Z pravoihlého trojihelnika v obrdzku pak
snadno spocteme sin(p) = 3/3/13, cos(p) = 2/4/13. Je tedy
© = arcsin(3/«/ﬁ) = arccos(Z/m) = 53, 3°. Celkem

- (Ger 7o)

V13 (cos (arccos (%)) + sin((arcsin <%>>) .

Ptevod komplexniho ¢isla z goniometrického do algebraického je jesté

1
_+i.£ =§+i.ﬁ'
2 2 2 2

O

)i -

jednodussi:

=3 (cos (Z) 150 () =

. 12

1.9. Cislo <5\/§ + Si) zapiste v co nejjednodussim tvaru.

Reseni. Upravy jako postupné umoctiovani nebo rozvoj podle bino-

mické véty jsou v tomto piipadé casové narocné. Pri vyjadieni
SV3+5i=10(F +5) =10(cos Z +isin)

uzitim Moivreovy véty vSak snadno obdrzime

2
(sv3+ 51')1 = 102 (cos 2T i sin 127) = 10'2.
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1.10. Vyjddfete z = cos 0+ cos T +i sin 5 v goniometrickém tvaru.
ReSeni. Abychom mohli vyjadiit

z=|z|(cos@ +ising),
nejprve uréime

el = y/(cos 0+ cos Z)? +sin® ¥ :\/(1+§)2+(

ZapiSeme-li

2
IIN
b

_ cos 0+cos T .sin ¥\ ﬁ . £ _
Z—ﬁ(—ﬁ +i ﬁ>—\/§(ﬁ +ig )=
V3 (§ +i %) :
vidime, Ze pro argument ¢ ma platit
cos@p = */Tg, sing = %,
coZ jiz dava ¢ = m/6. Celkem jsme tak ziskali
z=+/3(cosZ +isinZ).
]
1.11. Pomoci Moivreovy véty vypocitejte
(cosg + i sin 5)31 .
ReSeni. Thned dostdviame
(cosjﬁl—l—ising)31 :cos3lT”—|—isin3lT’r :cos%’—l—isin%ﬂ =
_V3 1
2 2°
O
1.12. Stanovte
+30)(1+iv3)
1-iy/3 ’

ReSeni. Nebof absolutni hodnota sou¢inu (podilu) dvou libovolnych

komplexnich ¢isel je soucin (podil) jejich absolutnich hodnot a kazdé

komplexni ¢islo ma stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo s nim kom-

plexné sdruZené, plati

@+30)(1+v3)
1-iy/3

‘1+i«/§‘ _
‘1—:\/?( o

=243 1243i | =v2 3=

2

1.13. Uvedte vzdalenost d ¢isel z,z v komplexni roviné, je-li

A3
F= B2

mnoZiny“. Tento pojem md smysl (narozdil od toho predcho-
ziho) i pro nekone¢né mnoZiny.

Na prvni pohled je také vidét obvykla definice uspora-
danfi pfirozenych ¢isel podle velikosti (o ¢islu a fekneme, Ze
je ostie mensi neZ b tehdy a jen tehdy, kdyZa A baa C b
jako mnoZina). Dal§im formalnim krokem by méla byt defi-
nice s¢itani a ndsobeni a dikaz vSech zakladnich vlastnostni
prirozenych ¢isel, v€etné vyse uvedenych axiomd komutativ-
niho okruhu. Snadno lze napt. ukézat, Ze kazd4 podmnozina
v N mé nejmensi prvek a spoustu dalSich vlastnosti o kterych
zpravidla uz ddvno nepfemyslime a mame je za samoziejmé.

Nebudeme se tu konstrukci ¢iselnych obort zabyvat po-
drobné a ptredpokldddme, Ze Ctenaf ¢isla raciondlni (Q), re-
alné (R) a komplexni (C) divérné zna. Obc¢as budeme jen pti-
pominat teoretické i praktické souvislosti pti dal$im vykladu.
Podrobné bude konstrukce raciondlnich ¢isel z prirozenych
diskutovdna v [40. Konstrukci redlnych ¢&isel bude vhodné
zminit pfi studiu limitnich procesti pozdéji a jiz diive budeme
z riznych algebraickych pohledl zkoumat ¢isla komplexni.

povela

S

epemr——

.

va«@(exw: ToNinA

Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s ¢isly
manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, af uz
jejich hodnota je nebo neni pfedem zndma4.
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1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s &iselnou hodno-
- tou, kterd neni dana jako konkrétni ¢islo. Misto
toho néco vime o zévislosti nasi hodnoty na hod-
notach jinych. Formaln¢ piSeme, Ze hodnota y =
: f (x) nasi ,,zavislé¢* proménné veliCiny y je ddna
,nezavislou® veli¢inou x. Pfitom miiZeme znalost f bréat for-
malné (prosté je to né€jaka, blize nespecifikovand, zavislost)
nebo operacné, tj. f (x) je ddno vzorcem posklddanym z (pro-
zatim si predstavme kone¢né mnoha) zndmych operaci. Po-
kud je hodnotou skalar, hovoiime o skaldrni funkci. Kazda
funkce je definovdna na néjaké mnoZing, mluvime o definic-
nim oboru funkce, a mnoZina vSech hodnot je pak tzv. obor
hodnot funkce.

Také mohou byt ale hodnoty funkce f ddny pouze pri-
blizné€ nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tivah pak byva z neformélniho
popisu zdvislosti najit explicitni vzorce pro funkce, které je
popisuji, nebo aspoii explicitni vyjddieni pro konkrétni hod-
noty zavislych proménnych, ptipadné jejich pfiblizeni. Podle
typu dlohy a cile pracujeme:

e s presnym a kone¢nym vyrazem

e s nekone¢nym vyrazem

e s priblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsi-
nou s vy¢islenou moZnou chybou)

e s odhadem hodnot s vy¢islenim jejich pravdépodobnosti
apod.

Skalarni funkci je napf. rocni mzda pracovnika néjaké
firmy (hodnoty nezavislé veli¢iny, tj. defini¢ni obor funkce,
jsou jednotlivi pracovnici x z mnoZiny vSech sledovanych
pracovnikd, f(x) je jejich rocni mzda za dané obdobi).
Stejné tak mtZzeme sledovat mési¢ni mzdu konkrétniho pra-
covnika v Case (nezdvislou hodnotou je ¢as v mésicich, za-
vislou pfijem v jednom kazdém mésici). Jinym piikladem je
tieba plocha obrazce v roving, objem télesa v prostoru, rych-
lost konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté predsta-
vit, Ze ve vSech uvedenych piipadech mize byt hodnota ddna
néjakou voln€ popsanou souvislosti nebo naméfena piiblizné
nebo odhadnuta atd.

14. Operacne definované funkce. Funkce miZeme mit
_ dany vyctem jejich hodnot — napf. ve firme
je jen kone¢né mnoho zaméstnancli a umime
== sestavit tabulku s jejich aktudlnimi mési¢nimi
platy Castejl ale mdme misto hodnot pravidla, jak k hodno-

tdm dojit.
j FUNKCE FAKTORIAL L-.—

DileZitou skaldrni funkci na ptirozenych Cislech je fak-
toridl, ktery definujeme vztahy
fO =1, f(n)=n- f(n—1)

pron =1,2,....
mena

PiSeme f(n) = n! a definice zjevné zna-

nl=n-n—1)---1

ReSeni. Neni obtizné si uvédomit, ze komplexné sdruzend &isla jsou
soumérng sdruzend podle osy x a Ze vzdélenost komplexniho ¢isla od
osy x je rovna absolutni hodnoté jeho imagindrni ¢4sti. To jiZz ddva
d=3. (]

1.14. Vyjadiete zi + 22, 21 - 22,21, |22/, 3
1) {1 :1—21,22:41—3

ii) z1=2,20=1

2, pro

1.15. Komplexni ¢isla nejsou pouze ndstrojem, abychom ziskali

3

»divnd“ feSeni kvadratickych rovnic, ale jsou potieba i k tomu,
abychom urcili redlnd feSeni kubickych rovnic. Jak vyjadfit feSeni

kubické rovnice
3 2 _
X 4+ax"+bx+c=0
pomoci redlnych koeficientl a, b, ¢? UkaZzme si metodu, na kterou
prisli v Sestndctém stoleti panové Ferro, Cardano, Tartaglia a mozna

dal§i. Zavedme substituci x := ¢t — a/3 (abychom odstranili kvadra-

ticky ¢len v rovnici), dostaneme rovnici:
£+ pt+q=0,

kde p = b—a?/3aq = c+ (2a® —9ab)/27. Nyni zavedme neznimé
u, v spliiujici podminky u + v = t a 3uv + p = 0. Dosazenim prvni

podminky do pdivodni rovnice dostdvame
u3+v3+(3uv+p)(u+v)+q =0,

dosazenim druhé pak

3
p
— =0,
u® + qu’ 27

coZ je kvadratickd rovnice v nezndmé s = u>. Mdme tedy

I q ¢ p?
S D QTN O SR
" \/ 2 4 T 27

Celkem pak zpétnym dosazenim

x=—p/3u+u—a/3[cardan]

Ve vyrazu pro u je se vyskytuje tfeti odmocnina a abychom do-
stali vSechna tfi feSeni, je nutno pracovat i s komplexnimi odmocni-

nami. Rovnice x3

=a, a # 0, s nezndmou x ma totiZ prave tfi feSeni
v oboru komplexnich ¢isel (Zakladn{ véta algebry, viz (??)). VSechna
tato feSeni nazyvdme tfeti odmocninou z &isla a. Je tedy vyraz J/a
v komplexnim oboru trojznaény. Pokud se chce pfisoudit vyrazu J/a
jednoznaény vyznam, tak se za tfeti odmocninu uvazuje feSeni s nejme-

n${m argumentem.
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2. KOMBINATORICKE VELICINY

Navic jesté dodejme, Ze pfi popsaném postupu se mohlo vyskyt-
nout déleni nulou. V tom piipadé je nutno pouZzit jiného (vét§inou snad-

néjsitho) postupu.

1.16. Reste rovnici

24+ —2x—1=0.

ResSeni. Jak snadno zjistime, tak rovnice nema racionaln{ kofeny (me-
tody na urcovani raciondlnich kofend si objasnime v casti (2?)). Do-
sazenim do ziskanych vztahdl ziskime p = b — a?/3 = —7/3,

q = —7/27, pro u pak dostdvame
/28 + 12/—147
u = )

6
kde mizZeme teoreticky volit aZ Sest moznosti pro u (dvé volby zna-

ménka plus ¢i minus a k tomu tfi nezdvislé volby tfeti odmocniny).
Jak vSak snadno nahlédneme, dostdvdme pro x pouze tfi rtizné hod-

noty. Dosazenim do (1.15) pak jeden z kofenti m4 tvar

14 N /28 — 84iv/3 1

- -3 = 1,247,
J3(28 — 84i/3)

obdobné pro ostatni dva koreny (pfiblizné —0, 445 a —1, 802). Jak
jsme predeslali, vidime, Ze i kdyZ se ve vzorcich pro kofeny vyskytuji
komplexni ¢isla, tak vysledek je redlny. (Il

Zéavérem uvedime jest€ jeden piiklad ukazujici, Ze ,,divné* skaldry

se chovaji divné:

1.17. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami. Najdéte nenu-
lovy mnohoclen jedné nezndmé s koeficienty v Z, tj. vyraz typu
ax" + -+ ayx + ag, a; € Zq, a, # 0, takovy, Ze na mnoziné€ Z
nabyvéa pouze nulovych hodnot (tj. dosadime-li za x libovolny z prvki
Z7 a vyraz v Z; vyCislime, dostaneme vzdy nulu).

ReSeni. Pii konstrukci tohoto mnoho&lenu se opfeme o Malou Fer-
matovu vétu, kterd iikd, Ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s @
nesoudélné plati:

a?~! = 1(mod p).
Hledany polynom je tedy napiiklad polynom x’ — x (polynom x5 — 1

by nemél nulovou hodnotu v &isle 0). ]
B. Kombinatorika

V této kapitole si budeme hrat s prirozenymi cisly, kterd budou
popisovat rtizné nedélitelné predméty nachazejici se v naSem Zivotnim

prostoru a budeme se zabyvat tim, jak spocitat pocet jejich usporddani,

10

Nase definice funkce faktorial fik4, jak se zméni hodnota
f(n), kdyZ zménime hodnotu n o jednicku. Vzorec pro n!
jiz explicitné fik4, kolik to je doopravdy. V tomto piipadé to
nenf prili$ efektivni vzorec, protoZe se jeho slozitost zvétSuje
s rostoucim n, lepsi ale tézko hledat.

Podivejme se jesté na obycCejné scitani prirozenych Cisel
jako na operacné definovanou skalarni funkci. Defini¢nim
oborem je mnoZina vSech dvojic (a, b) ptirozenych cisel. De-
finujeme a + b jako vysledek procedury, ve které k a néko-
likrat po sobé pficitime 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1
definovali v rovnicich (). Pfi kaZzdém pficteni odebereme
7 b nejvetsi prvek a postupujeme tak, dokud neni b prazdna
(tj. b se postupné zmenSuje o jednicku a v kazdém kroku ndm
tik4, kolik jesté zbyva pricist).

Je evidentni, Ze takto definované s¢itani sice je ddno (ite-
rativnim) vzorcem, postup ale neni vhodny pro praktické
pocitani. Tak tomu bude v nasem vykladu Casto — teoreticky
korektni definice pojmu ¢i operace neznamend, Ze Ukony
s nimi spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu
budeme postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické né-
stroje ziskdvali. Co se tyce pfirozenych ¢isel, od skolky je
umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou mald), pro vétsi
zndme ze zdkladni Skoly algoritmus pisemného s¢itdni a s vel-
kymi si poradi pocitace (pokud nejsou pfili§ velkd).

2. Kombinatorické veli¢iny

Typickym ,.kombinatorickym* problémem je napocitat,
i kolika rGznymi zplsoby se miZe néco stat.
' Napf. kolika zptisoby lze vybrat v samoobsluze
dva rtizné sendvice z dané nabidky? Myslime
Z si pfitom, Ze jsou vSechny sendvice v regdlu
po dvou rizné nebo rozliSujeme jen rizné typy sendvici?
Pripoustime pak, Ze si také miZeme vzit dva stejné?
Nepieberné takovych otdzek mdme u karetnich a jinych her.

Pti feSeni konrétnich problémi vétSinou pouzivdme bud
tzv. ,,pravidlo sou¢inu®, kdyZ v navzdjem nezavislych tko-
nech kombinujeme kazdy vysledek s kazdym, nebo ,,pravido
souctu’, kdyz s¢itdme pocty pro rizné neslucitelné moznosti.
Prakticky to uvidime v mnoha piikladech.

2y 2

1.5. Permutace. JestliZze z mnoZiny n pfedmétd vytvaiime
néjaké potadi jejich prvkl, mdme pro volbu prvniho prvku
n moZznosti, dal§i je volen z n — 1 moZnosti atd., aZ ndm
nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné tedy je na
dané kone¢né mnoZzin€ S s n prvky pravé n! rtiznych poradi.
Procesu uspotfadavani prvkti mnoZiny S fikdme permutace
prvki mnoziny S. Vysledkem permutace je pak vZdy néjaké
poradi prvkda. JestliZe si pfedem prvky v S ocislujeme, tj. zto-
toZznime si S s mnoZinou S = {1, ..., n} n pfirozenych &isel,
pak permutace odpovidaji moZnym potadim ¢isel od jedné
do n. Mame tedy piiklad jednoduché matematické véty a nasi
predchozi diskusi je mozné povaZovat za jeji dikaz:
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! PoCET PERMUTACT '.-__§

Tvrzeni. Pocet p(n) riiznych poradi na konecné mnoziné s
n prvky je dan zndmou funkci faktorial:

1.2)

p(n) =n!

1.6. Kombinace a variace. Dal$im jednoduchym piikla-

' dem hodnoty urené vzorcem jsou tzv. kom-
binacni cisla, kterd vyjadtuji, kolika zptsoby
WY, lze vybrat k riznych rozliSitelnych pfedméti z
2 mnoziny n pfedmétd. Zjevn& mame

nn—1)---n—k+1)

moznych vysledkli postupného vybéru nasich k prvkd, pfi-
tom ale stejnou vyslednou k—tici dostaneme v k! riznych
poradich. Pokud nam zaleZi i na potfadi vybrané k-tice prvk,
hovofime o variaci k—tého stupné.

Jak jsme si prave ovérili, pocet kombinaci a variaci uda-
vaji nasledujici vzorce, které také nejsou pro vypocet moc
efektivni pfi velikych k a n, protoZe obsahuji vyrazy pro fak-

torialy.
ﬁl KOMBINACE A VARIACE L—

I Tvrzeni. Pro pocet c(n, k) kombinaci k-tého stupné z n
prvkii, kde 0 < k < n, plati
(1.3)

c(n, k) = <

n nn—1)...n—k+1) n!
k)z k(k—1)...1 T =l
Pro pocet v(n, k) variaci plati

(1.4) vin,k)=n(n—1)---n—k+1)

pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

s w2

Kombinacni &islo (;) Steme ,,n nad k* a nazyvame ho
také nékdy binomickym cislem. Tento nézev Cisla dostala od
tzv. binomického rozvoje, tj. rozndsobeni n-t€ mocniny dvo-
j¢lenu. Pocitdme-li totiZ (a + b)", bude koeficient u mocniny
akb"* pro kazdé 0 < k < n roven pravé poctu moznosti,
jak vybrat k—tici z n zdvorek v soucinu (ty, kde bereme do
vysledku a). Plati proto

(a + b)n — Z (Z)akbn—k

k=0

el.3| (1.9
a v§imnéme si, Ze pro odvozeni jsme potfebovali pouze distri-
butivitu, komutativitu a asociativitu nasobeni a sc¢itani. For-
mule (IL3) proto plati v kaZzdém komutativnim okruhu.

Jako dalsi jednoduchou ukézku, jak vypadd matematicky
diikaz si odvodime nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinac-
nich &islech. Pro zjednodugeni formulaci definujme (}) = 0,
kdykoliv je bud' k < 0 nebo k > n.

1.7. Tvrzeni. Pro vSechna p¥irozend Cisla k a n plati

preusporadani, vybért a tak podobné. Ve velké vétsiné takovychto pro-
blémt lze vystacit se ,,selskym rozumem®™. Stac{ vhodné pouZzivat pra-

videl souctu a soucinu, kterd si ukdZeme na ndsledujicich prikladech:

1.18. Maminka chce Jenikovi a Mafence rozdélit pét hrusek a Sest
jablek. Kolika zplisoby to miiZze udélat? (Hrusky mezi sebou povazu-
jeme za nerozliSitelné, stejné tak jablka. Pfipoustime, Ze nékteré z déti

nic nedostane.)

ReSeni. P&t hrusek samostatné miize maminka rozdélit Sesti zptisoby.
(Rozdé€leni je urceno tim, kolik hrusek da Jenikovi, zbytek pripadne
Matence.) Sest jablek pak nezévisle sedmi zptisoby. Podle pravidla

souc¢inu pak obé ovoce soucasné mtze rozdélit 6 - 7 = 42 zptisoby. [J

1.19. Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel, kterd zacinaji cifrou 1 a ne-

kond¢i cifrou 2, nebo kondi cifrou 2 a nezacinaji cifrou 1.

ReSeni. MnoZina uvaZovanych &isel je sloZend ze dvou disjunktnich
mnoZin, totiZ ¢isel, kterd zacinaji cifrou 1 a nekonci cifrou 2 (prvni
mnoZina) a ¢isel, kterd nezacinaji cifrou 1 a kondi cifrou 2. Celkovy
pocet popsanych ¢isel dostaneme podle pravidla souctu tak, Ze seCteme
pocty ¢isel v téchto dvou mnoZindch. V prvni z téchto mnoZin médme
¢isla tvaru ,,1XXY*, kde X je libovolnd cifra a Y je libovolnd Cislice
mimo dvojky. MtiZzeme tedy provést deset voleb druhé cifry, nezavisle
na tom miiZeme provést deset voleb tieti cifry a opét nezdvisle devét
voleb posledni cifry. Tyto tii nezavislé volby jednozna¢né urcuji dané
¢islo a podle pravidla sou¢inu mame tedy 10 - 10 - 9 = 900 takovych
¢isel. Obdobné ve druhé skupiné mdme 8 - 10 - 10 = 800 ¢&isel (na
prvni cifru mdme pouze osm moznosti, nebof ¢islo nemiZe zacinat
nulou a jednicku mdme zakdzanu). Celkem podle pravidla souctu je

900 + 800 = 1700 uvaZzovanych cisel. U

1.20. Urcete pocet zplisobt, jak 1ze na Sachovnici (8 x 8 poli) postavit
bilou a ¢ernou véz tak, aby se neohroZovaly (nebyly ve stejném fadku

ani sloupci).

ReSeni. Nejprve umistime napi. bilou vé7. Pro ni mame na vybér
z 8% poli. Ve druhém kroku umistime v&Z ¢ernou. Nyni mame ,k dis-
pozici* 7% poli. Podle pravidla soucinu je vysledek 8% - 7 = 3136.
g

V nésledujicich piikladech uZ budeme pfi feSeni pouZivat pojmi
kombinace, permutace, variace (pfipadné s opakovanim), které jsme

definovali.

1.21.

potadi, v nichZ dva pfedem urceni fecnici nevystupuji ihned po sobg.

Béhem schiize ma vystoupit 8 fecnikid. Stanovte pocet vSech

11
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ReSeni. Oznadme si zminéné dva fe¢niky jako osoby A a B. Pokud
hned po vystoupeni osoby A nasleduje vystoupeni osoby B, miZeme
na to nahliZet jako na projev jediného fe¢nika. Pocet v§ech poradi, v ni-
chZ vystupuje B ihned po A, je tedy roven poctu vSech permutaci ze
sedmi prvki. Stejny je pochopitelné také pocet vSech potadi, v nichz
vystupuje A ihned po B. Nebof pocet v§ech moZnych potadi 8 fe¢nikt

je 8!, Cislo 8! — 2 - 7! uddv4 hledany pocet poradi. ]

1.22. Kolik existuje pfesmy&ek slova PROBLEM takovych, Ze v nich

a) pismena B a R stoji vedle sebe,

b) pismena B a R nestoji vedle sebe.

ReSeni. a) Dvojici pismen B a R miZeme povaZovat za jedno nedg-
litelné dvojpismeno. Celkem tedy mame k dispozici Sest rGznych pfs-
men a Sestipismenych slov sloZenych z riznych pismen je 6!. V nasem
piipadé vSak tento pocet musime jeSté vynasobit dvéma, nebof nase
dvojpismeno miiZe bit jak BR tak RB. Celkem dostdvdme 2 - 6! rliz-
nych presmycek.

b) 7! — 2 - 6! (dopln€k ¢asti a) do poctu vSech sedmipismennych

slov sloZenych z riznych pismen. O

1.23. Kolika zplsoby miZe sportovec umistit 10 rtiznych pohara do
5 polic, jestliZe se na kazdou polici vejde vSech 10 pohara?

ReSeni. K pohartim pfiddme 4 navzijem nerozligitelné predméty, kupt.
tuzky. Pocet vSech riiznych potadi pohdri a tuzek je zfejmé 14!/4! (tu-
7Ky jsou nerozliSitelné). Kazdé umisténi pohard do polic ovSem odpo-
vid4 prave jednomu sefazeni pohard a tuZek. Staci tfeba fici, Ze pohary
pred prvni tuZkou v pofadi ddme do prvni police (pfi zachovéni poradi),
pohéry pfed druhou tuzkou do druhé police atd. To znamen4, Ze ¢islo
14!/4! je vysledkem. U

1.24. Urcete pocet Ctyfcifernych Cisel sestavenych z praveé dvou riz-
nych cifer.

Refeni. Dvé riizné cifry pouZité na zdpis mizeme vybrat (}) zpi-
soby, ze dvou vybranych cifer miZzeme sestavit 2* — 2 riiznych &tyi-
cifernych ¢isel (dvojku odecitime za dvé Cisla sloZend pouze z jedné
cifry). Celkem mame (120) (2*—2) = 630 &isel. Nyni jsme ale zapocitali
i ¢isla za¢inajici nulou. Téch je (?) (2% — 1) = 63. Celkové dostdvame
630 — 63 = 567 cisel. O

1.25. Urcete pocet sudych Ctyfcifernych ¢isel sestavenych z pravé
dvou ruznych cifer.

ReSeni. Obdobné jako v pfedchozim piikladu se nejprve nebudeme
2)+5-523 —1) &isel

(nejprve pocitame Cisla pouze ze sudych cifer, druhy sc¢itanec udava

ohliZet na cifru nula. Dostaneme tak (;) 4 —
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(D () = (")

) () = )+ (4)
(3) Yieo () =2"

(4) Yiok(y) =n2""".

Dt¢kaz. Prvni tvrzeni je zjevné piimo z formule (I3).
Jestlize vycislime pravou stranu z tvrzeni (2), dostavame

(n)+( n )_ n! N n!
k k+1) kln—k! *k+D!n—k—1)!

(k+Dn!+ (n —k)n!
(kD! —k)!
(n+ 1)!
Ck+ D! —k)!
coZ je ale leva strana tohoto tvrzeni.
Tvrzeni (3) dokaZeme tzv. matematickou indukci. Tento
typ diikazu je vhodny pravé pro tvrzeni, ktera
ey fikaji, Ze néco ma platit pro vSechna priro-
= zend Cisla n. Matematickd indukce se sklada
ze dvou kroku. V prvnim se tvrzeni dokdZe pro n = 0 (po-
pfipad€ n = 1 nebo dalsi hodnoty »). V druhém, tzv. induk¢-
nim, kroku pfedpokldddme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n (a
vSechny predeslé hodnoty), a za pomoci tohoto predpokladu
dokdZeme, Ze tvrzeni plati i pro n 4+ 1. Dohromady z toho
pak vyvodime, Ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozend n.
Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoZe (8) =1=
20, (Stejné tak je pfimo vidét i pro n = 1.) Pfedpoklddejme,
7e plati pro néjaké n a spoctéme piisluSnou sumu pro n + 1
s vyuZzitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

2(3)-2l )+ 6]

B0 E Q-

k=0

Vsimnéme si, Ze vzorec (3) uddvd pocet vSech podm-
noZin n—prvkové mnoziny, nebot ( ) je pocet vSech jejich
k—prvkovych podmnoZin. VSimnéme si také, Ze tvrzeni (3)
plyne piimo z (1.5) volboua = b = 1.

Tvrzeni (4) dokdZeme opét matematickou indukci, po-
dobné jako (3). Zjevné plati pro n = 0, ¢imZ je hotov
prvni krok. Indukéni predoklad tikd, Ze (4) plati pro néjaké .
Spoctéme nyni piislusnou sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni
(2) a induk¢niho pfedpokladu. Dostaneme

226+ ()]
(k+1>(n>+§"(’;)

k=0

-2 (1) 20 - 2()

=

k*l
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=2"4+n2" ' 4 n2" = (n+ D2".

Tim je proveden indukéni krok, a tvrzeni je dokdzdno pro
vSechna pfirozena n. O

Druhd vlastnost z naSeho tvrzeni umoZiluje sestavit
vSechna kombinaéni &isla do tzv. Pascalova trojithelniku,
kde kazdé Cislo obdrZzime jako soucet dvou bezprostiedné
nad nim leZicich sousedd:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, Ze v jednotlivych fadcich mame praveé koefi-
cienty u jednotlivych mocnin z vyrazu (3), napf. posledni
uvedeny fadek fika

(a+b)’ = d’ +5a*b + 10a°b* + 10a°b> + 5ab* + b°.

1.8. Vybér s opakovanim. Potadi n prvkd, z nichZ mezi
nékterymi nerozliSujeme, nazyvidme permutace
s opakovanim.

Nechf je mezi n danymi prvky p; prvkd

Ry== prvniho druhu, p, prvki druhého druhu, ...,
pr prvki k—tého druhu, p; + p» + -+ + pr = n, po-
tom pocet poradi téchto prvkl s opakovanim budeme znacit
P(p1,..., pr)-

Podobné jako u permutaci a kombinaci bez opakovani,
pro vybér prvniho z nich mdme n moZnosti, pro dalsi n — 1
a tak ddle, az po posledni, ktery zbude. Pfitom ale za stejnd
povazujeme poradi nerozliSitelnych objektd. Téch je pro ka-
Zdou skupinku o p; objektech pravé p;!, takZe zfejmé plati

PERMUTACE S OPAKOVANIM

n!

, Pr) =

Volny vybér k prvkl z n moZnosti, véetné poradi, nazy-
vame variace k-tého stupné s opakovdanim, jejich pocet bu-
deme znacit V (n, k). Volny vybér v tomto piipad€é znamen4,
Ze predpokldddme, Ze stidle mdme pro vybér stejné moznosti,
napf. diky tomu, Ze vybrané prvky pted dalSim vybérem vra-
cime nebo tieba hdzime porad stejnou kostkou. Zfejmé plati

j VARIACE S OPAKOVANIM

V(n, k) = n.

Pokud nds vybér zajimd bez zohlednéni potadi, ho-
vofime o kombinacich s opakovdanim a pro jejich pocet
piSeme C(n, k). Zde se na prvni pohled nezdd tak jednodu-
ché, jak vysledny pocet zjistit. Diikaz nasledujici véty je pro
matematiku typicky — podaii se ndim novy problém pievést
na problém jiny, ktery jsme uZ diive zvlddli. V naSem

pocet sudych Ctyfcifernych Cisel sloZenych ze sudé a liché cifry). Opét
musime odecist &isla zacinajici nulou, téch je (2° — 1)4 + (22 — 1)5.

Hledany pocet cifer tak je
5
(2) QY —2)4+5-52° -1 -2 = 14— (2> - 1)5 =272.

O

1.26. Nakoncert€ je 730 lidi. Maji néktef{ z nich stejné inicialy? (Ne-

uvazujeme hacky ani ¢arky)

ReSeni. Pismen v abecedé (véetn& CH) je 27. Pocet viech moZnych
inicidld je tedy 27> = 729. Proto aspoii 2 lidé budou mit stejné inicidly.
O

1.27. Novi hréci se sejdou v jednom volejbalovém tymu (6 lidi). Ko-
likrat si pfi seznamovani (kazdy s kazdym) podaji ruce? Kolikrét si
hraci podaji ruce se soupefem po odehrdni zdpasu?

ReSeni. Seznamuje se kazdd dvojice z Sesti hra&i. Pocet podani rukou
je teda roven kombinaci C(2,6) = (3) = 15. Po zdpase si kazdy z
Sesti hracti poda ruku Sestkrat (s kazdym z Sesti soupeid). Pocet je
teda dohromady 62 = 36. (]

1.28.

dva z nich maji fidi¢sky prtikaz? Jak se mtize rozesadit 20 cestujicich

Jak se miiZe rozesadit pét osob v pétimistném auté, kdyZz jen

a dva fidi¢i v 25-mistném minibuse?

ReSeni. Na mist& fidi¢e mame dvé moZnosti a na zbylych mistech uz
je pofadi libovolné, tzn. pro spolujezdce 4 moZnosti, pro dal$i misto
3, pak 2 a 1. Celkové 2.4! = 48 moZnosti. Podobné€ v minibuse mame
dvé moznosti na misté fidiCe a druhy fidi¢ plus cestujici mohou na zby-
Iych 24 mistech sedét libovoln€. Nejprve vybereme mista, kterd budou
obsazena, tj. (5‘1‘) a na téchto mistech mdze byt 21! rtiznych poradi.
Dohromady mdme 2.(5‘:)21! = % mozZnosti. (]
1.29. Kolika zplsoby lze do tfi rtiznych obdlek rozmistit pét shod-
nych stokorun a pét shodnych tisicikorun tak, aby zZidna neztstala

prazdnd?

ReSeni. Nejdfive zjistime viechna rozmisténi bez podminky neprazd-
nosti. Téch je podle pravidla soucinu (rozmisfujeme nezdvisle stoko-
runy a tisicikoruny) C(3, 5)% = (;)2 Odecteme postupné rozmisténi,
kdy je prave jedna obélka prazdn4, a poté kdy jsou dvé obélky prazdné.
Celkem C(3, 5)2=3(C(2, 5)* — 2) =3 = (1)’ =3(6* — 2) =3 = 336.
(]
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1.30. Urcete pocet rtiznych vét, které vzniknou presmyckami v jed-
notlivych slovech véty ,,Skokan na koks* (vzniklé véty ani slova ne-
museji ddvat smysl).

Reseni. Uréime nejprve poéty presmyéek jednotlivych slov. Ze slova
»skokan* dostaneme 6!/2 rtznych pfesmycek (permutace s opakova-
nim P(1,1,1,1,2)), obdobné ze slova ,,na“ dvé a ze slova ,,koks"
4!1/2. Celkem podle pravidla soucinu 6!4!/4 = 4320. |

1.31.

Ze mezi pismeny ,k* je prave jedno jiné pismeno.

Kolik existuje riiznych pfesmycek slova ,krakatit takovych,

ReSeni. V uvazovanych presmyckach je Sest mozZnosti, jak umdistit sku-
pinu dvou ,k“. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k*, pak
ostatni pismena miiZeme rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy

P(1, 1, 2,2) zptisoby. Celkem podle pravidla soucinu je hledany pocet

66!
6-P(1,1,2,2) = — = 1080.
2.2

O

1.32. Kolika zplisoby miiZeme do péti riiznych dtlk vybrat po jedné

v/ ¥

kouli, vybirdme-li ze Ctyt bilych, ¢tyf modrych a tfi cervenych kouli?

ReSeni. Nejprve fesme tlohu v piipadg, Ze bychom méli k dispozici
alespon pét kouli od kazdé barvy. V tomto piipadé se jednd o volny
vybér péti prvkl ze tfi moznosti, tedy o variace s opakovanim (viz ).
Miéme

V(3,5) =3

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud’ pouze koule
stejné barvy (takové vybéry jsou tfi), nebo prave ¢tyfi koule Cervené
(takovych vybéra je 2 - 5 = 10; nejprve vybereme barvu koule, ktera
nebude Cervena — dvé moznosti — a poté dilek, ve kterém bude — pét

moZznosti). Celkem tedy mdme
3 —-3-10=1230
mozZnych vybéri. O

1.33. Kolika zpisoby lze rozestavit n shodnych véZi na Sachovnici
n x n tak, aby bylo kazdé neobsazené pole ohroZovano nékterou z
vezi?

ReSeni. Dani rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoZiny
rozestaveni, kdy je alesponi v jednom faddku jedna véZ (tedy v kaZdém
fadku pravé jedna; tato mnoZina md n" prvkl — v kazdém radku vy-
bereme nezdvisle jedno pole pro vé€Z) a mnoZiny rozestavent, kdy je v
kazdém sloupci alespoii (tedy prave) jedna veéZ (stejnou tivahou jako

u prvni mnoZiny mé tato mnoZina rovnéz n" prvkt). Prinik téchto
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pripadé je to prevedeni na problém standardnich kombinaci
bez opakovani:

__—J KOMBINACE S OPAKOVANTM —

Véta. Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvkii je
provSechnyk > 0an > 1

Cn. k) = <”+Z_ 1).

Dukaz. Dtkaz je opfen o trik (jednoduchy, jakmile ho
pochopime). Uvedeme dva rzné postupy.

Predstavme si nejprve, Ze tahdme postupné
karty z baliku n riznych karet a abychom mohli
pfipadn€ nékterou z nich vytdhnout vicekrit,
prldame si k baliku jest€ k — 1 rtznych Zolikt (alesponi jed-
nou ur¢ité chceme jednu z ptivodnich karet). Reknéme, Ze po-
stupné vytdhneme r ptivodnich karet a s Zoliku, tj. r +s = k.
7da se, Zze bychom méli vymyslet postup, jak z téch s Zolikd
poznat, které karty ndm zastupuji. Ve skute¢nosti ndm ale
staci diskuse poctl moZnosti takovych voleb.

K tomu mtizeme pouzit matematickou indukci a predpo-
kladat, Ze dokazovand véta plati pro mens$i argumenty nez
jsou n a k. Skutecné, potfebujeme obsahnout kombinace s—
té tfidy s opakovanim z pouze r ptivodnich karet, coz dava
("1 = ("), coz je pravé pocet kombinaci s-tého
stupné (bez opakovani) ze vSech Zolikdi. Tim je véta doka-
zéna.

Druhy pfistup (bez matematické indukce): Na mnoZziné

S=A{a,...,an}

ze které vybirdme kombinace, si zafixujeme uvedené potadi
prvki a pro nase volby prvki z S si pripravime n pfihradek,
do kterych si jiZ pfedem ddme v ndmi zvoleném potadi po
pravé jednom prvku z S.

Jednotlivé volby x; € S pfiddvdme do prihrddky, kterd
jiz tento prvek obsahuje. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpo-
znani ptvodni kombinace nam staci védét, kolik je prvki
v jednotlivych pfihrddkach. Napiiklad,

a | bbb |cc|d = *x| x| %% | %,

vypovidd o volbé b, b, ¢ z mnoZiny S = {a, b, c, d}.

V obecném piipadé vybéru k prvkl z n mozZnych tedy
mdame fetézec n + k znakl a pocet C(n, k) je roven poctu
moznych umisténi prihrddek | mezi jednotlivé znaky. To od-
povidd vybéru n — 1 pozic z n + k — 1 moZnych. Protoze
je

n+k—1Y n+k—1 _(nt+k—1
k \n+k—-1-k) \n-1 )
je véta dokazana i podruhé. ([
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3. Diferencni rovnice

V pfedchozich odstavcich jsme vidé€li vzorce, které za-
davaly hodnotu skaladrni funkce definované na pfirozenych
¢islech (faktoridl) nebo dvojicich ¢isel (binomicka ¢isla) po-
moci pfedchazejicich hodnot. Zatimco v odstavci I3 jsou
kombinacni ¢isla definovdna primo spocitatelnym vyrazem,
Ize rozumét vztahtim v [CR také tak, Ze misto hodnoty nasi
funkce zaddvame jeji zménu pii odpovidajici zméné neza-
vislé proménné.

Takto se skutecné velice Casto postupuje pfi matematické
;. formulaci modeld, které popisuji redlné sys-
7 témy v ekonomice, biologii apod. My si tu po-
v§imneme jen nékolika jednoduchych piipadd

a budeme se k této tématice postupné vracet.

1.9. Linearni diferen¢ni rovnice prvniho radu. Obecnou
diferencni rovnici prvniho 7ddu rozumime vyraz

fn+1) = F(n, f(n),

kde F je zndmd skaldrni funkce zdvisld na dvojicich pfiro-
zenych Cisel. Zname-li ,,pocate¢ni* hodnotu f(0), miZzeme
spocitat f(1) = F(0, f£(0)), poté f(2) = F(, f(1)) atd.
Timto postupnym zplisobem muiZeme tedy nakonec spoci-
tat hodnotu f(n) pro libovolné n € N. VSimné€me si, Ze
tato tivaha je podobna konstrukci pfirozenych Cisel z prazdné
mnoziny nebo principu matematické indukce.

Jako priklad mtiZe slouzit defini¢ni formule pro faktoridl,
tj.

m+D!'=m+1)-n!

Vidime, Ze skutecné vztah pro f(n + 1) zdvisi na n i na hod-
noté f(n).

Dalsim obzvlasf jednoduchym piikladem je f(n) = C
pro néjaky pevny skaldr C a vSechna n a tzv. linedrni difere-
ncni rovnice

(1.6) fm+1)=a- f(n)+0b,

kde a # 0, a b jsou zndmé skaldary.

Takovou diferen¢ni rovnici umime snadno fesit, je-li b =
0. Pak se totiZ jednd o dobfe zndmou rekurentni definici geo-
metrické posloupnosti a plati

f)=af©), f@ =af(l)=a’f0) atd

Méme tedy pro vSechna n

f(n) =a"f(0).

To je napf. vztah pro tzv. Malthusidnsky model populacniho
rustu, ktery vychdzi z predstavy, Ze za zvoleny ¢asovy inter-
val vzroste populace s konstantni imérou a vaci predcho-
z{mu stavu.

DokéaZeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobaji linedrnim, ale pfipousti proménné koefici-
entya ab,

1.7 fm+1)=a,- f(n)+b,.

mnoZin pak mé n! prvki (mista pro véZe vybirame postupné od prv-
niho fddku — tam mdme n moZnosti, ve druhém pak jiZ pouze n — 1
mozZnosti — jeden sloupec je jiZ obsazen, ...). Podle principu inkluze

a exkluze je pocet hledanych rozestaveni:
2n" — n!.

O

1.34. Kolika zptsoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy,
vime-li o ni, Ze Zadné dva z trojice tymid Zbrojovka Brno, Banik Os-
trava a Sigma Olomouc spolu v tabulce ,,nesousedi*“?(Ligu hraje 16
muzstev.)

ReSeni. Prvni zpiisob. Hledany podet spoéitime podle principu in-
kluze a exkluze tak, Ze od poctu vSech moznych tabulek odecteme
pocet tabulek, ve kterych sousedi nékterd dvojice z uvedenych tii tymt
a pfi¢teme pocet téch tabulek, ve kterych soused{ vSechny tfi tymy. Hle-

dany pocet tedy je
3
16! — (2> -21-151 431+ 14! = 13599813427200.

Jiné feseni. Zminéné tfi tymy budeme povazovat za ,,oddélovace®.
Zbylych tfindct tymt musime rozd€lit tak, aby mezi libovolnymi
dvéma oddélovaci byl alespori jeden tym. Navic zbylé tymy mtiZeme
mezi sebou nezdvisle permutovat a rovnéZtak oddélovace. Celkem

tedy dostdvame
14
(3) - 13! 31 = 13599813427200

moznosti. O

1.35. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet vSech feSeni rovnice

Xi+xX2+--F+x=n
v mnoziné
a) nezédpornych
b) kladnych
celych Cisel.
ReSeni. a) Kazdé feSeni (1, ..., ), Zle r; = n miZeme jedno-

znaéné zaSifrovat jako posloupnost jednicek a nul, ve které napiSeme
nejprve r; jednicek, pak nulu, pak r, jednicek, nulu a tak déle. Po-
sloupnost bude celkem obsahovat n jedni¢ek a k — 1 nul. Kazd4 ta-
kovéa posloupnost navic ziejmé uréuje néjaké feSeni dané rovnice. Je
tedy Fegeni tolik, kolik je posloupnosti, tedy ("**~").

b) Hledame-li feSeni v oboru kladnych celych cisel, tak si vSim-

néme, Ze prirozend C¢isla xp, ... x; jsou feSenim dané rovnice, praveé
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3. DIFERENCNI ROVNICE

kdyZ jsou celd nezdpornd Cisla y; = x; — 1,i = 1,..., k, feSenim
rovnice

yvity+---+y=n—k.
Téch je podle prvni ¢4sti feSeni (k }) U

C. Diferen¢ni rovnice

Diferencni rovnice (jinak feceno téZ rekurentni vztahy) jsou
vztahy mezi Cleny néjaké posloupnosti, pri¢emZ nasledujici Clen
je dan pomoci Clend predchozich. Vyftesit diferencni rovnici pak
znamend najit explicitni vzorec pro n-ty (libovolny) clen dané
posloupnosti. Rekurentni vztah ndm totiZ po zaddni nékolika prvnich
¢lent posloupnosti zaddva n-ty ¢len pfimo pouze pomoci postupného
vycisleni vSech predchozich ¢lent.

Pokud je nésledujici ¢len posloupnosti ur¢en pouze predchozim
¢lenem, hovoiime o diferen¢nich rovnicich prvniho fddu. S nimi se
miZeme v Zivoté opravdu setkat, napiiklad, pokud si chceme zjis-
tit dobu splaceni néjaké phjcky pri pevné mésicni spldtce, nebo na-
opak chceme zjistit vy§i mési¢ni splatky, zaddme-li si dobu, za ktkiouB |
chceme pijcku splatit.

1.36. Mirek si chce koupit nové auto. Auto stoji 300 000 K¢. Mirek

< . Xt ol PR < el.6
by chtél auto koupit na mési¢ni splatky. Proddvajici spole¢nost mta=
bizi pij¢ku na koupi auta s ro¢nim trokem 6%. Mirek bych chtél auto

splatit za tfi roky. Jak vysokd bude mési¢ni splatka?

ReSeni. Oznadme Mirkovu mésiéni splatku S. Po prvnim mésici splati
Mirek S korun, z nichZ ¢ast pljde na vlastni splatku, ¢4st na splaceni
troku. Cdstku, kterou bude Mirek dluZit po uplynuti k mésicii ozna-
¢me dj. Po prvnim mésici bude Mirek dluZit

0, 06
d; = 300000 — S + TR 300000.

Obecné po uplynuti k-tého mésice
0, 06
12
Podle vztahu (1.9) je d; dano nasledovné

di = 1+0’06 k300000 1+006 1 125
k= 12 12 0.06)"

Splaceni po tfech letech se rovnd podmince dzs = 0, odkud dosté-

(1.1 dy =di_1 — S+

di_1.

vame
0,06

_ 2 -
S = 300000(1 mTRoe 36> =9127.

(1.2)
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Nejdiiveé se ale zamysleme, co mohou takové rovnice popiso-
vat.

Linearni diferencni rovnici (CA) miZeme pékné inter-

pretovat jako matematicky model pro spofeni nebo splaceni
uvéru s pevnou trokovou mirou a a pevnou splatkou b (tyto
dva piipady se lisi pouze znaménkem u parametru b).
S proménnymi parametry dostivime obdobny model,
: ovsem s proménlivymi jak troky, tak splatkami.
=, MZeme si predstavit tieba n jako pocet mésici,
a, bude vyjadiovat trokovou miru v mésici n,
7 - b, pfislusnou splatku v mésici n.

Nedéste se zdanlive sloZitého s¢itdni a ndsobeni v ndsle-
dujicim vysledku. Jde o typicky piiklad technického matema-
tického tvrzeni, kdy tézké je ,,uhodnout”, jak zni. Naopak di-
kaz je uZ pak jen docela snadné cviceni na zdkladn{ vlastnosti
skaldrti a matematickou indukci. Skute¢né zajimavé jsou te-
prve disledky, viz [Tl niZe.

Ve formulaci pouZivame vedle obvyklych znaki pro sou-
Cet > také obdobné znaky pro soucin [ [. V dals§im budeme
vZdy pouZivat také konvenci, Ze pokud u souctu je mnoZina
uvedenych indexd prazdna, pak je soucet nula, zatimco u sou-
¢inu je ve stejném piipadé vysledek jedna.

1.10. Tvrzeni. Obecné reseni diferencni rovnice (IL4) prv-
niho 7adu s pocatecni podminkou f(0) = yg je ddno vzta-
hem

n—1

n—1
(1.8) f(n):(Ha,) y0+2 [T a|b;+0a.

j=0 \i=j+1

DOkaz. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukef.
Zjevné tvrzeni plati pro n = 1,
kdy se jednd pravé o defini¢ni vztah
. S (1) = apyo + bo.

Ptedpokldddme-li, Ze tvrzeni plati pro n&jaké pevné zvo-
lené n, miZzeme snadno spocist:

n—1 n—2 n—1
fn+1)=a, (l_[ai)yo—i- l_[ ai | bj+ b,
i=0 =0 \i=j+1
+ by
n n—1 n
= (ITa) o+ 2 TLa) o0
i=0 =0 \i=j+1
jak se primo vidi rozndsobenim vyrazu. ([

Opét si vSimnéme, Ze jsme pro diikaz nepotiebovali o
pouzitych skaldrech nic vic neZ vlastnosti komutativniho
okruhu.

1.11. Disledek. Obecné reSeni linedrni diferencni rovnice
(LCA8) s a # 1 a pocdtecni podminkou f(0) = yg je
1-a"

(1.9) - b.

fn) =a"y,+
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KAPITOLA 1. ROZCVICKA

DUkaz. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do
obecného vzorce ([CY) dostavame

n—2

Fm =a"yo+ b(1 n Za”_j_]>.
=0

Pro vycisleni souctu soucinti v druhém scitanci si je tfeba
v§imnout, Ze se jednd o vyrazy (1 +a + --- 4+ a"~")b. Sou-
cet této geometrické fady spocCteme ze vztahu 1 — a”
(1—a)(1+a+---+a"") adostaneme pravé poZadovany
vysledek. O

Vs1mneme si, Ze pro vypocet souctu geometrické fady
jsme potiebovali existenci inverze pro nenulové
__skaldry. To bychom nad celymi ¢isly neuméli.
Posledni vysledek tedy plati pro pole skaldrii a

: miZeme jej bez problému pouZit pro linedrni di-
ferencm rovnice, kde koeficienty a, b a poc¢ite¢ni podminka
f(0) = yp jsou raciondlni, redlné nebo komplexni, ale také
nad okruhem zbytkovych tfid Z; s prvociselnym k (zbytkové
tiidy budeme definovat v odstavci [4T).

Pozoruhodné je, Ze ve skute€nosti vzorec (IT9) plati i s
celociselnymi koeficienty a poc¢dteéni podminkou. Pak totiZ
pfedem vime, Ze vSechny f (n) budou také celociselné, a celd
¢isla jsou podmnoZinou v ¢Eislech raciondlnich. Musi proto
nutné nd$ vzorec ddvat ta spravnd celoCiselna feSeni.

Pfi pozornéjsim pohledu na dikaz je ziejmé, ze 1 —a” je
vzdy délitelné 1 — a, takZe nas posledni pozorovani nemélo
prekvapit. Nicméné je vidét, Ze tfeba nad skaldry ze Z4 a
tieba a = 3 uZ neuspéjeme, protoze pak 1 — a = 2 je délite-
lem nuly.

1.12. Nelinearni priklad. Vrafme se na chvili k rovnici prv-
\\\ niho fadu (ICAH), kterou jsme pouZili na velice
"T, pr1m1t1vn1 model popu]acnﬂm rustu zavisejici

/ p. Na prvni pohled je ziejmé, Ze takovy model
vede pii uméfe a > 1 k pfiliS rychlému a hlavné neomeze-

nému rastu. - - -
vvvvvv primkydelirovinu
Realistictéj$i model bude mit tak

pulace Ap(n) = p(n + 1) — p(n) jen pii malych hodnotach
p,ti. Ap/p ~ r > 0. Pokud tedy budeme chtit nechat rist
populaci o 5% za obdobi pii malém p, budeme r volit 0, 05.
Pfi urcité limitni hodnoté p = K > 0 ale naopak uZ popu-
lace neroste a pfi jesté vétSich uz klesd (tfeba protoZe zdroje
pro jeji obZivu jsou omezené, jedinci ve veliké populaci si
navzdjem prekaZi apod.).

Predpokladejme, Ze pravé hodnoty y, = Ap(n)/p(n)
se v zavislosti na p(n) méni linedrné. Graficky si tedy tuto
zévislost miZeme predstavit jako pifimku v roviné promén-
nych p a y, kterd prochdzi body [0, r] (tj. pfi p = 0 mame
y =r) a[K, 0] (coz dava druhou podminku, Ze pfi p = K
se populace neméni). PoloZime proto

p+
= —— r.
y=—2Pp

Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah (1.1) mdZeme pouZit na nas pii-
klad pouze tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladn4, tj. dokud

bude Mirek skutecné€ néco dluZit.

1.37. Uvazujme situaci z predchoziho prikladu. Jak dlouho by Mirek
auto splécel, kdyby chtél mé&si¢né splacet 5000 K¢?

ReSeni. Pfi oznaceni g = 1,005, ¢ = 300000 ndm podminka d; = 0
dava vztah
i 200S

2008 — ¢’

jehoZ logaritmovdnim obdrZzime

In(200S — c)
Ing

_ 1n2008 —

coz pro § = 5000 dava ptiblizné k = 71, 5, tedy spldceni pljcky by

trvalo Sest let (posledni splatka by nebyla plnych 5 000 K¢). U

1.38. Urcete posloupnost {y,}°°,, kterd vyhovuje nasledujicimu reku-

n=1°

rentnimu vztahu

Linedrni rekurentni vtahy se mohou vyskytnout napiiklad v geo-

metrickych problémech:

1.39. Na kolik nejvyse oblasti mize délit rovinu n pifimek?

ReSeni. Ozna¢me hledany pocet oblasti p,. Pokud v roving neméme
danu Zadnou piimku, je celd rovina jedinou oblasti, je tedy py = 1.
Pokud je v rovin€ ddno n piimek, tak ptiddnim n + 1 pribude nejvyse
(n 4+ 1) oblasti: oblasti pribude pravé tolik, kolika (ptivodnimi) ob-
lastmi bude piimka prochazet (kazdou takovou oblast rozdéli na dvé
Casti, jedna oblast tedy pfibude). Pridana pfimka miiZe mit nejvyse n
rtiznych prise¢iki s 7 pfimkami, které uz v rovning& byly. Cst pifmky
mezi libovolnymi dvéma sousednimi priseciky prochazi pravé jednou
oblasti, celkem miiZe pfidand pfimka prochézet nejvySe n+1 oblastmi,
tedy miZe pribyt maximaln€ n + 1 oblasti, navic v roviné bylo pied
pridanim (n + 1)-ni pfimky nejvyse p, oblasti (tak jsme cislo p,, totiz

definovali).

17
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4. PRAVDEPODOBNOST

Celkem dostavame rekurentni vztah

Pnt1 = pp+ (n+ 1),

ze kterého ziskdme explicitni formuli pro p, bud pomoci vzorce 10

nebo piimo:

pn:pn—l+n:pn—2+(n_l)+n:

N

=pp3+m—-2)+n—1D+n=---=po+ i =
i=1
:1+n(n+1):n2+n+2
2 2

vvvvvv

prvniho fadu. Uvedime si pfiklady kombinatorickych uloh, pfi jejichZ

feSeni se mdzZeme rekurze s vyhodou vyuZzit.

1.40. Kolik existuje slov délky 12 sloZenych pouze z pismen A a B,
které neobsahuji skupinu BBB?

ReSeni. Nechf a, zna&i pocet slov délky n sloZenych pouze z pismen

A, B, neobsahujicich skupinu BBB. Pak pro a, (n > 3) plati reku-

rentni vztah
a, = ay_1 +ay_2 +a,_3,

nebof slova délky n spliiujici danou podminku musi koncit bud’ na A,

NP

nebo na A B, nebo na ABB. Slov koncicich na A je pravé a,_; (pfed

poslednim A muze byt libovolné slovo délky n — 1 spliujici danaw |
podminku. Obdobné pro zbylé dvé skupiny. Ddle snadno vycislime

a; = 2,ay =4, a3 = 7. Postupnym dopocitanim

app = 1705.

18

Dosazenim y, za y a p(n) za p dostdvame
pin+1)—pn)
p(n)

tj. rozndsobenim dostdvdme diferen¢ni rovnici prvniho fadu
(kde hodnota p(n) vystupuje v prvni i v druhé mocning)

r
- —— + )
Kp(n) r

(1.10) pn+1) = pm)(l - ip(n) +7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto mo-
=, delu pro rizné hodnoty » a K. Na obrazku je

pribéh hodnot pro parametry r = 0, 05 (tj. pé-
e —_tiprocentni ndrlst v idedlnim stavu), K = 100
(t] zdrOJe limituji hodnotu na 100 jedinci) a p(0) jsou dva
jedinci.

0 50 100 150 200

Vsimnéme si, Ze pocatecni priblizné exponencidlni rist
se skutecné pozdéji zlomi a hodnota se postupné bliZi kyZe-
nému limitu 100 jedinct. Pro p blizké jedné a K daleko vétsi
neZ r bude pravd strana rovnice (I'I0) pfiblizné p(n)(1 +r),
tzn. chovani je obdobné Malthusidnskému modelu. Naopak
pri p pfiblizné K bude prav4 strana ptiblizné p(n). Pro vétsi
pocatecni hodnoty p neZ K budou hodnoty klesat, pro mensi
nez K rast, takZe systém bude zpravidla postupné oscilovat
kolem hodnoty K.

4. Pravdépodobnost

Ted se podivime na jiny obvykly piipad skaldrnich

N . hodnot funkei — sledované hodnoty casto
E2y .. ejsou zndmy ani explicitné vzorcem,
~~ ani implicitné néjakym popisem. Jsou
~ vysledkem né&jaké nahodilosti a my se
snaZime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta i ona
moznost.

1.13. Co je pravdépodobnost? Jako jednoduchy piiklad
muze slouzit obvyklé hazeni kostkou se Sesti sténami s ozna-
¢enimi

1, 2,3,4,5, 6.
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Pokud popisujeme matematicky model takového hdzeni
»poctivou* kostkou, budeme ocekdvat a tudiz i pfedepisovat,
Ze kazda ze stran pada stejn€ Casto. Slovy to vyjadiujeme
,,kazda predem vybrand sténa padne s pravdépodobnosti é“.

Pokud ale si tfeba sami noZikem vyrobime takovou
kostku z kusu dreva, je jisté, Ze skute¢né relativni Cetnosti
vysledkti nebudou stejné. Pak miZeme z velikého poctu
pokust usoudit na relativni Cetnosti jednotlivych vysledki
hodt a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v naSem ma-
tematickém popisu. Nicméné pri sebevétSim poctu pokusi
nemuzeme vyloucit moZnost, Ze se ndhodou povedla velice
nepravdépodobnd kombinace vysledkil a Ze jsme proto nas
matematicky model skutecnosti pro nasi kostku nevybrali
dobfe.

V dalsim budeme pracovat s abstraktnim matematickym
popisem pravdépodobnosti v nejjednodusim pii-
bliZeni. To, do jaké miry je takovy popis ade-
kvétni pro konkrétni pokusy ¢&i jiny problém, je
zdleZitosti mimo samotnou matematiku. To ale
neznamend, Ze by se takovym pfemySlenim neméli zaby-
vat matematikové (nejspiSe ve spoluprici s jinymi experty).
Pozdé&ji se vratime k pravdépodobnosti coby teorii popisu-
jici chovani nahodilych procest nebo i pln€ determinovanych
déji, kde ovSem nezndme presné vSechny urcujici parametry.

Matematickd statistika pak umoZiiuje posuzovat, do jaké
miry lze ocekdvat, Ze vybrany model je ve shod¢ s realitou,
resp. umoZiuje urcit parametry modelu tak, aby dochdzelo
k co nejlepsi shod€ s pozorovdnim a zdroveni umi odhadnout
miru spolehlivosti zvoleného modelu.

K matematické pravdépodobnosti i statistice ov§em bu-
deme pottebovat dosti rozsdhly matematicky aparét, ktery bu-
deme mezitim nékolik semestrit budovat.

Na prikladu nasi neumélé kostky si to miiZeme predstavit
tak, Ze v teorii pravdépodobnosti budeme pracovat s parame-
try p; pro pravdépodobnost jednotlivych hodnot stran a bu-
deme pozadovat pouze aby vSechny tyto pravdépodobnosti
byly nezdporné a jejich soucet byl

i
v ‘&‘, A'{\ .
S

p1+p2+p3+ps+ps+ps=1.

Pti volb€ konkrétnich hodnot p; pro konkrétni kostku pak
v matematické statistice budeme schopni odhadnout s jakou
spolehlivosti tento model nasi kostce odpovida.

Nasim skromnym cilem je ted pouze naznadit, jak abs-
traktné zachytit pravdépodobnostni tvahy ve
formalizovanych matematickych objektech. N4-
, sledujici odstavce tak budou ve své€ podstaté
<= pouhymi cvienimi v jednoduchych operacich
nad mnoZinami a jednoduché kombinatorice (tj. vypoctech
poctu mozZnosti, jak mohou byt splnény dané podminky kla-
dené na kone¢né mnoziny prvki).

1.14. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné
zvolenou mnoZinou 2 vSech moZnych vysledkt, kterou na-
zyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost bude pro nds €2

TéZ bychom mohli odvodit explicitni vzorec pro n-ty ¢len takto za-

dané posloupnosti, dle uvedené teorie. Charakteristicky polynom dané

2

rekurentni rovnice je x* —x?> —x —1 s jednim redlnym a dal¥imi dvéma

komplexnimi kofeny, které miZeme vyjadfit pomoci vztaht (I'13). [

1.41. Skére basketbalového utkdni mezi tymy Ceska a Ruska vy-

znélo po prvni ¢tvtin€ 12 : 9 pro rusky tym. Ko-
" lika zpasoby se mohlo vyvijet skére? K vypottu
e

=

muzZete pouZit vypocetni techniky.

ReSeni. Oznadime-li Py pocet zpiisobi, kterymi se mohlo vyvijet
skore basketbalového utkdni, které skoncilo k : [, tak pro k, [ > 3 plati

rekurentni vztah:
Py = Pu—3 . + Pu—2.) + Pu—1.)) + Pui—1) + P,1—2) + Piic,1-3).

(Zpisoby, kterymi se mohlo vyvijet utkan{ s vyslednym skére k : [
rozdélime na Sest po dvou disjunktnich podmnoZin podle toho, které
druZstvo vstfelilo koS a za kolik bodt (1, 2, ¢i 3).) Ze symetrie dlohy

zfejmé plati Py ;) = Py k). Déle pro k > 3 plati:

Py = Pu-32 + Pr-22 + Pu-1.2) + Pi,1y + P.0),
Pey = Pu=sny+ Pu—21) + Pa-1.1) + Pr.o,
Pyoy = Pu-3,0 + Pi-2,0 + Pi-1,0>

coZ spolu s po¢ate¢nimi podminkami P o) = 1, Pa,0) = 1, Po,o) = 2,
Paoy =4, Pay =2, Poy = Pay + Poy + Poo =5, Popo =
P2 + Pao + Poy + Poo = 14, dava

P(12,9) = 497178513.
O

vvvvvv

formu, nez kterou jsme se zabyvali v teorii a tudiZ neumime vycis-
lit libovolné ¢islo Py jy explicitn€, nybrz pouze postupnym vypoctem
od pocatecnich ¢lent. Takové rovnice nazyvame parcialni diferencni
rovnice, protozZe Cleny posloupnosti jsou znaceny dvéma nezdvislymi
proménnymi (k, /).

O linedrnich rekurentnich formulich (diferen¢nich rovnicich) vy-

$8ich fadu s konstantimi koeficienty si povime vice v kapitole 3.
D. Pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

Uvedme si n¢kolik jednoduchych piikladd na klasickou pravdé-

podobnost, kdy zkoumdme né&jaky pokus, ktery méd konecné mnoho
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moznych vysledki (,,vSechny pfipady*) a nds zajima, kdy vysledek po-
kusu bude néleZet néjaké podmnoZing¢ moznych vysledku (,,pfiznivé
pripady*). Hledand pravdépodobnost je pak rovna poméru poctu pii-
znivych piipadli ku poctu vSech piipadl. Klasickou pravdépodobnost
muizZeme pouZit tam, kde pfedpokladdme (vime), Ze kazdy z moznych
vysledkti ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane (napiiklad pfi
hodech kostkou).

1.42. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti hodu Sestibokou kostkou padne
¢islo vétsi nez 47
ReSeni. Viech moZnych vysledkd je Sest (tvoii mnoZinu

{1,2,3,4,5,6}), priznivé moZnosti jsou dvé ({5,6}). Hledana
pravdépodobnost je tedy 2/6 = 1/3. O

1.43. Ze skupiny osmi muzii a ¢tyf Zen ndhodné€ vybereme skupinu
péti lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespoii tii Zeny?

ReSeni. Pravdépodobnost spoitime jako podil poétu piiznivych pri-
padil ku poctu vsech piipadd. Priznivé piipady rozdélime podle toho,
kolik je v ndhodné vybrané skupiné muzd: mohou v ni byt bud dva,
nebo jeden muZ. Skupinek o péti lidech s jednim muZem je osm (z4-
lezi pouze na vybéru muZe, Zeny v ni musi byt v§echny), skupinek se
dvéma muZi je potom c(8, 2) - c(4, 3) = (g) . (‘3‘) (vybereme dva muZe
z osmi a nezdavisle na tom tfi Zeny ze Ctyf, tyto dva vybéry miZeme
nezdvisle kombinovat a podle pravidla soucinu dostdvdme uvedeny
pocet skupin). VSech moznych skupin o péti lidech pak mizZeme se-

stavit ¢(12, 5) = (152). Hledan4 pravdépodobnost je tedy

4\ (8
8+ ()0
(5)
5
O
Uvedme si priklad, pfi jehoZ feSeni neni vhodné pouzivat klasické

pravdépodobnosti:

1.44.

e

pristi tyden alesponl milién dolarti v loterii?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze Etendf této ulohy vyhraje

ReSeni. Takovito formulace tlohy je netiplnd, neposkytuje dostatek
udajt. Pfedvedme ,,chybné* feSeni Zakladni prostor v§ech mozny jevii
je dvouprvkovy: bud vyhraje nebo nevyhraje. Pfiznivy jev je jeden (vy-
hraje), hledand pravdépodobnost je tedy 1/2 (a to je zjevné Spatnd od-
poved). ]

Poznamka. V ptedchozim piikladé je porusena zdkladni podminka
pouziti klasické pravdépodobnosti, totiz to, Ze kazdy z elementarnich

jevi ma stejnou pravdépodobnost toho, Ze nastane.
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kone¢nd mnozina s prvky wy, ..., w,, predstavujicimi jed-
notlivé mozné vysledky. Kazda podmnozina A C 2 predsta-
vuje mozny jev. Systém podmnoZzin A zakladniho prostoru
se nazyva jevové pole, jestlize

e Q € A (tj. zakladni prostor, je jevem),

e je-liA, B € A, pak A\ B € A (tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich mnoZinovy rozdil),

e jsou-li A, B € A,pak AU B € A (tj. pro kazdé dva jevy
je jevem i jejich sjednoceni).

Zjevné je i komplement A¢ = Q\ A jevu A jevem, ktery
nazyvame opacny jev k jevu A. Prtnik dvou jevi je opét je-
vem, protoZe pro kazdé dvé podmnoZiny A, B C Q2 plati

A\ (Q\B)=ANB.

Slovy se tak d4 jevové pole charakterizovat jako systém
podmnoZin (kone¢ného) zdkladniho prostoru uzavieny na
priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Pro nase héazeni kostkou je Q@ = {1,2,3,4,5, 6} a je-
vové pole je tvofeno v§emi podmnoZinami mnoZiny €2. Napf.
ndhodny jev {1, 3, 5} pak interpretujeme jako ,,padne liché
¢islo™.

Néco mélo terminologie, kterd by méla ddle pfipominat
souvislosti s popisem skute¢nych modeli:

e cely zdkladni prostor €2 se nazyv4 jisty jev, prazdnd pod-
mnoZzina @ € A se nazyva nemozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} C €2 se nazyvaji elemen-
tarni jevy,

e spolecné nastoupeni jevii A;, i € I, odpovidd jevu
Nier A;, nastoupeni alesporn jednoho 7 jevii A;, i € 1,
odpovidé jevu U;c; A;,

e A, B € Ajsou neslucitelné jevy, je-li AN B = {,

e jev A ma za diisledek jev B, kdyZ A C B,
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Prestavte si piiklady vSech uvedenych pojmt pro jevovy
prostor popisujici hazeni kostkou nebo obdobné pro hazeni
minci!

1.15. Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice
(2, A, P), kde A je jevové pole podmnozZin
(kone¢ného) zdkladniho prostoru €2, na kterém
je definovdna skalarni funkce P : A — R's

ndsledujicimi vlastnostmi:

e P jenezdporng, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,

e P je aditivni, tj. P(A U B) = P(A) + P(B), kdykoliv
jeA,Be AaANB =4,

e pravdépodobnost jistého jevu je 1, tj. P(2) = 1.

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli A.

Zjevné je okamZzitym dlsledkem naSich definic fada
prostych ale uZite¢nych tvrzeni. Napf. pro vSechny jevy plati

P(A°) =1—- P(A).

Déle miZeme matematickou indukci snadno rozsitit aditiv-
nost na jakykoliv konecny pocet vzdjemné neslucitelnych
jevi A; C Q,i €1, 4.

P(Uic A) = ) P(A),
iel

kdykoliv A; N A; =, pro vSechnai # j,i, j € I.

1.16. Definice. Nechf 2 je kone¢ny zédkladni prostor a ne-
chf jevové pole A je pravé systém vSech podm-
nozin v Q. Klasicka pravdépodobnost je prav-
dépodobnostni prostor (€2, .4, P) s pravdépo-
dobnostn{ funkci

pay = AL
12|

kde |A| znadi pocet prvkl mnoZiny A € A.

P: A— R,

Zjevné takto zadand funkce skute¢né definuje pravdépo-
dobnost, ovérte si samostatné vsechny poZadované axiomy.

1.17. Séitani pravdépodobnosti. U neslucitelnych jeva je
0 s¢itdni pravdépodobnosti pro vyskyt alespoii jednoho
z nich piimo poZadovano v zdkladni definici pravdé-
4’ podobnosti. Obecné je s¢itdni pravdépodobnosti pro
U1 vyskyty jevii sloZité. Problém totiZ je, Ze pokud jsou
jevy slucitelné, ¢4ste¢né mame v souctu pravdépodobnosti
zapocteny piiznivé vyskyty vicekrit.

Nejjednodussi je si nejprve predstavit situci se dvéma slu-
Citelnymi jevy A, B. UvaZme nejprve klasickou pravdépo-
dobnost, kde jde vlastné o pocitani prvki v podmnoZinach.
Pravdépodobnost vyskytu alespoii jednoho z nich, tj. pravdé-
podobnost jejich sjednocent, je ddna vztahem

(1.11) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

protoze ty prvky, které patfi do mnoZiny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrat a tak je musime jednou odecist.

1.45. Do fady v kin€ o 2n mistech je ndhodné rozmisténo n muzi a
n Zen. Jakd je pravdépodobnost, Ze Zddné dvé osoby stejného pohlavi

nebudou sedét vedle sebe?

/////

spliiujicich podminky je 2(n!)?: mame dvé moZnosti vybéru pozice
muZzu, tedy i Zen — bud’ vSichni muZi budou sedét na lichych mistech
(a tedy Zeny na sudych), nebo vSchni muzi na sudych (a tedy Zeny na
lichych mistech); na nich jsou pak muZi i Zeny rozmistény libovolné.
Vyslednd pravdépodobnost je tedy

2(n!)?

P =5 5r p(2) = 0,33, p(5) = 0.0079, p(8) = 0,00016.
n):

O

1.46. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. Kazda z
nich vystoupi se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi.

Jak4 je pravdépodobnost, Ze vystoupi

i) vSichni v Sestém poschodi,
ii) vSichni ve stejném poschodi,

iii) kaZzdy v jiném poschodi?

ReSeni. Zakladni prostor viech moZnych jevi je prostor viech moz-
nych zplsobii vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8.

V prvnim piipadé€ je jedind priznivd moZnost vystoupeni, hledand
pravdépodobnost je tedy 8%, ve druhém pripadé mdme osm mozZnosti,
hledana pravdépodobnost je tedy 8—14 a konec¢né ve tfetim je pocet pii-
znivych piipadt dan pétiprvkovou variaci z osmi prvki (z osmi pater
vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a ddle kteti 1idé vystoupi ve vy-
branych poschodich), celkem je hledand pravdépodobnost ve tfetim

pfipadé rovna (viz [T a [R)

v(5,8) 8:7---4
V(5,8 008

=0, 2050781250.

O

1.47. Néhodng vybereme celé kladné &islo mensi nez 10°. Jak4 je
pravdépodobnost, Ze bude sloZeno pouze z cifer 0, 1, 5 a zarovein bude

délitelné Cislem 5?

ReSeni. Cisel spitujich danou podminku je 2 - 3* — 1 (kromé& posledni
cifry madme na kazdy fdd na vybér ze tif cifer, pfipadné Cislice O na
za¢4tku slova nepiSeme. Viech celych kladnych &isel mensich nez 10°
je 10° — 1, podle klasické pravdépodobnosti dostdvdme, 7e hledand

pravdépodobnost je 213:—:1]. O
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1.48. Princip inkluze a exkluze. Sekretafka ma rozeslat Sest dopist
Sesti riznym lidem. Dopisy pro rizné adresaty vklada do obdlek s ad-
resami ndhodné. Jak4 je pravdépodobnost, Ze alespoii jeden ¢lovek do-
stane dopis uréeny pro néj?

Reseni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze ani
jeden Clovék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vS§ech moZnych
jevt odpovida vS§em moZnym poradim péti prvki (obélek). Oznacime-
li jak obdlky tak dopisy ¢isly od jedné do Sesti, tak vSechny prfiznivé
jevy (tedy Zadny dopis neprijde do obélky se stejnym c¢islem) odpovi-
daji takovym potadim Sesti prvki, kdy i-ty prvek nenf na i-tém misté

(i=1,...,06),tzv. poradim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitime
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznacime-li M; mnoZinu permu-
taci s pevnym bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné

body), tak vysledny pocet d permutaci bez pevného bodu je roven
d=6!—|M;U-.-UMq|

Pocet prvkd praniku [M;, N---NM;, |,k =1, ..., 6, je (6—k)! (poradi

prvkliy, ..., iy je pevné ddno, ostatnich 6—k prvkt fadime libovolng).

Podle principu inkluze a exkluze je

6
My U -+ U Mg| = Z(—l)k“(Z)((S —k)!
k=1

a tedy pro hledany pocet d dostdvame vztah

¢ 6
_ _1\k+1 _
6! k§=1( 1) (k>(n k)!
6 6 6 (—l)k
= E:(—l)"(k)(6—k)!=6!§ X
k=0 k=0

Pravdépodobnost toho, Ze Zadny ¢loveék neobdrzi ,,svij* dopis je tedy

d =

6
(=D*
2

k=0

a hledand pravdépodobnost pak
6

(—Dk 53
1— =
2 k! 144

k=0

O

Poznamka. VSimnéme si, Ze odpovéd na stejnou otdzku, se s rostou-
cim poctem dopist pfilis neméni. Pro n dopist je pravdépodobnost, Ze

s vz

sekretafka nedd Zadny do spravné obalky

k=0
jak totiZ uvidime pozd¢ji, uvedend suma konverguje (blizi se) k hod-

noté 1/e.
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TentyZ vysledek dostaneme i pro obecnou pravdépodob-
nost P na néjakém jevovém poli. ProtoZze AN B a A\ B jsou
nezavislé jevy,

P(A) = P(A\ B)+ P(ANB),
podobné pro B, ale také mame
P(AUB)=P(A\B)+ P(B\ A)+ P(ANB).
Dosazenim za pravdépodobnosti mnoZinovych rozdilt dosta-
vame opét vztah (ICIT).

Niésledujici véta je pfimym promitnutim tzv. kombinato-
rického principu inkluze a exkluze do nasi ko-

bem vicendsobné zapocitavani vysledkti kom-
o~ penzovat v obecném piipadé.

Jde patrn€ o dobry piiklad matematického tvrzeni, kde
nejtéZsi je najit dobrou formulaci a pak se d4 fici, Ze (intui-
tivné) je tvrzeni ziejmé.

PlAUR uC) = PibyR8) P
~Pig®) - P8aC) A48 + (ka0

Na obrédzku je situace zndzornéna pro tfi mnoZiny A, B,
C apro klasickou pravdépodobnost. Jednoduse Srafované ob-
lasti v prostém souctu mame dvakrat, dvojité Srafované tii-
krat. Pak ty jednoduse Srafované jednou odecteme, pritom ty
dvojité Srafované opét tfikrat odecteme, proto je tam nakonec
jeste jednou zapocteme.

Obecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti, si
muizeme predstavit, Ze kazdy jev rozloZime na elementarni
(tj. jednobodové) jevy, jakkoliv ve skutecnosti nemusi jedno-
prvkové podmnoZiny do uvaZzovaného jevového pole patfit.
Pak je pravdépodobnost kazdého jevu ddna souctem prav-
dépodobnosti jednotlivych elementdrnich jevli do néj patfi-
cich a miZeme pfi vyjddieni pravdépodobnosti nastoupeni
alespori jednoho z jevil takto: seCteme vSechny pravdépodob-
nosti vysledk pro vSechna A; zvlast, pak ov§em musime ode-
Cist ty, které tam jsou zapocteny dvakrat (tj. prvky v priinicich
dvou). Ted si ovS§em dovolujeme odecist pfili§ mnoho tam,
kde ve skutecnosti byly prvky tfikrat, tj. korigujeme pricte-
nim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.
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Véta. Budte Ay, ..., Ay € A libovolné jevy na zdkladnim
prostoru 2 s jevovym polem A. Pak plati

k k—1 k
P(U_A) =D P(A) =) > P(ANA))
i=1 i=1 j=i+1
k=2 k-1 k

Z Z P(A;NA;N Ay)

+
i=1 j=i+1 t=j+1

+(=DFTP(A; N A NN Ap).

Dtxkaz. Aby se vySe naznaceny postup stal dikazem,
& je zapotiebi si ujasnit, Ze skutecné vSechny ko-
@a rekce, tak jak jsou popsdny, jsou skutec¢né s koe-

Qﬁ“‘\\ ficienty jedna. Misto toho miZeme snize dat
ES=

dohromady formdlnéjsi diikaz matematickou in-
dukci pfes pocet k jevi, jejichZ pravdépodobnosti s¢itdme.
Zkuste si pribézné porovndvat oba postupy, mélo by to vést
k vyjasnéni, co to znamend ,,dok4zat” a co ,,porozumeét*.

Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati, vztah pro k = 2 je to-
tozny s rovnosti (ICIT) a tu jsme pro obecné pravdépodob-
nostni funkce jiz dok4zali také.

Ptfedpoklddejme tedy, Ze véta plati pro vSechny pocty
mnozin aZ do pevné zvoleného £k > 1. Nyni midZeme pra-
covat v indukénim kroku se vztahem pro k + 1 jevd, kdyz
sjednoceni prvnich k jevi bereme jako A ve vzorci (ICIT)
vySe, zatimco zbyvajici jev hraje roli B:

PUS A = P((U_ A) U Ay))

k
— Z((_I)HI Z
j=1

I<ij<--<ij<k

P(A; m---mA,-/.))

+ P(Ag1) = P((A1 U - - U Ap) N Agy).

To uZ pfipomind formuli pro k + 1 s¢itanych jevli, nicméné
ndm ve velké sumé chybéji vSechny vyrazy obsahujici Az
a ¢len s pravdépodobnosti sou¢asného nastoupeni vsech jevi.
Zato ndm vSak pfebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu
muiZeme nahradit vyrazem

—P((A1 N A1) U+ U (Ag N Agpn)

a pro tento vyraz opét pouZzit indukéni predpoklad, tj. for-
muli ve vété. Pfi troSe trpélivosti (a dostate¢né velkém pa-

piru na rozepsani vSech ¢lenti) ovéiime, Ze tim prave pridime
vSechny dosud chybéjici Cleny. U

1.18. Princip inkluze a exkluze. Specidlnim piipadem
41 predchozi véty je piipad klasické pravdépodobnosti,
' kdy vSechny konecné podmnozniny zdkladniho
A2 prostoru jsou jevy a viechny elementdrni jevy maiji

stejnou pravdépodobnost. Ve vzorci z predchozi véty
pak vSechny pravdépodobnosti davaji pravé pocet prvki
prislusnych podmnoZin, aZ na spole¢ny faktor %, kde n je
pocet prvkt zdkladniho prostoru.

1.49. Volejbalovy tym (s liberem, tj. celkem sedm osob) sedi po za-
pase v hospodé€ a popiji zaslouzené pivo. Je ale mdlo krigli a proto
hospodsky pouzivd porad téch sedm samych. Jak4 je pravdépodobnost,
Ze pristeé

i) pravé jeden nedostane ten svij, ze kterého pil

ii) nikdo nedostane ten svij

iii) pravé tfi dostanou ten svdj.

1.50. DalSi principy po¢itani s pravdépodobnostmi. Vrafme se k
hazen{ kostkou a zkusme popsat jevy ze zdkladniho prostoru €2 vzni-
kajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vSak vice nez
stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od
jedné do Sesti a jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série naSich
hodi bude zakladni prostor daleko vétsi — bude to mnoZina kone¢nych
posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky, které bud konci Sestkou, maji
nejvyse 100 ¢lent a vSechna pfedchozi ¢isla jsou mensi nez Sest, nebo
jde o 100 cisel od jedné do péti. Jevem A miZe byt napf. podmnoZina
,hdzeni konc¢i druhym pokusem®. VSechny pfiznivé elementirni jevy
pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze zndmé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvo-
dit pravdépodobnosti nasich jevi v Q. Nenf to ale jisté klasicka pravde-
podobnost. Tak pro diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépo-
dobnosti nepadne Sestka pri prvém hodu a zdroven padne pii druhém.

Vnucuje se feSeni
51 5

P =55 3%
protoZe v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — é jiné Cislo nez
Sest a druhy hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela ne-
zavisly na prvnim. Samoziejmé toto neni pomér poctu priznivych vy-

sledki k velikosti celého stavového prostoru!
Obecnéji miZzeme fici, Ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus
skonci s pravdépodobnosti (%)k*l . %. Ze vSech moZnosti je tedy nej-
Jiny ptiklad, jak z hazeni kostkou dostat rizn€ pravdépodobné jevy
je pozorovat soucty pii hodu vice kostkami. Uvazujme takto: pii hodu
jednou kostkou je kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépo-
dobnosti é. Pfi hodu dvémi kostkami je kazdy pfedem zvoleny vy-
sledek (a, b), tj. dvojice prirozenych &isel od jedné do Sesti (vCetné
potadi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pokud se bu-
deme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni neZ u

dvou riiznych hodnot bez uvedeni pofadi. Pro jednotlivé mozné soucty
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uvedené v hornim fadku ndm vychdzi pocet mozZnosti v fddku dolnim:
[ Soucet [2[3]4]5]|6]|7|8|9]10]11]12]
[Pocet [1]2]34]5]6]514]3 21|

Podobné vyjde pravdépodobnost 51 jednotlivych vysledki hodu tfemi
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kostkami, véetné€ urceného poradi. Pokud se budeme ptéat na pravdé-
podobnost vysledného souctu pii hodu vice kostkami, musime pouze
urcit, kolik je moZnosti, jak daného souctu dosdhnout a piislu$né prav-

dépodobnosti secist.

1.51.
tdhneme tfi (koule do sdCku nevracime). Jaka je pravdépodobnost, Ze

Ze sacku s péti bilymi a péti cervenymi koulemi ndhodné vy-

dvé budou bilé a jedna Cervend?

ReSeni. Rozd€lme uvazovany jev na sjednoceni tif disjunktnich jevi:

podle toho, kolikdtou vytdhneme Cervenou kouli. Pravdépodobnosti,

7e Vytahneme koule pfesné ve zvoleném pofadi jsou: 5 - 53,55 3,
Celkem =

Jiné FeSenti. Uvazme pocet vSech moZnych trojic vytaZenych kouli

(koule jsou mezi sebou rozliSitelné), tedy ( ) Trojic, které obsahuji
pravé dvé bilé koule je potom (3) - (7) (dvé bilé koule miizeme vytdh-

nout (3) zpiisoby, k nim pak ervenou péti zpiisoby). O

1.52. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét Cervenych a Sest Cer-
nych kouli, ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdé-

podobnost Ze pété vytazend koule bude Cernd?

N e

toho, Ze i-td vytaZzend koule bude Cernd, je stejnd pro vSechna i, 1 <

i < 16. MiiZeme si totiZ pfedstavit, Ze vytdhneme postupné vSechny
koule. Kazda takova posloupnost vytazenych kouli (od prvni vytazené
koule po posledni), sloZend z péti bilych, péti Cervenych a Sesti Cer-
nych kouli, m4 stejnou pravdépodobnost vytazeni a pro vypocet hle-
dané pravdépodobnosti miZeme opét pouZit model klasické pravdépo-

dobnosti. Zminénych posloupnosti je P(5,5,6) = Pocet po-

515050 5' 51
sloupnosti, kde na i-tém misté je ¢ernd koule, zbytek libovolny, je to-
lik, kolik je libovolych posloupnostl’ péti bilych, péti Cervenych a péti

¢ernych kouli, tedy P(5,5,5) = Celkem tedy je hledand pravdé-

515!5!
podobnost
PG,55 _ sm _3
PG.5.0) w8

O

1.53. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancd.
Dvé hlavni politické strany, které v zemi existuji, si pfi ,,volbach* ha-

2%

zeji o kazdy poslanecky mandét zvl4Sf minci. Kazda z téchto stran méa
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Takto miZeme z véty [CIZ vycist nasledujici tvrzeni
pro mohutnosti obecné konec¢né mnoZiny M a jejich podm-
nozin Ay, ..., Ax. Jako obvykle piSeme | M| pro pocet prvki
mnoZziny M.

Samoziejmé pro konecnou mnoZinu M a jeji podm-
noZiny plati

IM\ (U_ A)| = M| — | Ui, Al

Nyni miZzeme dosadit z predchozi véty za mohutnost sjed-
nocenf na pravé stran¢ a dostavame tvrzeni, kterému se fika
princip inkluze a exkluze.

M\ (U_ A)| =

k
= M| +Z<(—1>f --mAI-,.|).
j=1

Opét je snadné nakreslit si tvrzeni pro dvé nebo tfi mnoZiny,
viz obrédzek pred vétou [CT.

> AN

I<iy<--<ij<k

1.19. Nezavislé jevy. Vrafme se na chvili k jednoduchému
modelu dokonalé hraci kostky. Bude nés zajimat, jak mohou
byt jevy zavislé.

Napi. pravdépodobnost, Ze nastanou zdroven jevy
»padne liché ¢islo a ,,padne alespoii trojka®, je % To je
totéZ jako % % tedy soucin pravdépodobnosti jednotlivych
jevi. To odpovidd predstavé, Ze miiZeme nezdvisle testovat
obé podminky a vyslednd pravdépodobnost soucasného
splnéni bude dana soucdinem pravdépodobnostni dil¢ich.
Naopak, jestliZe budeme uvaZovat neslucitelné jevy, jako
jsou napt. ,,padne sudé Cislo* a ,,padne liché ¢islo®, bude
pravdépodobnost soucasného vyskytu obou nulovd, zatimco
soucin dil¢ich pravdépodobnosti nulovy neni. To odpovida
prestavé, Ze tyto dva jevy musi byt zdvislé, protoZe vyskyt
jednoho z nich ten druhy uz vylucuje. Samozfejmé miiZze
nastdvat slabsi zdvislost, napt. jev ,,padne liché &islo® je
disledkem jevu ,,padne trojka” a proto také neni ddna
pravdépodobnost spole¢ného vyskytu téchto dvou jevi
pomoci soudinu.

Pro pravdépodobnosti P na libovolnych jevovych polich
fekneme Ze jevy A a B jsou stochasticky nezavislé jestlize
plati

P(ANB)= P(A)- P(B).

Zkusme ale tutéZ hru s kostkou s vice jevy, tiebas jev A
»padne liché ¢islo®, jev B ,,padne alespon 3 a jev C ,padne
nejvySe 3. Pravdépodobnosti jsou P(A) 2. P(B) = 2
P(O) = %, PANBNCO)=¢-=5-%-5 ale po dVOJlClCh
dostdvame napt. P(ANC) =

1 _
62 -
ha
Obecné tedy definujeme nezdvi

jevy takto:

Definice. UvaZme libovolny pravdépodobnostni prostor
> . (2, A, P) avném k jevii Ay, ..., A Rek

" neme, Ze tyto jevy jsou stochasticky nezdvislé

= (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro

hbovolne z nich vybrané jevy A;, ..., A;,, 1 <€ < k plati




(1.12) P(A 1 U---

KAPITOLA 1. ROZCVICKA

P(A; N Aj)=P(A;)-...- P(Ay).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezdvislych jevil
opét stochasticky nezdvisly. Ddle si pro dva stochasticky ne-
z4avislé jevy A, B spo¢téme

P(ANB)=P(A\B)=P(A)— P(ANB) =
= P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).
Odtud uz snadno dovodime, Ze zdménou jednoho nebo vice
stochasticky nezdvislych jevi za jejich opacné jevy obdrzime
opét stochasticky nezavislé jevy.

Casto je potfebna pravdépodobnost, Ze nastane alespoti

jeden ze stochasticky nezavislych jevi, tzn. hleddme P(A; U

--U Ay). MliZeme pak pouZit elementdrni vlastnosti mnoZi-
novych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

(Uier A = Nicr A}
(NierAi) = Uie[ A}
a dostavame:
UAy) =1-P(ATN
=1—(1—-P(A)))...

(1 = P(Ag)).

1.20. Podminéna pravdépodobnost. Miru zavislosti dvou
jevi miZeme preformulovat s pfedstavou, Ze
zkoumdme jeden z nich za podminky, Ze druhy
nastal. U nezdvislych by podminka neméla mit
2 Zadny vliv. Napft. ,,jakd je pravdépodobnost, Ze

pri hodu dvémi kostkami padly dvé pétky, je-li soucet hod-
not deset?*“. Formalizovat takovy postup umime ndsledovné.

PODMINENA PRAVDEPODOBNOST L———§

I Definice. Nechf H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v

jevovém poli A v pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P).
Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhle-
dem k hypotéze H je definovdna vztahem
P(ANH)

P(H)

P(AlH) =

Jak je vidét piimo z definice, hypotéza H a jev A jsou
skutec¢né nezavislé tehdy a jen tehdy, je-1i P(A) = P(A|H).
Piimo z definice také vyplyva tzv. ,,véta o ndsobeni pravdépo-
dobnosti*“. Mdme-li dva jevy A, A, spliujici P(A;NAy) >
0, potom

P(A1 N Az) = P(A2) P(A1]|Az) = P(A)P(Ay]Ay).

Vsechna tato ¢isla vyjadiuji pravdépodobnost toho, Ze nasta-
nou oba jevy A; i Aj, jenom jinymi zpGsoby. Napiiklad v
poslednim ptipad€ nejprve sledujeme, zda nastane prvni jev.
Potom za predpokladu, Ze ten prvni nastal, sledujeme zda na-
stane i ten druhy. Podobné, pro tfi jevy A, A;, Az splitujici
P(A; N Ay N Ajz) > 0, dostaneme

P(A1NAyN A3) = P(A))P(A2]A)P(A3|A1 N Aj).

pridélenu jednu stranu mince. Té strang, jejiZ strana mince padne, né-
lezi mandait, o ktery se pravé losovalo. Jakd je pravdépodobnost, Ze

kazda ze stran ziskd 100 mandati? (mince je ,,poctivd®)

ReSeni. VSech moznych vysledkl losovani (uvaZovanych jako dvou-
set¢lenné posloupnosti rubt a lict) je 2°°°. Pokud kazd4 strana zisk4
pravé sto mandatd, je ve vylosované posloupnosti prave sto lici a sto

rubti. Takovych posloupnosti je ( (takov4 posloupnost je jednozna-

100)
¢né urcend vybérem sto ¢lenti z dvou set moznych, na kterych budou

napf. lice). Celkem je hledand pravdépodobnost

(200) 200!
100/ __ 100!-100!
2200 T 9200 T =0, 056.

]
Nasledujici pfiklad je jednoduchym modelem, ktery odhaduje

pravdépodobnost imrti osoby pfi dopravni nehodé¢.

1.54. Roc¢né zahyne na silnicich v CR piiblizn& 1200 Eeskych ob&and.
Uréete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechi
zemie v ndsledujicich deseti letech pfi dopravni nehodé€. Pfedpoklé-
dejte pro zjednoduSeni, Ze kaZdy obCan md v jednom roce stejnou
,Sanci* zemfit pfi dopravni nehodé a to 1200/10”.

ReSeni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, Ze jeden vybrany ¢lo-
vék v ndsledujicich deseti letech nezahyne pfi dopravm’ nehod€. Prav-
2. Pravdépodob-
)10, Prav-

dépodobnost, Ze v ndsledujicich deseti letech nezahyne nikdo z danych

dépodobnost, Ze nezahyne v jednom roce, je (1 — 105

nost, Ze nezahyne v nasledujicich deseti letech, je pak (I_W

peti set lidi, je opét podle pravidla soucinu (jedna se o nezavislé jevy)
(1— 105)5000 Pravdépodobnost jevu opacného, tedy toho, Ze nékdo z

vybranych péti set lidi zahyne, je tedy

12 5000
1_(1_ﬁ) =0,4512.

O

Poznamka. Model, ktery jsme pouZili v pfedchozim piikladu k po-
pisu zadané situace, je pouze pfiblizny. Problém spocivéd v podmince,
Ze kazdy obcan z vySetfovaného vzorku ma stejnou pravdépodobnost
toho, Ze v pribéhu roku zahyne, kterou jsme odhadli z poctu usmrce-
nych osob za rok. Pocet tragickych nehod se totiZ rok od roku méni a
i kdyby se neménil, tak se méni populace. Ukazme si jednu s nepfes-
nosti piikladu na jiném zpisobu feseni: zahyne-li 1200 osob za rok,
tak za deset let zahyne 12000. Pravdépodobnost toho, Ze konkrétni ¢lo-
vék zahyne v pribéhu deseti let tedy miZeme odhadnout i zlomkem
12000/107. Pravdépodobnost, Ze konkrétni osoba nezahyne v priib&hu

10 let je tedy ( ; 04) (to jsou prvni dva ¢leny binomického rozvoje
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(1 - %)10). Celkem dostdvame anolagicky jako v pfedchozim feSeni

odhad pravdépodobnosti

Vidime, Ze oba odhady jsou velmi blizké.

Yev s

Snaha pouZit matematickych znalosti k vyhfe v nejriznéjsich ha-

zardnich hréach je velmi stard. Podivejme se na jednoduchy piiklad.

1.55. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pofddani tdbora. Ales neni Zadny fiou-
ma: 50 K¢ pridal z kasicky a rozhodl se jit hrdt ruletu na automaty.
Ales sdzi pouze na barvu. Pravdépodobnost vyhry pfi sdzce na barvu
je 18/37. Zac¢ina sazet na 10 K¢ a pokud prohraje, v dalsi sdzce vsadi
dvojnésobek toho, co v pfedchozi (pokud na to jesté ma, pokud ne, tak
koné{ s hrou — byt by mél jesté penize na néjakou mensi sdzku). Pokud
n¢jakou sdzku vyhraje, v nasledujici sdzce hraje opét o 10 K&. Jaka
je pravdépodobnost, Ze pfi tomto postupu vyhraje dalSich 2550 K&?
(jakmile bude 2550 K& v plusu, tak konci)

ReSeni. Nejprve spocitejme, kolikrat po sob& miize Ale§ prohrit. Za-

¢ind-li s 10 K¢, tak na n vsazeni potfebuje

n—1 2n_1
10420+ - -4+10-2""' = 10. 2] =10. =10-2"—1).
+204- -+ (; ) ( _1> (2"—1)

2

Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2" — 1) ato pron = 8.
Ales tedy miZe sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sdzky,
na devét sazek by potieboval jiz 10(2° — 1) = 5110 K& a to v priibéhu
hry nikdy mit nebude (jakmile bude mit 5100 K¢, tak kon¢f{). Aby tedy
jeho hra skoncila nedspéchem, musel by prohrat osmkrat v fadé. Prav-
dépodobnost prohry pfi jedné sdzce je 19/37, pravdépodbnost prohry
v osmi po sobé nasledujicich (nezavislych) sazkéch je tedy (19/37)3.
Pravdépodobnost, Ze v téchto osmi hrach vyhraje 10 K¢ (pfi daném
postupu) je tedy 1 — (19/37)%. Na to, aby vyhral 2500 K&, potiebuje
255 krét vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle pravidla soucinu je
pravdépodobnost vyhry

197 8 2
(1 - (3—7) ) =0, 29.

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, nez kdyby vsadil rovnou vse na

jednu barvu. O

1.56. Samostatné si mizZete vyzkouset spocitat predchozi priklad za
predpokladu, Ze AleS sdzi stejnou metodou jako v pfedchozim pii-
kladé, konci vSak az v okamziku, kdy nemd Zadné penize (pokud nema
na vsazeni dvojndsobku castky prohrané v predchozi sdzce, ale ma

jesté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K¢).
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Slovy to lze opét popsat tak, Ze pravdépodobnost vyskytu
vsech ti jevi zaroven miiZeme spocitat tak, Ze se nejprve za-
byvame vyskytem pouze prvniho z nich, potom druhého za
predpokladu, Ze prvni uZ nastal a naposledy tietiho za pred-
pokladu, Ze oba predeslé jevy jiZ nastaly.

Maiéme-li obecny pocet k jevi Ay, ..., A; spliujicich
P(A;N---N Ay) > 0, pak véta 1ikd nasledujici:

P(AIN---NA) = P(A)P(Az]Ar)- - -P(Ar|A1N- - -NA_1).

Skutec¢né, dle pfedpokladu jsou i pravdépodobnosti vSech
pranikt, které jsou brany ve vyrazu za hypotézy, nenulové.
Pokracenim citatelG a jmenovatelti ziskame i napravo pravé
pravdépodobnost jevu odpovidajiciho priniku vSech uvazo-
vanych jevi.

1.21. Geometricka pravdépodobnost. V  praktickych
2 problémech se casto setkdvame s daleko
kone¢nou mnoZinou. Nemdme momentalné
2 k dispozici ani zdkladn{ nastroje pro dostatecné
zobecnéni pojmu pravdépodobnosti, nicméné mtizeme uvést
alespon jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic redlnych &sel a v ni pod-
mnoZinu €2 se zndamym obsahem vol 2 (symbol ,,vol“ je
od anglického ,,volume®, tj. obsah/objem). Pfikladem mize
slouzit tfeba jednotkovy ¢tverec. Ndhodné jevy budou repre-
zentovany podmnoZinami A C 2 a za jevové pole A bereme
néjaky vhodny systém podmnoZin, u kterych umime urcit
jejich obsah. Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je ddno
vybérem bodu v €2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoZiny reprezentujici jev A.

Uvazme jako piiklad problém, kdy ndhodné vybereme
dvé hodnoty a < b v intervalu [0, 1] C R. VSechny hod-
noty a i b jsou stejné pravdépodobné a otdzka znf ,jakd je
pravdépodobnost, Ze interval (a, b) bude mit velikost ale-
spoii jedna polovina?“. Volba &isel a, b je volbou libovolného
bodu [a, b] ve vnitiku trojihelniku €2 s hrani¢nimi vrcholy
[0, 0], [0, 11, [1, 1] (viz obrazek).

\y r(oJ»ZS
b
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Ulohu si mizeme predstavit jako popis problému, kdy se
hodné unaveny ucastnik vecirku nad ranem pokousi dvéma
fezy rozdélit parek na tfi dily pro sebe a své dva kamarady.
Jaké je pravdépodobnost, Ze se na nékoho dostane aspoii
palka?

Odpovéd je docela jednoducha: Podobné jako u klasické
pravdépodobnosti definujeme pravdépodobnostni funkci P :
A — R vztahem
vol A
vol Q'
kde A jsou podmnoZziny v roviné, které odpovidaji ndmi vy-
branym jevim.

Potfebujeme tedy znat plochu podmnoZiny, kterd odpo-
vidd bodim s b > a + %, tj. vnittku trojihelniku A ohra-
nic¢eného vrcholy [0, %], [0, 1], [%, 1]. Evidentné dostavame
P(A) = 5.

Zkuste si samostatné odpovédet na otdzku ,,pro jakou
poZadovanou minimdlni délku intervalu (a, b) dostaneme
pravdépodobnost jedna polovina?*.

P(A) =

1.22. Metody Monte Carlo. Jednou z ucinnych vypocet-
4 nich metod pfibliznych hodnot je naopak simulace
zndmé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni
¢ Getnosti nastoupeni vhodn& zvoleného jevu. Napf.
znamd formule pro obsah kruhu o daném poloméru
fikd, Ze obsah jednotkového kruhu je roven pravé konstanté

T =3,1415...,

kterd vyjadfuje pomér obsahu kruhu a druhé mocniny jeho
poloméru. (Tady si také pov§Simnéme vychodiska, které jsme
nedokdzali — pro¢ by mél byt obsah kruhu roven konstant-
nimu nasobku druhé mocniny poloméru? Matematicky to
budeme umét ukazat, azZ zvladneme tzv. integrovani. Expe-
rimentalné si to ale miiZeme ovérit nize uvedenym postupem
s riznymi velikostmi strany Ctverce.)

Pokud zvolime za €2 jednotkovy Ctverec a za A prinik €2
a jednotkového kruhu se sttedem v poc¢atku, pak vol A = irr.
Mame-li tedy spolehlivy generator ndhodnych ¢isel mezi nu-
lou a jednickou a pocitame relativni Cetnosti, jak Casto bude
vzdélenost bodu [a, b] (uréeného vygenerovanou dvojici a,
b) od pocitku mensi ne? jedna, tj. a> + b*> < 1, pak vysle-
dek bude pfi velkém poctu pokust s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo }‘71.

Numerickym postupiim zaloZenym na tomto principu se
tikd metody Monte Carlo.

5. Geometrie v roviné

V poslednich odstavcich jsme intuitivné pouZivali ele-
' mentdrni pojmy z geometrie redlné roviny. Ted’
budeme podrobnéji zkoumat, jak se vyporada-

— £ vat s potiebou popisovat ,,polohu v roving*,
resp. davat do souvislosti polohy riznych bodt roviny.

1.57. Podminéna pravdépodobnost. Nyni si procviéme tzv.

»podminénou pravdépodobnost (viz (2?)).

1.58.

padne soucet 7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo ¢islo 2?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pii hodu dvéma kostkami

Reseni. Ozna¢me jako B jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka,
jev ,,padne soucet 7“ ozna¢me jako A. MnoZinu vSech moZnych vy-

sledkil budeme znacit opét jako 2. Pak

PAB_P(AmB)_%_mmm
WO="pm ~ 2 " 8

Cislo 7 miiZe padnout &tyfmi réiznymi zpiisoby, pokud nepadne dvojka,
tedy |[ANB| =4, |Bl =5-5=25,tedy

P(A|B) = 4
25
Vsimnéme si, Ze P(A) = %, tedy jevy A a B jsou zdvislé. (]

1.59.

na seznam.cz. UZivatelské jméno ma stejné na obou serverech, hesla

Michal m4 dvé postovni schranky, jednu na gmail.com a jednu

riznd (ale nepamatuje si, které heslo ma na kterém serveru). Pri zada-
van{ hesla pfi pfistupu do schranky se splete s pravdépodobnosti 5% (tj.
jestliZze chce napsat zadat jemu zndmé slovo jako heslo, tak jej s prav-
dépodobnosti 95% skutecné spravné na kldvesnici zadd). Michal zadal
na serveru seznam.cz jméno a heslo a server mu ozndmil, Ze néco neni
vporddku. Jaké je pravdépodobnost, Ze chtél zadat spravné heslo, ale
pouze se ,,preklepnul® pfi zaddvani? (Predpokldddme, Ze uZivatelské

jméno zada vZdy bez chyby.)

ReSeni. Oznaéme A jev, Ze Michal fyzicky zadal na serveru seznam.cz

Spatné heslo. Tento jev je sjednocenim dvou disjunktnich jevii:

A : chtél zadat spravné heslo a prepsal se,
A, : chtél zadat Spatné heslo (to z gmail.com) a bud se piepsal

nebo ne.

Hledame tedy podminénou pravdépodobnost P(A;|A), ta je podle
vztahu pro podminénou pravdépodobnost rovna:
P(AinA)  P(A) P(A))

P(A]A) = P(A)  P(ALUA)  P(A)+ P(A)’

potfebujeme tedy urcit pravdépodobnosti P(A;) a P(A). Jev A
je konjunkei (prinikem) dvou nezavislych jevii: Michal chtél zadat
spravné heslo a Michal se pfi zad4dvani ptepsal. Dle zaddn{ je pravdépo-
dobnost prvniho z nich 1/2, druhého 1/20, celkem P(A;) = 5 - 55 =
4% (pravdépodobnosti ndsobime, protoZe se jednd o nezavislé jevy).
Ddle je ze zadani P(A;) = % Celkem P(A) = P(A)) + P(Ay) =
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ot3=7%2 mutzZeme vycislit:

)_P(Al)_% 1
T P(A) A 21

P(A|A

]

Geometricka pravdépodobnost.
Metodu geometrické pravdeépodobnosti miZzeme pouZzit v pﬁpadé,
Ze dany zdkladni prostor sestdvd z nekone¢né mnoha element
jevd, které dohromady vypliiuji néjakou oblast na pfimce, rovnme, pro—
.). Predpoklé-
ddme, Ze pravdépodobnost toho, Ze nastane elementédrni jev z urcité
) k veli-

storu (u které umime urcit jeji délku, obsah, objem, ..

podoblasti je rovna poméru jeji velikosti (délce, obsahu, ...

kosti celého zdkladniho prostoru.

1.60. Z Té&sina vyjizdi Vlaky co pﬁl hodinu (smérem na Bohumin) a
vlaky se mezi témito dvéma stanicemi pohybujl rovhomeérnou rychost1
72 km/h a jsou dlouhé 100 metrt, cesta trvd 30 minut, vlaky se mijeji
n¢kde na trase. Nevyspaly hazardér Jarek si vybere jeden z t€chto vlaki
a béhem cesty z TéSina do Bohumina ndhodné& vystréi hlavu z okna na
pét vtetin nad kolejisté pro protéjsi smér. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mu bude uraZena? (Pfedpoklddame, Ze jiné neZ zmin&né vlaky na trati

nejezdi.)

ReSeni. Vzdjemnd rychlost protijedoucich vlaki je 40m /s, protije-
douci vlak mine Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor vSech
mozZnosti je tedy interval (0, 1800 s), prostor ,,pfiznivych* moZnosti je
potom interval délky 7, 5 s leZici nékde uvnitt predchozi tsecky. Prav-
dépodobnost urazeni hlavy je tedy 7, 5/1800 = 0, 004. ]

1.61.

nou veéern{ vyjizdi ndhodné autobus z Kolocavy do UZhorodu. Jednou

Jednou denné nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodin-

denné ve stejném casovém rozmez{ jezdi jiny autobus ndhodné opac-
nym smérem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét téZ pét hodin. Jaka je

pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné trase?

ReSeni. Prostor viech moZnych jevi je Gtverec 12 x 12, Ozna&ime-li
doby odjezdu obou autobusi x, resp. y, pak se tyto na trase potkaji
pravé kdyZ |x — y| < 5. Tato nerovnost vymezuje v daném ctverci
oblast ,,pfiznivych jevli*“. Obsah zbylé ¢asti spoc¢itdme piimo jednodu-
Seji, nebof je sjednocenim dvou pravouhlych rovnoramennych trojihel-
nikd o odvésnach délky 7, tedy je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici
,»priznivym jevim* je tedy 144 — 49 = 95, celkem je hledand pravdé-

podobnost p = 1%;54 =0, 66.
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Nistrojem k tomu budou opét zobrazeni, tentokrat to ale
budou velice specidlni pravidla pfifazujici dvojicim hodnot
(x, ) dvojice (w, z) = F(x, y). Zarovei pijde o predzvest
uvah z oblasti matematiky, které se tika linedrni algebra a
kterou se budeme podrobné zabyvat v dalSich tfech kapito-
lach.

1.23. Vektorovy prostor R2. Podivejme se na ,;rovinu* ja-
ko#to na mnoZinu dvojic redlnych &isel (x,y) € RZ2 Bu-
deme jim fikat vektory v R?. Pro takové vektory umime de-
finovat s¢itdni ,,po slozkdch®, tj. pro vektory u = (x,y) a
v = (¥, ¥) klademe

u+v=x+x,y+y).

Protoze pro jednotlivé sloZky plati vSechny vlastnosti komu-
tativni grupy, evidentné budou tyto vlastnosti platit i pro nase
nové s¢itani vektorti. Zejména tedy mame tzv. nulovy vektor
0 = (0, 0), jehoz ptictenim k jakémukoliv vektoru v dosta-
neme opét vektor v. Zdmeérné ted pouZivame tentyZz symbol 0
pro vektor i jeho skaldrni sloZky — z kontextu je vZdy jasné,
jakou ,,nulu“ mdme kdy na mysli.

Daéle definujeme nédsobeni vektorii a skalari tak, Ze pro
a € Rav = (x,y) € R* klademe

a-v=(ax,ay).

Zpravidla budeme znak - vynechavat a pouhé zietézeni znakd
a v bude oznacovat skaldrni nasobek vektoru. Pfimo se ovéfi
dalsi vlastnosti pro nasobeni skaléry a, b a s¢itani vektorti u,
v, napf.

a(u+v) =au+av, (a+b)u =au+bu, albu) = (ab)u,

kde opét pouZivame stejny znak plus pro séitani vektort i
skalard.

Tyto operace si miZzeme dobie predstavit, jestliZe uvazu-
jeme vektory v jako Sipky zacinajici v pocdtku
_ 0 =10, 0] a konCici v bodé€ [x, y] v roving.
Takové Sipky pak mtizeme prikladat jednu
< ’ za druhou a to presné odpovida s¢itani vektort.
Nésoben{ skaldrem a pak odpovidd nataZeni dané Sipky na
a—nasobek.
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Nyni miZeme udélat podstatny krok: jestliZe si zapama-
0 tujeme dva vyznamné vektory e = (1,0) a ey =
(0, 1), pak kazdy jiny vektor dostaneme jako

u=(xy =xe + yes.

Vyrazu napravo tfikdme linedrni kombinace vektorii ey a e;.
Dvojici vektorti e = (e, ep) fikdme bdze vektorového pro-
storu R2.

Jestlize si ale vybereme jiné dva vektory u, v, které
nejsou jeden nasobek druhého, tj. jinou bazi v R?, budeme
moci udélat totéZ. Linedrni kombinace w = x u + y v ndm
pro vSechny rzné dvojice (x, y) dd pravé vSechny vektory
w v roviné.

Nakonec miiZeme nahliZet vektory jako naSe Sipky v abs-

' traktni poloze, tj. zapomeneme na ztotoZnéni
bodi v roviné s dvojicemi ¢isel. Jenom budou
nase Sipky vSechny ,,upoutdny* v bodé 0, ktery
je zdroven nulovym vektorem. Zlstanou ndm
operace s¢itdni a ndsobeni skaldry a teprve volbou bédze e,
e, ztotoZznime nasi rovinu Sipek s R2.

1.24. Afinnirovina. KdyZ si pevné vyvolime néjaky vektor
u € R?, miZeme jej piicitat (tj. coby Sipku piikladat) k libo-
volnému bodu P = [x, y]. Mdme tak tedy s pevnym vekto-
rem definované posunuti, které kazdy bod roviny P zobrazi

na P+ u.

0 X Vge K

1.62. Dvoumetrovd ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete prav-

dépodobnost, Ze alespori jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy.

ReSeni. Ndhodné rozdéleni tyCe na tii dily je ddno dvéma body fezu,
Cisly x a y (nejprve ty€ roziizneme ve vzdélenosti x od po¢atku, nehy-
beme s nf a déle ji roziizneme ve vzddlenosti y od pocatku). Pravdépo-
dobnostni prostor je tedy ¢tverec C o strané 2 m. Umistime-li ¢tverec
C tak, aby dvé jeho strany leZely na kartézskych osidch v roving, tak
podminka, Ze alespoi jeden dil ma byt nejvyse 20 cm dlouhy, ndm

vymezuje ve ¢tverci ndsledujici oblast O:

0 ={(xyeCl(x=20)V(x=180) Vv (y =20) Vv (y = 180)
Vv (Ix = y) = 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezend oblast - 00 00 obsahu

Ctverce.
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E. Geometrie v roviné

1.63. Napiste obecnou rovnici pfimky p
teR

x=2—-t,y=1+43t

ReSeni. Vektor (—1, 3) je sm&rovym vektorem piimky p. Proto vek-
tor (3, 1) je jejim normédlovym vektorem a obecnd rovnice piimky p

ma tvar

3x+y+c=0
pro jisté ¢ € R. Tuto konstantu ¢ ur¢ime dosazenim x = 2,y = 1
(ptimka p prochdzi bodem [2, 1] danym volbou ¢ = 0). Ziskdvdme
tak c = —7 a ndsledné vysledek 3x +y — 7 = 0. ]

1.64. Je dana primka
p: [2,014+13,2), teR.
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte priinik s pifimkou

qg: [-1,2]1+s(1,3), s eR.

ReSeni. Soufadnice bodii na pfimce jsou ddny dle daného parametric-
kého zadan{ jako x = 2 + 3r a y = 0 + 2¢. Vyloucenim parametru ¢

ze soustavy téchto dvou rovnic dostdvdme obecnou rovnici piimky p:
2x —3y —4=0.

Prinik s pfimkou g ziskdme dosazenim parametrického vyjadieni

bodl pfimky ¢, tedy x = —1 4+ s ay = 2 + 35, do obecné rovnice

primky p:
2(=1+s5) —-32+4+3s)—4=0,
odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni pfimky
q dostavame soufadnice priseciku P:
19 22
P=[-—,——1
7 7

1.65. Stanovte prisecik piimek

p:x+y—4=0, g:x=—-142t,y=2+1 teR.

ReSeni. Nejdiive poznamenejme, e smérovym vektorem pfimky p
jeu, = (1, —1) (libovolny nenulovy vektor kolmy k vektoru (1, 1)
z obecné rovnice pifimky) a smérovym vektorem piimky g je u, =
(2, 1). To, ze vektor u, neni ndsobkem vektoru u,, pak zarucuje, Ze se
primky protinaji (pfimky nejsou rovnobézné). Bod [x, y] je hledanym
prasecikem, pravé kdyz jeho soutfadnice vyhovuji rovnici pifimky p

2 X7

a soucasné existuje redlné cislo ¢, pro které
x=—142t, y=2+41t

Dosadime-li odsud do obecné rovnice p, obdrZzime
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Zkusme ted dpln€ zapomenout na souradnice a vnimat
= celou rovinu jako mnoZinu, na které funguji nase
\@i posunuti. Takovou mnoZinu A = R? si miizeme
Qﬁ“‘; predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi
&= v nekterém pevné zvoleném misté (mdiZeme mu
fikat tieba bod O = [xg, yo] € R?). Pfedpoklddejme, Ze
ji vnima jako nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych
méfitek a popisli a jenom vi, co to znamend posunout se o
libovolny nasobek né&jakého vektoru u € R?. Takové roviné
budeme fikat ,,afinn{ rovina“.

Aby mohl vidét kolem sebe ,,dvojice redlnych cisel”,
musf si vybrat néjaky bod E;, kterému fekne ,,bod [1, 0] a
jiny bod E,, kterému zacne fikat ,,bod [0, 1]“. Jinymi slovy,
zvoli si bdzi e; = (1, 0), e; = (0, 1) mezi vektory posunuti.
Do vsech ostatnich se pak dostane tak, Ze poskoci ,.a—krat ve
sméru e; ““ a pak ,,b—krdt ve sméru e, “ a takovému bodu bude
fikat ,,bod [a, b]“. Pokud to bude délat obvyklym zplisobem,
nebude vysledek zdviset na poradi, tzn. miZe také napted jit
b—krat ve sméru e, a pak teprve ve sméru e;.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) sourad-
ného systému v roviné, bod O je jeho pocdtkem, a obecné
kaZzdy bod P roviny je ztotoZnén s dvojici Cisel [a, b], kterou
také budeme psat jako posunuti P — O.

Budeme déle pracovat v pevné zvolenych soufadnicich,
tj. s dvojicemi redlnych cisel, ale pro lepsi orientaci budeme
vektory zapisovat s kulatymi zdvorkami misto hranatych u
soufadnic bodi v afinni roving.
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-1+20+2+0nH—-4=0.
Této rovnici vyhovuje pravé ¢ = 1, coz dava priisecik se souradnicemi
x=1,y=3. U

1.66. Najdéte obecnou rovnici piimky p, jeZ prochazi bodem [2, 3]
a je rovnobéznd s pfimkou x — 3y 4+ 2 = 0, a parametrickou rovnici
pfimky g prochézejici body [1, 3] a [-2, 1].

Reseni. Kazdd piimka rovnobé&zna s piimkou x —3y+2 = 0 je zadéna
rovnici

x=3y4+c=0

pro néjaké ¢ € R. Pfimka p prochdzi bodem [2, 3]. Musi tedy platit
2—-3.34¢=0, t. c=T.
Pro piimku ¢ 1ze ihned uvést jeji parametrické vyjadieni

1.25. PiimKy v roviné. KdyZ se na§ pozorovatel umi posou- qg:[1,3]+:(1—-(=2),3—-1D)=[1,31+13,2), t e R.
.41 vat o libovolny ndsobek pevného vektoru, pak také vi,
("~ B co je to primka.
A2 JetopodmnoZina p C A vroving takovd, Ze exis-
tuji bod O a nenulovy vektor v takové, Ze

1.67. Zjistéte, zda nékteré z piimek
p1:2x+3y—4=0, pr:x—y+3=0, p3:—2x+2y=-6,
p={PeA; P-0=t-v,teR}. p4:—x—%y+2:0, ps:x=2+t y=-2—t teR

(ne)jsou totoZné.

PopiSme si P = P(f) € p ve zvolenych soufadnicich s -
volbou v = (, B): Reseni. Je vidét, ze

—2-(—x—3y+2)=2x+3y—4.

x(H)=xo+a-t, )=y +B-t Obecné rovnice p; a p4 tudiz zadavaji stejnou piimku. Norméalovy vek-

tor pfimky p je (2, 3), pro piimku p; je (1, —1), pro p3 je (=2,2)

ProtoZe vektor v = (o, ) je nenulovy, musi byt aspoti jedno & PT® Ps je (1, 1) (kolmy vektor k vektoru (1, —1)). Pifmky p; a ps

z &isel a, B riizné od nuly. KdyZ pro uréitost pfedpokldddme,  jsou rovnob€zné (normalovy vektor jedné je nasobkem normélového

Ze teba o # 0, pak vylou¢ime ¢ z parametrického vyjadieni  vektoru druhé). Dalsi dvojice rovnob&Znych pifmek neexistuji. Nebof

pro x a y a jednoduchym vypoctem dostaneme soustava

x—y+3=0, —-2x4+2y+6=0

—px +ay = —pxo + ayo. o SR v o
zjevné nema feSeni, pfimky p; a p4 tvoii jedinou dvojici totoZnych

piimek. ]
To je obecnd rovnice pfimky
1.68. Urcete pfimku p, kterd je kolmd k piimce g : 6x —7y+13 =0

(1.13) ax + by = ¢, a kterd prochdzi bodem [—6, 7].

ReSeni. ProtoZe normélovy vektor piimky ¢ je smérovy vektor pifm-
se zndmym vztahem dvojice ¢isel (a, b) = (—f, «) a sméro- Ky p, miZeme bezprostfedné napsat vysledek
vého vektoru piimky v = («, B) p:x=—-6+6t y=T7-Tt, t eR.

(1.14) aa + b = 0. O
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1.69. Udejte piiklad ¢isel a, b € R, pro néz je vektor u norméalovym
vektorem piimky AB, je-li A = [1, 2], B = [2b, b], u = (a — b, 3).
ReSeni. Smérovym vektorem piimky AB je (2b — 1, b — 2) (tento
vektor je vZdy nenulovy), a proto jejim normélovym vektorem je (2 —
b,2b — 1). PoloZime-li
2—b=a-b, 2b—-1=3,

dostavime a = b = 2. O

1.70. Urcete vzdjemnou polohu piimek p, g v roving, jestlize je p :
2x —y—5=0,qg : x +2y — 5 = 0. Pokud se jedna o riznobézky,
naleznéte soufadnice jejich priseciku.
ReSeni. Z obecnych rovnic piimek p, g zndme jejich normalové vek-
tory (2, —1), (1, 2). Pfimky jsou rovnobé&Zné pravé tehdy, je-li norma-
lovy vektor jedné ndsobkem normélového vektoru druhé, coZ ziejmé
pro pfimky p, g splnéno neni. Jde tedy o riznobézky. Priisecik nalez-
neme vyfeSenim soustavy
2x—y—-5=0, x+4+2y-5=0.

KdyZ z prvni rovnice vyjaddfime y = 2x — 5 a dosadime za y do druhé,
ziskame

x+22x -5 -5=0, t. x=3.
Poté snadno ur¢ime y = 2 - 3 — 5 = 1. Pfimky se tak protinaji v bo-
de [3, 1]. ]

1.71. UvaZujme rovinu R? se standardni soustavou sourad
pocétku [0, 0] je vysladn laserovy paprsek ve sméru (3, 1). Dopadne

na zrcadlovou piimku p danou parametricky jako
p:43]+1(=2,1

a poté se odrazi (thel dopadu je shodny s thlem odrazu). V jakém bodé

dopadne odraZeny paprsek na piimku g, danou parametricky jako

g : [7,—10]+ t(—1,6)?
1.25

ReSeni. Smér paprsku svird s piimkou p thel 45°, odraZeny paprsek
tedy bude kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3) (Po-
zor na orientaci! Dany smérovy vektor mizeme téz ziskat napiiklad
zrcadlenim (osovou symetrif) podle kolmého vektoru k pfimce p.) Pa-

prsek dopadne v bod¢ [6, 2], odraZeny paprsek tedy bude mit rovnici
[6,2] +1(1,-3), ¢t > 0.

Prinik pfimky dané odraZenym paprskem s piimkou ¢ je bod [4, 8],
=2).
OdraZeny paprsek tedy pfimku g neprotne. (Il

coZ je mimo polopiimku, ktera je dand odrazenym paprskem (1 =
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Vyraz nalevo v rovnici piimky (I'T3) mGzeme vidét jako
skalarni funkci F zdvislou na bodech v roviné
a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako poZa-
, davek na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vek-
___tor (a, b) je v tomto piipad& pravé smérem, ve
kterem F nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a, b)
praveé tim smérem, ve kterém zlstdvd naSe funkce F kon-
stantni. Konstanta ¢ pak urcuje, kterou ze vSech rovnob¢z-
nych pfimek rovnice urcuje.
M¢jme nyni dvé primky p a g a ptejme se po jejich pri-
niku p N ¢g. Ten bude popsan jako bod, splitujici obé rovnice
pfimek soucasné. PiSme je takto

ax +by =r
(1.15)
cx +dy=s.
Opét miZeme levou stranu vnimat jako pfifazeni, které kazdé
dvojici souradnic [x, y] bodt P v roviné¢ prifadi vektor hod-
not dvou skaldrnich funkei /) a F, danych levymi stranami
jednotlivych rovnic (ICT3). MiZeme tedy naSe rovnice napsat
jako jediny vztah F (v) = w, kde F je prifazent, které vektor
v popisujici polohu obecného bodu v roviné (v nasSich sou-
fadnicich) zobrazi na vektor zadany levou stranou rovnic, a
pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zadané
hodnoty w = (r, s).

1.26. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F, se kte-

= vlastnost respektuji operace scitdni a ndso-
beni s vektory a skaldry, tj. respektuji linedrni kombinace:

Fa-v+b-w)y=a-Fw)+b-F(w)
pro vSechny a, b € R, v, w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni
zobrazeni z R? do R?, a piSeme F : R? — R2. Slovy Ize
podminku také vyjadrit tak, Ze linedrni kombinace vektort
se zobrazuje na tutéZ linedrni kombinaci jejich obrazd, tj. li-
nedrni zobrazeni jsou ta zobrazeni, kterd zachovavaji linedrni
kombinace.
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Se stejnym chovdnim jsme se setkali i v rovnici (I'13)
pro piimku, kde $lo o linedrni zobrazeni F : R> — R a
jeho predepsanou hodnotu c. To je také diivodem, pro¢ jsou
hodnoty zobrazeni z = F(x, y) na obrazku vyobrazeny jako
rovina v R3.

Stru¢né budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci
tzv. matic a jejich ndsobeni. Matici rozumime obdélnikové
schéma skalard, napr.

A=(a b) nebo v=<x),
c d y

hovoiime o (Ctvercové) matici A a (sloupcovém) vektoru v.
Jejich ndsobeni definujeme takto:

_(a b x\ _ [(ax +by
e ) (0)-65)

Podobné, miiZeme misto vektoru v zprava ndsobit jinou ma-
tici B stejného rozméru jako je A. Prosté aplikujeme pred-
chozi formule po jednotlivych sloupcich matice B a obr-
drZime jako vysledek opét Ctvercovou matici.
Neumime ndsobit vektor v zprava matici A protoZe ndm
. nevychazi pocty skalarti na fadcich v s poCty ska-
lart ve sloupcich A. Umime vSak napsat vektor
2\ w do fadku skaldra (tzv. transponovany vektor)
—~+¢ w! = (ab) aten zprava nasimi maticemi A nebo
vektory v jiZ ndsobit umime.
Snadno ovéfime tzv. asociativitu ndsobeni (propocitejte
pro obecné matice A, B a vektor v detailn¢):

(A-B)-v=A-(B-v).
Misto vektoru v miZeme samoziejmé psét i libovolnou ma-

tici C spravného rozméru. Stejné snadno je vidét i distributi-
vita

A-B+C=A-B+A-C,
neplati vSak komutativita a existuji ,,d€litelé nuly*. Napft.

CO6D-6 - IEH-CD

Zejména vidime, Ze nasobeni vektorti pevnou matici za-
dava linerdni zobrazeni, a naopak, pomoci hodnot linedr-
niho zobrazeni F na dvou pevnych vektorech bize uZz do-
staneme celé piislusné zobrazeni. Body v roviné jsou tedy
obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni F roviny do ro-
viny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni
z roviny do redlné pfimky R. S maticemi a vektory umime
rovnice pro piimky a body psét

W v =(a b).@):c
e ()

Samoziejmé, ve zvldstnich situacich tomu tak byt ne-
musi. Tak tfeba prinikem dvou stejnych piimek je op€t sama
pfimka (a vzorem vhodné hodnoty pro takové linedrni zob-
razeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly

1.72. Z bodu [—2, 0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti

I ms™!

ve sméru (3, 2) dsecka délky 1. RovnéZ v poledne vyrazila z
bodu [5, —2] druh4 dsecka délky 1 ve sméru (—1, 1), oviem dvojné-
sobnou rychlosti. Srazi se?

ReSeni. Pifmky, po kterych se pohybuji dané isecky, miizeme popsat

parametrickym vyjadienim:
p  [-2,01+7r(,2),
qg : 15 —2]+s(—1,1).
Obecnd rovnice piimky p je
2x =3y+4=0.

Dosazenim parametrického vyjadieni pfimky g ziskdme prisecik P =
[1,2].

Nyni se snaZme zvolit jediny parametr ¢ pro obé usecky tak,
aby ndm odpovidajici bod na ptimkach p, resp. g, popisoval polohu
pocétku prvni, resp. druhé, dsecky v Case r. V Case 0 je prvni dsecka
v bodé [—2, 0], druhd v bodé [5, —2]. Za ¢as t sekund urazi prvni
tsecka ¢ jednotek délky ve sméru (3, 2) druhd pak 2¢ jednotek délky
ve sméru (—1, 1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

t
: _2,0 372’
p [ H\/I_S( )

g : [5 =214+ t/2(-1,1).

Pocatek prvni isecky dorazi do bodu [1, 2] v Case t; = +/13 s, poCétek
druhé usecky v Sase t = 2+/2 s, tedy vice neZ o pil vtefiny diive.
Tedy v dobé¢, kdy dorazi do priseciku P pocatek prvni dsecky, bude

jiZ konec druhé dsecky pry¢ a tsecky se tak nesrazi. O

1.73. Rovinny fotbalista vystieli mi¢ z bodu F = [1, 0] ve sméru
(3,4) na branu (tsecku) ohrani¢enou body A = [23,36] a B =
[26, 30]. Sméfuje mi¢ do brany?

ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrava v prvnim kvadrantu,
stadf uvazovat smérnice vektorti F A, (3,4), FB. Tvofi-li (v tomto
poradi) bud’rostouci nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu.
Tato posloupnost je 36/22, 4/3, 30/25, coz je klesajici posloupnost,

mic¢ tedy smétuje do brany. U
1.74. Upravte (A — B)T - 2C - u, pticemz

(3 () -G 0

ResSeni. Dosazenim

25 2 1 4 —4
A_B:<—1 1)’ (A_B)T:<5 1)’ 2C:(8 10)



E. GEOMETRIE V ROVINE 5. GEOMETRIE V ROVINE

a ndsobenim matic dostdvidme celou rovinu. V prvém piipadé€ to pozndme tak, Ze jsou na-
A—BT.2C 4 — -2 -1 4 —4 3y _ (52 levo v rovnicich (I”T3) stejné vyrazy aZ na skaldrni nasobek
(4-B"- M=\s 1)°\8 10) \2) " \e6a ) (nebo jinak feceno, fadky matice A jsou stejné az na skalarn{

nasobek). V takovém pripad€ bud nebude v priniku prislus-

hychpiimek Zadny bod (rovnob&Zné riizné ptimky) nebo tam
budou vSechny body piimky (stejné primky). Tuto podminku
muze vyjadrit tak, Ze poméry a/c a b/d musi byt stejné, ne-
boli

@ (A+B)-(A-B) #A-A-B-B (1.16) ad —be =0,
) (A+B) - (A+B #A-A+2A-B+B-B.

1.75. Uvedte piiklad matic A a B, pro néz

Vsimnéme si, Ze toto vyjddieni uz zahrnuje i pripady, kdy ¢

ST - . . . ‘4o nebo d je nulové.
ResSeni. Pripomertime, Ze uvazujeme dvojrozmérné (ctvercov J

ce A a B. Pro libovolné matice A a B oviem plati 1.27. Determinant matice. Vyrazu nalevo v (ICI6) fikime
determinant matice A a piSeme pro néj
(A+B)-(A—B)=A-A—-A-B+B-A—-B-B.
detd =" Pl = ad—be
Identitu d '
(A+B)-(A—B)=A-A—B-B Nasi diskusi ted mGizeme vyjadfit takto:

Tvrzeni. Determinant je skaldrni funkce det A definovand na

Kdvi ice A 2 B k . Prikladem hledanvch L d vSech maticich A a rovnice A-v = u je jednoznacné reSitelnd,
yZ matice A a omutuji. Pfikladem hledanych matic jsou tedy Dpravé kdy% je det A + 0.

tak dostaneme, pravé kdyZ je —A - B + B - A nulovou matici, tj. pravé

rave ty dvojice matic, které nekomutuji (matice soucinu se pfi ziméné
P Y Vol I P Zkuste promyslet, Ze pro tuto tivahu bylo podstatné, Ze

&\ pracujeme s polem skalard. Napiiklad nad ce-
@y, lymi Cisly obecné neplati. KdyZ prosté spoteme
¥/, esenirovnic s celo¢iselnymi koeficienty (tj. ma-
/ tice A ma pouze celoCiselné vstupy), tak toto
feSeni celociselné byt nemusi.

poradi ndsobenych matic zméni). MiiZeme napf. zvolit

1 2 4 3
=3 -G
nebof pfi této volbé je

A-B:(S 5), B-A=<13 20).

20 13 5 8

1.28. Afinni zobrazeni. Podivame se, jak maticovd symbo-
Analogicky pro kazdou dvojici matic A, B plati 7

_ lika umoZiiuje pracovat s jednoduchymi zobra-
" zenimi v afinni roving. Vid&li jsme, Ze ndsobe-
— nim matici je dano linerdni zobrazeni. Posunuti
v afinnf roviné R? o pevny vektor t = (r, s) € R?> umime v
maticové formé také snadno zapsat:

(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B.

To znamena, ze

(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+A-B+B-B

je spInéno tehdy a jenom tehdy, kdyz A-B = B-A. Ve druhém piipadé P = (x) > P4t = (x) + <”> _ (x + r) '
jsou tak hledané dvojice matic A, B zcela totoZné s piipadem prvnim. Y Y s yts
0 JestliZze k vysledku linedrniho zobrazeni jest€ dovolime
pricist pevny vektor ¢+ = (r, s), pak nase zobrazeni bude mit
1.76. Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni F, G : R> — R? zadan4 pfifa- tvar
ax +by+r
zenimi v—<>|—>A vt (cx—l—a’y—i—s)'
F: (x) — ( 7; —+35y ) , x,yeR, Takto jsou popsdna pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny
4 e Y do sebe.
G- (x ) (Zx +2y - 4) x,yeR Takova zobrazeni ndm umoZni piepocitdvani soufadnic
\ 4x =9y +3 2 « vzniklych rliznymi volbami pocitki a bdzi
linedrni. [ 2 smért pro posunuti. Co se stane, kdyZ nas

pozorovatel z odstavce bude tutéZ rovinu

ReSeni. Pro libovolny vektor (x, y)” € R? miizeme vyjadfit shlfZet z jiného bodu nebo si aspoii vybere jiné

F <(X>> _ ( 7 —3> ] (X) G ((x)) _ body E 1, E»? Zkuste si promyslet, Ze na trovni soufadnic
y -2 5 v)’ y to skute¢né bude pravé zména realizovand pomoci afinniho
2 2 X —4 zobrazeni. Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu

4 —9)° y) + ( 3 ) tak je ve vSech dimenzich.

34
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1.29. Euklidovskd rovina. Pfidejme nyni schopnost
naseho pozorovatele vidét vzdalenosti. Napf. mtze véfit
obvyklému vzorci pro velikost vektoru v = (a, b)

vl = va* + b?

v jim zvolenych afinnich soufadnicich. OkamZit¢ pak
muiZeme definovat pojmy jako jsou thel a otoceni v rovin€.
Jednoduse si to miiZeme predstavit takto: nas clovek se
7%, rozhodne o néjakych bodech E; a E, Ze jsou
od néj ve vzdalenosti jedna, a zarover si fekne,
- Zejsou na sebe kolmé. Vzddlenosti ve smérech
souradnych os pak jsou ddny piislusnym pomérem, obecné
pouZziva Euklidovu (nebo Pythagorovu) vétu. Odtud vyjde
pravé vyse uvedeny vzorec.

b

> /I
o 1 "

= 10-Q1 = {Z %

Nas pozorovatel roviny mtiZze samoziejmé postupovat i ji-
nak. MiiZe pouZit néjaky standard pro skutecné méfeni vzda-
lenosti bodi P a Q v roviné a fici, Ze to je pravé velikost
vektoru Q — P, ktery potiebujeme na posunuti z P do Q.
Pak si vybere néjaky z vektort, které skutecné maji velikost
1 a tfeba pomoci trojihelniku o stranich s velikostmi 3,4 a 5
zkonstruuje kolmy vektor o velikosti jedna a ddle pokracuje
jako vyse.

o)

Odtud vyplyva, Ze obé zobrazeni jsou afinni. Pfipomenme, Ze afinni

zobrazeni je linedrni, pravé kdyZz se nulovy vektor zobrazi sdm na sebe.

OO < (@)-()

zobrazeni F je linedrni, zobrazeni G nikoli. U

1.77. Bud déan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF (vrcholy jsou
oznaceny poradé v kladném smyslu) se stfedem v bodé S = [1, 0]
a vrcholem A = [0, 2]. Urcete souradnice vrcholu C.

ReSeni. Soutadnice vrcholu C ziskdme oto¢enim bodu A okolo stiedu
S Sestithelnika o 120° v kladném smyslu:

_ {cos(120°) —sin(120°)
¢ = (sin(120°) cos(120°) ) (A=5+S5

_1 _ 3 —1 3 \/§
= (ig 2)(2>+[1,0]=[§—«/§,—1—7].
O

1.78.

cely v prvnim kvadrantu. Urcete soufadnice jeho tfettho vrcholu.

Bud'dén rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1, 0] a [0, 1] leZici

ReSeni. Treti soufadnice je [ + {, 5+ ﬁ] (ota¢ime bod [1, 0] 0 60°

kolem bodu [0, 1] v kladném smyslu). O
1.79. Urcete soufadnice vrchold trojihelnika, ktery vznikne otoce-
nim rovnostranného trojihelnika, jehoZ dva vrcholy jsou A = [1, 1]
a B = [2,3] (tfeti pak v poloroviné dané pifimkou AB a bodem
S = [0, 0]) 0 60° v kladném smyslu kolem bodu S.
ReSeni. Treti vrchol trojihelnika dostaneme napf. oto&enim o 60°
jednoho z vrcholti kolem druhého (ve sprz’wném smyslu). Hledané
body maji pak soufadnice [—%«/5, V3 -4k - —«/_, 2«/_ + 2]
[1-3v3.V3+11 O
1.80. Urcete tihel, ktery sviraji vektory

(@ u=(=3,-2),v=(-23);

b) u=(2,6),v=(-3,-9).
ReSeni. Hledany thel ¢ vypo&itime ze vzorce (I38). Viimnéme si,
Ze vektor (—3, —2) mlZeme ziskat tak, Ze zaménime poradi soutad-
nic ve vektoru (—2, 3) a jednu z nich vyndsobime cislem —1. To je
ovSem uprava, kterd se provadi, kdyZ chceme ze smérového vektoru
piimky ziskat normdlovy (nebo naopak). Vektory ve varianté (a) jsou
tedy kolmé, tj. ¢ = m/2. Nebof —3 - (2,6) = 2 - (=3,

varianté (b) vektor u ndsobkem vektoru v. Pokud jeden vektor pfejde

-9), je ve

na druhy tak, Ze ho vyndsobime kladnym &islem, sviraji tyto vektory
evidentné nulovy dhel. V naSem piikladu je tfeba ndsobit zdpornym

Cislem, cozZ bezprostfedné ddvd ¢ = 7. ([
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1.81. Urcete thel (odchylku) ¢, ktery sviraji thlopficky A3;A; a
AsAjp pravidelného dvandctidhelnika AgA 1A, ... Ajy.

ReSeni. Odchylka nezavisi na velikosti daného dvandctidhéindée ]
Volme dvanéctithelnik vepsany do kruZnice o poloméru 1. Jako v
pfedchozim piikladé€ uréime soufadnice jeho vrcholti a podle vzorce

tedy ¢ = 75°.
) 5 \/7 yo =
Jiné feSeni. Ulohu Ize fesit Cist€ metodami syntetické geometrie: ozna-

snadno dopocitame, Ze cos(p) =

¢ime S stfed dvandctithelnika a 7" prisecik thlopticek A3 A7 a AsAjp.
Nyni |L A7As5A 19| = 45° (obvodovy thel prislusny stfedovému thlu
A7S8Aq, ktery je pravy), dile |L AsA7A3| = 30° (obvodovy uhel
prislusny stredovému tihlu A5SA3;, jehoZz velikost je 60°). Velikost thlu
AsT A7 je pak dopitkem vyse zminénych thlt do 180°, tedy je rovna
105°. Hledand odchylka je pak 180° — 105° = 75°. O

1.82. Spoctéte délky stran trojihelniku s vrcholy A = [2,2], B =
[3,0], C =[4,3].
ReSeni. Uzitim zndmého vzorce pro velikost vektoru

lull = Jul+u3, u=(u,uy) € R?

obdrzime vysledky
|AB| =|A - B||=v(2—3)>+ 2 - 07 =5,
IBC| = [|B — C|| = V(3 —4) + (0 — 3)2 = V10,
IAC| = ||A = Cll =V 2 - 42+ (2-3)2 = 5.

1.83. Najdéte matice A takové, Ze

Azﬁ l.
2 2

Népovéda: jaké geometrické zobrazeni v roviné zadava matice A??

ReSeni. A” je matice rotace o 60° v kladném smyslu, takZe hledané

matice jsou
V31
a=x(1 7).
2 2
tj. jsou to matice rotace o 30°, resp. o 210°. (I

1.84. Stanovte A - A pro

A:(C9S(p —sm<p>, kde ¢ € R.
sing  cos¢@

Reseni. Vime, Ze zobrazeni
<x>}_)(cpsgo —smgo)'(x)’ .y R
y sing  cosg y
je rotaci roviny R? kolem po&atku soustavy soufadnic o thel ¢ v klad-

ném smyslu. Vzhledem k asociativité¢ ndsobeni matic dostdvame, Ze

zobrazeni
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Euklidovska rovina je afinni rovina s vySe zavedenym po-
jmem vzdélenosti.

1.30. Uhel vektori. Jak jsme jiz pouzivali pfi diskusi kom-
plexnich ¢isel coby bodl v roving, tzv. gonio-
__ metrickd funkce cos ¢ je ddna hodnotou redlné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoZ
4 thel s vektorem (1, 0) je ¢.

Z]evne je pak druha soutadnice takového vektoru ddna
redlnou hodnotou 0 < sing < 1 spliujici

(cos gz))2 + (sin (p)2 = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w miiZeme jejich dhel
popsat pomoci soufadnic v = (v, vy), w = (w,, w,) takto:
Uy Wy + Vywy

cosp =
ol - flwll

s

Tento vztah si snadno ovéfime, pokud véfime, Ze otoceni
= roviny kolem pocatku neméni dhly. Pak totiZ
miZeme napied libovoln€ zvolené vektory
vyndsobit vhodnymi skaldry tak, abychom
<= dostali vektory velikosti jedna (nd$ vzorec totiZ
po ndsobeni vektort libovolnymi skalary dava pochopitlené
neménné vysledky). Poté milzZeme vhodnym otocenim
nasi roviny dosdhnout toho, Ze prvni z vektorG bude pravé
prvnim bazovym vektorem (1, 0). Potom ddva naS vzorec

Wy
osp = —,
[w]]

coZ je pouze opakovdnim definice funkce cos ¢.

1.31. Rotace kolem bodu v rovin€. Matici libovolného zna-
mého zobrazeni F : R*> — R? lze vcelku snadno uhddnout:
Je-li totiz vysledkem matice se sloupci (a, ¢) a (b, d), pak
prvni sloupec dostaneme nasobenim této matice s prvnim
vektorem bdze (1, 0) a druhy je vycislenim na druhém vek-
toru baze (0, 1).
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Z obrazku je proto vidét, Ze pro rotaci o thel Y proti
sméru hodinovych rucek jsou v matici sloupce

(@ DE)=Ca0) @)=

Smér proti sméru hodinovych ruc¢ek oznac¢ujeme jako kladny
smér rotace, opacny je pak zdporny. Proto dostdvame tvr-

zeni:

| Marice rotace l,____
-

Rotace o pfedem dany thel ¢ v kladném sméru kolem
pocétku soufadnic je dana matici Ry :
—siny ) (x
cos ¥ v/

Nyni, kdyZ uZ vime, jak vypadd matice otoceni v ro-
7 = viné, miZeme ovéfit, Ze otoCeni zacho-
5 , vava vzdalenosti a dhly (definované pie-
= deslym vzorcem). Oznacime-li obraz vek-

toru v jako

v U, COS Y — vy, sin
U/:()f):R]//-U:(X. w Y Ip),
vy, Uy SIn Y + vy cos Y
!

a podobné w
opravdu plati

= Ry - w, pak Ize snadno piepocitat, Ze

VIl = vl
vew), 4+ viw!, = vewy + vywy.

Predchozi vyraz lze pomoci vektori a matic napsat na-

sledovné
(Ry - w)T(R,/, ) =wlo.

Transponovany vektor (R - w)” je roven w - R]/T,, kde ng
je tzv. transponovand matice k matici Ry,. To je matice, jejiZ
fadky tvoii sloupce ptivodni matice a sloupce naopak tvori

(x) . <095(p —sm(p> ‘ <cgs¢ —s1n<p) ' (x>, .y cR
y sing  cosg@ sing  cosg y
je rotaci o dhel 2¢. To znamen4, Ze plati

A A= 0952<p —sin2¢p ‘

sin2¢  cos2¢
Poznamenejme, Ze jsme samoziejmé mohli pfimo vyndsobit A - A
(a aplikovat vzorce pro sinus a kosinus dvojndsobného thlu). Opakova-
nim vySe uvedeného (pfip. pouZitim matematické indukce) Ize ov§em
snadné&ji obdrZet
A — (cps ne
sinng

jestlize klademe A2 = A- A, A3 =A-A.Aatd. U

—sinng .
cosmp)’ n=2,3,...,

1.85. Zrcadleni. Najdéte matici zrcadleni v rovin€ (tj. osové symet-
rie) podle pfimky y = x.
Reseni. Namalujte si obrazek. V bazi uréené vektory (1, 1), (1, —1)

je matice zrcadleni zfejmé <(1) _01) Ve standardni bdzi je tedy rovna

N0 /1 1
-1 1 0 —1/\-1 1
Inverzni matici je v tomto piipadé jednoduché najit, protoZe vektory

ve sloupcich jsou kolmé, tj. matice je (skoro) ortogondlni. Mdme

I _, (10 I A
-1 1) —7\0 1 -1 1 T2\ \-1 1
. PRI . . 0 1
Vyndsobenim prisluSnych matic dostaneme vysledek 1 ol Tento

vysledek se d4 uhddnout i pifimo z obrazku.

1.86. Zjistéte, jaké linedrni zobrazeni R? do R? jsou zaddna mati-

cemi (tj. popiSte jejich geometricky vyznam)

10 -1 0 22
Al:(o 0)’ Az:(o 1)’ AF(% A |
v 5

ReSeni. Necht (x, y)” je nadile libovolny redlny vektor. Pro matici

()= 0)-()-(6):

coZ znamend, Ze linedrni zobrazeni, které tato matice zadava, je pro-

A dostavame

jekce na osu x. Podobné vidime, Ze matice A, urcuje zrcadlen{ vzhle-

dem k ose y, protoZe
()= (0 0)-6)=()
y 0 1/ \y y)
Matici As lze vyjadrit ve tvaru
(cos @ —sin <p>
sing  cosg@
pro ¢ = m/4, a tudiz zadava otoceni roviny kolem poc¢étku o dhel /4

(v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych rucicek). ([
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1.87. Rovnobéznikova rovnost. DokaZzme jako ilustraci nasich né-

stroju tzv. ,,rovnobéZnikovou rovnost“: Jsou-li u, v € R?, pak:

2(Jull* + oll?) = llu + vlI* + lu — v|*.

3%

Neboli soucet druhych mocnin délek tihlopfi¢ek rovnobéZznika je roven

dvojnésobku souctu druhych mocnin délek jeho stran.

ReSeni. Rozepsdnim obou stran do soufadnic u = (uy, us), v =

(v1, vy) obdrZime:

2(1|ull + llv]1*)
= 2(uf + uj + vi +v3)
= u7 + 2ujvy + v} +u3 + 2urv0 + v3+
+ut = 2uivy + v} + U3 — 202 + V3
= (u1 +v1)* + (2 + v2)? + Uy — 1) + (U2 — vp)?
= llu+v]* + llu — v|%.
O

1.88. UkaZte, Ze sloZzenim lichého poctu stfedovych soumérnosti v

rovin€ dostaneme opét stfedovou symetrii.

ReSeni. Stiedovou soumérnost v roviné se sttedem S reprezentujme
predpisem X — S — (X —S), neboli X — 25 — X. (Obraz bodu X ve
sttedové symetrii podle stiedu S dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu
S pric¢teme soutfadnice vektoru opacného k vektoru X — S.) Postupnou
aplikaci tif stredovych soumérnosti se stfedy S, T a U tak dostavame
X—>2S—X 2T -Q2S—X)— 2U - Q2T — 25 - X)) =
200 -T+S)— X, celkem X — 2(U — T + S) — X, coZ je sttedovd
soumérnost se sttedem S — 7" 4 U. SloZen{ libovolného lichého poctu
sttedovych soumérnosti tak postupné redukujeme az na sloZenf tif stfe-
dovych soumérnosti, jde tedy o stfedovou symetrii (v principu se jedna

o diikaz matematickou indukci, zkuste si jej sami zformulovat). [

1.89. Sestrojte (2n + 1)-thelnik, jsou-li dany vSechny stiedy jeho
stran.
ReSeni. K feSeni vyuZijeme toho, Ze sloZenim lichého poctu stre-
dovych soumérnosti je opét stfedova soumérnost (viz predchozi pri-
klad). Oznaéme vrcholy hledaného (2n + 1)-thelnika po fadé A,
Ay, ..., Aoy astiedy stran (poc¢inaje sttedem strany A A;) postupné
S1, S2, ... 8241 Provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stfedd, tak bod A, je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové
soumérnost, tedy jejim stfedem. K jeho nalezen{ tedy staci provést uve-
denou stfedovou soumérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A;

leZi pak ve stiedu tseCky X X', kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné
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fadky ptivodni matice. Vidime tedy, Ze matice otoceni spliiuji
vztah Rg Ry = I, matice I (n€kdy piSeme prost€ 1 a mdme
tim na mysli jednotku v okruhu matic), je tzv. jednotkovd ma-

tice
1 0
(9.

Tim jsme odvodili pozoruhodné tvrzeni — matice F s vlast-
nosti, ze F - Ry = I (budeme takové fikat inverzni matice
k matici rotace Ry) je matici transponovanou k ptvodni. To
je logické, nebof inverzni zobrazeni k rotaci o thel ¥ je opét
rotace, ale o thel —1/, tj. inverzni matice RVT, je rovna matici

R _ cos(—y) —sin(—=y)\ [ cosy siny
V7 \sin(=y)  cos(—y) )~ \—siny cosy )
Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu
P =0+ w, P = [w,, w,], opét pomoci matice, snadno
napiSeme potiebny vzorec pomoci posunuti:

Staci si k tomu uvédomit, Ze mtiZeme misto rotace kolem
daného bodu P napfed posunout P do naSeho pocétku, pak
provést rotaci a pak udélat opa¢né posunuti, kterym celou
rovinu vratime tam, kde méla celou dobu byt, viz obrdzek.
Pocitejme tedy

v=<§)>|—>v—wr—>Rw-(v—w)
= Ry -(v—w)+w

[ cosY(x —w,) —sinPY(y — wy) + w,
—\siny(x —wy) +cosy(y —wy)) +wy )7

1.32. Zrcadleni. Dalsim dobie zndmym piikladem zobra-

pon zeni, kterd zachovavaji velikosti, je tzv. zrca-
%, dleni vzhledem k primce. Opét nam bude stacit
" popsat zrcadleni vzhledem k pifmkdm proch4-
zejicim pocatkem O a ostatni se z nich odvod{

pomoci posunuti, resp. rotaci.

Hledejme tedy matici Zy, zrcadleni vzhledem k pifmce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim tihel ¢ s vek-
torem (1, 0). Nejprve si uvédomme, Ze

1 0
)
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’ (oo

et

ﬂ
1

=2 (11 _ 10Nz
(b [ b b ) [ g )
Obecné miiZzeme kaZdou pfimku otocit do sméru vektoru
(1, 0) a tedy zapsat obecnou matici zrcadlen{ jako

Zy=Ry-Zo-R_y,

; (Cu‘b> |

kdy nejprve oto¢ime matici R_, ptimku do ,,nulové® polohy,
odzrcadlime matici Zj a vratime zpét otoenim Ry, .

Mitzeme proto (diky asociativit¢ ndsobeni matic)

(¢

cos Y
‘\—siny cosy

spocist:

cos
Zy = (sin v

__[cosy
~ \siny

—siny
cos ¥

sin ¢

— Cos 1//)

)

_ (cos2 ¥ — sin® ¥

2 sin Y cos Y
cos 2y
— \sin2y

Pouzili jsme ptitom obvyklé souctové vzorce pro goniomet-

sin 2y
—cos 2y

0

-1

)

g

sin ¢

2 sin yr cos
—(cos? ¢ — sin® )

).

cosy  siny
—siny  cosy

)

rické funkce. PovSimnéme si také, Ze Zy, - Zy je dano:

sin 24 1
—cos2y ) \O

cos 2y
sin 2y

0
—1

)

(

cos 2y
sin 2

— sin 2y
cos 2y

Toto pozorovani l1ze zakreslit a zformulovat ndsledovné

8.

I

)

).

sttedové symetrii. Dal§i vrcholy A,, ..., Ay,11 ziskdme zobrazovanim

bodu A, ve stfedovych soumérnostech podle S, ..., Sot1- O

1.90. Urcete obsah trojihelniku ABC, je-li A = [-8,1], B =
[-2,0],C =15,9].
ReSeni. Vime, Ze obsah je roven poloviné determinantu matice, jejiz
prvni sloupec je dan vektorem B — A a druhy sloupec vektorem C — A,
tj. determinantu matice
<—2 —(-8) 5-— (—8))
0—1 9—-1 J°
Jednoduchy vypocet tak dava vysledek
L2 (=8)- O = (5= (=8) - (0—1) =9
Dodejme, Ze pfi zaméné potadi vektort by hodnota determinantu méla
opacné znaménko (jeji absolutni hodnota by tedy ziistala stejnd) a Ze

by se vlibec nezménila, kdybychom vektory (pfi zachovani poradi) na-
psali do radka. U
1.91. Spoctéte obsah S Ctyithelniku vymezeného jeho vrcholy [1, 1],
[6, 1], [11, 4], [2, 4].
ReSeni. Nejprve si oznaéme vrcholy (proti sméru pohybu hodinovych
rucicek)

A=[1,1], B=16,1], C=[11,4], D =][2,4].
Pokud rozdélime ctyfihelnik A BCD na trojihelniky ABC a ACD,

muzeme ziskat jeho obsah jako soucet obsahti téchto trojihelnikt, a to

vycislenim determinantd

d_6—1 1—1] |5 10
'“ =1 4-1|"10 3|
g |i=12-1f_[10 1
270 4—-1 4—-1|" |3 3|’

kde ve sloupcich jsou postupné vektory B—A, C —A (prod;) aC —A,
D — A (pro d»). Potom

_d | & _ 53-100 | 103-13 _ 15427 _
S=5+5="7 +-5 =7 =2L

(diky uspotddani vrchold v kladném smyslu, vysli vS§echny determi-
nanty kladné). Spravnost vysledku miiZzeme snadno potvrdit, nebof
¢tyfuhelnik ABCD je lichobéZnikem se zakladnami délek 5, 9 a je-

jich vzdélenosti v = 3. U

1.92. Stanovte rozlohu louky, kterd je na pozemkové mapé ohra-
nicena body o kétach [-7, 1], [—1, 0], [29, 0], [25, 1], [24, 2] a[17, 5].
(Jednotky neuvazujte. Jsou ureny pomérem pozemkové mapy vuci
skute¢nosti.)

Reseni. UvaZovany Sestidhelnik miizeme rozdélit napt. na Gtyfi troji-
helniky s vrcholy

[—7,1],[-1,0], [17, 5]; [—1, 0], [24, 2], [17, 5];
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[—1,01,[25, 1], [24, 2]; [—1,0],[29, 0], [25, 1].
Jejich obsahy jsou po fadé 24, 89/2, 27/2 a 15, coz dava vysledek
24+443 4131 +15=97.

O

1.93. Urcete obsah trojtihelnika Ay A3A 1, kde AgA; ... Ay jsou vr-
choly pravidelného dvanictidhelnika vepsaného do kruZnice o polo-

méru 1.

ReSeni. Vrcholy dvansctithelnika miiZzeme ztotoZnit s dvanactymi od-

mocninami z ¢isla 1 v komplexni roviné. Zvolime-li navic AO

pak mizZeme psat Ay = cos(2km/12) + i sin(2km/12). Pro vrcholy
zkoumaného trojihelnika mame: A, = cos(w/3) + isin(w/3) =
1/2 +iv/3/2, A3 = cos(m/2) + i sin(r/2) = i, A1 = cos(—n/6) +

i sin(—m/6) = ~/3/2 — i/2, neboli soufadnice t&chto bodii v kom-
[1/2,4/3/2], A3 = [0,1], Ay =
[V3/2, —%]. Podle vzorce pro obsah trojihelnika je potom hledany

plexni rovniné jsou A, =

obsah § roven

1_ V3 1,43 —
solAa—An| _1l5-% 349 _3-V3
2 |A3 — Ap 2 _*/75 % 4

Vzhledem ke kladnosti pfedchoziho determinantu jsme mohli z este-

tickych diivodid vynechat jeho absolutni hodnotu. (Il

1.94. Které strany Ctytfuhelniku zadaného vrcholy [—2, —2], [1, 4],
[3, 3] a[2, 1] jsou viditelné z pozice bodu [3, & — 2]?

Reseni. Jednd se o modelovou tlohu na viditelnost stran konvexniho
mnohouhelniku v roving. V prvnim kroku uspordddme vrcholy tak,
aby jejich poradi odpovidalo sméru proti pohybu hodinovych rucicek.
KdyzZ jako prvni vrchol zvolime napt. A = [—2, —2], je dalsi poradi
B =1[2,1], C =[3, 3], D = [1, 4]. UvaZzujme nejprve stranu A B. Ta

spole¢né s bodem X = [3, m — 2] zad4dv4 matici

—2-3 2-3
—2-—mT-=2) 1—( -2

tak, Ze jeji prvni sloupec je rozdilem A — X a druhy sloupec je B — X.
To, zda je vidét z bodu [3, & — 2], pak urcuje znaménko determinantu
—-2-3 2-3 -5 -1
—2—(mT=-2) 1—(—-2) -t 3—m1m
—-5-B3—nm)—(—D(—m) <0.

Zapornd hodnota znamend, Ze strana je vidét. Dopliime, Ze nezédleZi
na tom, zda uvazujeme rozdily A — X a B — X,nebo X — Aa X —
B. Kdybychom vSak zaménili potadi sloupcd, prislu$nd strana by byla
vidét praveé tehdy, kdyZ by byl determinant kladny.

Pro stranu BC analogicky obdrZime

40

Tvrzeni. Otoceni o tihel r obdrZime naslednym provedenim
dvou zrcadleni vzhledem ke smérim, které spolu sviraji tihel
1
7V

Pokud umime odtvodnit pfedchozi tvrzeni ryze

G\ geometrickou tvahou (zkuste si zahrit na
,,/ ,.syntetického geometra®), dokdzali jsme pravé

HIlubsi je nésledujici rekapitulace pfedchozich dvah
(skoro si mizeme fici, Ze uz umime dokazat skuteCné
zajimavy matematicky vysledek):

___-l ZOBRAZEN{ ZACHOVAVAJIC{ VELIKOSTI L-——-—l
1.33. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno

z jednoho nebo vice zrcadleni, prave kdy? je
ddno matici R splitujici

R = <a b), ab+cd =0, a*+F=b0+d&=1.
c d
To nastane, pravé kdyZ toto zobrazeni zachovava velikosti.
Otocenim je takové zobrazeni pritom prave tehdy, kdyZ
Jje determinant matice R roven jedné, coz odpovida sudému
poctu zrcadleni. P7i lichém poctu zrcadleni je determinant
roven —1.

Dukaz. Zkusme napfed spocist, jak miliZze vypadat
7 &= obecné matice A, kdyZ prislusné zob-
I razeni zachovdvd velikosti. Tj. mdme
" zobrazeni

()= (¢ 2)-()=(3a),

Zachovani velikosti tedy znamen4, Ze pro vSechna x a y je

X+ = (ax 4+ by)* + (cx + dy)? =
= (@* + A)x* + B> + &)y + 2(ab + cd)xy.

ProtoZe ma4 tato rovnost platit pro v§echna x a y, musi si byt
rovny koeficienty u jednotlivych mocnin x?, y* a xy na pravé
i levé strané. Tim jsme spocetli, Ze rovnosti kladené na ma-
tici R v prvnim tvrzeni dokazované véty jsou ekvivalentni
vlastnosti, Ze prisluSné zobrazeni zachovava velikosti.

Diky vztahu a?> + ¢*> = 1 mlZeme piedpoklddat, Ze
a = cosg ac = sing pro vhodny thel ¢. Jakmile takto
zvolime prvni sloupec matice R, aZ na nisobek nidm vztah
ab + cd = 0 urcuje i druhy sloupec. Zaroveii ale vime, Ze i
velikost vektoru ve druhém sloupci je jedna a dostdvame tedy
pravé dv€ moznosti pro matici R:

sin ¢
—cos (p) )

cosep —sing cos @
sing cos¢g )’ sin ¢
V prvém piipadé jde o rotaci o dhel ¢, ve druhém pak o ro-
taci sloZenou se zrcadlenim podle prvni soufadné osy. Jak
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jsme vidéli v predchozim tvrzeni 3], kazda rotace odpo-
vid4a dvéma zrcadlenim a determinant matice R je v téchto
dvou piipadéch skutecné jedna nebo minus jedna a rozliSuje
je. O

1.34. Obsah trojuhelnika. Zavérem naseho malého vyletu
do geometrie se zaméfme na obsah rovinnych
__ objektti. Budou ndm stacit trojihelniky. Kazdy
trojuhelnik je vymezen dvojici vektord v a w,
, které, ptiloZeny do jednoho z vrchold P, zadaji
zbyle dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit vzorec (skaldrni
funkci vol), kterd dvéma vektortim priradi ¢islo rovné obsahu
vol A (v, w) takto definovaného trojihelniku A (v, w), kde si
pro urcitost za P volime pocatek a posunutim se obsah stejné
neméni.

Ze zadan{ je vidét, Ze hledand hodnota je polovinou plo-
chy rovnobéZniku nataZeného na vektory v a w a snadno se
spocte (pomoci zndmého vzorecku: zdkladna krat prisluSna
vyska) nebo prosté vidi z obrazku, Ze nutné plati

vol A(v +v', w) = vol A(v, w) + vol A(V/, w)

vol A(av, w) = avol A(v, w).

Vieanta, o "J-8~‘~¢t
= a_-\—lo

Tolel, = Mo roveeben b

qg&k;«tm%
///;\/

J”

—

-\

Nakonec jest€ pfiddme k naSemu zaddni poZadavek

vol A(v, w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstavé, Ze opatifime plochu znaménkem
podle toho, v jakém potadi bereme vektory (tj. jestli se na
ni divdme shora nebo zespodu).

Pokud vektory v a w napiSeme do sloupcti matice A, pak

A=, w)H—~ detA

spliiuje vSechny tfi naSe poZadavky. Kolik takovych zobra-
zeni ale miiZze byt? KaZzdy vektor umime vyjadfit pomoci
dvou bdzovych vektord e; = (1,0) ae; = (0,1) a
diky linearité je tedy kazdd moZnost pro vol A jednoznacné
urena uZ vycislenim na téchto vektorech. ProtoZe ale pro
obsabh, stejné jako pro determinant, je zjevné vol A(e, e;) =
vol A(ey, ) = 0 (kvili poZadované antisymetrii), je nutné
kazd4 takové skaldrni funkce jednoznacné€ zaddna hodnotou
na jediné dvojici argumentd (e, ¢;). Jsou si tedy vSechny
mozZnosti rovny aZ na skaldrni ndsobek. Ten umime urcit
poZadavkem

1
vol A(ela 82) = 57

2-3 3-3 | -1 0 | _
l—-(r-2) 3—(7x—-2) 3—7m 5-—-m|
—1-5—-—m)—-0<0.
Tato strana je tudiz vidét. Zbyvaji strany CD a D A. Pro né dostdvame
po fadé
3-3 1-3 1 0 -2 |
3—(r—-2) 4—(7x—-2) |5—-7m 6—m|
—(=2)-5—-m) >0,
1-3 -2-3 =2 =5
—(T=-2) 2—-@-2) 6—7 -—-m|
—2- (=) —(=5)-(6—m) > 0.

Z bodu X jsou tedy vidét pravé strany urené dvojicemi vrcho-
la [_2s _2]7 [2’ 1] a [Za 1]a [3’ 3] U

1.95. Uvedte strany pétidhelniku s vrcholy v bodech [—2, —2],

[—2,2], [1,4], [3,1] a [2,—11/6], které je mozné vidét z bo-
du [300, 1].
ReSeni. Pro zjednoduseni zdpisi ,,tradi¢n&“ poloZme
A=[-2,-2], B=[2,-11/6], =[3,11, D=
(1,4], E=[-2,2].

Strany BC a CD jsou zjevné z pozice bodu [300, 1] viditeIné; naopak
strany DE a EA byt vidét nemohou. Pro stranu A B rad¢ji urCeme

—2-300 2-300
ISR b = —302- (=) — (—298) - (—=3) < 0.
Odsud plyne, Ze tato strana je z bodu [300, 1] vidét. U

1.96. Viditelnost stran trojihelnika. Je dan trojtihelnik s vrcholy
A=1[56],B=1[78]C=
zbodu P = [0, 1].

[5, 8]. Urcete, které jeho strany je vidét

ReSeni. Uspofadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru ho-
dinovych rucicek: [5, 6], [7, 8], [5, 8]. Pomoci prislusSnych determi-

X

nantt uréime, je-li bod [0, 1] ,,nalevo” ¢i ,,napravo” od jednotlivych

stran trojihelnika uvaZzovanych jako orientované tsecky,

B-P 77, |Cc-P 57 _y,
c-P 5 7|7 |A-P 55
A=P|_|s s|_,

B—P | |7 7|77

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, Ze body [0, 1], [5, 6] a
[7, 8] lezi na piimce, stranu A B tedy nevidime. Stranu BC rovnéz tak
nevidime, na rozdil od strany AC, pro kterou je pfislusny determinant

zéporny. U

1.97. Urcete, které strany ctyithelnika s vrcholy A =
[130, 106], C = [40, 60], D

[95,99], B =
= [130, 120]. jsou viditelné z bodu [2, 0].
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ReSeni. Nejprve je tieba urdit strany &tyfihelnika (,,spravné” pofadi  tj. volime orientaci a mé¥itko pomoci volby bazovych vek-
vrchold): ACBD. Po spoditani piisluSnych determinanti jako v pred- torii a chceme aby jednotkovy cvtverec mél plochu jedna.

Vidime tedy, Ze determinant zaddvd plochu rovnobé€z-
niku ur¢eného sloupci matice A a plocha trojihelniku je tedy
polovi¢ni.

chozich pfikladech zjistime, Ze je vidét pouze strana CB. U

F. Zobrazeni a relace

1.98. Rozhodnéte, zda ndsledujici relace na mnoZziné M jsou relace  1.35. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro ori-
{1 entovany obsah ndm davd do rukou elegantni ndstroj
%» pro urovani pozice bodu vici orientovanym tsec-
4 kam. Orientovanou dseckou rozumime dva body v ro-
MU ving R? s uréenym poradim. MaZeme si ji predstavit
jako Sipku od prvého k druhému bodu. Takové orientovana
usecka ndm rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim
»levou™ a ,,pravou”. Pro dany bod chceme poznat, jestli je v
iv) M je mnoZina piimek v roving, pfi¢emZ dvé piimky jsou v té levé nebo pravé.

ekvivalence:
i) M={f:R— R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(0).
ii) M ={f : R — R}, kde (f ~ g), pokud f(0) = g(1).

iii) M je mnoZina piimek v roving, pricemz dvé piimky jsou v

relaci, jestliZe se neprotinaji.

relaci, jestliZe jsou rovnob&Zné. Takové dlohy ¢asto potkdvame v pocitacové grafice pfi
v) M = N, kde (m ~ n), pokud S(m) + S(n) = 20, pricemz  1e>en v1511teilnovst1 ob.Jekt.u.v Iiro ZJedlolodusenl si zde jen pfed—
stavme, Ze usecku ,,je vidét“ z bodl napravo a neni vidét z

S(n) znalf ciferny soucet Cisla n. téch nalevo (coZ odpovida predstavé, Ze objekt ohraniceny

vi) M = N, kde (m ~ n), pokud C(m) = C(n), kde C(n) = orientovanymi hranami proti sméru hodinovych ru¢i¢ek ma
S(n), pokud je ciferny soucet S(n) men3i nez 10, jinak defi- nalevo od nich sviij vnitiek, pres ktery tedy nenf hranu vidét). obraizek je naopak!
nujeme C(n) = C(S(n)) (je tedy vidy C(n) < 10). —Q LA c(,&«/‘\ /
Reseni.

i) Ano. Ovérime tfi vlastnosti ekvivalence:

i) Reflexivita: pro libovolnou redlnou funkci f je f(0) =

i
]
1 (0). 7> \
ii) Symetrie: jestliZe plati f(0) = g(0), paki g(0) = f(0). e N L QJL

iii) Tranzitivita: jestliZe plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0),
pak platii f(0) = h(0).

ii) Ne. Definovana relace neni reflexivni, napf pro funkci sin

Mame-li dén néjaky bod C, spoct€éme orientovanou plo-
chu piislusného trojihelniku zadaného vektory A — C a
mame sin0 7 sin 1 a nenf ani tranzitivni. B — C. Pokud jsme s bodem C nalevo od usecky, pak pri
iii) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazdd piimka protind sama ~ obvyklé kladné orientaci proti sméru hodinovych rucek bude
vektor A — C dfive neZ ten druhy a proto vyslednd plocha (tj.
hodnota determinantu matice jejimiz sloupci jsou tyto dva
vektory) bude kladnd. Naopak, pfi opacné poloze bude vy-
sméeril v roviné. sledkem zdpornd hodnota determinantu a podle zdporné hod-
v) Ne. Relace nenf reflexivni. S(1) + S(1) = 2. noty determinantu zjistime, Ze je na$ bod od tsecky napravo.
Uvedeny jednoduchy postup je skute¢né Casto vyuZivan

pro testovani polohy pfi standardnich dlohach v 2D grafice.

sebe) ani tranzitivni.

iv) Ano. Tridy ekvivalence pak tvofi mnoZinu neorientovanych

vi) Ano.

O
6. Relace a zobrazeni
1.99. Mame mnoZinu {3, 4, 5, 6, 7}. NapiSte explicitné relaci ) ) )
V této zdvérecné C4sti ivodni motivacni kapitoly se vra-
i) adelib . time k formélnimu popisu matematickych struk-
ii) a dé&li b nebo b d&li a ! _tur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat
iii) @ a b jsou soudélna P %) najiz zndmych piikladech. Zaroveit miizeme tuto

=~ C4st brat jako cviceni ve formdlnim piistupu k ob-

1.100. Necht je na R? definovana relace R tak, Ze ((a, b), (c, d)) € jektim a konceptim matematiky.
R pro libovolnd a, b, c,d € R, pravé kdyz b = d. Zjistéte,
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1.36. Relace mezi mnozinami. Nejprve potiebujeme defi-
novat kartézsky soucin A x B dvou mnoZin A a B. Je to
mnozina vSech uspotfddanych dvojic (a, b) takovych, Ze a €
A a b € B. Bindrni relaci mezi mnoZinami A a B pak rozu-
mime libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu A x B.

Casto piseme a ~p b pro vyjadfeni skutednosti, Ze
(a,b) € R, tj. Zebodya € Aab € B jsouv relaci R.
Definicnim oborem relace je podmnoZina

DCA, D={acA;3be B, (a,b)ecR).

Slovy vyjadfené, je to mnoZina prvkid a z mnoZiny A tako-
vych, Ze existuje prvek b z mnoZiny B tak, Ze (a, b) patii do
relace R. Strucnéji, jsou to takové prvky z A, které maji obraz
v B. Podobné oborem hodnot relace je podmnoZina

ICB I={beBdacA,(,b)eR),

to znamend takové prvky v B, které maji vzor v A.
Specidlnim piipadem relace mezi mnoZinami je zobra-
zeni 7 mnoZiny A do mnoZiny B. Je to pii-
. pad, kdy pro kaZdy prvek defini¢niho oboru re-
= lace existuje pravé jeden prvek z oboru hodnot,
ktery je s nim v relaci. Ndm zndmym piipadem zobrazeni
jsou vSechny skaldrni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni
je mnoZina skaldrd, tfeba celych nebo redlnych ¢isel. Pro zob-
razeni zpravidla pouZivdme znaceni, které jsme také u skaldr-
nich funci zavedli. PiSeme

f:DCA—>ICB, f(a)=b

pro vyjadfeni skutecnosti, Ze (a, b) patii do relace, a fikdme,
Ze b je hodnotou zobrazeni f v bodé a. Déle fikdme, Ze f je

e zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, jestlize je D = A,

e zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, jestlize je D = A
a I = B, Casto také surjektivni zobrazeni

e prosté (Casto také injektivni zobrazeni), jestlize je D =
A apro kazdé b e [ existuje pravé jeden vzor a € A,

f(a) = b.

Vyjadieni zobrazeni f : A — B jakoZto relace

fSAxB,  f={@, f(a):acA}

zndme také pod ndzvem graf zobrazeni f.

jednd o relaci ekvivalence. Pokud jde o relaci ekvivalence, popiste ge-

ometricky rozklad, ktery urcuje.

Reseni. Z ((a, b), (a, b)) € R pro vSechnaa, b € R plyne, Ze relace je
reflexivni. Stejné snadno vidime, Ze relace je symetricka, nebof v rov-
nosti (druhych sloZzek) miiZeme zaménit levou a pravou stranu. Je-li
((a,b), (c,d)) e Ra((c,d), (e, f)) e R, tj.plati-lib =dad = f,
lehce dostdvdme splnéni tranzitivni podminky ((a, b), (e, f)) € R,
tj. b = f. Relace R je relaci ekvivalence, kdy body roviny jsou spolu
v relaci, prdvé kdyZ maji stejnou druhou soufadnici (pfimka jimi za-
dand je kolmd na osu y). PrisluSny rozklad proto rozd€li rovinu na

pfimky rovnobé&Zné s osou x. ]

1.101.

nou X a mnoZinou vSech jejich podmnoZin, m4-li mnoZina X praveé 3

Urcete, kolik rtiznych bindrnich relaci 1ze zavést mezi mnoZi-

prvky.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze mnoZina viech podmnozin X ma
23 = 8 prvkd, a tudiZ jeji kartézsky soucin s mnoZinou X ma 8§ - 3 =
24 prvkt. UvaZovanymi bindrnimi relacemi jsou pravé podmnoZiny

tohoto kartézského soucinu, kterych je celkem 224, ([

1.102. Uvedte defini¢ni obor D a obor hodnot I relace
R ={(a,v), (b,x), (c,x), (c,u), (d,v), (f,y)}

mezi mnoZinami A = {a, b, c,d, e, f} a B = {x, y, u, v, w}. Je rela-
ce R zobrazeni?
Reseni. P¥{mo z definice defini¢niho oboru a oboru hodnot relace do-
stdvame

D={a,b,c,d f}CA, I={x,y,u,v}CB.
Nejednd se o zobrazeni, protoZe (c, x), (c,u) € R,tj. ¢ € D ma dva

obrazy. U

1.103. O kazdé€ z nasledujicich relaci na mnozZiné {a, b, c, d} roz-

hodnéte, zda se jednd o relaci uspotfddani (pfip. zda se jednd o tplné

uspofddani):

R, ={ (a,a), (b, b),(c,c), (d,d), (b,a), (], c), (b,d)},
Ry = { (a,a), (b,b),(c,c), (d, d), (d, a),(a,d)},
R. ={ (a,a), (b, b),(c,c), (d,d), (a,b), (b, c), (b, d)},

Ri={ (a,a),(b,D),(c,c),(a,b),(a,c), (a,d), b, c), (b d), (c, d}
R, ={ (a,a),(,b), (c,c),(d d), (a,b),(a,c),(ad),Dc), (b ad,
(c.d)}.

ReSeni. R, je usporadani, které neni tplné (napf. (a,c) ¢ R, ani
(c,a) ¢ R,). Relace R, neni antisymetrickd (je totiZ (a,d) € Rp i
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(d, a) € Rp), atudiZ se nejednd o uspotfadani (jde o ekvivalenci). Re-
lace R, a R; rovnéZ nejsou uspofdddnimi, protoZe nejsou tranzitivni
(napt. (a, b), (b,c) € R., Ry, (a,c) ¢ R., R;) a dokonce ani refle-
xivni ((d,d) ¢ R., (d,d) ¢ R;). Relace R, je uplné usporddani (po-
kud budeme (a, b) € R interpretovat jakoa < b,paka < b < ¢ < d).

O

1.104. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f injektivni, resp. surjektivni,
jestlize

@ f:ZxZ—7Z, f((xy)=x+y—10x%

(b) f:N—>NxN, f(x) = (2xx*+10).

ReSeni. Ve variant& (a) je uvedeno surjektivni zobrazeni (postacuje
poloZit x = 0), které neni injektivni (staci zvolit (x, y) = (0, =9)
a (x,y) = (1, 0)). Ve varianté (b) se naopak jednd o injektivni zobra-
zeni (obé jeho slozky, tj. funkce y = 2x a y = x>+ 10, jsou evidentng

rostouci na N), které neni surjektivni (napf. dvojice (1, 1) nema vzor).

1.105. Stanovte pocet zobrazeni mnoZiny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}.

Kolik z nich je surjektivnich a kolik injektivnich?

ReSeni. Prvku 1 miiZeme v ramci zobrazeni pfifadit libovoln& jeden
ze tif prvkl a, b, c. Podobné také pro prvek 2 mame tfi mozZnosti.
Podle (kombinatorického) pravidla sou¢inu tak existuje celkem 3% zob-
razeni mnoZiny {1, 2} do mnoZiny {a, b, c}. Surjektivni Zddné z nich
byt nemiZe, nebof kone¢nd mnozina {a, b, c} ma vice prvkl nezZ mno-
Zina {1, 2}. Pfi libovolném zobrazeni prvku 1 (tfi moZnosti) obdrZime
injektivni zobrazeni, pravé kdyZ prvek 2 zobrazime na jiny prvek (dvé
mozZnosti). Vidime tedy, Ze injektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 2} do

mnoZiny {a, b, c} je 6. ]

1.106. Urcete pocet injektivnich zobrazeni mnoZziny {1, 2, 3} do
mnoZziny {1, 2, 3, 4}.

ReSeni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnoZi-
nami je ddno vybérem (usporadané) trojice z mnoziny {1, 2, 3, 4}
(prvky ve vybrané trojici budou po radé obrazy Cisel 1, 2, 3) a ob-
récené kazdé injektivni zobrazeni ndm zadédvd takovou trojici. Je tedy
hledanych injektivnich zobrazeni stejn¢ jako moZnosti vybéru uspota-

danych trojic ze ¢ty prvkd, tedy v(3,4) =4 -3 -2 = 24. ]
1.107. Urcete pocet surjektivnich zobrazeni mnoziny {1, 2, 3, 4} na
mnoZinu {1, 2, 3}.

Reseni. Hledany podet uréime tak, 7e od poétu viech zobrazeni ode-

Cteme ta, kterd nejsou surjektivni, to jest ta, jejichZ obor hodnot je

bud jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnozinou. VSech zobrazeni
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1.37. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna kon-
cepce, jak se sklddaji. Mdme-li dvé zobrazeni f : A — B a
g : B — C,pak jejich sloZeni go f : A — C je definovdno

(g o flla) = g(f(a)).

Ve znaceni pouZivaném pro relace totéZ mliZeme zapsat jako

fESAxB, f={(a, fla):acA)
§EBxC, g={(b,gb);be B
gof S AXC, gof={a g(f(a));acA}.

Zcela obdobné definujeme skldadani relaci, v ptredcho-
zich vztazich jen doplnime existencni kvantlﬁ—
katory, tj. musime uvazovat vSechny ,,vzory*
.Y, VvSechny ,,obrazy*. UvaZme relace R C A x B,
) SCBxC.PotomSoRC A xC,

SoR={(a,c);3db e B,(a,b) € R, (b, c) € S}.

Zvlastnim pripadem relace je identické zobrazeni

idy ={(a,a) € A x A;a € A}

na mnozin€ A. Je neutralni vzhledem ke skladani s kazdou
relaci s defini¢nim oborem nebo oborem hodnot A.
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Pro kaZzdou relaci R € A x B definujeme inverzni relaci

' ={(b,a);(a,b) € Ry C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uZivdn ve specifictéjsi
situaci. Samoziejmé, Ze existuje pro kazdé zobrazeni jeho in-
vezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim. Zcela logicky
proto hovofime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud ka-
Zdy prvek b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V
takovém pripad¢ je samoziejmé inverzni zobrazeni pravé in-
verzni relaci.

Vsimnéme si, Ze sloZenim zobrazeni a jeho inverzniho
zobrazeni (pokud obé€ existuji) vZdy vznikne identické obra-
zeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.
1.38. Relace na mnoZiné. V piipadé A = B hovoiime o
relaci na mnoZiné A. Rikdme, Ze relace R je:

e reflexivni, pokud id4 C R, tj. (a,a) € R pro vSechny
acA,

e symetrickd, pokud R~! = R, tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b,a) € R,

e antisymetrickd, pokud R™'NR Cidy,, tj. pokud (a, b) €
R a zérovei (b, a) € R, paka = b,

e tranzitivni, pokud R o R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € Rvyplyvdi (a,c) € R.

Relace se nazyvéa ekvivalence, pokud je souCasné refle-
xivni, symetrickd i tranzitivni.

Relace se nazyvd uspordddni jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd. Relaci
uspofdddni obvykle znacime symbolem <, t;.
skutecnost 7e prvek a je v relaci s prvkem b, znacime
a<b.

je V(3,4) = 3% zobrazeni, jejichZz oborem hodnot je jednoprvkova
mnoZina, jsou tfi. PoCet zobrazeni, jejichZ oborem hodnot je dvouprv-
kovd mnoZina, je (g) 2*-2) ((g) zpisoby miiZzeme vybrat obor hodnot
a mame-li jiz dva prvky fixovany, mame 2* — 2 moZnosti, jak na né
zobrazit Ctyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich

zobrazeni

(1.3) 34— @) (24 —2) — 3 =36.

O

zobrazeni f mnoZiny

f@.

1.108. Urcete pocet
{1,2,3,4,5} na mnoZinu {1, 2, 3} takovych, Ze f(1) =

surjektivnich

ReSeni. Kazdé takové zobrazent je jednozna¢né dano obrazem prvki
{1, 3,4, 5}, téchto zobrazeni je tedy presné tolik, kolik je zobrazeni
surjektivnich zobrazeni mnoZiny {1, 3, 4, 5} na mnozinu {1, 2, 3}, tedy

36, jak vime z predchoziho prikladu. ([

1.109. Hassetiv diagram usporadani. Hasseliv diagram daného
uspofaddni < na n-prvkové mnoZzin€ M je diagram s n vrcholy (kazdy
vrchol odpovida pravé jednomu prvku mnoziny), pficemz dva vrcholy
(prvky) a, b jsou spojeny (viceméné svislou) Carou (tak, Ze a je ,,dole*
a b ,nahote*), pravé kdyZ b pokryvd a, tj. a < b a neexistuje c € M

tak,Zea <cac < b.

1.110. Urcete pocet relaci uspotfdddni na Etyfprvkové mnoZin€.
Reseni.
usporddani na néjaké Ctyfprvkové mnoziné M a spocitime, kolik

Postupné projdeme vSechny mozné Hasseovy diagramy

rtiznych uspofddani (tj. podmnoZin mnoZiny M x M) ma dany

Hassetiv diagram, viz obr.:

e {4 I 9 5 ‘ < | noe Q

. & iy | E/‘ | 1 /x “! ° \/0 e ‘ J x, ! M
L) 4t Znd
! | = | = ) 5 | A 4| &
| ‘ = | 4
S o e R M . N N
| Y o | % p i | ?
/J\\, ; (xf/ i\ “ A Yo 4/\7 | { “ ‘i
Lo | i o | | 4 I G| i
N Y w2l BfW
| \ | | ‘ |
Celkem tedy je 219 uspotfddani na Ctyiprvkové mnoZing. U

1.111. Urcete pocet relaci uspordddni mnoZziny {1, 2, 3, 4, 5} takovych,

Ze pravé dvé dvojice prvki jsou nesrovnatelné.

1.112. Vypiste vSechny relace na dvouprvkové mnoziné {1, 2}, jez

soucasné nejsou reflexivni, jsou symetrické a nejsou tranzitivni.
ReSeni. Reflexnirelace jsou pravé ty, které obsahuji ob€ dvojice (1, 1),

(2, 2). Tim jsme vyloucili relace
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(1, D, 2,2}, {(,D,@2,2),(1,2)}, {(1,1),(2,2), 2, D},

{(,D,(2,2),(1,2), 2, D}.
Zbyvajici relace, které jsou symetrické a nejsou tranzitivni, museji
obsahovat (1, 2), (2, 1). Pokud takovd relace obsahuje jednu z téchto
dvou usporddanych dvojic, musi obsahovat rovnéz druhou (podminka
symetrie). Kdyby neobsahovala ani jednu z téchto dvou usporddanych
dvojic, pak by ocividné byla tranzitivni. Z celkového poctu 16 relaci

na dvouprvkové mnoZing jsme tak vybrali

{(1,2), 2, D}, {(1,2), 2, D, d, D}, {(1,2), 2, 1), (2, 2)}.
Je vidét, Ze kaZda z téchto 3 relaci nenfi reflexivni, je symetrickd a neni

tranzitivni. |

1.113. Urcete pocet relaci ekvivalence na mnoZiné€ {1, 2, 3, 4}.

Reseni. Ekvivalence miizeme poéitat podle toho, kolik prvkii maj je-
jich tfidy rozkladu. Pro pocty prvki tfid rozkladu ekvivalenci na Ctyi-

prvkové mnozin€ jsou tyto moznosti:

Pocty prvkt ve tiidach rozkladu | pocet ekvivalenci daného typu
1,1,1,1 1
2,1,1 )
14
22 2 (2)
4
3.1 ()
4 1
Celkem tedy mame 15 rtiznych ekvivalenci. (I

Poznamka. Obecné pocet tiid rozkladu n-prvkové mnoziny udava

Bellovo cislo B, 4y, pro které 1ze odvodit rekurentni formuli
n

B, 1 = ") B,.
H kg)(") g 1.33

1.114. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoZiné?
ReSeni. Relace je libovolnd podmnoZzina kartézského soucinu
mnoZiny se sebou samou. Tento kartézsky soucin md n? prvkd, a je

C e x P c s x An?
tedy pocet vSech relaci na n-prvkové mnoZing 2. O

1.115. Kolik existuje reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZziné?

ReSeni. Relace na mnozin& M je reflexivni, pravé kdy? je diagondlni
relace Ay = {(a, a), kde a € M} jeji podmnoZzinou. U zbylych n*—n
usporddanych dvojic v kartézském soucinu M x M mame nezdvislou
volbu, jestli dand dvojice v dané relaci bude ¢i ne. Celkem tedy mdme

2 o z . e z 7 Ve v
2" " rtiznych reflexivnich relaci na n-prvkové mnoZiné. ]

1.116. Kolik existuje symetrickych relaci na n-prvkové mnoziné?
ReSeni. Relace na mnozing M je symetrickd, pravé kdy? je jeji pro-
nik s kazdou mnozinou {(a, b), (b, a), kdea # b, a,b € M} bud
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Zde je dobré si uvédomit, Ze relace <, tj. ,,byti ostfe me-
nsi nez*, mezi redlnymi (raciondlnimi, celymi, pfirozenymi)
Cisly neni relace usporadani, protoZe neni reflexivni.

Dobrym piikladem uspofdddni je inkluze. UvaZme
mnoZinu 24 vech podmnoZin kone¢né mnoZziny A (znaceni
je specidlnim pifpadem obvyklé notace B pro mnoZinu
vSech zobrazeni z A do B; prvky mnoZiny 24 jsou tedy
zobrazeni A — {0, 1}, které "fikaji", zda urcity prvek je ¢i
neni v dané podmnoZing). Na mnoziné 24 mdme relaci C
danou vlastnosti ,,byt podmnoZzinou®. Je tedy X C Z prave,
kdyZ je X podmnoZinou v Z. Evidentné jsou pfitom splnény
vSechny tfi vlastnosti pro usporadani: skutecné, je-li X C Y
a zérovenl ¥ € X musi byt nutné mnoZiny X a Y stejné.
Je-li X C Y C Zjetaké X C Z ataké reflexivita je ziejma.

Rikdme, 7e uspofadani < na mnoZiné A je ipiné, kdyz
pro kazdé dva prvky a, b € A plati, Ze jsou srovnatelné, tj.
bud'a < b nebo b < a. V§Simnéme si, Ze ne vSechny dvojice
(X, Y) podmnoZin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pres-
néji, pokud je v A vice neZ jeden prvek, existuji podmnoZiny
XaY,kdyneniani X C Y ani Y C X.

Pripomenme rekurentni definici pfirozenych ¢&isel N =
{0,1,2,3,...}, kde

0=¢, n+1=1{0,1,2,...,n}

Na této mnoziné N definujeme relaci < ndsledovné: m <

n, pravé kdyZ m € n nebo m = n. Evidentné jde o dplné
usporadani. Napr. 2 < 4, protoze

2={0,{W}} € (0. {0}, {0, (9}}. {0, (¥}, {0, {(D}}}} = 4.

Jinak fe¢eno, samotna rekurentni definice zadava vztah n <
n + 1 a tranzitivné pak n < k pro vSechna k, kterd jsou timto
postupem definovdna pozdéji.

1.39. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na
mnoZiné A zaddvd zdrovenl rozklad mnoZiny
~../, A na podmnoZiny vzdjemné ekvivalentnich
" prvkQ, tzv. tfidy ekvivalence. Pro libovolné
a € A uvazujeme tiidu (mnozZinu) prvkd, které
jsou ekvivalentni s prvkem a, tj.

R,=1{be A;(a,b) € R}.

Casto budeme psit pro R, prosté [a], je-li z kontextu zfejmé,
o kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé kdyZ (a, b) € R a kazda takova
tfida ekvivalence je tedy reprezentovdna kterymkoliv svym
prvkem, tzv. reprezentantem. Zarovei R, N R, # @, pravé
kdyz R, = Ry, tj. tfidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni.
Konecné, A = U,caR,, tj. celd mnoZina A se skute¢né roz-
loZi na jednotlivé tfidy.

Mizeme také tfidam rozkladu rozumét tak, Ze tfidu [a]
vnimame jako prvek a ,,a7 na ekvivalenci®.
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1.40. Konstrukce celych a racionélnich ¢isel. Na pfiroze-
¢ nych Cislech umime sice sCitat a vime, Ze prictenim
nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat odecitant,
A2 pfi ném ale jen nékdy existuje vysledek v mnoZiné

Zékladni ideou konstrukce celych ¢isel z ptirozenych je
tedy pridat k nim chybéjici rozdily. To miZeme udélat tak,
Ze misto vysledku odecitini budeme pracovat s uspordda-
nymi dvojicemi Cisel, které ndim samoziejmé vzdy vysledek
dobre reprezentuji. Zbyva jen dobie definovat, kdy jsou (z
hlediska vysledku odecitan{) takové dvojice ekvivalentni. Po-
ttebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (d,b) < a—b=d—-b < a+b =ad'+b.

Vsimnéme si, Ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfi-
rozenych Cislech neumime, vyrazy vpravo uZz ano. Snadno
ovéiime, Ze skutecné jde o ekvivalenci a jeji tfidy oznacime
jako cela ¢isla Z. Na nich definujeme operaci s¢itani (a s nf i
odecitani) pomoci reprezentantli. Napf.

[(a,D)] +[(c,d)] =[(a+c,b+d)],

coZ zjevné nezdvisi na vybéru reprezentantd.

Lze si pfitom vZdy volit reprezentanty (a, 0) pro kladna
¢isla a reprezentanty (0, a) pro ¢isla zdpornd, se kterymi se
ndm bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy piiklad ukazuje, jak dileZité je umét
nahliZet na tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a sou-
stiedit se na vlastnosti téchto objektd, nikoliv formalni popisy
jejich konstrukei. Ty jsou vSak dilezité k ovéreni, Ze takové
objekty viibec existuji.

U celych ¢isel nam uZ plati vSechny vlastnosti skalart
(KG1)-(KG4) a (O1)—(04), viz odstavce [T a 3. Pro naso-
beni je neutrdlnim prvkem jednicka, ale pro vSechna Cisla a
riizn4 od nuly a jedni¢ky neumime najit &islo a ! s vlastnosti
a-a~' =1, tzn. chybi ndm inverzni prvky pro ndsobeni.

Zéroven si povSimnéme, Ze plati vlastnost oboru integrity
(OD), viz 3, tzn. je-li soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt
alespori jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti mizeme zkonstru-
ovat raciondlni ¢isla Q ptidanim vSech chybéjicich inverzi
zcela obdobnym zpidsobem, jak jsme konstruovali Z z
mnoZziny N. Na mnozin€ uspotfadanych dvojic (p, g), g # 0,
celych cisel definujeme relaci ~ tak, jak oekdvame, Ze se
maji chovat podily p/q:

(p.g)~(p.q) < pla=p/d < p-d=p"q

Opét neumime ocekdvané chovani v prostfedni rovnosti
v mnoZiné Z formulovat, nicmén€ rovnost na pravé stran¢
ano. Zjevn€ jde o dobfe definovanou relaci ekvivalence
(ovéfte podrobnosti!) a raciondlni ¢isla jsou pak jeji tiidy
ekvivalence. KdyZ budeme formélné psét p/q misto dvojic

(p, q), budeme definovat operace ndsobeni a scitani pravé
pomoci formuli, které ndm jsou jist¢ dobie znadmy.

celd dand dvouprvkova mnoZina, nebo je tento prinik prazdny. Dvou-

n

2
témito mnoZinami jesté urc¢ime prinik dané relace s diagondlni relaci

prvkovych podmnoZin mnoZiny M je ( ) a pokud kromé prtnikd s
Ay = {(a, a), kde a € M}, je timto dand relace jednozna¢né urcena.
Celkem mtZeme provést () + n nezévislych voleb mezi dvéma alter-
nativami: kazd4 mnoZzina typu {(a, b), (b, a)| kde a, b € M, a # b} je
bud podmnozZinou dané relace, nebo ani jeden z jejich prvka v dané re-
laci neleZi a kazd4 dvojice (a, a), a € M, potom také bud'v relaci leZi
nebo ne. Celkem tedy mame 2()+n symetrickych relaci na n-prvkové

mnozing. O

1.117. Kolik existuje antisymetrickych relaci na n-prvkové
mnoZzing?

ReSeni. Relace na mnoZin& M je antisymetrickd, pravé kdy? jeji pri-
nik s kaZdou mnoZinou {(a, b), (b, a)} a # b, a,b € M neni dvoj-
prvkovy (jsou tedy tfi moznosti jak prinik vypada, bud je to mnoZina
{(a, b)}, nebo {(b, a)}, nebo je prinik prazdny). Prlnik s diagondlni
relaci pak midZe byt libovolny. Uréenim téchto vSech priniki je relace
jednoznacné ur¢ena. Celkem mame 3()2n antisymetrickych relaci na

n-prvkové mnoZzing. ([

1.118. Urcete pocet relaci na mnoziné {1, 2, 3, 4}, které jsou soucasné

symetrické i tranzitivni.
1.119. Urcete pocet relaci usporadédni na tfiprvkové mnoZziné.

1.120. Urcete pocCet relaci uspotddani na mnoZiné {1, 2, 3, 4} takovych,
Ze prvky 1 a 2 jsou nesrovnatelné (tedy neplati 1 < 2 ani 2 < 1, kde

< je oznaceni uvazované relace uspotadani).

1.121. Necht pro libovolna celd ¢isla k, [ plati (k, [) € R prave tehdy,
kdyZ je ¢islo 4k — 4l celociselnym ndsobkem 7. Je takto zavedend

relace R ekvivalence, usporadani?

ReSeni. Uvédomme si, Ze dvé celd &isla jsou spolu v relaci R, pravé
kdyZ dédvaji stejny zbytek po déleni 7. Jde tedy o priklad tzv. zbytkové
tiidy celych Cisel. Proto vime, Ze relace R je relaci ekvivalence. Jeji
symetrie (napf. (3, 10), (10,3) € R, 3 # 10) pak implikuje, Ze se

nejedna o usporadani. ([

1.122. Nechf je na mnoziné N = {3,4,5,...,n,n+ 1, ...} defi-
novéna relace R tak, Ze dvé Cisla jsou v relaci, pravé kdyZ jsou ne-
soud€lnd (tedy neobsahuje-li prvociselny rozklad uvazovanych dvou
¢isel ani jedno stejné prvocislo). Zjistéte, zda je tato relace reflexivni,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni.

ReSeni. Pro dvojici stejnych &isel plati, Ze (n, n) ¢ R. Nejedn se tedy

o reflexivni relaci. Byt ,,soud€lny* nebo ,,nesoudélny* pro dvojici ¢isel
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F. ZOBRAZENI A RELACE

6. RELACE A ZOBRAZENI

z N je zfejmé vlastnost neusporddané dvojice — nezdvisi na uve
potadi uvazovanych ¢isel, a proto je relace R symetrickd. Ze symetrie
relace R plyne, Ze nenf antisymetrickd (napf. (3, 5) € R, 3 # 5). Nebof
je R symetrickd a (n,n) ¢ R pro libovolné ¢islo n € N, volba dvou

riznych ¢isel, kterd jsou spolu v této relaci, davd, Ze R neni tranzitivni.
O
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1.41. Zbytkové tiidy. Jinym dobrym a jednoduchym pii-
3)\ kladem jsou tzv. zbytkové tiidy celych cisel.
&7

z X7

%=, Pro pevné zvolené pfirozené ¢islo k definujeme

7 ekvivalenci ~ tak, Ze dvé ¢isla a, b € Z jsou
Wiz - ekvivalentni, jestliZe jejich zbytek po déleni ¢is-
lem k je stejny. Vyslednou mnoZinu tfid ekvivalence oznacu-
jeme Zy. Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dosta-
vame Z, = {0, 1}, kde nula reprezentuje suda Cisla, zatimco
jednicka ¢isla lichd. Opét 1ze snadno zjistit, Ze pomoci repre-
zentantli miZzeme koerektné definovat ndsobeni a s¢itdni na

kazdém Zy.

Véta. Zbytkové tridy Zy jsou komutativnim télesem skaldrii
(tj. splituji i vlastnost (P) z odstavce [L3), prave kdyZ je k pr-
vocislo.

Pokud k prvocislem neni, obsahuje 7. vidy délitele nuly,
neni proto ani obor integrity.

Dtokaz. OkamZité je vidét druhé tvrzeni — jestliZe x -
y = k pro pfirozend ¢isla x, y, pak samoziejmé je vysledek
ndsobeni prislusnych tiid [x] - [y] nulovy.

Naopak, jsou-li x a k nesoudélnd, existuji podle tzv. Bez-
outovy rovnosti, kterou dovodime pozdgji (viz ??) ptirozena
¢isla a a b spliujici

ax+bk=1,
coZ pro odpovidajici tfidy ekvivalence ddva
la] - [x] +[0] = [a] - [x] = [1]

a proto je [a] inverznim prvkem k [x]. (I
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G. Dopliujici priklady k celé kapitole

1.123. Setkani se zdcastnilo Sest muzi. Pokud si vSichni navzdjem potfasli rukama, vycislete pocet

potfeseni.

Reseni. Pocet potieseni rukou ziejmé odpovida poétu zpiisobi, jak 1ze vybrat neuspoiddanou dvojici
ze 6 prvki, . vysledek je ¢ (6,2) = (3) = 15. O

1.124. Urcete, kolika zptlisoby lze z 15 poslancti vybrat ¢tyf¢lennou komisi, neni-1i mozné, aby jisti
2 poslanci pracovali spolu.
ReSeni. Vysledek je
15 13
(4) - (z) = 1287.
odecteme pocet téch vybért, kdy oba zminéni poslanci budou vybréni (v takovém piipade€ vybirdme
pouze 2 dalsi ¢leny komise ze 13 poslanci). U

1.125. Kolika zpisoby miZeme rozdélit 8 Zen a 4 muze do 2 Sesticlennych skupin (v nichZ neroz-
lisSujeme poradi — jsou neusporddané) tak, aby v obou skupindch byl alespoil 1 muz?

ReSeni. Rozd&leni 12 osob do 2 esti¢lennych skupin bez jakychkoli podminek je déno libovolnym
vybérem 6 z nich do prvni ze skupin, coz lze provést (162) zpusoby. Skupiny ale nejsou rozliSitelné
(nevime, kterd z nich je prvni), a proto je pocet vSech moZnych rozdéleni % . (162). v (g) pripadech pak
budou vSichni muZi v jedné skupiné (volime 2 Zeny z 8, které skupinu doplni). Spravnd odpovéd je
tudiz

12 8
(- =

O

1.126. Jaky je pocet Ctyfcifernych ¢isel sloZzenych z ¢islic 1, 3, 5, 6, 7 a9, ve kterych se Zadna z cifer
neopakuje?

ReSeni. K dispozici mdme Sest riiznych &islic. Ptame se: Kolik riiznych uspofddanych Gtvefic z nich
muzeme vybrat? Vysledek je proto v (6,4) =6-5-4 -3 = 360. ([

1.127. Reckd abeceda se skldd4 z 24 pismen. Kolik riiznych slov majicich pravé pét pismen z ni Ize
utvorit? (Bez ohledu na to, zda tato slova maji néjaky jazykovy vyznam.)

ReSeni. Pro kazdou z péti pozic ve slové mame 24 moZnosti, nebot pismena se mohou opakovat.
Vysledek je tedy V (24, 5) = 24°. ([

1.128. K vytrvalostnimu zdvodu, v némZ béZci vybihaji jeden po druhém s danymi Casovymi od-
stupy, se prihlésilo k zavodnikd, mezi nimi také tfi kamaradi. Stanovte pocet startovnich listin, v rdmci
kterych zZadni dva z trojice kamaradd nestartuji t€sn€ po sobg€. Pro jednoduchost uvazujte k > 5.

Reseni. Ostatnich k —3 z4vodnikti miiZeme sefadit (k —3)! zptisoby. Pro uvazované tii kamarady pak
mdme k — 2 mist (zacatek, konec a k — 4 mezer), na které je mizeme rozmistit v (k — 2, 3) zplsoby.

Podle (kombinatorického) pravidla soucinu je tak vysledek

k=3 k=2 k=3)- k=4 =k-=-2! - (k=3)-(k—4).
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6. RELACE A ZOBRAZENI

O

1.129. Turnaje se zucastni 32 lidi. Podle poZadavkl organizitorti se musi libovolnym zptisobem
rozdélit do ¢tyt skupin tak, aby prvni skupina méla 10 Gcastnikli, druhd 8, treti také 8 a posledni

¢tvrtd potom 6. Kolika zptisoby se mohou takto rozd¢lit?

ReSeni. MiZeme si predstavit, Ze z 32 t¢astnikd vytvofime fadu, kdy prvnich 10 utvoii prvni skupinu,
dalsich 8 druhou atd. Celkem miZeme ucastniky sefadit 32! zplisoby. Uvédomme si ovSem, Ze na
rozdéleni do skupin nemd vliv, kdyZ zaménime poradi osob, které patii do stejné skupiny. Proto je

pocet navzdjem riiznych rozdéleni roven

P (10,8,8,6) = t5ramcre-

0

1.130. Je potieba ubytovat 9 osob v jednom CEtyflizkovém, jednom tiiliZkovém a jednom dvoultiz-
kovém pokoji. Zjistéte, kolika zpisoby to lze provést.

ReSeni. Jestlize napt. hostiim ve &tyiltizkovém pokoji, prifadime &islici 1, v tiflizkovém pokoji &isli-
ci 2 a v dvouldZzkovém ¢&islici 3, pak vytvafime permutace s opakovdnim ze tif prvki 1, 2, 3, v nichz

jednicka se vyskytuje Ctyfikrat, dvojka tfikrat a trojka dvakrat. PrisluSny pocet permutaci je
— 9 _
P(4,3,2) = ;755 = 1260.

O

1.131. Urcete pocet zpisobd, jak Ize rozdélit mezi tii osoby A, B a C 33 riznych minci tak, aby
osoby A a B mély dohromady praveé dvakrat vice minci, neZ ma osoba C.

ReSeni. Ze zaddni vyplyvi, Ze osoba C m4 obdrZet 11 minci. To lze provést (ﬁ) zpisoby. Kazdou
ze zbyvajicich 22 minci miiZe ziskat osoba A nebo B, coZ d4va 222 moZnosti. Z (kombinatorického)

pravidla soucinu plyne vysledek (?? ) 222, U

1.132. Kolika zptisoby miZete mezi 4 chlapce rozdélit 40 stejnych kulicek?

ReSeni. Pfidejme ke 40 kulickdm troje zdpalky. Posklddame-li kuli¢ky a zdpalky do fady, rozdgli
zépalky kulicky na 4 dseky. Ndhodné sefadme chlapce. Ddme-li prvnimu chlapci vSechny kuli¢ky
z prvniho dseku, druhému chlapci vSechny kulicky z druhého dseku atd., je jiz vidét, Ze vSech roz-
délen je pravé (%) = 12341 O

1.133. Podle kvality délime vyrobky do skupin I, 11, I 11, 1V . Zjistéte poCet vSech moZnych roz-

déleni 9 vyrobki do téchto skupin, kterd se 1i$i poctem vyrobkt v jednotlivych skupinéch.

ReSeni. Zapisujeme-li pifmo uvaZzované deviti¢lenné skupiny z prvka I, 11, I11, IV, vytviiime
kombinace s opakovanim devaté tiidy ze ¢ty prvki. Pocet takovych kombinaci je (192) = 220. O
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1.134. Kolika zpdsoby mohla skoncit tabulka prvni fotbalové ligy, vime-li o ni pouze, Ze alespoii

jeden z tymti z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna (ligu hraje 16 muZstev).

ReSeni. Nejprve uréime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce a Ostravy. Ty lze
vybrat ¢(3,16) = (') zpiisoby. Z Sesti moznych pofadi zminénych tif tymd na vybranych tfech
mistech vyhovuji podmince ze zadani Ctyfi. Pro libovolné potadi téchto tymt na libovolné vybranych
tfech mistech pak mtiiZeme nezavisle volit pofadi zbylych 13 tymt na ostatnich mistech tabulky. Podle

pravidla soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

1
(36> -4 - 13! = 13948526592000.

1.135. Kolik je moZnych uspotadani (v fadé) na fotce volejbalového tymu (6 hrach), kdyz

i) Gouald a Bamba chtéji stit vedle sebe
ii) Gouald a Bamba chté&ji stat vedle sebe a uprostred

iii) Gouald a Kamil necht&ji stat vedle sebe
ReSeni.
i) Goualda a Bambu miZeme v tomto piipadé pocitat za jednoho, rozli§ime jen jak stoji vza-

jemné. Mame 2.5! = 240 poradi.

ii) Tady je to podobné,jen pozice Goualda a Bamby je pevn¢ dand. Dostdvame 2.4! = 48
mozZnosti.

iii) Nejjednodussi je asi odecist pripady, kdy stoji vedle sebe (viz (i)) od vSech poradi. Dosta-
neme 6! — 2.5! = 720 — 240 = 480.

1.136. Hazeni minci. Sestkrat hodime minci.

i) Kolik je vSech riiznych posloupnosti panna, orel
ii) Kolik je takovych, Ze padnou praveé Ctyfi panny.
iii) Kolik je takovych, Ze padnou asponi dvé panny.

1.137. Kolik existuje presmycek slova BAZILIKA takovych, Ze se v nich stfidaji souhldsky a sa-
mohlésky?

ReSeni. Protoe souhldsky i samohldsky jsou v daném slové Ctyfi, tak se v kazdé takové pie-
smyCce stfidaji pravidelné souhlasky a samohldsky. Slovo tedy miZe byt typu BABABABA
nebo ABABABAB. Na danych ¢tyfech mistech miZzeme pak samohldsky permutovat mezi sebou
(P,(2,2) = % zplsoby) a nezdvisle na tom i souhldsky (4! zptisoby). Hledany pocet je pak dle

pravidla soucinu 2 - 4! - 5} = 288. O

1.138. Kolika zptlisoby lze rozdélit 9 dévcat a 6 chlapci do dvou skupin tak, aby kazda skupina

obsahovala alespoii dva chlapce?

Reseni. Rozd&lime zv14%( déveata a chlapce: 2°(2° — 7) = 12800. O
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1.139. Material je tvofen péti vrstvami, kazda z nich ma vldkna v jednom z danych Sesti smért.

Kolik takovych materiald existuje? Kolik je jich takovych, Ze dvé sousedni vrstvy nemaji vldkna ve

stejném sméru?

Reseni. 6°a6-5°. 0

N 3

1.140. Na kruZnici stoji n pevnosti (n > 3), ocislovanych po fad€ ¢isly 1,..., n. V jeden okamzik

3 pocet moZnych vysledki stfelby (za vysledek stfelby povaZzujeme mnoZinu ¢isel prave téch

Dokazte, Ze P(n) a P(n + 1) jsou nesoud€lna.

ReSeni. Ozna¢ime-li zasaZzené pevnosti ernym koletkem a nezasaZené bilym, tloha je ekvivalentni
uloze urcit pocet vSech moznych obarveni n kolecek, umisténych na kruznici, ernou a bilou barvou
tak, aby nebyla Zddnd dvé bild kolecka ,,objedno®. Pro licha n je tento pocet roven poctu K(n) obar-
veni ¢ernou a bilou barvou tak, aby Zddna dvé bild kolecka nestdla vedle sebe (pfecislujeme pevnosti
tak, Ze zatneme u kolecka 1 a ¢islujeme poporadé vzestupné po lichych Cislech a poté vzestupné po
sudych). V piipadé sudého 7 je tento pocet roven K(n/2)?, kvadritu poétu obarveni n/2 koledek na
obvodu kruhu tak, aby zddnd dvé bild nestdla vedle sebe (barvime nezdvisle koleCka na lichych a na
sudych pozicich).

Pro K(n) snadno odvodime rekurentni formuli K(n) = K(n — 1) + K(n — 2). Navic snadno
spocteme, 7ze K(2) = 3, K(3) =4, K(4) = 7,tedy K(2) = F(4) — F(0), K(3) = F(5) — F(1),
K(4) = F(6) — F(2) aindukci snadno dokdzeme K(n) = F(n+2) — F(n—2),kde F(n) znaci n-ty
¢len Fibonacciho posloupnosti (F(0) = 0, F(1) = F(2) = 1). Navic protoZe (K(2), K(3)) = 1,
mdame pro n > 3 obdobné jako u Fibonacciho posloupnosti

(K(n), K(n — 1)) = (K(n) — K(n — 1), K(n — 1)) =
=Kn-2),Kn—-1)=-.--=1.

UkdZeme nyni, %e pro kazdé sudé n = 2a je P(n) = K(a)? nesoudélné jak s P(n + 1) =
KQRa +1),taks P(n — 1) = K(2a — 1). K tomu stac¢i nasledujici: pro a > 2 je totiz

(K(a), K2a+1)) = (K(a), FQ)KQRa) + F(H)KQRa — 1)) =
= (K(a), FOKRa—-—1)+F2)KQ2a—-2)=...

= (K(a), F(a+ 1K(a+ 1)+ F(a)K(a)) =

= (K@), Fa+1)=(F@+2)-F@a-2),Fa+1)=
= (Fa+2)—F@a+1)—F@a-2),Fa+1)=

= (F(@)—F(a—2),Fa+1)=

= (Fl@—1),Fa+1)=F@—-1),F()=1

(K(a), K2a — 1)) = (K(a), FQ)KQa —2) + F(1)KQ2a — 3)) =
= (K(a), F3)KQ2a—-3)+ F(2)KQ2a —4)) =

= -..=(K(), F(@K@)+ Fa—-1)K(a—-1)) =

= (K(a),Fla—1)=F@+2)—F@—2),Fa-1)=
= (F(a+2)—F(a),Fla—1)) =

pevnosti, které byly pfi stfelbé zasaZeny, nerozliSujeme prfitom mezi jednim a dvéma zasahy).
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= (Fa@a+2)—-Fa+1),Fa-1)=W@),Fla-1)) =1

Tim je tvrzeni dokdzéno. 0

1.141. Kolik penéz naspoiim na stavebnim spofeni za pét let, vkladam-li 3000 K¢ mésicné (vZdy
k 1. v mé&sici), vklad je drocen rocni trokovou mirou 3% (droceni probihd jednou za rok) a od stitu

obdrzim ro¢né piispévek 1500 K¢ (statni piispévek se pripisuje vZdy az 1. kvétna nésledujiciho roku)?

ReSeni. Ozna¢me mnoZstvi naspofenych penéz po n-tém roce jako x,,. Potom dostavame (pro n > 2)

nasledujici rekurentni formuli (navic pfedpokladame, Ze kazdy mésic je presné dvandctina roku)

Xpt1 = 1,03(x,) + 36000 + 1500+

11 1
.03 4+ — 4. —
0,03 3000( +12+ +12)+

uroky z vkladi za aktudlni rok

2
+ 0,03-5-1500 =

[ —
urok ze stitniho piispévku pripsaného v aktudlnim roce

= 1,03(x,) + 38115.

Tedy

n—2
x, = 38115 2(1, 03)" + (1, 03)"'x; + 1500,
i=0

pricemz x; = 36000 + 0, 03 - 3000 (1 + % + .4 %) = 36585, celkem

(1,03)* — 1

x5 = 38115 ( ) + (1,03)* - 36585 4 1500 = 202136.

’

O

1.142. Poznamka. Ve skutecnosti iroceni probiha podle poctu dni, které jsou penize na uctu. Ob-
starejte si skutecny vypis ze stavebniho spofent, zjistéte si jeho troceni a zkuste si spocitat pripsané
uroky za rok. Porovnejte je se skutecné pfipsanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou
souhlasit ...

1.143. Na kolik maximalné ¢asti déli rovinu n kruZnic?

ReSeni. Pro maximalni pocet p,, oblasti, na které dé€li rovinu kruZnice odvodime rekurentni vzorec

DPnt1 = Pp +2n.

s s

Vsimnéme si totiz, Ze (n + 1)-ni kruZnice protind n pfedchozich maximalné v 2n prisecicich (a tato

situace skute¢né€ muZe nastat).
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N ' -
(?(\&cx\(\k( et krganiee

Navic ziejmé p; = 2. Pro pocet p, tedy dostdvame

Pn=Pact +200— D) =pa+2(n—2)+2(n—1) =...
n—1

:p1+22i:n2—n+2.
i=1

1.144. Na kolik nejvyse ¢asti d€li tiifrozmérny prostor n rovin?

ReSeni. Ozna¢me hledany poet r,. Vidime, Ze ry = 1. Podobné jako piikladu (I39) uvazujme,
Ze mame v prostoru z rovin, ptidejme jednu dalsi a ptejme se, kolik nejvyse ¢asti prostoru pfibude.
Opét to bude presné tolik, kolika plivodnimi ¢dstmi prostoru pridand rovina prochdzi. Kolik to miize
byt? Pocet ¢asti prostoru, kterymi (n + 1)-ni rovina prochdzi je roven poctu ¢asti, na které je pridana
(n + 1)-ni rovina rozdélena prisecnicemi s n rovinami, které v prostoru jiz byly rozmistény. Téchto

&asti vsak miiZe byt podle predchoziho piikladu nejvyse 1/2 - (n> + n + 2), dostdvame tak rekurentni

formuli
n?+n+2
r,,+1:r,,+T.
Danou rovnici opét miizeme vyfeSit pfimo:
+(n—1)2+(n—1)+2 n>—n+2
m = TFp— =r,- —_— =
: 2 : 2
nm—12>—-m—-1D+2 n*>—n+2
- rn—2+ 7 + ) =
n -1 n m-1
= Fpat— = 14+1=
r 2+2+ > > + 1+
n m-1D> m-3? n -1 ®m-2)
R T S A T T R B
+14+14+1=

= mnd YR Y Y I =
i=1 i=1 i=1

nn+1)2n+1) B nin+1) n

= 1
+ 12 4
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n*+6n+5
6 9

kde jsme pouZili zndmého vztahu

z":iz _nn+1Q2n+1)
= . ,
i=1

ktery 1ze snadno dokdzat matematickou indukci.

1.145. Na kolik maximalné ¢asti d€li trojrozmérny prostor n kouli?

1.146. Na kolik ¢asti déli prostor n navzdjem rtznych rovin, které vSechny prochazi jednim danym
bodem?

ReSeni. Pro hledany pocet x, odvodime rekurentni formuli
Xp = Xp—1 + 2(” - 1)’

dale x; = 2, tedy
X, =nn—1)4+2.

O

1.147. Z bali¢ku 52 karet ndhodné€ vybereme 16 karet. Vyjadfete pravdépodobnost, Ze vybereme
pravé 10 Cervenych a 6 cernych karet.

ReSeni. Nejdiive si uvédomme, Ze nemusime zohlediiovat potfadi vybéru karet. (Ve vysledném

zlomku bychom usporadané vybéry ziskali tak, Ze bychom ¢islem 16! vyndsobili Citatele i jmeno-

vatele.) Pocet vSech moznych (neuspofddanych) vybérd 16 karet z 52 je (?é) Podobné je pocet vSech

26
10

10 karet z 26 ¢ervenych a 6 karet z 26 ¢ernych, uZiti (kombinatorického) pravidla soucinu dava vysle-
dek

mozZnych vybéra 10 karet z 26 roven ( ) a 6 karet z 26 pak (266). Nebof vybirdme nezavisle na sobé

G9-C9) -
) 0, 118.

O

1.148. 'V urné je 7 bilych, 6 Zlutych a 5 modrych kouli. Vylosujeme (bez vraceni) 3 koule. Urcete
pravdépodobnost, Ze prave 2 jsou bilé.

ReSeni. Celkem médme (7+§’+5) zpisobt, jak lze vybrat 3 koule. Vylosovat pravé 2 bilé umoZziiuje

(;) vybéri bilych a soucasné (111) vybéri zbylé (teti) koule. Podle pravidla soucinu je tak pocet zpi-

sobii, jak Ize vylosovat pravé 2 bilé, roven (]) - (). Odsud jiz plyne vysledek

:
QL = () 283,
(3)
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1.149. Z karetni hry o 108 kartach (2 x 52 + 4 Zolici) bez vraceni vybereme 4 karty. Jaka je prav-

dépodobnost, Ze asporii jedna z nich je eso nebo Zolik?

ReSeni. Lehce miiZzeme urdit pravdépodobnost opaéného (komplementirniho) jevu znamenajiciho,
Ze ve vybrané Ctvefici nenf Zddna z 12 uvaZovanych karet (8 es a 4 Zolikti). Tato pravdépodobnost je
ddna pomérem poctu vybérl 4 karet z 96 a poc¢tu vybért 4 karet ze 108, tj. je rovna (946) / (128). Opacny
jev ma tudiZ pravdépodobnost

96
1 — L) =0 380,

(%)
O

1.150. Pfti hazeni kostkou padla jedenactkrat po sobé Ctyrka. Uvedte pravdépodobnost, Ze padne

podvandcté.

ReSeni. Predchozi vysledky (podle nasich piedpokladi) nijak neovliviiuji, co padne na kostce pfi
dalSich hodech. Proto je hledand pravdépodobnost 1/6. g

1.151. Z balic¢ku 32 karet ndhodn€ vypadne 6 karet. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsou vSechny téze
barvy?

ReSeni. K tomu, abychom ziskali vysledek

8
o) =9 234104,
()

staci nejprve zvolit jednu ze 4 barev a uvédomit si, Ze existuje (2) zplsobt, jak vybrat 6 karet z 8 této

barvy. U

1.152. Tr¥i hraci dostanou po 10 kartach a 2 zbudou (z balicku pfipraveného na marias nebo prsi —

to, Ze zbyla dvé esa?

ReSeni. ProtoZe pravdépodobnost, Ze n&jaky z hradt dostane uvedené tfi karty, je rovna hodnoté
29
30,
(io)
zatimco pravdépodobnost, Ze zbudou dvé esa, je rovna &islu
()
S
(10) (%)

lze Gpravou obou jejich stran, kdy opakovanym kracenim (po vyjadfeni kombinacnich ¢isel dle defi-

>

nice) lehce dostaneme 6 > 1. ]

1.153. Hodime n kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi Cisly, kterd padnou, nebudou hodno-
ty1,3a6?

Reseni. Ulohu mizeme preformulovat tak, Ze n-krat po sob& hodime 1 kostkou. Pravdépodobnost,
Ze pfi prvnim hodu nepadne 1, 3 nebo 6, je 1/2. Pravdépodobnost, Ze pfi prvnim a druhém hodu
nepadne 1, 3 ani 6, je zjevné 1/4 (vysledek prvniho hodu neovliviiuje vysledek druhého). Vzhledem
k tomu, Ze jev urceny vysledkem jistého hodu a jakykoli jev uréeny vysledkem jiného hodu jsou vzdy
(stochasticky) nezdvislé, hledand pravdépodobnost je 1/2". O
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1.154. Dva pratelé€ stiileji nezavisle na sobé do jednoho terée, kazdy po jednom vystielu. Pravdépo-
dobnost zdsahu terce pro prvniho je 0, 4, pro druhého je 0, 3. Naleznéte pravdépodobnost P jevu, Ze

po stielbé bude v terci pravé jeden zdsah.

Reseni. Vysledek stanovime tak, 7e se¢teme pravdépodobnosti téchto dvou nesluéitelnych jevi: trefil
se prvni stfelec a druhy nikoli; prvni stielec minul, zatimco druhy ter¢ zasahl. Pfi nezavislosti jevt
(ktera se zachovava také tehdy, kdyZ uvazujeme komplementy nekterych z jevt) je pravdépodobnost

spole¢ného nastoupeni ddna soucinem pravdépodobnosti jednotlivych jevi. UZitim toho dostivame

P=0,4-1-0,3)+(1-0,4)-0,3=0,46.

0

1.155. Dvanéctkrat po sobé hazime tfemi mincemi. Jaka je pravdépodobnost, Ze alespoii v jednom

hodu padnou tfi lice?

ReSeni. Uvazime-li, Ze pii opakovani téhoZ pokusu jsou jednotlivé vysledky nezavislé, a oznac¢ime-li

proi € {1, ..., 12} jako A; jev ,,pfi i-tém hodu padly tfi lice®, ur¢ujeme

12
P (U Ai) =1—-(0-=P(A))- (1= P(A2)---(1 - P(A)).
i=1

Prokazdéi € {l1,..., 12} je vSak P(A;) = 1/8, nebof na kazdé ze ti{ minci padne lic s pravdépo-
dobnosti 1/2 nezavisle na tom, zda na ostatnim mincich padl lic, pfip. rub. Nyni jiZ midZeme napsat

vysledek

=®"
O

1.156. Z deseti karet, z nichZ pravé jedna je eso, namdtkou vybereme kartu a vratime ji zpét. Koli-
krat takovy vybér musime provést, aby pravdépodobnost, Ze aspoii jednou vybereme eso, byla vétsi
nez 0, 9?

ReSeni. Oznaéme A; jev ,,pfi i-tém vyb&ru bylo vytaZeno eso“. Nebot jednotlivé jevy A; jsou (sto-

chasticky) nezdvislé, vime, Ze
P (Q Ai) =1-(1—=P(A)) - (1= P(A))---(1—-P(A)
pro kazdé n € N. Pfipo;neﬁme, 7e hleddme n € N takové, aby platilo
P (LnJl A,~> =1-(1—=P(A)) - (1 —=P(A))---(1—-P(A)) >0,09.

Ztejmé je P(A;) = 1/10 pro libovolné i € N. Proto staci vyfeSit nerovnici

9 n
1-(5) >0,9,
ze které lze vyjadrit
log, 0,1
n> e 00 kdea > 1.
Vy¢islenim potom zjistime, Ze dany pokus musime provést alesponi dvaadvacetkrat. ([
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1.157. Texas hold’em. Nyni spocitejme n¢kolik jednoduchych tdloh tykajicich se populdrni karetni

hry Texas hold’em, jejiZ pravidla zde nebudeme uvéadét (pokud je tendf neznd, snadno je dohledd na

internetu). Jak4 je pravdépodobnost, Ze

i)
ii)
iii)

iv)

Reseni.

58

i)

ii)

iii)

jako startovni kominaci dostanu dvojici stejnych symbolG?

ve své startovni dvojici karet budu mit eso?

na konci budu mit jednu z Sesti nejlepSich kombinaci karet?

vyhraji, pokud drZim v ruce eso a trojku (libovolné barvy), na flopu je eso a dve dvojky a
na turnu je tfeti trojka a vSechny tyto ¢tyfi karty maji riiznou barvu? (posledni karta river

jesté neni otoCena)

Pocet riiznych symbolil je 13 a jsou vZdy ctyfi (pro kaZdou barvu jeden). Proto je pocet

dvojic se stejnymi symboly 13(3) = 78. Pocet viech moznych dvojic je ('3*) = 1326.

2
Pravdépodobnost stejnych symbolt je tedy % =0, 06.

Jedna karta je eso, to jsou Ctyfi moZnosti a druhd je libovolnd, to je 51 moZnosti. Dvojice s
ob&ma esama, kterych je (;‘) = 6 jsme ale takto zapocitali dvakrit. Dostdvdme tedy 4.51 —
6 = 198 dvojic a pravdépodobnost je % =0, 15.

Spocitdme pravdépodobnosti jednotlivych nejlepsich kombinaci:

ROYAL FLUSH: Takové kobinace jsou zifejmé jen Ctyfi - pro kazdou barvu jedna. VSech
kombinaci péti karet je (%) = 2598960. Pravdépodobnost je tak rovna asi 1, 5.107°. Hodné
mala :)

STRAIGHT FLUSH: Postupka, kterd konc¢i nejvy3si kartou v rozmezi 6 aZ K, tj. 8§ moZnosti
pro kaZdou barvu. Dostdvdme % =1,2.1075.

POKER: Ctyfi stejné symboly - 13 moZnosti (pro kazdy symbol jedna). P4t karta miZe byt
libovolnd, to znamen4 48 moZnosti. Odtud: 302 = 2,4.107%,

FULL HOUSE: Tii stejné symboly 13(3) = 52 moZnosti a k tomu dva stejné symboly je
12(3) = 72 moZnosti. Pravdépodobnost je sarets = 1,4.1073.

FLUSH: VSech pét karet stejné barvy znamend 4(153) = 5148 mozZnosti a pravdépodobnost
je pak 285 = 21073,

STRAIGHT: Nejvyssi katrta postupky je v rozmezi 6 aZ A, tj. 9 moZnosti. Barva kazdé karty
je pak libovoln4, tj. dohromady 9.4° = 9216 moznosti. Zde jsme ale zapocitali jak straight
flush, tak i royal flush. Ty je potfeba odecist.

Pro zjisténi pravdépodobnosti néjaké z Sesti nejlepsich kombinaci to ale ani nemusime délat,
jen prvni dvé kombinace nezapoéteme. Celkové tedy dostdvame pravdépodobnost zhruba
3,510 42107 +1,4.107° +2,4.107* = 7, 14.107°.

Evidentné je situace hodné¢ dobrd a proto bude leps$i spocitat nepriznivé situace, tj. kdy bude
mit souper lepsi kombinaci. J4 mam v tuto chvili full house ze dvou es a tif dvojek. Jedina

kombinace, kterd by mmé& mohla porazit v tuto chvili je bud’ full house ze tfi es a dvou dvojek

nebo dvojkovy poker. To znamen4, Ze soupert by urcité musel drZet eso nebo posledni dvojku.

Pokud drZi dvojku a libovolnou jinou kartu, pak urcité vyhraje bez ohledu na kartu na riveru.

Kolik je moZnosti pro tuto kartu ke dvojce? 3 +4 + - - - + 4 4+ 2 = 45 (jednu trojku a dvé
esa uz mit v ruce nemize). Vcech zbylych kombinaci je (426) = 1035 a pravdépodobnost

takové prohry je tak 0,043. Pokud drZi v ruce eso, pak se miiZe stat nasledujici. Pokud drzi
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(zbyld) dvé esa, tak opét vyhraje, pokud na riveru neptijde dvojka - pak by byl split poker.
43
"44
eso a né&jakou jinou kartu, neZ 2 a A, tak nasleduje remiza bez ohledu na river. Celkova

Pravdépodobnost (podminénd) mé prohry je tedy ﬁ = 103. pokud dr soupef v ruce

pravdépodobnost vyhry je tak skoro 96 %.

O

1.158. Zjistéte pravdépodobnost, Ze pii hodu dvéma kostkami padla alespoii na jedné kostce Ctytka,

jestlize padl soucet 7.

ResSeni. Piiklad fesime pomoci klasické pravdépodobnosti, kdy podminku interpretujeme jako ziZen{
pravdépodobnostniho prostoru. Ten mé vzhledem k podmince tedy 6 prvkd, z ¢ehoZ pravé 2 jsou

priznivé vySetfovanému jevu. Spravna odpoveédje 2/6 = 1/3. U

1.159. Hodime dvéma kostkami. Uréete podminénou pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padla
pétka za podminky, Ze padl soucet 9. Na zdklad€ tohoto vysledku rozhodnéte o nezavislosti jevl ,,na

prvni kostce padla pétka“ a ,,padl soucet 9.
ReSeni. Ozna¢ime-li jev ,.,na prvni kostce padla pétka“ jako A a jev ,,padl soucet 9“ jako H, pak plati

P(A|H) = 2560 = zgl: =1
Uvédomme si, Ze soucet 9 mliZzeme ziskat tak, Ze na prvni kostce padne 3 a na druhé 6, na prvni 4 a na
druhé 5, na prvni 5 a na druhé 4 nebo na prvni 6 a na druhé 3. Z té€chto Ctyt (stejné pravdépodobnych)
vysledkl jevu A vyhovuje pravé jeden. ProtoZe pravdépodobnost jevu A je oCividné 1/6 # 1/4,

nejsou uvedené jevy nezavislé. O

1.160. Mc¢jme balicek 32 karet. Vytdhneme-li dvakrét po jedné karté, naleznéte pravdépodobnost,
Ze druha taZena karta bude eso, kdyZ prvni kartu vratime, a také tehdy, kdyz ji do balicku nevratime

(druhou kartu potom vybirdme z balicku 31 karet).

ReSeni. Pokud kartu do balicku vritime, zjevn& opakujeme pokus, ktery ma 32 moZnych (stejn& prav-
dépodobnych) vysledki, pficemz pravé 4 z nich vyhovuji ndmi uvazovanému jevu. Vidime, Ze tomto
pripade¢ je hledand pravdépodobnost 1/8. Ve druhém piipad€, kdy prvni kartu do balicku nevratime, je
ovsem hledand pravdépodobnost stejnd. Postacuje napt. uvazit, Ze pri vytazeni postupné vSech karet je
pravdépodobnost vytazeni esa jako prvni karty totozna s pravdépodobnosti, Ze druhd vytaZzena karta
bude eso. Pochopitelné bylo mozné vyuZit toho, Ze mdme zavedenu podminénou pravdépodobnost.

Tak bychom mohli obdrZet

4 3
33T

@8
rjoo
S

w
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O

1.161. UvaZujme rodiny se dvéma détmi a pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze vSechny moZnosti
v mnozing Q = {kk, kh, hk, hh}, kde k znali ,kluk* a h znamend ,,holka* pti zohlednéni stafi déti,

jsou stejné pravdépodobné. Zavedime ndhodné jevy
H, —rodina md kluka, A; —rodina ma 2 kluky.
Vypoctéte P (A(|Hy).

Podobné uvaZzujme rodiny se tremi détmi, kdy je
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Q = {kkk, kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk, hhh}.
Jestlize
H, —rodina m4 kluka i holku, A, —rodina m4 nejvyse jednu holku,
rozhodnéte o nezdvislosti ndhodnych jevi A, a H,.
Reseni. UvdZenim, které ze Gtyf prvk mnoZiny 2 (ne)vyhovuji jevu A, resp. H, lehce ziskavdme

— PAINH) _ P(A) _
P AN = =53y = By =

1
3

AU—

Déle mame zjistit, zda plati

P (AN Hy) =P (Ay)- P (Hy).
Opét si staci pouze uvédomit, Ze jevu A, vyhovuji prave prvky kkk, kkh, khk, hkk mnoZiny €2, jevu H,
prvky kkh, khk, hkk, khh, hkh, hhk a jevu Ay N H, prvky kkh, khk, hkk. Odtud plyne

P(AyNH) =3 =5 -5=P(A) P(H),

coZ znamend, Ze jevy A, a H, jsou nezdvislé. g

1.162. Pétkrat jsme hodili minci. Pokud padl lic, dali jsme do klobouku bilou kulicku. KdyZ padl
rub, dali jsme do téhoz klobouku kuli¢ku ¢ernou. Vyjadiete pravdépodobnost, Ze v klobouku je vice

¢ernych kulic¢ek neZ bilych, je-li v klobouku alespoii jedna ¢ernd kulicka.

ReSeni. Zavedme jevy

A — v klobouku je vic Cernych kulicek neZ bilych,

H — v klobouku je aspoii jedna ¢erna kulicka.

Chceme stanovit P (A|H). Uvédomme si, Ze pravdépodobnost P (H C) opacného jevu k jevu H je 27>
a Ze pravdépodobnost jevu A je stejnd jako pravdépodobnost P (AC) jevu opacného (v klobouku je
vic bilych kuli¢ek). Nutné tedy P(H) = 1 — 27>, P(A) = 1/2. Dile je P(A N H) = P(A), nebof
jev H obsahuje jev A (jev A ma za dtsledek jev H). Celkem jsme obdrzeli

(o)

1
plaim = 2t = =
—\2

W
—_

O

1.163. 'V osudi je 9 Cervenych a 7 bilych kouli. Postupné vytdahneme 3 koule (bez vraceni). UrCete

pravdépodobnost, Ze prvni dvé budou Cervené a tieti bila.

ReSeni. Pfiklad budeme fesit pomoci véty o nisobeni pravdépodobnosti. Nejprve pozadujeme vy-
tazeni Cervené koule, coZ se podaii s pravdépodobnosti 9/16. Pokud byla poprvé vytaZena Cervend
koule, pfi druhém tahu vytdhneme znovu ¢ervenou kouli s pravdépodobnosti 8/15 (v osudi je 15 kou-
Ii, z toho 8 Cervenych). Kone¢né, pokud byla dvakrat vytaZzena Cervena koule, pravdépodobnost, Ze

potom bude vytaZena bila, je 7/14 (v osudi je 7 bilych kouli a 7 Cervenych kouli). Celkem dostdvdme
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1.164. V osudi je 10 kouli, a to 5 Cernych a 5 bilych. Postupné budeme losovat po jedné kouli,
pficemz vytaZenou kouli nevritime zpét. Stanovte pravdépodobnost, Ze nejprve vytdhneme bilou,

poté Cernou, pak bilou a v poslednim ¢tvrtém tahu opét bilou kouli.

ReSeni. PouZijeme vétu o nasobeni pravdépodobnosti. V prvnim tahu vytihneme bilou kouli s prav-
dépodobnosti 5/10, poté Cernou s pravdépodobnosti 5/9, ndsledné bilou s pravdépodobnosti 4/8 a na

zavér bilou s pravdépodobnosti 3/7. Dohromady to dava

O

1.165. Z balicku 32 karet ndhodné vybereme Sestkrdt po sobé po jedné karté, a to bez vraceni.
Spoctéte pravdépodobnost, Ze prvni kral bude vybran az pfi Sestém vybéru.
ReSeni. Podle véty o ndsobeni pravdépodobnosti je vysledek

2827 2625 24 4 -
B.7.8.5.2. 420,072

O

1.166. Jakd je pravdépodobnost, Ze soucet dvou ndhodné zvolenych kladnych ¢isel mensich nez 1
bude mensi nez 3/7?

ReSeni. Je vidét, e jde o jednoduchy piiklad na geometrickou pravdépodobnost, kdy jako zdkladni
prostor Q2 se nabizi ¢tverec s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 1], [0, 1] (volime dvé ¢isla mezi 0 a 1). Zajima
nds pravdépodobnost jevu uddvajiciho, Ze pro ndhodné zvoleny bod [x, y] v tomto ¢tverci bude platit
x +y < 3/7; tj. pravdépodobnost toho, Ze zvoleny bod se bude nachdzet uvnitf trojihelniku A
s vrcholy [0, 0], [3/7, 0], [0, 3/7]. Nyni jiZ snadno vyc¢islime

2
3
Cwia_ ()
P(A)_ :/,819 - 1 — 08

0

1.167. Necht je ndhodné rozlomena ty¢ na tfi ¢asti. Stanovte pravdépodobnost, Ze délka druhé (pro-
stfedni) ¢asti bude vétsi nez dvée tretiny délky tyce pfed jejim rozlomenim.

ReSeni. Nejprve si oznaéme délku uvazované ty&e jako d. Rozlomeni tyée ve dvou mistech je ddno
volbou bodd, kde ji zlomime. Ozna¢me jako x bod, ve kterém je prvni (napf. blize néjakému pied-
métu) zlom, a jako x + y bod, ve kterém je druhy zlom. To ndm fikd, Ze za zédkladni prostor lze
povaZovat mnozinu {[x, y]; x € (0,d),y € (0,d — x)}, tj. trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0],
[d, 0], [0, d]. Délka prostfedni ¢asti je diana hodnotou y. PoZadavek ze zadani lze nyni zapsat v jedno-
duchém tvaru y > 2d/3, coz odpovida trojihelniku s vrcholy [0, 2d/3], [d/3, 2d/3], [0, d]. Obsahy
uvazovanych pravoudhlych rovnoramennych trojihelnikt jsou d?/2 a (d/3)?/2, a proto je hledand

pravdépodobnost

o
(8]

>

By
I\)‘ N| N
)

o=
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1.168. Tyc¢ o délce 2 m je ndhodné roziezana na tfi Casti. Naleznéte pravdépodobnost jevu, Ze tfeti

(o

c¢ast méfi méné nez 1, 5 m.

ReSeni. Tento piiklad je na uZiti geometrické pravd&podobnosti, kdy hleddme pravdépodobnost toho,
Ze soucet délek prvnich dvou ¢asti je vétsi neZ ctvrtina délky tyce. Uréeme pravdépodobnost opacného
jevu, tj. pravdépodobnost, kdyZ budou ndhodné (a nezavisle na sobé) zvolena dvé mista, ve kterych
bude ty¢ roziezédna, e budou ob& v prvni &tvrting tyde. Pravdépodobnost tohoto jevu je 1/42, nebot
pravdépodobnost vybéru mista v prvni ctvrting tyCe je zfejmé 1/4 a tento vybér se (nezdvisle) jednou

opakuje. Pravdépodobnost hledaného (opa¢ného) jevu je tak 15/16. g

1.169. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza ma otevieno od 11h do 14h.

KaZdy z nich stravi na obédé pil hodiny a dobu pfichodu (mezi 11h a 14h) si vybird ndhodné. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den potkaji, sedavaji-li oba u stejného stolu?

ReSeni. Prostor viech moznych jevi je &tverec 3 x 3. Oznacime-li x dobu pfichodu Mirka a y dobu
prichodu Marka, tak tito se potkaji, pravé kdyZ |x — y| < 1/2. Tato nerovnost vymezuje ve ¢tverci
moZnych udélosti oblast, jejiZ obsah je roven 11/36 obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i

hledan4 pravdépodobnost. O

1.170. Z Brna vyrazi ndhodné né¢kdy mezi polednem a ¢tvrtou hodinou odpoledni Honza autem do
Prahy a opa¢nym smérem né¢kdy ve stejném intervalu autem Martin. Oba si ddvaji pdl hodiny pauzu
v motorestu v poloving cesty (pfistupném pro oba sméry). Jakd je pravdépodobnost, Ze se tam potkaji,
jezdi-li Honza rychlosti 150 km/h a Martin 100 km/h? (Vzdalenost Brno-Praha je 200 km)

ReSeni. Ozna¢ime-li dobu odjezdu Martina x a dobu odjezdu Honzy y a pro mensi vyskyt zlomki
v nésledujicich vypoctech zvolime za jednotku deset minut, tak stavovym prostorem bude Ctverec
24 x 24. Doba prijezdu Martina do motorestu je x + 6, do pfijezdu Honzy x + 4. Stejné jako v
predchozim ptikladu to, Ze se v motorestu potkaji, je ekvivalentni tomu, Ze doby jejich ptijezdu se
nelisi o vice nez o pul hodiny, tedy |(x 4+ 6) — (y 4+ 4)| < 3. Tato podminka ndm pak ve stavovém

Stverci vymezuje oblast o obsahu 24% — %(232 + 19?) (viz obr.) a hledand pravdépodobnost je

et
P P
4 TR
an //f' [?Q’i'ﬁ}
TR I-arr € 3 o)
; | T8 gekiS
,.-/:/ : | g x 1&g
/ : |

o/ |
/- T

4

242 — 5237 +19%) 131

= 0,227.
242 ~ 576

p:
U

1.171. Mirek vyjede ndhodné mezi desdtou hodinou dopoledni a osmou hodinou vecerni z Brna do
Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném intervalu z Prahy do Brna. Obéma trva cesta 2 hodiny. Jaka

je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi po stejné trase)?
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lv{eﬁenl’ Resime naprosto analogicky jako v pfedchozim prikladé. Prostor vSech moinych jevi je

......

Hledana pravdepodobnost jep= m = 5z =0,36.
/'I s
gyt
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1.172. Dvoumetrova ty¢ je ndhodné rozdélena na tfi dily. Urcete pravdépodobnost, Ze ze vzniklych
dilt pajde sestavit trojuhelnik.

ReSeni. Rozdélenf tyce je dano stejné jako v pfedchozim piikladé body fezu x a y a jevovym prosto-
rem je opét Ctverec 2 x 2. Aby z Cdsti bylo mozZno sestavit trojihelnik, museji jejich délky spliiovat
tzv. trojuhelnikové nerovnosti, tedy soucet délek libovolnych dvou ¢asti musi byt vétsi nez délka tieti
¢4sti. Vzhledem k tomu, Ze soucet délek je roven 2 m, je tato podminka ekvivalentni podmince, Ze
kazda s ¢asti musi byt mensi neZ 1 m. To pomoci fezl x a y vyjadiime tak, Ze nesmi platit soucasné
x <lay < InebosouCasné x > lay > 1 (odpovidd podminkdm, Ze krajn{ dily tyce jsou mensi nez
1), navic |x — y| < 1 (prostfedni dil musi byt mensi neZ jedna). Tyto podminky spliiuje vySrafovana
oblast na obrazku a jak snadno nahlédneme, jeji obsah je 1/4.

Ar}’lf

O
1.173. Je rovnice

) 4x; — 3Bxs = 3,

X - Zﬁxz = -2;
(b) 4)61 — \/§X2 = 16,

X1 — 2\/7)62 = —7;

dx, + 2x, = 7,
©) —2x1 — x, = =3

63



G. DOPLNUJICI PRIKLADY K CELE KAPITOLE

6. RELACE A ZOBRAZENI

jednoznacné feSitelnd (md pravé 1 feSeni)?

ReSeni. Soustava linedrnich rovnic je jednoznacné fesitelna pravé tehdy, kdyZ je nenulovy determi-
nant matice urc¢ené koeficienty na levé stran¢ soustavy. Zvlasté feceno, absolutni ¢leny (¢isla na pravé
stran€) neovliviiuji jednoznacnost feSeni soustavy. Musime tedy ve variantich (a) a (b) dostat stejnou
odpovéd. ProtoZe

i RN RO

5 Sl=4en-e =0,

maji soustavy ve variantdch (a) a (b) pravé 1 feSeni a posledni soustava nikoliv. Vyndsobime-li druhou

‘42

rovnici v (c) ¢islem —2, vidime, Ze tato soustava nema feSeni. ]

1.174. Vypocitejte obsah S ¢tyfihelniku zadaného vrcholy
[0, -2], [-1,1], [1,5], [1,-1].
ReSeni. Pii obvyklém oznadeni vrcholt
A=1[0,-2], B=I[l,-1], C=[1,5], D=[-1,1]

aneméné obvyklém rozdéleni ctyithelniku na trojihelniky A BC a ACD s obsahy S a S,, dostdvdme
1-0 1—0' [1=0 —=1-0

S=S5+5%=31_112 542/ T2l542 142

1
2

':%(7—1)4—%(34—7):8.

0

1.175. Urcete obsah ¢tyrihelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13], C = [2,5]a D =
[—2, —5].
Reseni. Ctyfthelnik rozdélime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spo¢itdame po-
moci patficnych determinantd, viz 34,

o—ltlo BBl 32
2110 13 21-3 =5 2

1.176. Spocitejte obsah rovnobézniku s vrcholy v bodech [5, 5], [6, 8] a [6, 9].

ReSeni. PrestoZe takovy rovnob&Znik neni zadan jednozna&né (neni uveden &tvrty vrchol), trojihelnik
s vrcholy [5, 5], [6, 8] a [6, 9] musi byt nutné polovinou kazdého rovnobézniku s témito tfemi vrcholy
(jedna ze stran trojihelniku se stane dhloptickou rovnobéZniku). Proto je hledany obsah vZdy roven

determinantu
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1.177. Vyctem prvki zadejte S o R, je-li
R={2,4),4,4),4, 5} CcNxN,
S={@3,1),3,2),3,5,4,1),4, 4} cNxN.
ReSeni. Uvazenim viech vybérii dvou usporadanych dvojic
(2,4),4,1; (2,4,44; 4494 44,449

spliiujicich, Ze druhd slozka prvni uspofddané dvojice, kterd je prvkem R, je rovna prvni sloZce druhé
usporddané dvojice, kterd je prvkem S, dostdvame

SoR={2,1),2,4),4&, 1,4 d}.

]
1.178. Necht je ddna bindrn{ relace
R ={(0,4), (=3,0), (5, 7), (5,2), (0, 2)}
mezi mnoZinami A = Z a B = R. Vyjadfete R"'a Ro R~
Reseni. Thned vidime, 7e
R~ ={(4,0),(0,-3), (,5),(2,5), (2,0)}.
Odtud pak déle
RoR™'={4,4),(0,0), (r,7),(2,2), (4 2), (7,2),2,7),2,4)}.
O
1.179. Rozhodnéte, zda je relace R urc¢end podminkou
(@) (a,b) e R <= |a| < |b|;
(b) (a,b) € R < |a| =|2b|
na mnozin€ celych ¢isel Z tranzitivni.
ReSeni. V prvnim piipadé relace R tranzitivni je, protoZe plati
lal <|bl, |b] <|c| = lal<|c|
Ve druhém piipadé relace R tranzitivni neni. Staci napf. uvézit, Ze
4,2),2,1)e R, & 1)¢R
O

1.180. Najdéte vSechny relace na M = {1, 2}, které nejsou antisymetrické. Které z nich jsou tranzi-
tivni?

ReSeni. Hledané relace, jeZ nejsou antisymetrické, jsou Gty¥i. Jsou to pravé ty podmnoziny {1, 2} x
{1, 2}, které obsahuji prvky (1, 2), (2, 1) (jinak nemiiZe byt podminka antisymetrie porusena). Z t&ch-
to Ctyf je tranzitivni pouze jedind relace

{1,1,(1,2),2,1),2,2)} =M x M,

protoZe nezahrnuti dvojic (1, 1) a (2, 2) do tranzitivni relace by znamenalo, Ze nemiiZe obsahovat
zaroven (1,2) a (2, 1). O
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1.181. Existuje relace ekvivalence, ktera je soucasné relaci usporadani, na mnozin€ vsech piimek
v roviné?

ReSeni. Relace ekvivalence (pfip. relace usporadani) musi byt reflexivni, a proto kazd4 piimka musi
byt v relaci sama se sebou. Ddle pozadujeme, aby hledand relace byla symetrickd (ekvivalence)
a zaroven antisymetrickd (uspotfddani). To davd, Ze pfimka mize byt v relaci pouze sama se sebou.
Zavedeme-li ovSem relaci tak, Ze dv€ primky jsou v relaci pravé tehdy, kdyZ jsou totozné, dostaneme
,,velmi pfirozenou‘ relaci ekvivalence i relaci uspotfdadani. Staci si uvédomit, Ze je trividlné€ tranzitivni.

Hledanou relaci je pravé identické zobrazeni mnoZiny vSech piimek v roviné. g

1.182. Urcete, zda je relace
R={(k,) e ZxZ; [k|=|l}
na mnoZiné Z ekvivalence, uspofddéni.
Reseni. Relace R neni ekvivalenci: neni symetrickd (kupf. (6, 2) € R, (2,6) ¢ R); neni usporaddnim:
neni antisymetrickd (mj. (2, —2) € R, (—2,2) € R). ]

1.183. Ukazte, Ze prinik libovolnych relaci ekvivalence na libovolné dané mnoZiné X je rovnéz

relace ekvivalence a Ze sjednoceni dvou relaci usporadani na X nemusi byt relace usporadani.

ReSeni. Postupné uvidime, 7e priinik relaci ekvivalence je reflexivni, symetricky a tranzitivni.
VSechny relace ekvivalence na X musi obsahovat dvojici (x, x) pro kazdé x € X, a proto ji musi
obsahovat také dany prinik. Pokud v priniku ekvivalenci je prvek (x, y), musi v ném byt rovnéz
prvek (y, x) (staci vyuzit toho, Ze kazda ekvivalence je symetrickd). To, Ze do priiniku ekvivalenci
ndleZi prvky (x, ) a (y, ), znamen4, Ze se jednd o prvky kazdé z ekvivalenci. Z tranzitivnosti vSech
jednotlivych ekvivalenci jiz vyplyva, Ze do priniku naleZi také prvek (x, z).
Zvolime-li X = {1, 2} a relace uspofddédni
R ={(1,1),(2,2),(1,2)}, R ={,1,22),2, D}
na X, dostavame relaci
RiUR, ={(1,1),(2,2),(1,2), 2, D},
kterd zfejmé neni antisymetrickd, a tedy ani usporfddanim. U
1.184. Na mnoZiné M = {1,2,...,19, 20} je zavedena relace ekvivalence ~ tak, Ze a ~ b pro

libovolnd a, b € M pravé tehdy, kdyZ prvni cifry ¢isel a, b jsou stejné. Sestrojte rozklad dany touto
ekvivalenci.

ReSeni. Dvé &isla z mnozZiny M jsou ve stejné t¥id& ekvivalence, pravé kdy? jsou spolu v relaci (prvni
cifra je stejnd). Rozklad ji urceny se tedy skldda z mnozZin

{1,10, 11, ..., 18, 19}, {2, 20}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}.

0

1.185. Je dén rozklad se dvéma tfidami {b, c}, {a, d, e} mnoZiny X = {a, b, c, d, e}. NapiSte relaci
ekvivalence R na mnoZiné X piislu$nou tomuto rozkladu.

ReSeni. Ekvivalence R je urena tim, Ze v relaci jsou spolu ty prvky, které jsou ve stejné tfidé roz-
kladu, a to v obou potadich (R musi byt symetrickd) a kazdy sam se sebou (R musi byt reflexivni).

Proto R obsahuje pravé
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(a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (e, e),
(b,c), (c,b),(a,d), (a,e),(d a),(de),(ea),led.

O

1.186. Na nasledujicich tfech obrazkach jsou ikony spojeny carami tak, jak by je mozna priradili

lidé v riznych ¢astech svéta. UrCete, zda jde o zobrazeni, zda je injektivni, surjektivni nebo bijektivni.

ReSeni. V prvnim piipadé jde o zobrazeni, které je surjektivni, ale neni injektivni, protoZe had i
pavouk jsou oznaceni jako jedovati. Druhy pripad neni zobrazeni ale jen relace, protozZe pes je urcen
jako domadci zvite i na jidlo. V tfetim pripadé mame opé€t zobrazeni. Tentokrat neni ani injektivni, ani

surjektivni. (]

1.187. M¢jme mnoZinu {a, b, ¢, d} a na ni relaci

{(a,a), (b,D), (a,b), (b, c), (c, D)}
Jaké ¢leny je potieba minimdlné doplnit do této relace, aby to byla ekvivalence?

ReSeni. Postupné projdeme viechny tfi vlastnosti, které definuji ekvivalenci. Za prvé je to reflexivita.
Musime tedy doplnit dvojice {(c, ¢), (d, d)}. Za druhé symetrie —musime doplnit (b, a) a za treti
musime udélat tzv. tranzitivni obal. ProtoZe je a v relaci s b a b v relaci s ¢, musi byti a v relaci s c.

Nakonec tedy potiebujeme pfidat (a, ¢) a (¢, a). (]

1.188. UvaZme mnozinu ¢isel, které maji pét cifer ve dvojkovém zdpisu a relaci takovou, zZe dvé Cisla
jsou v relaci, pravé kdyZ jejich ciferny soucet mé stejnou paritu. NapiSte prislusné tiidy ekvivalence.

ReSeni. Dostavame dvé tfidy ekvivalence (o osmi ¢lenech):

[10000] = {10000, 10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111}
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odpovidd mnozin€ {16, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31} a
[10001] = {10001, 10010, 10100, 11000, 10111, 11011, 11101, 11110}
odpovidd mnoziné {17, 18, 20, 24, 23, 27, 29, 30}. O

1.189. UvaZme mnoZinu ¢isel, které maji tfi cifry ve trojkové soustave a relaci takovou, Ze dve Cisla

jsou v relaci, praveé kdyZ v této soustave
i) zacinajf stejnym dvojcislim.
ii) kon¢i stejnym dvojcislim.
Napiste prislusné tfidy ekvivalence.
Reseni.
i) Dostdvame Sest tfiprvkovych tiid
[100] = {100, 101, 102} odpovida {9, 10, 11}
[110] = {110, 111, 112} odpovida {12, 13, 14}
[120] = {120, 121, 122} odpovida {15, 16, 17}
[200] = {200, 201, 202} odpovida {18, 19, 20}

[210] = {210, 211, 212} odpovidd {21, 22, 23}

[220] = {220, 221, 222} odpovida {24, 25, 26}
ii) V tomto piipadé mame devét dvouprvkovych tiid

[100] = {100, 200} odpovida {9, 18}

[101] = {101, 201} odpovid4 {10, 19}

[102] = {102, 202} odpovid4 {11, 20}

[110] = {110, 210} odpovidd {12, 21}

[111] = {111,211} odpovid4 {13, 22}

[112] = {112, 212} odpovid4 {14, 23}

[120] = {120, 220} odpovid4 {15, 24}

[121] = {121, 221} odpovida {16, 25}
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[122] = {122, 222} odpovid4 {17, 26}

O

1.190. Pro jaky maximadln{ defini¢ni obor D a obor hodnot H je zobrazeni bijektivni a jaka je v tom
pripadé inverzni funkce?
i) x> x*
i) x > x°
iii) x > ﬁ
Resent.
i) D = [0,00) a H = [0, 00) nebo také D = (—o00,0] a H = [0, 0c0). Inverzni funkce je
X = Yx.

ii) D = H = R ainverze je x — J/x.
iii) D =R ~\ {—1} a H = R \ {0}. Inverzni funkce je x }C —1.

O
1.191. UvaZme relaci na R x R. Bod je v relaci, pokud pro néj plati
-+ +1*=1
Mtizeme body popsat pomoci funkce y = f(x)? Nakreslete obrazek bodi v relaci.
ReSeni. NemiZeme, protoZe napf. y = —1 md dva vzory: x = 0 ax = 2. Body leZi na kruZnici se
sttedem v bodé (1, —1) s polomérem 1. U

69



G. DOPLNUJICI PRIKLADY K CELE KAPITOLE

6. RELACE A ZOBRAZENI

ResSeni cviceni
1.14.

D1-3-2i+4=-2+421-(=3)—82+6i +4 =5+ 10i, 1 +2i, /4> 4 (-3)? = 5,
L= 28 = 1. (=3)+8%+6i —4i25=—1L + %i.

2 |zl

i) 2+i,2i 2,1, # = -2i.

138, y, =2(3)" —2.
1.49. Jednd se o zndmy problém permutaci s pevnymi body.
i) Pokud Sest lidi dostne ten sviij, tak zdkonit€ i ten Sesty. pravdépodobnost je tedy nulova.

ii) Nechf M je mnozina vSech uspofddani a jev A; je uspofddani, kdy i-ty hra¢ dostane svij krigl.

k
Chceme spocitat |M — U; A;|. Dostdvame 7! ZZ:O % = 1854. A pravdépodobnost je % =
103 - 0,37
280 — >0/
iii) Vybereme, kteff tfi dostanou ten svij - (;) = 35 moZnosti. Zbyli tyfi musi dostat jiné neZ svoje. To je
k
opét vzorec z minulého bodu, konkrétné jde o 4! Zi DY — 9 moznosti. Mdme tedy dohromady

=0 " k!
9 - 35 = 315 moZnosti a pravdépodobnost je % = 11—6.

1.99.
i) 3,3),4,4),(5,5),(6,6), (7,7), (3, 6) ovéite, Ze jde o relaci usporadani
ii) opét (i,i) proi =1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3) ovéite, Ze jde o relaci ekvivalence
iii) (i,i)) proi = 1,...,7 ak tomu (3, 6), (6, 3), (4, 6), (6,4) ovéfte, Ze nejde o relaci ekvivalence,
protoZe nenf spliiena tranzitivita.

1.111. Tri rizné Hasseovy diagramy vyhovujicich uspofddani. Celkem 5! + 5! 4 5!/4 = 270.
1.118. Relace uvedenych vlastnosti je relaci ekvivalence na néjaké podmnoziné mnoziny {1, 2, 3, 4}. Celkem
1+4-1+(3)-2+(3) -5+15=52.

1.119. 19.

1.120. 87.

1.136.
i) 26 =64
i) (§) =15

iii) Zddn4 panna je jedna moznost (§) = 1, jedna panna ($) = 6 moznosti. Posloupnosti s nejvyse jednou
pannou je teda jen 7 a proto posloupnosti, kde jsou aspoii dv€ panny je 64 — 7 = 57.

1.145. Maximalni pocet y, ¢asti, na které rozdéli n kruznic rovinu, je y, = y,—1 + 2(n — 1), y; = 2, tedy
2
Yp=n"—n+2.

Pro maximalni pocet p, Césti, na které potom rozdéli n kouli prostor, pak dostdvame rekurentni vztah

Pnt1 = Pn + Ya, p1 =2, tedy celkem p, = 3(n* —3n +8).
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Elementarni linearni algebra

V minulé kapitole jsme se snad rozehtdli s relativné jed-
noduchymi tlohami, k jejichz feSeni nebylo potieba slozitych
ndstroji. Vystacili jsme si pritom se s¢itinim a nasobenim
skalart. V této a dalSich kapitolach se postupné budeme ve-
novat jednotlivym tématiim souvisleji.

Hned tii kapitoly budou v€novany ndstrojim pro praci
s daty, kdy operace spoCivaji v obzvlasf jednoduchych dko-
nech se skalary, jen je téch skalart povice nardz. Hovoifime o
»linedrnich objektech” a ,linedrni algebie*. Jakkoliv to ted
muze vypadat Jako hodne spe01aln1 nastrOJ, uvidl’me pozdéj i
moci jejich ,linedrnich pfiblizeni*.

V této kapitole budeme pracovat piimo s kone¢nymi po-
: sloupnostmi skaldrti. Takové se objevuji v prak-
» tickych tlohéch vSude, kde mame objekty popi-
sovany pomoci n€kolika parametri. Nedélejme
si pfitom problémy s pfedstavou, jak vypada
prostor s vice neZ tfemi ,,soufadnicemi“. Smifme se se sku-
teCnosti, Ze malovat si budeme umét jednu, dvé nebo tii di-
menze, ale pfedstavovat ty obrdzky mohou jakykoliv jiny
pocet. A kdyZ budeme sledovat jakykoliv parametr u tieba
500 studentt (napt. jejich studijni vysledky), budou nase data
mit hned zrovna nékolikrat 500 poloZek a budeme s nimi chtit
pracovat. Nasim cilem bude vytvofit ndstroje, které budou
dobfe fungovat nezdvisle na skute¢ném poctu téchto poloZek.

Také se nedésme slovnich spojeni jako pole ¢i okruh ska-

; lart K. Prosté si miZeme piedstavit jakykoliv
konkretm 01selny obor. Okruhy skalart pak za-

zatlmco mezi poh jsou pouze R, Q, C a zbytkové tiidy Z;
s prvociselnym k. Zvlastni je mezi nimi Z,, kde ze vztahu
x = —x nemuZeme usoudit, Ze x = 0, zatimco u vSech ostat-
nich ¢iselnych obort tomu tak je.

1. Vektory a matice

VétSinou se o vektorech hovoii pouze ve spojeni s poli
skalart, protoZe obecnad teorie je pri existenci neivertibilnich
nenulovych skaldrd nesrovnatelné sloZzit€jsi. Jen v prvnich
dvou ¢éstech této kapitoly budeme pracovat s vektory a mati-

cemi v kontextu kone¢nych posloupnosti skaldrti a tam bude

neumite jesté pocitat se skaldary?
— zkusme to rovnou s maticemi...

A. Soustavy linearnich rovnic

Na vektorové prostory pijdeme od lesa. Zacneme s nécim zna-
mym, totiZ soustavami linedrnich rovnic. I za nimi jsou totiz skryty

vektorové prostory.

2.1. A ted’ vam to pékné natfeme. Firma zabyvajici se velkoplos-
nymi natéry si objednala 810 litrd barvy, kterd ma obsahovat stejné
mnozstvi cervené, zelené a modré barvy (tj. 810 litrd cerné barvy).
Obchod miiZe splnit tuto zakdzku smichdnim béZné proddvanych ba-

rev (mé skladem jejich dostatecné zdsoby), a to

e nacervenalé barvy — obsahuje 50 % cervené, 25 Y% zelené
a 25 % modré barvy;

e nazelenalé barvy — obsahuje 12,5 % cervené, 75 % zelené
a 12,5 % modré barvy;

e namodralé barvy — obsahuje 20 % cervené, 20 % zelené

a 60 % modré barvy.

Kolik litrd od kazdé z uskladnénych barev se musi smichat, aby byly

splnény poZadavky zdkaznika?
ReSeni. Ozna¢me jako

e x —mnozstvi (v litrech) naCervenalé barvy, které se pouZije;
e y —mnozstvi (v litrech) nazelenalé barvy, které se pouzije;

e 7 —mnoZstvi (v litrech) namodralé barvy, které se pouZije.
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Smichanim barev chceme ziskat barvu, kterd bude obsahovat 270 litrd
¢ervené barvy. Uvédomme si, Ze naCervenald barva obsahuje 50 % Cer-
vené, nazelenald obsahuje 12,5 % Cervené a namodrald 20 % cervené

barvy. Musi tudiZ platit

0,5¢ 4+ 0,125y + 0,2z = 270.

Analogicky poZadujeme (pro zelenou a modrou barvu)

0,25x + 0,75y + 0,2z = 270,
0,25x + 0,125y + 0,6z = 270.

Nyni miiZeme postupovat dvéma zptisoby. Bud budeme postupné vy-
jadfovat proménné pomoci ostatnich (z prvni rovnice je x = 540 —
0,25y — 0,4z, dosadime za x do druhé a tfeti rovnice a dostaneme
dvé linedrni rovnice o dvou nezndmych 2,75y + 0,4z = 540 a
0, 25y + 2z = 540. Ze druhé rovnice vyjaddiime z = 270 — 0, 125y a
dosazenim do prvni dostdvame 2, 7y = 432, neboli y = 160, odkud
7 =270-0, 125-160 = 250 ax = 540—-0, 25-160+4-0, 4-250 = 400.
Druhym zptisobem je zapsat si soustavu do matice, jejiZ prvnf fa-
dek bude tvorfen koeficienty u nezndmych v prvni rovnici, druhy koe-
ficienty ve druhé rovnici a tfeti ve tfeti. Je tedy matice soustavy

0,5 0,125 0,2
0,25 0,75 0,2 |,
0,25 0,125 0,6

rozsifenou matici soustavy potom ziskdme z matice soustavy pripsa-
nim sloupce pravych stran jednotlivych rovnic v systému:

0,5 0,125 0,2]270
0,25 0,75 10,2270
0,25 0,125 0,6 270

Jejim postupnym upravovdnim pomoci tzv. elementédrnich faddko-
vych dprav (odpovidaji ekvivalentnim dpravdm rovnic, vice viz Z70)

pak dostdvdme:

0,5 0,125 0,2|270 1 0,25 0,4 540
0,25 0,75 0,2|270 |~ 1 3 0,8]1080 | ~
0,25 0,125 0,6 270 1 0,5 2,4(1080
1 0,25 0,4|540 1 0,25 0,4 540
0 2,75 0,4|540 |~ O 11 1,6|2160 | ~
0 0,25 2 |540 0 1 8 12160
1 0,25 0,4 540 1 0,25 0,4 540
0 1 8 (2160 | ~| O 1 8 2160
0 11 1,6[2160 0 0 —86,4|—-21600
A opét zpétné vypocitime
—21600
7z = —— =250,
—86,4

y =2160 — 8 -250 = 160,
x =540 —-0,4-250 — 0,25 - 160 = 400.
Je tedy potieba smisit po fad¢€ 400 1, 160 1, 250 1 uvedenych barev.
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zajimavé si i tfeba piipadu celych ¢isel povSimnout. Bude pfi-
tom snad pékné vidét, jak silné vysledky Ize dtislednym for-
malnim uvaZovdnim odvodit.

2.1. Vektory nad skalary. Prozatim budeme vektorem ro-
32 zumét usporddanou n-tici skaldrd z K, kde
sl pevné zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi.
Skaldry umime scitat a ndsobit. Vektory bu-
72 deme také scitat, ndsobit vSak vektor budeme
umét jen skaldrem. To odpovidd predstavé, kterou jsme jiz
vidéli v roving R?, kde s¢itani odpovidalo sklddani vektoril
coby Sipek vychdzejicich z pocatku a ndsobeni skaldrem pak
jejich patfiénému natahovéni.
Nésobeni vektoru u = (ay, ..., a,) skaldrem c tedy de-
finujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vyndsobime stejnym
skaldrem c a také s¢itani vektorti definujeme po slozkach. To

znamena
Z AKLADNI OPERACE S VEKTORY L__——]
u+tv=_(ay...,a,) + bi,...,b,)
= ((11 +b17---»an+bn)

c-u=c-(ay,...,a,)=(-ay,...,c-ay).

Pro scitani vektorti a ndsobeni vektort skalary budeme
pouZzivat stile stejné symboly jako u skaldrd samotnych, tj.
symboly plus a bud tecku nebo prosté zfetézeni znakd.

Konvence zapisu vektorid. Nebudeme, na rozdil od mnoha

- jinych ucebnic, v textu pouZivat pro vektory
74dné specidlni znaceni a ponechdvdme na Cte-
néfi, aby udrzoval svoji pozornost pfemyslenim
o kontextu. Pro skaldry ale spiSe budeme pouZi-
vat pismena ze zac¢dtku abecedy a pro vektory od konce (pro-
stfedek nam zlstane na indexy proménych ¢i komponent a
také pro scitaci indexy v souctech).

Casto budeme pozadovat, aby skalary byly z n&jakého
pole, viz 1], ale v této kapitole budeme vesmés pracovat s
operacemi, které tento prepoklad nepotfebuji. V literatufe se
pak vétsinou misto o vektorovych prostorech hovoii o modu-
lech nad okruhy. U obecné teorie se ale v priSti kapitole jiz
zcela omezime na pole skalard.

Pro scitani vektorti v K” zjevné plati (KG1)—(KG4) s nu-
lovym prvkem

0=1(0,...,0) € K"

Schvélné zde pouZivdme i pro nulovy prvek stejny symbol
jako pro nulovy prvek skalard.
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J VLASTNOSTI VEKTORU I—__Q

Pro vSechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

(V1) a-Wtw)y=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)y=(a-b)-v
(V4) l-v=v

Vlastnosti (V1)-(V4) naSich vektort, coby n—tic skaldrii
v K", se snadno ovéii pro kterykoliv okruh skaldrii K, pro-
toZe pfi ovéfovani vZdy pouZivame pro jednotlivé soufadnice
vektorli pouze vlastnosti skaldrti uvedené v [Tl a [3.

Budeme takto pracovat napt. s R”, Q", C", ale také Z",

(Z)"' n=1,2,3,....

vvvvvv

ktery budeme pfi praci s vektory pouZivat, jsou matice.

l—-—N

MATICE TYPU m /n

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdéInikové
schéma A s m fadky a n sloupci

ay  apn Aaln

az; dan Aap
A=

aml am2 Amn

kde a;; € KprovSechny 1 <i <m, 1 < j < n. Pro matici
A s prvky a;; pouzivime také zépis A = (a;;).

Vektory (a;1, aiz, . . ., ai,) € K" nazyvame (i—té) radky
matice A,i = 1,...,m, vektory (aij, azj, ..., an;) € K"
nazyvame (j—té) sloupce matice A, j =1, ..., n.

Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni
A:{l,....m} x{l,...,n} > K,

kde A(i, j) = a;j. Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné
pravé vektory v K”.

I obecné matice lze chdpat jako vektory v K™, prosté za-
pomeneme na fddkovéani. Zejména tedy je
definovéno s¢itdni matic a ndsobeni matic
skaldary:

A+ B = (aij + bij),
kde A = (a,‘j), B = (bij), a € K.
Matice —A = (—a;;) se nazyva matice opacnd k matici
A a matice

a-A=(a-aj)

0 ... 0
0=|: :
0 ... 0
se nazyva nulovd matice. Zapomenutim fadkovani tak zis-
kame ndasledujici tvrzeni, Ze matice jsou jen specificky za-
psané vektory:

Cim vice mame v soustave rovnic, tim je druhy zptisob feSeni zpra-

vidla vyhodné;jsi. O

2.2. Vypoctéte

X1 + 2x + 3x3 = 2,
2X1 - 3XQ — X3 = —3,
—3x1 + x» 4+ 2x3 = 3.

ReSeni. Zadanou soustavu linedrnich rovnic zapiSeme ve tvaru

rozSifené matice

1 2 3|2
2 -3 —-1|-31],
-3 1 2|3

kterou pomoci elementarnich fadkovych transformaci postupné pieve-

deme na schodovity tvar

1 2 3|2 1 2 3|2
2 3 1|3} ~10 =7 =7|=-7 |~
-3 1 2 |-3 0O 7 11| 3
1 2 3] 2 1 2 3] 2
~1 0 1 1] 1 ~1 01 1|1
0 0 4|4 00 1|-1

Nejdfive jsme pritom dvojndsobek prvniho fadku odecetli od druhého
a jeho trojnasobek pficetli ke tietimu. Poté jsme secetli druhy a tfeti
fadek (soucet napsali do tfetitho fddku) a druhy fadek vyndsobili ¢is-

lem —1/7. Pfejdeme nyni zpét k soustavé rovnic

X1 + 2x + 3x3 = 2,

X + x3 o= 1,

X3 = —1.
Thned vidime, Ze x3 = —1. Dosadime-li x3; = —1 do rovnice x, +x3 =
1, dostaneme x, = 2. Podobné dosazeni ziskanych hodnot x3 = —1,
Xy = 2 do prvni rovnice dava x; = 1. O

Systémy linedrnich rovnic tedy lze zapisovat v maticovém tvaru.
Ale je to n€jakd vyhoda, kdyZ je stejné umime feSit, aniZz bychom
hovofili o maticich? Ano je, o feSeni miZeme hovofit koncepcnéji a
jazyk matic pak daleko 1épe navadi k pocitaCovému zpracovéni pro-
blému. Zkusme si tedy osvojit 1épe riizné operace, které miZzeme s ma-
ticemi provadeét. Jak jsme vidéli v pfedchozich prikladech, tak ekviva-
lentni dpravy linedrnich rovnic odpovidaji v fe¢i matic elementarnim
fadkovym (sloupcovym) tpravdm. Déle jsme vidéli, Ze pfevedeme-li
témito Upravami matici soustavy do schodovitého tvaru (tomuto pro-
cesu fikdme Gaussova eliminace, viz 1), tak je jiZ vyfeSeni soustavy
velmi jednoduché. UkaZme si to jesté na dalSich pfikladech, na kterych
uvidime, Ze soustava linedrnich rovnic mize mit nekone¢né mnoho

feSeni.
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2.3. Vyreste soustavu linedrnich rovnic

2x1 — Xy + 3x3 = 0,
3x1 + 16xy + Tx3 = 0,
3X1 — SX2 + 4X3 = 0,

—Tx1 + Tx» + —10x3 = 0.

ReSeni. Vzhledem k nulovosti pravych stran viech rovnic (jednd se
tedy o homogenni systém) budeme upravovat pouze matici systému.
Reseni nalezneme pievodem na schodovity tvar pomoci elementar-
nich fddkovych transformaci, které odpovidaji ziméné potadi rovnic,
vyndsobeni rovnice nenulovym ¢islem a pficitdni ndsobki rovnic. Na-
vic miiZeme kdykoli od maticového zdpisu prejit zpét k zapisu rovnic
s nezndmymi x;. Nejprve docilime toho, aby se proménnd x; vyskyto-
vala pouze v prvni rovnici. Zfejmé postacuje (—3/2)ndsobek prvniho
tadku pricist ke druhému a ke tfetimu faddku a jeho (7/2)ndsobek k po-

slednimu fadku, coZ v maticovém zdpisu dava

2 -1 3 2 -1 3

3 16 7 | _[o 352 52
3 -5 4 0 —7/2 —1/2
—7 7 -10 0 7/2 12

Odtud je vidét, Ze druhd, tfeti a Ctvrtd rovnice jsou ndsobky rovnice
7x, + x3 = 0. Pfi maticovém zdpisu miZeme napf. (1/5)ndsobek

druhého fadku pficist ke tietimu a jeho (—1/5)ndsobek k poslednimu
radku, ¢imZ obdrzime schodovity tvar

2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
0 352 5/2 | _| o0 352 572 0 7 1
0 —7/2 —1/2 0 0 0 o 0 o]
0 7/2 12 0 0 0 0 0 0

ktery jsme v poslednim kroku zjednodusili tak, Ze jsme druhy fadek
(druhou rovnici) vynasobili ¢islem 2/5. PrestozZe byly zadany Ctyfi rov-
nice pro tfi nezndmé, md celd soustava nekone¢né mnoho fesent, nebof

pro libovolné x3 € R maji zbylé rovnice

2x1 — x2 + 3x3 = 0,
Tx, + x3 = 0

feSeni. Nahradime tak proménnou x3 parametrem ¢ € R a Vyjédf

1 1 ; 1 ( 313) 11 ;
= —= = —= a = = — = ——1.
X2 7X3 7 X1 5 X2 X3 7

Pokud jesté nahradime + = —7s, obdrZime vysledek v jednoduchém

tvaru

(x1, x2, x3) = (11s, s, =7s), s eR.
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Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a - A, —A, 0 zaddvaji na
mnoZiné vSech matic typu m/n operace scitani a ndsobeni
skalary spliujici axiomy (VI1)—(V4).

2.3. Matice a rovnice. Velmi Casty ndstroj pro popis néja-
kych matematickych modeld jsou systémy linearnich rovnic.
Priavé matice 1ze vhodné vyuZit pro jejich zédpis. Zavedeme
si k tomu dcelu pojem skaldrni soucin dvou vektort, ktery
vektorim (ay, ..., a,) a (xi, ..., x,) prifadi jejich soucin

sxn) =ajx;+ -+ apxy,

(@, ...,ap) - (xq, ...

tj. postupné nasobime po dvou soutadnice vektort a vysledky
sCitdme.
KaZzdy systém m linedrnich rovnic v n proménnych

ayxy +apxs + -+ apx, = by

ayxiy + axpxy + -+ apx, = by

am1X1 + QuaXo + -+ - + A Xy = bm
lze tedy vidét jako poZadavek na hodnoty m skaldrnich sou-
¢inG neznamého vektoru (xi, ..., x,) s vektory soufadnic
(@1, ..., aip).

Vektor proménnych mizeme také vidét jako sloupec v
matici typun/1, apodobné hodnoty by, ..., b,
muizZeme vnimat Jako Vektor uato opet Jako

rovnic lze | pak formdlné psat ve tvaru A - x = u takto.

ap Aain X1 by

am1 Amn Xn bm

kde levou stranu interpretujeme jako m skaldrnich soucind
jednotlivych fadki matice vytvétejicich sloupcovy vektor, je-
hoZ hodnotu rovnice urcuji. To znamen4, Ze skutecné rovnost
i—tych soufadnic zaddva podminku pivodni rovnice

aj1X1 + -+ + Gin Xy = b;
azdapis A-x = u tak dava skute¢né ptivodni systém linearnich
rovnic.

2.4. Sou¢in matic. V roviné, tj. pro vektory dimenze 2,
3 jsme uZ zavedli pocet s maticemi a vidéli jsme,
Ze s nim lze pracovat velice efektivng (viz [28).
.Y, Nyni budeme postupovat obecnéji a zavedeme
—_ vSechny nstroje jiZ znamé z roviny pro viechny
dimenze n.
Nésobeni matic je moZné definovat pouze, kdyZ to roz-
méry sloupcti a fadkG v maticich dovoli, tj. kdyzZ je pro né
definovan skaldrni soucin jako vyse:
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| SoUCIN MATIC l
e | e

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n a libovolnou
matici B = (bj) typu n/q nad okruhem skaldri K definu-
jeme jejich soucin C = A - B = (c;;) jako matici typu m/q
s prvky

Cik = Zaijbjk, pro libovolné 1 <i <m,1 <k < q.
j=1

Je tedy prvek cik] soucinu pravé skaldrnim soucinem i—tého
fadku matice nalevo a k—tého sloupce matice napravo. Napii-
klad mdme

2 1y (2 1 1\_(3 23
1 -1 -1 0 1) \3 1 0)°
2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadki a

sloupcii, hovorime o ctvercové matici. Pocet fadkt a sloupct
pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

1 ... 0
E=0p=]|: .
0 ... 1
se iika jednotkova matice. Takto definovanym ¢isliim §;; se fi-
kava Kroneckerovo delta. Na mnoZing ¢tvercovych matic nad
K dimenze n je soucin matic definovén pro kazdé dvé matice,

je tam tedy definovdna operace ndsobent, jejiZ vlastnosti jsou
velice podobné jako u skalari:

Tvrzenl Na mnoZiné vSech ctvercovych matic dimenze n
_ nad libovolnym okruhem skalarii K je defino-
vana operace ndsobeni s nasledujicimi vlast-
— nosti okruhii (viz [3):

(1) Platl asociativita ndasobeni (0O1).

(2) Jednotkova matice E = (8;;) je jednotkovym prvkem pro
ndsobeni dle (03).

(3) Plati distributivita scitani a ndsobeni (O4).

Obecné vSak neplati axiomy (02) ani (Ol). Ctvercové matice

pro n > 1 proto netvori obor integrity, zejména tedy nejsou

ani (nekomutativnim) télesem.

Dtxkaz. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou
asociativni, distributivni i komutativni, miZeme pro tii ma-
tice A = (a;;) typum/n, B = (by) typun/p aC = (cu)

typu p/q spocist
A-B= (Zaij.bjk), C = (ijk.ckl),
J k
(A-B)-C= (Z Zaz, ik Ckl) = (Zaij-bjk-ckl)»
.k

A- (B . C) = (Za,l Zb]k Ckl ) = <Zal~j.bjk.ck1).
J.k

2.4. Naleznéte vSechna feSeni soustavy linedarnich rovnic

3X1 + 3)63 — S)C4 = —8,
Xy — X2 + x3 — x5 = =2,
—2x;1 — x» 4+ 4x3 — 2x4 = 0,
2x1 4+ xo» — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Soustaveé rovnic odpovida rozsifend matice

30 3 —-5|-8
1 -1 1 —-1]-=2

-2 -1 4 =-2]0
2 1 -1 —-1|-3

Zaménou poradi fadkil (rovnic) potom obdrZzime matici

1 -1 1 —-1|-2
2 1 -1 —1|-3

-2 -1 4 =210 ’
30 3 -5|-8

kterou pfevedeme na schodovity tvar. Nejprve pficteme (—2)ndsobek,
2nésobek a (—3)ndsobek prvniho fddku po fadé ke druhému, tfetimu
a ctvrtému fadku, ¢imZ ziskdme 0 pod prvnim nenulovym &islem v prv-
nim fadku. Analogicky poté ziskdme 0 pod prvnim nenulovym cislem
ve druhém fadku tak, Ze tento faddek a jeho (—1)ndsobek pricteme po

fadé ke tretimu a ¢tvrtému fadku. Takto dostaneme

1 -1 1 —1]-2 I -1 1 —1]-2
2 1 -1 —1|=3]| (o 3 =3 1|1 |_
2 -1 4 2|0 0 -3 6 —4| -4
30 3 -5|-8 0 3 0 -2|-2
I -1 1 —1]-2 1 -1 1 —1]-2
03 -3 1|1 | _ 0o 3 -3 1]1
00 3 -3/-3 0 0 3 -3/-3
00 3 -3|-3 00 0 0]0

Odtud vyplyva (¢tvrty fadek je pouhou kopif tfettho — 1ze jej tedy ,,vy-
nulovat®), Ze soustava bude mit nekone¢né mnoho feseni, nebof dosta-
vame tfi rovnice pro Ctyfi nezndmé, které ocividn€ budou mit pravé
jedno feseni pro kazdou volbu proménné x4 € R. Nezndmou x4 proto
nahradime parametrem ¢t € R a od maticového zdpisu prejdeme zpét

k rovnicim

X1 — Xy +  x3 — r = =2,
3x, — 3x3 + t = 1,
3x3 — 3t = -=3.

Z posledni rovnice mdme x3 = t — 1. Dosazeni za x3 do druhé rovnice
potom dava
30 =3t +34+1t=1, . x2=%(2t—2).
Konec¢né podle prvni rovnice je
- +t—1—t=-2, H{.

1(2t 1(2; 5)
X — = ==-Q2t-9).
173 3
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A. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

1. VEKTORY A MATICE

Mnozinu feSeni miiZzeme tudiz zapsat (pro ¢ = 3s) ve tvaru

5 2

{(xl, X2, X3, X4) = <2s 3 2s — 3 3s — 1, 3s) , S ER}.

Nyni se vrafme k rozsifené matici nasi soustavy a upravujme ji
dédle uZzitim fadkovych transformaci tak, aby (pfi schodovitém tvaru)
prvni nenulové ¢islo kazdého fadku (tzv. pivor) bylo pravé ¢islo 1 a aby
vSechna ostatni ¢isla v jeho sloupci byla 0. Plati

1 -1 1 —1]|-2 1 -1 1 —1]-=2
03 =3 1|1 | o 1 —11313]|_
0 0 3 -3|-3 00 1 —1]-1
00 0 0]0 00 0 01O

1 -1 0 0 | -1 1 00 —2/3|-5/3

0 1 0 —2/3|-2/3 01 0 —2/3|-2/3

0 0 1 -1 | —1 o001 -1 -1 |
0 0 0 0 0 000 O 0

s N2

pficemz nejdiive jsme vyndsobili druhy a tfeti fadek ¢islem 1/3, pak
pricetli treti fadek ke druhému a jeho (—1)ndsobek k prvnimu a na
zavér pricetli druhy fadek k prvnimu. Z posledni matice snadno dosta-

vdme vysledek

X —5/3 2/3
|23 +1 2/3 , reR.
X3 —1 1
X4 0 1

Volné proménné jsou totiz ty, jejichZ sloupce neobsahuji Zadného pi-
vota (v nasem piipadé neobsahuje pivota ¢tvrty sloupec, je tedy volna

¢tvrtd proménnd, tj. pouzZivame ji jako parametr). (I

2.5. Urcete feseni systému rovnic

3X1 + 3X3 — 5X4 = 8,
Xy — X2 + x3 — x4 = =2,
—2x1 — xp 4+ 4dx3 — 2x4 = 0,
2x1 4+ x» — x3 — x4 = 3.

ReSeni. Uvédomme si, Ze soustava rovnic v tomto piikladu se od sou-
stavy z predeslého piikladu lisi pouze v hodnoté 8 (misto —8) na pravé
stran€ prvni rovnice. Provedeme-li totozné fadkové tpravy jako v mi-

nulém piikladu, obdrZzime

3 0 3 -—-5|8 I -1 1 =1 —2\
1 -1 1 —1{=21] [ 2 1 -1 —-1|-3
-2 -1 4 =210 -2 -1 4 =20
2 1 -1 —-1|-3 3 0 3 —-5|8
1 -1 1 —=1]-=2 1 -1 1 =1]=2
1o 3 =3 1|1 1o 3 =3 1|1
0 0 3 =-3|-3 0 0 3 =3|=-31
0 0 3 =3|13

0 0 0 0|16
kde posledni tipravou bylo odectent tfetiho fadku od ¢tvrtého. Ze Ctvrté

rovnice 0 = 16 vyplyvd, Ze soustava nema feseni. Vyzdvihnéme, Ze
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Vsimnéme si, Ze jsme pii vypoctu vychézeli z toho, Ze je
jedno v jakém poradi uvedené soucty a souciny provadime,
tj. vyuzivali jsme podstatné naSich vlastnosti skalard.

Velmi snadno vidime, Ze ndsobeni jednotkovou matici
ma skute¢né vlastnost jednotkového prvku:

all tt alm 0 1 .. 0
A-E = =A
aml Amm oo ... 1

a stejné pro ndsobeni E zleva.

Zbyva ukdzat distributivitu ndsoben{ a s¢itani. Opét diky
distributivit¢ skaldr snadno spo¢teme pro matice A = (a;;)
typum/n, B = (bj) typun/p, C = (ci) typun/p, D =
(du) typu p/q

A - (B + C) = (Z aij(bjk + Cik ))
J
= ((Zaijbjk) + (Z%‘j%k)) —A-B+A-C
J j
B+O-D= (Dbjk - cjk>dkz)
k

= ((ijkdkl) + (chkdkl)) =B-D+C-D.

Jak jsme jiz vid€li v 28, dvé matice dimenze 2 nemusi

komutovat: ((1) 8) | (8 é) - (8 (1)>
(60603

Tim jsme ziskali zaroven protipiiklad na platnost (O2) i (OI).
Pro matice typu 1/1 ovSem oba axiomy samoziejmé plati,
protoZe je maji samy skaldry. Pro vét$i matice ziskdme pro-
tipfiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do
levého horniho rohu pfislusnych ¢tvercovych schémat a do-
plnime nulami. (Ovéite si sami!) [l

V dikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjstho
typu, dokdzali jsme tedy piislusné vlastnosti obecnéji:

__J ASOCIATIVITA A DISTRIBUTIVITA NASOBEN{ MATIC

Disledek. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, UITT
A-(B-O)=(A-B)-C
A-(B+CO)=A-B+A.-C,

kdykoliv jsou vSechny uvedené operace definoviny. Jednot-
kova matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobeni zleva i
zprava.
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2.6. Inverznl matice. Se skalary umime pocitat tak, Ze
zrovnosti a-x = b umime vyjadfitx =a~!-b,
__ kdykoliv inverze k a existuje. Podobné bychom
to chtéli umét i s maticemi, mame ale problém,

- jak poznat, zda takova existuje, a jak ji spocitat.
Rﬂ<ame Ze B je matice inverzni k matici A, kdyz

A-B=B-A=E

Piseme pak B = A~! a z definice je samoziejmé, Ze obé
matice musi mit byt ctvercové se stejnou dimenzi n. Matici, k
niZ existuje matice inverzni, fikdme invertibilni matice nebo
také regularni ctvercova matice.

V nésledujicich odstavcich mimo jiné odvodime, Ze B je
inverzni k A, jakmile plati jedna z poZadovanych identit (tj.
druhd je pak disledkem).

Pokud A~! a B~! existuji, pak existuje i inverze k sou-
¢inuA-B
(2.1) (A-B'=pB1.A"".

Je totiZ, diky pravé dokdzané asociativité ndsobent,
B'-AH.A-B=B'" A" A -B=E
(A-By-(B'-AhY=A-B-BH) - A'=E.

Protoze S matlceml umlme pocitat podobne Jako se ska—
7 tence inverzni matice skutecné hodne pomoci s
feSenim systémt linedrnich rovnic: JestliZze vy-
jadfime soustavu n rovnic pro n nezndmych sou-

ayg -+ dim X1 b

amm xm bm

a jestliZe existuje matice inverzni k matici A, pak lze ndsobit
zleva A~! a dostaneme

Al u=A""" A x=E -x=x,

tj. A~ - u je hledané fesen.

Naopak rozepsanim podminky A-A~! = E pro nezndmé
skaldry v hledané matici A~! dostaneme n systémi linedr-
nich rovnic se stejnou matici na levé stran€ a riznymi vektory
napravo.

.....

rientovat v ptedchozi ivaze o systemech rovnic a jejich mati-
cich. Samozfejmé nds nalezeni inverzni matice stoji jisté dsili
— vetsi nez pfimé vyfeSeni rovnice. Podstatné vsak je, Ze po-
kud mdme mnohokrit za sebou feSit systémy se stejnou ma-
tici A ale riznymi pravymi stranami u, pak se nim nalezeni
A~! opravdu hodné& vyplati.

pti upravé na schodovity tvar obdrZzime rovnici 0 = a proné€jaké a # 0

(tj. nulovy fadek na levé strané a nenulové ¢islo za svislou €arou) pravé

tehdy, kdyZ soustava nema4 feSeni. U

B. Manipulace s maticemi

V této podkapitole budeme pracovat pouze s maticemi, abychom

si osvojili jejich vlastnosti.

2.6. Nasobeni matic. Provedte ndsobeni matic a zkontrolujte si vysle-
dek. VSimnéte si, Ze proto, abychom mohli dvé matice ndsobit je nutna
a postacujici podminka, aby méla prvni matice stejné sloupci, jako

druhd fadkd. Pocet fadkid vysledné matice je pak dan poctem fadku

prvni matice, pocet sloupci je roven poctu sloupci druhé matice.
(5366
2 1 5 4)
") 6 5-65)
2 1 3 1 7))

1 5 (L2 ] 1271 =5
iii) 1 - 1) 1 1 -2 =3 :(3 05 4),
3.2 1 0
1 3 1 1 7
vy |-22 —-1|-|3]=|7]
3.1 —4) \-3 18
1 -2 3
w13 =3)-[-2 2 —-1]=(-14 1 12),
31 —4
2
vi) (1 2 =2)-|1](-2).
3

Poznamka.Body i) a ii) v pfedchozim prikladu ukazuji, Ze nasobeni
¢tvercovych matic neni komutativni, v bod¢ iii) vidime, Ze pokud
miZeme nasobit obdélnikové matice, tak pouze v jednom ze dvou moz-

nych poradi. V bodechiv) a v) si pak v§imnéme, Ze (A-B)” = AT .BT.

2.7. Nechf je

4 0 =5 7 2 0
27 15|, B=|0 O 3
2 7 13 0 —-19 V13

Lze matici A prevést na matici B pomoci elementarnich fddkovych

A=

transformaci (pak fikdme, Ze jsou fadkove ekvivalentni)?

Reseni. Ob¢ matice jsou ziejmé fadkoveé ekvivalentni s trojrozmér-
nou jednotkovou matici. Snadno se vidi, Ze fddkovd ekvivalence na
mnoziné vSech matic danych rozmért je relaci ekvivalence. Matice A

a B jsou tudiz rddkové ekvivalentni. U

2.8. Reste maticovou rovnici
25 4 —6
(13=6 )
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B. MANIPULACE S MATICEMI 1. VEKTORY A MATICE

2.9. Naleznéte libovolnou matici B, pro kterou je matice C = B - A Z hlediska feSeni systémli rovnic A - x = u je jisté
< prirozené povaZovat za ekvivalentni matice A

ve schodovitém tvaru, jestlize
a vektory u, které zaddvaji systémy rovnic se

3 -1 3 2 stejnym feSenim. Zkusme se ted zamyslet nad
A= 5 -3 2 3 == moznostmi, jak zjednoduSovat matici A tak,

1 -3 =50 abychom se k feSenf bliZili.

7 =5 1 4 Zatneme jednoduchymi manipulacemi s fadky rovnic,

které feSeni ovlivilovat nebudou, a stejnym zpiisobem pak
Reseni. Budeme-li matici A postupné ndsobit zleva elementdrnimi ~ mu@Zeme upravovat i vektor napravo. KdyZ se ndm u Ctver-
cové matice podaii vlevo dostat systém s jednotkovou matici,

maticemi (uvazte, jakym fddkovym dpravdm toto ndsobeni matic od- SRR ; St
bude napravo feSeni ptivodniho systému. Pokud pfi nasem

povidd) postupu néjaké fadky tplné€ vypadnou (pfi dpravich se vynu-
0010 1 00 0 luji), bude to také ddvat dalsi pfimé informace o feSeni. Nase
£ 0100 £ -5 10 0 jednoduché tpravy jsou:
711 00 0] 2=1o o1 o} ELEMENTARNT RADKOVE TRANSFORMACE L——
0001 0 001 e zaména dvou fadka,
e vyndsobeni vybraného fddku nenulovym skaldrem,
1 000 ( 1 000 e pric¢teni fadku k jinému faddku.
E; = 0 100 E, = 0 100 Témto operacim tikdme elementdrni Fddkové transformace.
-3 01 0 ™ 0 01 0f
Je zjevné, Ze odpovidajici operace na irovni rovnic v systému
0 001 -7.00 1) skute¢né nemohou zménit mnoZinu vSech jeho feSeni, pokud
je nas okruh oborem integrity. '
1 0 00 1 0 00 1
Es = 0 1/3 0 0 . Eg= 0 1 00 ’ Analogicky, elementdrni sloupcové transformace matic
0 0 10 0 -2 10 jsou
0 0 01 00 01 e zdména dvou sloupct,
1 00 L 0 0 0 e vyndsobeni vybraného sloupce nenulovym skaldrem,
e pric¢teni sloupce k jinému sloupci,
0 1 00 0 1/4 0 O . N ) .
E; = o o 1 0ol Eg = o o 1 o0l ty vSak nezachovdvaji feSeni prisluSnych rovnic, protoZe
0 -4 0 1 0 0 0 1 mezi sebou michaji samotné proménné.
Systematlcky mizZeme pouzit elementdrni fadkové
obdrzime 7 upravy k postupné eliminaci proménnych.
Postup je algoritmicky a vétSinou se mu fika
0 0 10 mfﬁ o pj lg y ©
. _ 0 1/12 _5/12 0 == aussova eliminace promennyc
B = EsErEcEsEsEsELEy = 1 =2/3 1/3 0}’ _—-l GAUSSOVA ELIMINACE PROMENNYCH
0 —4/3 —1/3 1 . P . g
Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skalarii
1 -3 =5 0 K Ize konecné mnoha elementdrnimi radkovymi transforma-
C = 0 1 9/4 1/4 ) cemi prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:
0 0 0 0 o Je-li ajy = 0 provSechnak =1, ..., j, potom a;; = 0
0 0 O 0 y .
pro vSechna k > i,
0 o je-li ai_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim Fadku,
pak a;; = 0. l
2.10. Komplexni ¢isla jako matice. UvaZzme mnoZinu matic .
C = {( ab 2) .a, be R} Viimndte si, 7e C je uzaviend na DtUkaz. Matice v fadkové schodovitém tvaru Vypadé
B takto
s¢itdni a ndsobeni matic a déle ukazte, Ze priftazeni f : C — C, 0 0 a u
_ab a)r—>a+bz spliivje f(M + N) = f(M) + f(N) i 0O ... 0 0 ... ay ... am
fM - N) = f(M) - f(N) (na levych strandc rovnosti se jednd o :
s¢itani a ndsobeni matic, na pravych o s¢itdni a ndsobeni komplexnich 0 ... ... ... ..o 0 a

¢isel). Na mnoZinu C spolu s ndsobenim a s¢itdnim matic I1ze tedy
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a matice miiZe, ale nemusi, koncit né¢kolika nulovymi radky.
K prevodu libovolné matice mizZeme pouZit jednoduchy al-
goritmus, kterym se postupné, fddek za fadkem, bliZzime k
vyslednému schodovitému tvaru:

ALGORITMUS GAUSSOVY ELIMINACE L__

l (1) Ptipadnou zaménou fadkd docilime, Ze v prvnim fadku

bude v prvnim nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht
je to j-ty sloupec.

(2) Proi = 2, ..., vyndsobenim prvniho fddku prvkem a;;,
i-t€ho fadku prvkem a; ; a odeCtenim vynulujeme prvek
a;j na i-tém fadku.

(3) Opakovanou aplikaci bodl (1) a (2), vzdy pro dosud
neupraveny zbytek fadkd a sloupcd v ziskané matici
dospéjeme po kone¢ném poctu krokd k poZadovanému
tvaru.

Tim je tvrzeni dokdzano g

Uvedeny postup je skutecné pravé obvykld eliminace
proménnych v systémech linedrnich rovnic.

Zcela analogickym postupem definujeme sloupcové
schodovity tvar matic a zdménou fadkovych na sloupcové
transformace obdrZzime algoritmus prevddéjici matici na
takovy tvar.

Poznamka. Gaussovu eliminaci jsme zformulovali pro
f obecné skaldry z néjakého okruhu. Zdd se byt
’ prirozené, Ze ve schodovitém tvaru jeSté vyndso-
A2 benim vhodnymi skaldry dosdhneme jednotkovych
U1 koeficientd na vysledné nenulové ,.diagondle” nad
nulami v matici a dopocitdme feSeni. To ale pro obecné
skaldry neptijde, pfedstavte si tieba celd Cisla Z.

Pro feSeni systémi rovnic nemd ale viibec uvedeny po-
stup rozumny smysl, kdyZ jsou mezi skaldry délitelé nuly.
Promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a piipadné
Z> nebo Zy.

2.8. Matice elementarnich transformaci. V dal$im
budeme uZ pracovat jen s polem skaldrt K, kazdy nenulovy
skalar tedy md inverzni prvek.

Vsimnéme si, Ze elementdrni fddkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vyndsobenim zleva (resp. zprava)
ndsledujicimi maticemi:

(1) Prehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)
1 0

0

nahliZet jako na téleso C komplexnich Cisel. Zobrazeni f se pak

nazyvd izomorfismem (téles). Je tedy napiiklad

3 5 ‘ 8 =9\ (69 13
-5 3 9 8 /)  \-13 69)°
coZ odpovidd tomu, Ze (3 + 5i) - (8 — 9i) = 69 — 13i.

2.11. Vyfeste maticové rovnice

Go)x=G3) =G9-G3

ReSeni. Zjevn€ nezndmé X | a X, museji byt matice 2 x 2 (aby uvazo-

vané souciny matic existovaly a vysledkem byla matice 2 x 2). PoloZme

(a1 b, (a2 by
n=(0a) =20

a rozndsobme matice v prvni zadané rovnici. M4 platit
aj; + 3¢y by + 3d, . 1 2
3a;+8c; 3b1+8d,)] \3 4)°

a + 3¢ =
bl + 3d1 =

+ 8C1 =
+ 8d; =

j. mé byt

3611

B

3b,

Sectenim (—3)ndsobku prvni rovnice se tfeti dostdvame ¢; = 0 a na-
sledn€ a; = 1. Podobné seCtenim (—3)nasobku druhé rovnice se Ctvr-

tou dostdvdme d; = 2 a poté b; = —4. Je tedy

1 —4
=(5)

Hodnoty a, by, ¢, d> najdeme odlisSnym zptisobem. Napt. pouZi-

a b\ 1 d —b
c d) ~ ad—bc\—c a)’

ktery plati pro libovolnd ¢isla a, b, ¢, d € R (pficemZ inverzni matice

tim vzorce

existuje praveé tehdy, kdyz ad — bc # 0), spoctéme

13\ (-8 3
3 8 3 —1)
Vyndsobeni zadané rovnice touto matici zprava ddva

1 2) (-8 3
w=()G )
-2 1
&:(425)

a tudiz
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1. VEKTORY A MATICE

2.12. Vypocet inverzni matice. Spoctéte inverzni matice k maticim

4 3 2 1 0 1
A=1|5 6 3], B=|3 3 4
352 2 23

Poté urcete matici (A” - B) -

ReSeni. Inverzni matici nalezneme tak, Ze vedle sebe napiieme ma-
tici A a matici jednotkovou. Pomoci fddkovych transformaci pak pie-
vedeme matici A na jednotkovou. Timto matice jednotkova piejde na

matici A~!. Postupnymi tpravami dostdvame

4 3 211 00 1 =2 01 0 -1
56 3)]1010]~15 6 301 0 ~
352|001 35 2(0 0 1
1 =2 0|1 0 -1 1 =2 0|1 0 -1
0 16 3|-5 1 5 ~10 5 1}]-21 1 ~
0O 11 2/-3 0 4 0 11 2/-3 0 4
1 -2 0] 1 0 -1 1 00 3 -4 3
0 5 1}]-2 1 1 ~1 00 1]-7 11 -9
0o 1 o1 -2 2 0101 -2 2
1 003 —4 3
~1010 1 =2 2 ,
00 1,-7 11 -9

pficemz v prvnim kroku jsme odecetli od prvniho fadku tfeti, ve dru-
hém jsme (—5)ndsobek prvniho pficetli ke druhému a soucasné jeho
(—3)ndsobek ke tietimu, ve tfetim kroku jsme odecetli od druhého
tadku treti, ve ¢tvrtém jsme (—2)ndsobek druhého pricetli ke tietimu,
v patém kroku jsme (—5)ndsobek tfetitho fadku pricetli ke druhému
a jeho 2ndsobek k prvnimu, v poslednim kroku jsme pak zaménili

druhy a tieti fadek. Zdtiraznéme vysledek

3 —4 3
A'=11 =2 2
-7 11 -9

Upozornéme, Ze pri urovani matice A~! jsme diky vhodnym ¥4d-
kovym tpravdm nemuseli pocitat se zlomky. Pfestoze bychom si mohli
obdobné pocinat pfi uréovani matice B~!, budeme radgji provadét vice

nazorné (nabizejici se) fadkové dpravy. Plati

10 1[1 00 1011 00
33401 0]~{031|-310]~
2 2 3|0 0 1 02 1|-201

1o 1|1 0 0 Lo 11 0 0

03 1 |-3 1 0]~ 1 i-1 1 o0~

00 1/3]0 -2/31 00 /0 =31

1ool1 2 -3 1oojf1 2 -3

010[-1 1 —-1]~{010 -1 1 —1],

00 35/0 =2 1 0010 -2 3
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(2) Vyndsobeni i-té€ho fadku (resp. sloupce) skaldrem a:
1

1

(3) Secteni i-tého fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0

T

J
Toto prostinké pozorovéni je ve skutecnosti velice pod-
statné, protoZe soucin invertibilnich matic je in-
. ), vertibilni (viz rovnost (Z11)) a vSechny elemen-
tarni transformace jsou nad polem skalért in-
el vertibilni (sama definice elementarnich trans-
formaci zajiStuje, Ze inverzni transformace je stejného typu
a je také snadné urcit jeji matici).

Pro libovolnou matici A tedy dostaneme ndsobenim
vhodnou invertibilni matici P = Py --- P; zleva (postupné
ndsobeni k& maticemi zleva) jeji ekvivalentni fadkovy
schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyZ elimina¢ni postup na
sloupce, dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodo-
vity tvar B’ vyndsobenim zprava vhodnou invertibilni matic{
Q = Q;--- Q. Pokud ale zaCneme s matici B = A’ v
fadkové schodovitém tvaru, eliminuje takovy postup pouze
vsechny dosud nenulové prvky mimo diagondlu matice a z4-
vérem lze jesté i tyto elementdrnimi operacemi zménit na
jednicky. Celkem jsme tedy ovérili dilezity vysledek, ke kte-
rému se budeme mnohokrét vracet:

A

2.9. Véta. Pro kaZdou matici A typum /n nad polem skalarii
K existuji ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q
dimenze n takové, Ze matice P - A je v Fddkove schodovitém
tvaru a

| 0 0
0 10 0
pP-A-Q=1, 01 0 0
0 00 0 0
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2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V pred-
- chozich dvahich jsme se dostali prakticky k dpl-

nému algoritmu pro vypocet inverzni matice.
Béhem jednoduchého niZe uvedeného postupu
<= Dbudzjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude in-
verze spoctena I nadéle pracujeme nad polem skalard.

Ekvivalentni fddkové transformace se ¢tvercovou matici
A dimenze n vedou k matici P’ takové, Ze matice P’-A bude v
fadkoveé schodovitém tvaru. Pfitom miiZe (ale nemusi) byt je-
den nebo vice poslednich fadkd nulovych. Jestlize ma existo-
vat inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P’-A.
Jestlize vSak je posledni fadek v P’ - A nulovy, bude nulovy i
posledni fadek v P’ - A - B pro jakoukoliv matici B dimenze
n. Existence takového nulového fadku ve vysledku (fadkové)
Gaussovy eliminace tedy vyluduje existenci A~

Piedpoklddejme nyni, e A~! existuje. Podle piedcho-
ziho, nalezneme fadkove schodovity tvar bez nulového radku,
tzn. Ze vSechny diagondlni prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak
ovSsem pokrac¢ovanim eliminace pomoci fadkovych elemen-
tarnich transformaci od pravého dolniho rohu zpét a vynor-
movanim diagondlnich prvki na jednicky ziskdme jednotko-
vou matici E. Jinymi slovy, najdeme dal$i invertibilni ma-
tici P” takovou, 7ze pro P = P” - P’ plati P - A = E. Vy-
ménou fddkovych a sloupcovych transformaci lze za predpo-
kladu existence A~' stejnym postupem najit Q takovou, Ze
A- Q= E. Odtud

D

P=P.E=P-(A-Q)=(P-A)-Q0=0.

To ale znamend, Ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
A'=P=0

k matici A. Zejména se tedy v okamZiku nalezeni matice P
S Vlastnostl’ P A= E ui nemusime S 2édn}’fmi dalﬁfmi vy-
tici.

Prakticky tedy miZeme postupovat takto:

VYPOCET INVERZN{ MATICE L——

Vedle sebe napiSeme plivodni matici A a jednotkovou
matici E, matici A upravujeme fadkovymi elementdrnimi
Upravami nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eli-
minaci na diagondlni matici a v t ndsobime fadky inverz-
nimi prvky z K. TytéZ Gpravy postupné provadéné s E vedou
pravé k hledané matici A~!. Pokud tento algoritmus narazi
na vynulovani celého fadku v piivodni matici, znamend to, Ze
matice inverzni neexistuje.

2.11. Linearni zavislost a hodnost. V ptedchozich uva-
' hach a poctech s maticemi jsme stdle pracovali

I 1Y se sCitdnim fadkd nebo sloupci coby vektord,
2 spolu s jejich ndsobenim skaldry. Takové ope-
raci rﬂiame linedrni kombinace. V abstraktnim pojeti se k

tj.

1 2 =3

B'=|-1 1 -1

0o -2 3

VyuZitim identity

(A7-B) =B (aT) =B (a7)
a znalosti vySe vypocitanych inverznich matic 1ze obdrzet
) 1 2 -3 31 =7
(A"-B) =[-1 1 -—-1]-[-4 -2 11
0 -2 3 3 2 =9

—14 -9 42

=|-10 =5 27

17 10 —49

2.13. Vypoditejte inverzni matici k matici

1 0 =2
A=12 -2 1
5 =5 2

2.14. Naleznéte inverzni matici k matici

8 3 0 00
52 0 00
00 -1 00
00 0 1 2
00 0 35

2.15. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici

1 1 1 1
1 1 -1 1
C=11 -1 1 -
1 -1 -1 1

Pokud ano, uréete tuto matici C~'.
2.16. Stanovte A~!, je-li

(a) A= (_ll ;) pricemz i je imagindrni jednotka;

1 -5 -3
® A=|-1 5 4
-1 6 2

2.17. Napiste inverzni matici k n x n matici (n > 1)

2—n 1 1 1

1 2—n . 1
A=

1 2—n 1

1 1 1 2—n
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C. DETERMINANTY

1. VEKTORY A MATICE

C. Determinanty

Ovéite si nejprve na nésledujicim piikladu, Ze umite pocitat deter-

minanty matic 2 x 2 a 3 x 3 (pomoci Saarusova pravidla):

| 2 1 2 3
2.18. Urcete determinanty matic: <2 1), I -1 2
3

1
1

1
0
-2 0

—_— O =

2.19. Spocitejte determinant matice

3
2
1
1

N = N D

1 6
1 2
1 2
0 1
Reseni. Zatneme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mdme nejvice

(jednu) nul. Postupné dostdvame

SO 2 2 2 356 35 6
1112=l-112—1-112—i—1222
01 2 1 1 2 1 1 21 1 21
Podle Saang)vapravidla 2.9 + 6=2.

2.20. Naleznéte vSechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 11 1
0 a1 1[_,
01 a 1|~
000 —a

Pro komplexni a uvedte bud’jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

ReSeni. Spocitame determinant rozvinutim podle prvniho sloupce ma-

tice:

SRR

D = a4 =a-|1 a 1],

01 a 1 00 —

00 0 —a “
déle rozvijime podle posledniho fadku:

a 1
p=a--af ===,
Celkem dostdvdme nasledujici podminku pro a: a* — a®> + 1 = 0.
1+iy/3

Substituci ¢t = a?, pak midme > — ¢ + 1 s kofeny t; = 7= =
cos(/3) + isin(w/3), 1, = I_%E = cos(m/3) — isin(w/3) =
cos(—m/3) + isin(—m/3), odkud snadno urc¢ime ¢tyfi mozné hod-
cos(m/6) + isin(/6) = /3/2 + i/2,
ar = cos(77/6) + i sin(77/6) = —v/3/2 — i/2, a3 = cos(—n/6) +

noty parametru a: a; =
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operacim s vektory vratime za chvili v 224, bude ale uZi-
teCné pochopit podstatu uz nyni. Linearni kombinaci fadkt
(nebo sloupct) matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz

SV +---+ CklUiy,
kde ¢; jsou skaldry, u; = (aji,...,a;) jsou fddky (nebo
uj = (aj,...,an;) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linedrni kombinace danych fadku s ale-
spoii jednim nenulovym skaldrnim koeficientem, jejimz vy-
sledkem je nulovy fadek, fikdme, Ze jsou tyto fadky linedrné
zavislé. V opaéném pripade, tj. kdyZ jedinou moZnosti jak zis-
kat nulovy fddek je vyndsobeni vyhradné nulovymi skalary,
jsou tyto fadky linedarné nezavislé.

Obdobné definujeme linedrné zavislé a nezavislé
sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci miZeme ted
o (1 intepretovat tak, Ze pocet vyslednych nenulovych
»schodli v fadkové nebo sloupcové schodovitém
42 tvaru je vZdy roven poétu linearné nezavislych fadka
‘ matice, resp. pocCtu linedrné nezdavislych sloupct
matice. Ozna¢me Ej; matici z véty 9 s / jednickami na
diagondle a ptfedpokliddejme, Ze dvéma rGznymi postupy
dostaneme rdznd 4’ < h. Pak ovS§em podle naseho postupu
budou existovat také invertibilni matice P a Q takové, Ze

P-Ey-Q=E.

V soucinu Ej - Q bude vice nulovych fadkt ve spodni ¢asti
matice, neZ kolik ma byt jedni¢ek v Ej a pritom se k nim
mame dostat uz jen fddkovymi transformacemi. Zvysit pocet
linedrné nezavislych rfadkt ale pomoci elementarnich fddko-
vych transformaci nelze. Proto je pocet jednicek v matici
P - A- Q ve vété 9 nezdvisly na volbé naSeho postupu elimi-
nace a je roven jak poctu linedrné nezdvislych radkt v A, tak
poctu linedrné nezdvislych sloupcii v A. Tomuto ¢islu fikdme
hodnost matice a znacime je h(A). Zapamatujme si vysledné
tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m /n nad polem skalarii K. Ma-
tice A md stejny pocet h(A) lindrné nezavislych radkii a line-
arné nezavislych sloupci. Zejména je hodnost vidy nejvyse
rovna mensimu z rozmérii matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také fik4, Ze
¢tvercovd matice A dimenze m ma inverzi, pravé kdyz je jeji
hodnost rovna poctu fadkd m.

2.12. Matice jako zobrazeni. Zcela stejné, jak jsme s mati-
cemi pracovali v geometrii roviny, viz 29, miZzeme kazdou

¢tvercovou matici A interpretovat jako zobrazeni
A:K'—- K" x— A-x

Diky distributivité ndsobeni matic je zfejmé, jak jsou zobra-
zovény linearni kombinace vektord takovymi zobrazenimi:

A-(ax+by)y=a(A-x)+b(A-y).



tady byla jesté
ukdzka matic rotaci
— patrné budou v
piikladech, tak jsou
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vyprocentované
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Piimo z definice je také vidét (diky asociativité nasobeni ma-
tic), Ze skladani zobrazeni odpovida ndsobeni matic v daném
poradi. Invertibilni matice tedy odpovidaji bijektivnim zobra-
zenim.
Z tohoto pohledu je velice zajimava véta 9. Muzeme ji
Cist tak, Ze hodnost matice urcuje, jak velky je
__obraz celého K" v tomto zobrazeni. Skute¢né,
je-li A = P - Ey - Q s matici Ey s k jednic-
: kami jako v 79, pak invertibilni Q napfed jen
bljektlvne »zamichd™ n-rozmérné vektory v K", matice E;
pak ,,zkopiruje* prvnich k soufadnic a vynuluje n — k zbyva-
jicich. Tento ,k—rozmérny* obraz uz pak ndsledné ndsobeni
invertibilni P nemtiZe zvétsit.

2.13. ReSeni systémui linearnich rovnic. K pojmim di-
- menze, linedrni nezdvislost apod. se vratime ve
J tieti Casti této kapitoly. Jiz ted si ale miZeme
Q&ﬁf povsimnout, co pravé dovozené vysledky fikaji
== 0 fedeni systému linedrnich rovnic. JestliZe bu-
deme uvaZovat matici systému rovnic a pfiddme k ni jesté
sloupec pozadovanych hodnot, hovofime o rozsifené matici
systému. Postup, ktery jsme predvedli odpovidd postupné eli-
minaci proménnych v rovnicich a vySkrtdni linedrné zdvis-
Iych rovnic (ty jsou prosté disledkem ostatnich).

Dovodili jsme tedy kompletni informaci o velikosti
mnoZiny feSeni systému linedrnich rovnic v zdvislosti na
hodnosti matice systému. Pokud ndm pfi pfechodu na
fadkové schodovity tvar zistane v rozSifené matici vice
nenulovych fadkl neZ v matici systému, pak Zadné fesSeni
nemuzZe existovat (prost¢ se danym linedrnim zobrazenim
do poZadované hodnoty viibec netrefime). Pokud je hodnost
obou matic stejnd, pak ndm pii zpétném dopoctu feSeni
zlstane prave tolik volnych parametrt, kolik je rozdil mezi
poc¢tem proménnych n a hodnosti /1 (A).

2. Determinanty

V paté casti prvni kapitoly jsme vidéli (viz [X7), Ze
; pro ¢tvercové matice dimenze 2 nad redlnymi
Cisly existuje skaldrni funkce det, kterd matici
: = ptifadi nenulové ¢islo, prave kdyz existuje jeji
inverze. Netikali | jsme to sice ste]nyml slovy, ale snadno si to
ovéfite (viz odstavce pocinaje 28 a vzorec (IIH)). Determi-
nant byl uZite¢ny i jinak, viz odstavce 33 a T34, kde jsme
si volnou dvahou odvodili, Ze obsah rovnobéZnika by mél
byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektort definujicich
rovnobéZnik a Ze je uZitecné zdroven poZadovat zménu zna-
ménka pii zméné poradi téchto vektort. ProtoZe tyto vlast-
nosti mél, aZ na pevny skaldrni ndsobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah ddn pravé takto. Nyni uvidime, Ze

podobné 1ze postupovat v kazdé kone¢né dimenzi.
V této casti budeme pracovat s libovolnymi skaldary K
a maticemi nad témito skaldry. Nase vysledky o determi-
nantech tedy budou vesmés platit pro vSechny komutativni

okruhy, zejména tedy tfeba pro celoCislené matice.

i sin(—7/6) V3/2 —i/2, as

—3/2+i/2.

cos(57/6) + isin(57/6)
O

2.21. Vandermondiv determinant. DokaZte vzorec pro tzv. Vander-

mondulv determinant, tj. determinant Vandermondovy matice:

1 1 ... 1
aq a ... Cl
2
Vn_ ag ay ... 1_[ (a] i,
. I<i<j<n
n—1 n—1
aj a ... al

kdeal,

aj —a;, kde j > 1i.

, a, € R ana pravé strané rovnosti je soucin vSech rozdilt

Reseni.
Uké4zeme opravdu nadherny dtikaz indukci, nad nimZ srdce mate-

pro determinant matice urcené ¢isly ay, ..., a; a dokdZeme,

Ze plati i pro vypocet determinantu Vandermondovy matice
uréenou Cisly ay, .. ., ax+1. UvaZme determinant Vi jako polynom
P v proménné a;.,. Z definice determinantu vyplyva, Ze tento po-
Iynom bude stupné k v této proménné a navic ¢isla ay,...,q; budou
jeho kofeny: nahradime-li totiZ ve Vandermondové matici Vi, po-
sledni sloupec tvofeny mocninami ¢isla ag4; libovolnym z predcho-
zich sloupcil tvofenym mocninami ¢isla a;, tak hodnota tohoto poz-
ménéného determinantu je vlastn€ hodnotou Vandermondova determi-
nantu (jakoZto polynomu v proménné a;.) v bod€ a;. Tato je ovSem
nulov4, nebotf determinant z matice se dvéma shodnymi, tedy linedarné
zavislymi, sloupci je nulovy. To znamen4, Ze a; je kofenem P. Nalezli
jsme tedy k korenti polynomu stupné &, tudiZ v§echny jeho koteny a P
(ar+1 — ai), kde C

je néjaka konstanta, resp. vedouci koeficient polynomu P. UvadZime-

musi byt tvaru P = C(ags+1 — a1) (k1 — a2) - -

li v§ak vypocet determinantu V;,; pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce, tak vidime, Zze C = V, coZ uz dokazuje vzorec pro Vjy;. O

Jiné feSeni. (viz Navody a feseni cviceni)

2.22. Nenulovost determinantu ctvercové matice charakterizuje

vSechny invertibilni ¢tvercové matice: zjistéte, zda je matice

32 -1 2
4 1 2 -4
-2 2 4 1
2 3 —4 8

invertibilni.
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2. DETERMINANTY

Reseni. Matice je invertibilni (existuje k ni inverzni matice) prawot:

7 vz

tehdy, kdyZ ji Ize pomoci fddkovych transformaci prevést na jednot-
kovou matici. To je ekvivalentni napf. s tim, Ze ma nenulovy determi-

nant. Ten spoc¢itdme pomoci Laplaceovy véty (E232) napiiklad rozvo-

jem podle prvniho fadku:

32 -1 2
4 1 2 —4
2 2 4 1
2 3 —4 8
1 2 —4 4 2 —4 4 1 —4
— 3.2 4 1|=2-]-2 4 1|+(=D-|-2 2 1
3 -4 8 2 —4 8 2 3 8

= 3-90-2-1804(-1)-110—-2.(—=100) =0,

tedy dand matice neni invertibilni. O

2.23. Naleznéte matici algebraicky adjungovanou a matici inverzni

k matici
1 02 0
0 3 0 4
A= 50 6 0
0 7 0 8
ReSeni. Adjungovand matice je
T
Ay Ap Az Ay
AF — Axy Ay Az An
A3z Az Aszz Az |
Ay Ay Ay Ay

kde A;; je algebraicky dopliiek prvku a;; matice A, tedy soucin
&isla (—1)'*/ a determinantu trojrozmérné matice vzniklé z A vyne-

chanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati

304 0 0 4
A =10 6 0 =-24, Ap, =-15 6 0/=0,.
7 0 8 0 0 8
1 00 1 0 2
Ay =—10 3 4/ =0, A =10 3 0| =-12.
5 00 5 0 6
Dosazenim ziskame
24 0 20 0\ [-24 0 8 0
A — 0 =32 0 28 _ 0O -32 0 16
B 8 0O -4 0 1 20 0O —4 0
0 16 0 -12 0 28 0o -12

Inverzni matici A~ uréime ze vztahu A~! = |A|~! - A*. Determi-

nant matice A je (rozvojem podle prvniho faddku) roven

(1)(3)(2)2 30 4 03 4
IA] = =10 6 0/+2[5 0 0] =16.
> 06001, g 07 8

07 0 8
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2.14. Definice determinantu. Pfipomenime, Ze bijektivni
zobrazeni mnoZiny X na sebe se nazyva permutace mnoZiny
X,viz[7A Je-li X = {1, 2, ..., n}, lze permutace zapsat po-
moci vysledného potadi ve formé tabulky:

1 2 ... n
(o(l) o(2) ... U(n)) ’

Prvek x € X se nazyvd samodruZznym bodem permutace
o, je-li o(x) = x. Permutace o takovd, Ze existuji pravé
dva rGzné prvky x,y € X s o(x) = Yy, zatimco vSechna
osfagni zj€ X jpou samodruznd, se nazyva transpozice, zna-
¢imeji (4, y)4Spmoziejmé pro takovou transpozici plati také
o yé: % othgL nazev.

V dimenzi 2 byl vzorec pro determinant jednoduchy —
it vezmeme vSechny mozné souciny dvou prvkd,
™ po jednom z kazdého sloupce a fadku matice,
=, opatfime je znaménkem tak, aby pfi prehozeni
—— dvou sloupcti doslo ke zméné celkového zna-
ménka, a vyrazy vSechny (tj. oba) seCteme:

Az(“ b), det A = ad — be.
c d

Obecné, uvazujme Ctvercové matice A = (a;;) dimenze
n nad K. Vzorec pro determinant matice A bude také poskla-
dany ze vSech moZnych soucint prvki z jednotlivych radkt
a sloupcti:

_—_l DEFINICE DETERMINANTU

Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany
vztahem

|A] = Z sgn(o)ais(1) * A26(2) * * * Ano(n)
oeX,
kde %, je mnoZina vS§ech mozZnych permutacina {1, ...,n}a
znaménko sgn pro kazdou permutaci o je$té musime popsat.
Kazdy z vyrazi
sgn(0)aio(1) * 426(2) * * * Anon)

nazyvame clen determinantu |A|.

V dimenzich 2 a 3 snadno uhddneme i spradvnad znaménka.
Soucin prvkil z diagondly m4 byt s kladnym znaménkem a
chceme antisymetrii pii pfehozeni dvou sloupcti nebo fadki.

_____l DETERMINANTY V DIMENZI 2 A 3

Pro n = 2 je, jak jsme cekali

ay ap

= dajidy — adppazg.
az; dax

Podobné pron = 3

din diz dis a11a22a33 — A13022031 + A13021432
a dxp axya| =

—daj1a3as; + apasaz; — dppd1as;.
as; dsp dasz

Tomuto vzorci se k4 Saarusovo pravidlo.

l__——l
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2.15. Parita permutace. Jak tedy najit sprivna znaménka
. permutaci? Rikdme, Ze dvojice prvki a,b €
X = {1, ..., n} tvofi inverzi v permutaci o, je-
, lia <bao(a) > o(b). Permutace o se nazyva

<= sudd (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp. lichy)
pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)PeinveZl 3 7pacime
ji sgn(o). Tolik tedy definice znamének naSich Cclenti
determintu. Chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z
ndsledujictho tvrzeni o permutacich uZ je jasné vidét, Ze
Saarusovo pravidlo skutec¢né pocitd determinant v dimenzi
3.

Véta. Na mnoZine X = {1,2,...,n} je pravé n! riiznych
permutaci. Tyto lze sefadit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé
po sobé jdouci se lisi pravé jednou transpozici. Lze p¥i tom
zacit libovolnou permutaci. KaZda transpozice meéni paritu.

Dtkaz. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni sa-
moziejmé plati. Budeme postupovat indukci pies dimenzi.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnoZiny
sn — 1 prvky a uvazme permutaci (1) = ay,...,0(n) =
a,. Podle induk¢niho pfedpokladu vSechny permutace, které
maji na poslednim misté a,, dostaneme z tohoto potadi po-
stupnym provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!.
V poslednim z nich prohodime o (n) = a, za néktery z prvkd,
ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu uspofdddme
vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim
misté do posloupnosti s poZadovanymi vlastnostmi. Po n—
ndsobné aplikaci tohoto postupu ziskdme n(n — 1) = n! za-
rucené ruznych permutaci, tzn. v§echny, pravé predepsanym
zpisobem.

Vsimnéme si, Ze posledni véta dokazovaného tvrzeni se
nezda prilis dileZita pro jeho vyuZiti. Je vSak velice dileZitou
¢asti postupu v nasem diikazu indukci pies pocet prvki v X.

Zbyva tvrzeni véty o paritdch. UvaZme poradi

(ay,...,ai,ai41,...,0a,),
ve kterém je r inverzi. Pak zjevné je v poradi
(al’ e 7ai+17aiv oo ’an)

bud'r — 1 nebo r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;, a;) lze
pritom ziskat postupnym provedenim (j —i)+(j —i —1) =
2(j — i) — 1 transpozic sousednich prvkd. Proto se provede-
nim libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiz

vime, Ze vSechny permutace lze ziskat provddénim transpo-
zic. g

Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni
paritu permutace a Ze kazdé poradi ¢isel {1, 2, ..., n} lze zis-
kat postupnymi transpozicemi sousednich prvkid. Dokazali

jsme proto:

Disledek. Na kaZdé konecné mnoZiné X = {1,...,n}sn

prvky, n > 1, je prdavé %n! sudych a %n! lichych permutaci.

Dostdvame tedy

-3/2 0 1/2 0
Al 0 -2 0 1
54 0 —-1/4 O
0o 7/4 0 —-3/4
]
2.24. Najdéte algebraicky adjungovanou matici F*, je-li
a B 0
F=\|y § 0], o, B,y,8 € R.
0 0 1

2.25. Vypocitejte algebraicky adjungované matice k maticim

3 2 0 -1
0 2 2 1 1+i 2
@1 2 3 2 ® (3—21’ 6)’

0 1 2 1

pfi¢emZ i oznaCuje imaginarni jednotku.
D. Soustavy linearnich rovnic podruhé

Se soustavami linedrnich rovnic jsme se jiZ setkali na zac¢4tku kapi-
toly. Nyni se budeme vénovat této problematice podrobné&ji. Zkusme
nejprve vyuzit vypoctu inverzni matice k feSeni systému linedrnich

soustav rovnic.

2.26. Utastnici zdjezdu. Dvoudenniho autobusového zdjezdu se zi-
¢astnilo 45 osob. Prvni den se platilo vstupné na rozhlednu 30 K¢ za
dospélého, 16 K¢ za dité a 24 K¢ za seniora, celkem 1 116 K¢&. Druhy
den se platilo vstupné do botanické zahrady 40 K¢ za dospélého, 24 K¢
za dité a 34 K¢ za seniora, celkem 1 542 K¢. Kolik bylo mezi vyletniky
dospélych, déti a seniorG?
ReSeni. Zavedme proménné

x uddvajici ,,pocet dospélych*;

y udavajici ,,pocet déti*;

z uddavajici ,,poCet seniori*.

Ziajezdu se zucastnilo 45 osob, a proto
x + y + z = 45

Celkové vstupné na rozhlednu a do botanické zahrady pfi zavedeni
nasich proménnych a pfi zachovani poradi ¢ini 30x+16y+24z a 40x+
24y + 34z. My je ovSem zndme (1 116 K¢ a 1542 K¢&). Mdme tak

30x + 16y + 24z = 1116,
40x + 24y + 34z = 1542

Soustavu ti{ linedrnich rovnic zapiSeme maticové jako

11 1 X 45
30 16 24| -[y]=1116
40 24 34) \: 1542
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Resenim je
X L [16 5 -4 45 | (132 22
yl==-[3 3 -3 16| == 721 =112},
2] 0\_40 —8 7 1542 66 11
nebof
11 1\ 16 5 —4
30 16 24| =-|30 3 -3
40 24 34 —40 -8 7

Slovné vyjadieno, zdjezdu se zicastnilo 22 dospélych, 12 déti, 11 se-

niord. U
2.27. Za pomoci vypoctu inverzni matice urcete feSeni soustavy

X1+ X2 + X3 + x4 =

X+ X2 — X3 — Xg4 =

X1 — X2+ X3 — X4 =

X| — X3 — X3 + X4 =

Co kdyZ vSak matice soustavy neni invertibilni? Potom nemtiZeme
k jejimu feSeni inverzni matice vyuzit. Takovd soustava pak ma jiny
pocet nez jedno feSeni. Jak moZnd Ctendr jiz vi, tak systém linedrnich
rovnic bud'nemd feSeni, nebo m4 jedno feseni, nebo jich md nekonecné
mnoho (napiiklad nemtiZze mit pravé dvé feSeni). Prostor feSeni je bud
vektorovy prostor (v piipadé, Ze prava strana vSech rovnic v systému
je nulovd, hovofime o homogennim systému linearnich rovnic) nebo
afinni prostor, viz BT, (v piipadé&, ze prav4 strana alespoil jedné z rov-
nic je nenulovd, hovotime o nehomogennim systému linedrnich rovnic).

Ukazme si tedy rtizné moZné typy feSeni soustavy linedrnich rovnic na

prikladech.

2.28. Pro jaké hodnoty parametrti a, b € R ma linedrni systém

Xy - ax, — 2x3 = b,
xi + (I—a)x = b-3,
x1 + d—a)x, + ax3 = 2b—1

(a) pravé 1 feSeni;
(b) Zadné fesent;

(c) alespon 2 feseni?

ReSeni. Soustavu ,.tradi¢né“ prepiSeme do rozsifené matice a upra-

vime
1 —a =2 b 1 —a =2 b
1 1—a 0| b-3 ~1 0 1 2 -3
1 1—a a |[2b—-1 0 1 a+2|b-1
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JestliZe sloZime dvé permutace za sebou, znamené to pro-
vést napred vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou.
Proto pro libovolné permutace o, n : X — X plati

sgn(o o) = sgn(o) - sgn(n)
a proto také
sgn(a_l) = sgn(o).

2.16. Rozklad permutace na cykly. Dobrym ndstrojem
pro praktickou praci s permutacemi je jejich rozklad na tzv.

cykly.
4! CYKLY l

Permutace o na mnoziné¢ X = {1, ..., n} se nazyva cyk-
lus délky k, jestlize je mozné najit prvky ai,...,a; € X,
2 < k < n,takové, ze o(a;) = ajy1,i = 1,...,k—1, za-
timco o (a;) = a; aostatni prvky v X jsou pro o samodruzné.
Cykly délky dva jsou prave transpozice.

Kazda permutace je slozenim cykld. Cykly sudé délky
maji paritu —1, cykly liché délky majf paritu 1. l

Posledni tvrzeni musime jesté dokazat. Jestlize definu-
jeme pro danou permutaci o relaci R tak, 7Ze
£, dva prvky x, y € X jsou v relaci pravé kdyz

o"(x) = y pro néjakou iteraci permutace o,
pak zjevné jde o relaci ekvivalence (ovéfte si
podrobne‘) ProtoZe je X kone¢nd mnoZina, musi pro n&jaké
£ byt o*(x) = x. Jestlize zvolime jednu tiidu ekvivalence
{x,0(x),...,0 7" (x)} C X aostatni prvky definujeme jako
samodruzné, dostdvame cyklus. Evidentné je pak celd pt-
vodni permutace X sloZenim vsech téchto cykld pro jednot-
livé tiidy nasi ekvivalence a je jedno v jakém poradi cykly
skldddme.

Pro urcenf parity si nyni staci pov§Simnout, Ze cykly sudé
délky lze napsat jako lichy pocet transpozic, proto maji paritu
—1. Obdobné cyklus liché délky dostaneme ze sudého poctu
transpozic a proto maji paritu 1.

2.17. Jednoduché vlastnosti determinantu. Poznani vlast-
¢ nosti permutaci a jejich parit z pfedchozich od-
> stavel nam ted umoZn{ rychle odvodit zdkladni
vlastnosti determinantd.

> Pro kazdou matici A = (a;;) typu m /n nad
skalary z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o
matici AT = (“l,) S prvky alj = aj;, kterd je typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyvi sy-
metrickd. Jestlize plati A = —AT, pak se A nazyva antisy-
metrickd.

___l JEDNODUCHE VLASTNOSTI DETERMINANTU L_—-‘
Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) plati ndsledu-

Jicic tvrzeni:

(1) 1AT] = |A]
(2) Je-li jeden radek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak
Al = 0.
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(3) Jestlize matice B vznikla 7 A vyménou dvou vadkii, pak
|A] = —I|BI.

(4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim radku skald-
rema € K, pak |B] = a |A]|.

(5) Jsou-li prvky k-tého Fadku v A tvaru ayj = cy; + byj a
vSechny ostatni Fadky v maticich A, B = (b;;), C = (c;j)
Jsou stejné, pak |A| = |B| + |C).

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému
radku A linedarni kombinaci ostatnich radki.

Dokaz. (1) Cleny determinantd |A| a |AT| jsou
bijektivni korespondenci. Clenu
sgn(0)aio(1) - 20(2) * * * Ano(ny Pritom v
AT odpovidd ¢len (na potadi skaldrii v
soucinu totiz nezalezi)

$gn(0)as(1)1 - o2)2 * * * Ao(nyn =

= 8gn(0)d15-1(1) " G25-1(2) " * Gng—1(n) »
pricemz musime ovéfit, Ze je tento ¢len opatien spravnym
znaménkem. Parita o a 0! je ale stejnd, jde tedy opravdu o
¢len v determinantu |A”| a prvni tvrzeni je dokdzano.

(2) Plyne ptimo z definice determinantu, protoZe vSechny
jeho ¢leny obsahuji z kazdého fddku prave jeden ¢len. Je-li je-
den z fadkd nulovy, budou tedy vSechny ¢leny determinantu
nulové.

(3) Ve vSech Clenech | B| dojde ve srovndni s determinan-
tem |A| u permutaci k pfiddni jedné transpozice, znaménko
vSech Clend determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyvéa pfimo z definice, protoZe Cleny determi-
nantu | B| jsou ¢leny |A| vyndsobené skaldrem a.

(5) V kazdém clenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-
tého fadku matice A. ProtoZe plati distributivni zdkon pro
nasobeni a sc¢itdni v K, vyplyva tvrzeni pfimo z defini¢niho
vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi ¢leny deter-
minantu vZdy dva s¢itance stejné aZ na znaménko. Proto je
v takovém piipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni (5) moZné
pricist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniZ by se
zménila hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) lze
ale pricist i skalarni ndsobek libovolného jiného fadku. [

2.18. Vypocetnl disledky. Podle pfedchozi véty umime

Y . prevést elementdrnimi fadkovymi trans-
E7 .. formacemi kaZdou Ctvercovou matici A
~~ na faddkové schodovity tvar, aniZ bychom
, zménili hodnotu jejtho determinantu. Jen
musime dédvat pozor, abychom vZdy k upravovanému fadku

NP Ts

pouze pricitali linearni kombinace fadkd ostatnich.

1 —a -2 b
~1 0 1 2 -3

0 0 a |b+2
Dodejme, Ze v prvnim kroku jsme prvni fddek odecetli od druhého
a od tfetiho a ve druhém kroku pak druhy od tfetiho. Vidime, Ze sou-
stava bude mit pravé€ jedno feSeni (které lze urcit zpétnou eliminaci)
tehdy a jenom tehdy, kdyZ a # 0. Pro a = 0 totiZ ve tfetim sloupci
nen{ prvni nenulové &islo néjakého fadku. Je-lia = 0 ab = —2, dosta-
vame nulovy fadek, kdy volba x3 € R jako parametru ddvéd nekone¢né
mnoho rtznych feseni. Proa = 0ab # —2 poslednirovnice a = b+2
nemuze byt splnéna — soustava nema4 feseni.

Poznamenejme, Ze pro a = 0, b = —2 jsou feSenimi

(xl’ X2, X3) = (_2+2ta -3 _2t’ t) s teR

apro a # 0 je jedinym feSenim trojice
2b+3a+4 b+2
a a a )’

(—Saz—ab—4a—|—2b+4

2.29. Zjistéte pocet feSeni soustav

(a)
12x; + 5x 4+ 1lxy3 = -9,
X1 - S5x;3 = -9,
X1 + 2x3 = -7
(b)
4X1 + 2X2 — 12)63 = O,
SX1 + 2X2 — X3 = 0,
—2x1 — x + 6x; = 4
(©)
4X1 + 2X2 — 12X3 = 0,
5x1 + 2x, — x3 = 1,
—2)61 — Xy + 6X3 =

Reseni. Vektory (1, 0, —5), (1, 0, 2) jsou ocividné linearn¢ nezavislé
(jeden neni nasobkem druhého) a vektor (12, +/5, 11) nemize byt je-
jich linedrni kombinaci (jeho druhd sloZka je nenulovd), a proto matice,
jejimiz fadky jsou tyto tfi linedrn€ nezdvislé vektory, je invertibilni.
Soustava ve variant€ (a) ma tedy pravé jedno feSeni.

U soustav ve variantdch (b), (c) si sta¢i povSimnout, Ze je
4,2, -12) = —2(-2,—1,6).

V pripadé (b) tak secteni prvni rovnice s dvojndsobkem tieti divda 0 =
8 — soustava nemd feseni; v pripad¢ (c) je tfeti rovnice ndsobkem prvni

— soustava mé ziejmée nekonecné€ mnoho feseni. ([
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2.30. Najdéte (libovolny) linearni systém, jehoZ mnoZina feSeni je
pravé
{(t + 1, 2t, 3¢, 41); t € R}.
ReSeni. Takovym systémem je nap.
2)61 — Xy = 2, 2)62 — X4 = 0, 4)63 - 3)64 =0.

Témto rovnicim totiZ uvedené feSeni vyhovuje pro kazdé ¢ € R a vek-
tory

(2, _1v07 0)9 (07 29 07 _1)? (09 Ov 47 _3)
zaddavajici levé strany rovnic jsou ziejmé linedrné nezavislé (mnoZina

feSeni obsahuje jeden parametr). (I

2.31. Stanovte hodnost matice

1 -3 0 1
1 —2 2 —4
A=l1 _1 0 1
2 -1 1 =2

Poté stanovte pocet feSeni systému linedrnich rovnic

X1 + x2 + x3 — 2x4 = 4,
—3)61 - 2XQ - X3 — X4 = 5,
+ 2x + x o= 1,
X1 — 4x, + x3 — 2x4 = 3
a také vSechna feseni systému
x|y + Xy + x3 - 2.X4 = 0,
—3)61 - 2X2 - X3 — X4 = 0,
+ 2x + x3 = 0,
X1 — 4x, + x3 — 2x4 = 0
a systému
X1 — 3)(2 = 1,
X1 — 2x + 2x3 = —4,
Xy — X = 1,
—2x1 — x3 4+ x3 = =2.
ReSeni. ProtoZe je det A = —10, tedy nenulovy, jsou sloupce ma-

tice A linedrné nezdvislé, a tudiZ se jeji hodnost rovna jejimu rozméru.

Prvni z uvedenych tfech systémd je zadan rozsSifenou matici

1 1 1 -2\|4
-3 -2 -1 —-1]|5
0O 2 0 1|1
1 4 1 -2|3

Ovsem lev4 strana je pravé AT s determinantem |AT| = |A| # O.

- . -1 ot
Existuje tedy matice (A”) " a soustava md pravé 1 fesent

(1, X2, x5, x)" = (A1) (4,5,1,3)7

Druhy ze systémi ma totoZnou levou stranu (uréenou matici AT)

s prvnim. ProtoZe absolutni ¢leny na pravé stran€ linedrnich sy
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____l VYPOCET DETERMINANTU ELIMINACT

Je-li matice A v fddkovém schodovitém tvaru, pak v ka-
7dém clenu |A| je alespoil jeden soucinitel prvkem pod di-
agondlou s vyjimkou pfipadu, kdy jsou vSechny jen na dia-
gondle. Pak je ale jedinym nenulovym ¢lenem determinantu
ten, ktery odpovidd identické permutaci. Vidime tedy, Ze de-
terminant takové matice ve schodovitém tvaru je

Al = a1 -ax - a,.

Predchozi véta tedy poskytuje velice efektivni metodu vy-
poctu determinantd pomoci Gaussovy elimina¢ni metody,
viz odstavec 2.

Vsimnéme si také hezkého disledku prvniho tvrzeni
predchozi véty o rovnosti determinanti matice
%, a matice transponované. Zarucuje totiz, e kdy-
koliv se ndm podafi dokdzat néjaké tvrzeni o
, determinantech formulované s vyuZitim radka
prlslusne matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Napf. tedy mtiZzeme okamzité vSechna tvrzeni (2)—(6) této
véty preformulovat i pro pfi¢itani linedrnich kombinaci ostat-
nich sloupcti k vybranému. To mtiZeme hned pouZit pro odvo-
zeni nésledujictho vzorce pro piimy vypocet feSeni systému
linedrnich rovnic:

CRAMMEROVO PRAVIDLO L

Uvazme systém n lindrnich rovnic pro n promén-
nych s matici sytému A = (a;;) a sloupcem hodnot
(by, ..., by), tj. v maticovém zdpisu fesime rovnici

A - x = b. JestliZe existuje inverze A~!, pak jsou jednotlivé
komponenty jediného feseni x = (x, ..., x,) ddny vztahem

= |A;llAI7,

kde matice A; vznikne z matice systému A vyménou i-tého
sloupce za sloupec hodnot b. l

Skute¢né, jak jsme vidéli, inverze k matici systému exis-
tuje pravé tehdy, kdyz m4 systém jediné feSeni. JestliZe tedy
takové feSeni x mdme, miZeme za sloupec b dosadit do ma-
tice A; prisluSnou kombinaci sloupcti matice A, tj. hodnoty
b; = a;1x1+- - -+a;, x,. Pak ale odeCtenim x;—nasobkl vSech
ostatnich sloupcil ziistane v i-tém sloupci pouze x;—ndsobek
piivodniho sloupce z A. Cislo x; tedy miizeme vytknout pred
determinant a ziskdme rovnost |4;||A| ! = x;|A||A|”" = x;,
coZ je pozadované tvrzeni.

Dile si v§Simnéme, Ze vlastnosti (3)—(5) z pfedchozi véty
fikaji, Ze determinant jakoZto zobrazeni, které n vektorim
dimenze n (fddktim nebo sloupciim matice) pfifadi skaldr, je
antisymetrické zobrazeni linedrni v kaZzdém svém argumentu,
pfesné jako jsme podle analogie z dimenze 2 poZadovali.
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2.19. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, Ze
skute¢né stejn€ jako v dimenzi dva je determi-
nant matice roven orientovanému objemu rov-
nobéZnosténu uréeného jejimi sloupci. Uvidime
také, Ze kdyZ uvdZime zobrazeni x — A - x
zadané Ctvercovou matici A na R”, pak midZeme determi-
nant této matice videt jako vyjadfeni poméru mezi objemem
rovnobéznosténti danych vektory xi, ...x, a jejich obrazy
A-xq,...,A-x,. Protoze skladani zobrazeni x — A - x —
B - (A - x) odpovida ndsobeni matic, je snad docela pochopi-
telna tzv. Cauchyova véta:

! CAUCHYOVA VETA L___§

Véta. Necht A = (a;;), B = (b;j) jsou ctvercové matice
dimenze n nad okruhem skaldari K. Pak |A - B| = |A| - | B|.

Vsimnéme si, Ze z Cauchyovy véty a z reprezentace ele-
mentdrnich fdkovych transformaci pomoci ndsobeni vhod-
nymi maticemi (viz IZ8), okamZité vyplyvaji tvrzeni (2), (3)
a (6) z Véty 1.

My ted tuto vétu odvodime ryze algebraicky uZz proto, Ze
&\ predchozi odvoldvka na geometricky argument
(oo, t€Zko mizZe fungovat pro libovolné skaldry. Z4-
@//// kladnim ndstrojem je tzv. rozvoj determinantu
\ 777/ podle jednoho nebo vice fadki & sloupci. Bu-
deme proto potiebovat néco malo technické piipravy. Cte-
néf, ktery by snad tolik abstrakce nestrdvil mtliZe tyto pasdZze
preskocit a vstfebat pouze znéni Laplaceovy véty a jejich
dasledka.

2.20. Minory matice. Pfi ivahich o maticich a jejich vlast-
nostech budeme ¢asto pracovat jen s jejich
¢astmi. Budeme si proto muset zavést né-
kolik pojmd.

I SUBMATICE A MINORY I
-y

Nechf A = (a;;) je maticetypum/nal <ij < ... <
ir <m,1 < j; <...< j; <njsoupevné zvolend pfirozena
¢isla. Pak matici
aiy je

Qi ji Qi

M =

iejr Digj2 Qi je

typu k/€ nazyvdme submatici matice A urCenou fadky
if,...,i; asloupci ji, ..., je. Zbyvajicimi (m — k) fadky a
(n — I) sloupci je ur€ena matice M* typu (m — k)/(n — £),
kterd se nazyva dopliikova submatice k M v A. Ptik = ¢
je definovan |M)|, ktery nazyvame subdeterminant nebo
minor Yadu k matice A. Je-lim = n, pak pii k = £ je i
M* Ctvercova a |M*| se nazyva doplnék minoru |M|, nebo
doplrikovy minor k submatici M v matici A. Skalar

(— 1)irtFiktitti | |

se nazyva algebraicky doplnék k minoru | M|.

neovliviiuji pocet feSeni a protoZe kazdy homogenni systém m4 nu-
lové fesSeni, dostdvdme jako jediné feSeni druhého systému uspotdda-
nou ctvefici

(xl, X2, X3, X4) = (0, O, 0, 0) .

Treti systém md rozsifenou matici

1 -3 0] 1

1 -2 2|4

1 -1 0] 1 ’
-2 -1 1]-2

coZ je matice A (pouze posledni sloupec je uveden za svislou ¢arou).
Pokud budeme tuto matici upravovat na schodovity tvar, musime ob-
drZet fadek

(O 0 O\a), kde a #0.
Vime totiZ, Ze sloupec na pravé strané nenf linedrni kombinaci sloupcti

na levé stran¢ (hodnost matice je 4). Tento systém nemad feseni. U

2.32. Vyfeste systém homogennich linedrnich rovnic zadany matici

0 V2 V3 V6 0

2 2 3 -2 -5
0 2 V5 2J3 =3
3 3 V3 =3 0
2.33. Urcete vsechna feSeni systému
X2 + xy o= 1,
3x1 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2,
X1 + x = x3 + x4 = 2,
X1 — X3 = 1.

2.34. Vyfteste
3x — 5y + 2u + 4z = 2,

Sx +7y —4u — 6z = 3,

Tx —4y + u + 3z = 5.

2.35. Rozhodnéte o feSitelnosti soustavy linedrnich rovnic

3x; + 3x + x3 = 1,

2x1 + 3xp, — x3 = 8§,

2x1 — 3xp + x3 = 4,

3X1—2)C2+X3=6
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D. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC PODRUHE

2. DETERMINANTY

ttech proménnych x{, x5, x3.
2.36. Stanovte pocet feSeni 2 soustav 5 linedrnich rovnic

AT x=(1,2,3,4,5", AT .x=(1,1,1,1, DT,

kde
31750
-2.14b
x=0(p,x,x) a A=|0 0 0 0 1 [2.145]
21 4 30
2.37. Nechf je dano
4 5 1 X by
A=13 4 0 y X=1xX21], b= b2
111 X3 b3

Najdéte takova redlnd Cisla by, by, b3, aby systém linedrnich rovnic A -
x = b mél:

(a) nekonecné mnoho feseni;
(b) pravé jedno fesent;
(c) Zadné resent;

(d) pravé 4 feSeni.

2.38. Urcete feSeni soustavy linedrnich rovnic

ax, + 4x, +2x3 = 0,

2x1 + 3xp — x3 =0,
v z4vislosti na parametru a € R.

2.39. V zavislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o poctu

feSeni soustavy

4 1 4 a X1 2
2 3 6 8 el = 5
3 2 5 4 x| |3
6 —1 2 -8 X4 -3

2.40. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linedrnich rovnic
ti{ proménnych, jejiZ mnoZinou fesent je

(@) {(0,0,0)};

(b) {(0,1,0),(0,0,0), (1, 1,00}

(© {(x, 1,0); x e R}

() {(x, y,2y); x, y € R}.
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Submatice tvofené prvnimi k fadky a sloupci se nazy-
vaji vedouci hlavni submatice, jejich determinanty vedouct
hlavni minory matice A. Zvolime-li k po sob¢ jdoucich radkt
a sloupcti, pocinaje i—tym fadkem, hovoiime o hlavnich sub-
maticich, resp. hlavnich minorech.

Pfi specidlni volbé k = £ = 1, m = n fikdme prislu-
Snému doplitkovému minoru algebraicky doplnék A;; prvku
a;j matice A.

2.21. Laplacetv rozvoj determinantu. Pokud je |M]|
hlavni minor matice A fddu k, pak piimo z
‘.5, definice determinantu je vidét, Ze kazdy z
" jednotlivych k!(n — k)! s¢itancd v soucinu

= M| s jeho algebraickym doplitkem je ¢lenem
determinantu |A|.

Obecné, uvazme submatici M, tj. ¢tvercovou matici,
urenou faddky i; < ip < --- < ipasloupci j; < -+ < ji.
Pak pomoci (iy — 1) + -+ + (ix — k) vymén sousednich
fadki a (j; — 1) + - - - 4+ (jx — k) vymén sousednich sloupcii
v A prevedeme tuto submatici M na hlavni submatici a do-
pliikovd matice pfitom prejde pradvé na doplitkovou matici.
Celd matice A prfejde pfitom v matici B, pro kterou plati
podle 7T a definice determinantu |B| = (—1)%|A|, kde
a=YF_ Gn— ju) —2(1 4 - - - + k). Tim jsme oveili:

Tvrzeni. JestliZe je A je ctvercovd matice dimenze n a |M)|
Je jeji minor v¥adu k < n, pak soucin libovolného clenu | M|
s libovolnym clenem jeho algebraického doplitku je clenem

| Al

Toto tvrzeni uz podbizi predstavu, Ze by se pomoci tako-
vych soucinti mensich determinantt skute¢né mohl determi-
nant matic vyjadfovat. Vime, Ze |A| obsahuje pravé n! riz-
nych ¢lent, pravé jeden pro kazdou permutaci. Tyto ¢leny
jsou navzdjem rtzné jakoZto polynomy v prvcich (nezndmé
obecné) matice A. Jestlize tedy ukaZzeme, Ze navzdjem rdz-
nych vyrazt z pfedchoziho tvrzeni je pravé tolik, jako je tomu
u determinantu | A|, pak dostaneme jejich souctem prave de-
terminant |A].

Zbyva proto ukézat, Ze uvazované souciny |M| - |M*|
obsahuji pravé n! riiznych Clenti z | A|.

Ze zvolenych k Fadkii Ize vybrat () minorii M a podle
pfedchoziho lematu je kazdy z k!(n — k)! ¢lenti v soucinech
|M| s jejich algebraickymi dopliiky ¢lenem |A|. Pfitom pro
riizné vybéry M nemtiZeme nikdy obdrZet stejné Cleny a jed-
notlivé ¢leny v (—1)itTFiktit=+i .| M| . |M*| jsou také
po dvou riizné. Celkem tedy mdme pravé poZadovany pocet
kl(n — k)!(’;) = n! ¢lent.

Tim jsme bezezbytku dok4zali:

LAPLACEOVA VETA ] ']

—
Véta. Necht A = (a;;) je Ctvercovd matice dimenze n l
nad libovolnym okruhem skalarii a necht je pevné zvo-
leno k jejich rddkii. Pak |A| je soucet vSech (Z) soucinii
(=D)itetickict=+it L\ M| - |M*| minorii Fadu k vybranych
ze zvolenych vadkii, s jejich algebraickymi doplriky.
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Laplaceova véta prevadi vypocet |A| na vypocet determi-
nantd nizsiho stupné. Této metod¢€ vypoctu se iika Laplaceiiv
rozvoj podle zvolenych fadki ¢i sloupcii. Napt. rozvoj podle
i-t€ho fadku nebo podle j-tého sloupce:

n

|A] = Zaiinj

j=1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku a;; (tj. k mi-
noru stupné 1).

Pfi praktickém pocitini determinanti byvd vyhodné
kombinovat Laplacedv rozvoj s pfimou metodou pficitani
linearnich kombinaci fadkd ¢i sloupct.

2. 22 Dikaz Cauchyovy véty. Dtikaz se opira o trikovou
: ale elementdrni aplikaci Laplaceovy véty.

2 PouZijeme prosté dvakrat Laplaceliv rozvoj na

vhodné matice.

7 Uvazme nejprve ndsledujici matici H di-

menze 2n (pouZivame tzv. blokovou symboliku, tj. piSeme

matici jakoby sloZenou ze (sub)matic A, B atd.)

aynr ... Qdip 0o ... 0

H— A 0\ _ lan ... am 0o ... 0
“\-E B) |-1 0 by ... b
0 -1 by ... by,

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadkt obdrzime
praveé |H| |A| - |B|.

linearni kombinace prvnich n sloupct tak, abychom obdrZeli
matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

agng ... ady €11 ... Cip

4. - Qun Cn1 ... Cpn
k= —1 0 0 0
0 -1 0 ... 0

Prvky submatice nahote vpravo pfitom musi spliiovat
cij = anbij + apbyj + -+ + ainby;

neboli jde pravé o prvky soucinu A - B a |K| = |H|. Pfitom
rozvojem podle poslednich n sloupcti dostdvame

|K| — (_1)n+1+'“+2n|A'B| — (_1)2n(n+1)|AB| — |AB|.

Tim je Cauchyova véta bezezbytku dokédzana.

241.

metrech a, b.

Reste soustavu linedrnich rovnic v zdvislosti na redlnych para-

xX+2y+bz = a
x—y+2z = 1
3x—y = 1.

E. Vektorové prostory

Vlastnosti vektorového prostoru, kterych jsme si v§imli u roviny ¢i
tiirozmérného prostoru, ve kterém Zijeme, mé celd fada jinych mnoZin.

UkaZme si to na piikladech.

2.42. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o ndsledujicich

mnoZindach, jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem redlnych Ci-

sel:
i) MnoZina feSeni soustavy
X1+ X3+ -+ + Xog + Xo9 + X100 = 100x,
X1+ X2+ -+ Xog + Xog9 =99X],
X1 +x24+ -+ Xog :98)61,
X1+ x2 = 2x,.
ii) MnoZina feSeni rovnice
X1+x+ -+ x10=0
iii) Mnozina feSeni rovnice
X1+ 2x2 +3x3+ -+ + 100x100 = 1.
iv) MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloupnosti.
(Redlnou, resp. komplexni posloupnosti rozumime zobrazeni
f N —> R,resp. f : N - C. O obrazu ¢isla n pak ho-
vorime jako o n-tém clenu posloupnosti, vétSinou jej oznacu-
jeme dolnim indexem, napft. a,,.)
v) MnoZina feSeni homogenni diferen¢ni rovnice.
vi) MnoZina feSeni nehomogenni diferen¢ni rovnice.
vii) {f :R—=R|f(1) = f2) =c¢,c e R}
Reseni.
i) Ano. Jsou to vSechny realné ndsobky vektoru (1,1, 1..., 1),
—_—_——
100 jednicek

tedy vektorovy prostor dimenze 1 (viz ddle (Z29)).
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E. VEKTOROVE PROSTORY

2. DETERMINANTY

a, (xn+k + yn+k) + an—l(xn-‘rk—l + yn+k—l) +---

An Xtk + Ynk) + @1 Xppk—1 + Yogh—1) + - -

92

ii)

iii)

iv)

V)

Ano. Jednd se o prostor dimenze 99 (odpovida poctu V
parametrt fesSeni). Obecné je tvoif mnoZina feseni libovolné
homogenni soustavy linedrnich rovnic vektorovy prostor.

100

neni feSenim dané rovnice. MnoZina feSeni vSak tvofi tzv.

Ne. Napt. dvojnasobek feSeni x; = 1, x; =0,i =2, ...

afinni prostor (viz (2?)).

Ano. MnoZina vSech redlnych, resp. komplexnich, posloup-
nosti tvofi zfejmé redlny, resp. komplexni, vektorovy prostor.
S¢itani posloupnosti a ndsobeni posloupnosti skaldrem je to-
tiz definovano ¢len po ¢lenu, kde se jednd o vektorovy prostor
redlnych, resp. komplexnich, ¢isel.

Ano. Abychom ukdzali, Ze mnoZina posloupnosti vyhovuji-
cich dané diferen¢ni homogenni rovnici tvoii vektorovy pro-
stor, staci ukdzat, Ze je uzaviend vzhledem ke s¢itdni i ndso-
ben{ redlnym cislem (nebof se jednd o podmnoZinu
vého prostoru) m&jme posloupnosti (x;)22, a (y;)52, vyho-

vujici stejné homogenni diferencni rovnici, tedy

AnXnik + Qn1Xppk—1 + -+ aopxy = 0
0

AnYn+k + n—1Yn+k—1 + -+ aoyx =

Sectenim téchto rovnic dostaneme

+ ao(xx + yo) =0,
tedy i posloupnost (x; + y;)72, vyhovuje stejné diferencni

rovnici. RovnéZ tak pokud posloupnost (x;)%, vyhovuje

dané rovnici, tak i posloupnost (ux j>?i0’ kde u € R.

vi) Ne. Soucet dvou feSeni nehomogenni rovnice
AnXntk + n-1Xntk—1 + -+ aoxxy = ¢
AnYpik + Q1 Ypik—1 +---+aoyr = ¢, ce€R—{0}

vii) Je to vektorovy prostor pravé, kdyz c

vyhovuje rovnici
+ ao(xx + yix) = 2c,

zejména pak nevyhovuje plvodni nehomogenni rovnici.
Mnozina feSeni vSak tvofi afinni prostor, viz BEl.

= 0. Vezme-li dvé
funkce f a g zdané mnoziny, pak (f+g)(1) = (f+g)(2) =
f) +gd) =
mnoZiny, musi byt (f + g)(1) = ¢, tedy 2c = ¢, tedy ¢ = 0.

2c. Mé-li funkce f + g byt prvkem dané

O

_____, VZOREC PRO INVERZN{ MATICI

2.23. Determmant a inverzni matice. Predpokladejme
nejprve, 7Ze existuje matice inverzni k matici
__ A, tj. A- A~' = E. ProtoZe pro jednotkovou
matici plati vZzdy |E| = 1, je pro kaZdou
. invertibilni matici vZdy |A| invertibilni skalar
a dﬂ<y Cauchyove véte plati |A~!| = |A|7".
My vSak nyni kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho
véty umime fici vic.

Pro libovolnou c¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze
n definujeme matici A* = (a};), kde a;; = Aj; jsou alge-
braické dopliiky k prvkim a; v A. Matici A* nazyvame al-
gebraicky adjungovand matice k matici A.

Véta. Pro kaZdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldrii
K plati
AA* = A*

(2.2) A=|A|l-E

Zejména tedy

(1) A~" existuje jako matice nad okruhem skaldrii K, pravé
kdyZ |A|~" existuje v K.

(2) Pokud existuje A~', pak plati A~' = |A|7! - A%,

Dtkaz. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, Ze
z existence A~! vyplyvd invertibilita |A| € K.

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A spocteme pfimym
vypoctem A - A* = (¢;;), kde

n n
*
Cij = E Aixay; = E aixAji .
k=1 k=1

Pokud i = j je to pravé Laplacedv rozvoj |A| podle i-t€ho
fadku. Pokud i # j jde o rozvoj determinantu matice v niz
je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je ¢;; = 0. Odtud plyne
A - A* =|A| - E adokdzali jsme rovnost (Z2).
Ptedpoklddejme navic, Ze |A| je invertibilni skaldr. Jest-
lize zopakujeme predeSly vypoclet pro A* - A, obdrZime
|A|"'A* . A = E. Proto n4$ vypocet skute¢n& d4v4 inverzni
matici A, jak je tvrzeno ve vEte. (]

Jako piimy diisledek této véty miZeme znovu ovéfit Cra-
mmerovo pravidlo pro feseni systémt linedrnich rovnic, viz
ZTR. Skutecné, pro feSeni systému A - x = b staci disledné
precist v rovnosti

x=A""b=|A""A*-b
posledni vyraz jako Laplacedv rozvoj determinantu matice

A; vzniklé vyménou i-tého sloupce v A za sloupec hodnot
b.



KAPITOLA 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

2.24. Abstraktni vektorové prostory. Vratme se ted’ na
chvilku k systémim m linedrnich rovnic pro n
proménnych z a predpoklddejme navic, Ze
jde o homogenni systém rovnic A - x = 0, tj.

a o Ay X1 0

anl . Qmn X, 0

Diky vlastnosti distributivity pro ndsobeni matic je ziejmé,
Ze soucCet dvou feSeni x = (x1,...,x,) ay = (Y1, .-+ V)
spliiuje

A-x+y=A-x+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak zlstdva feSenim i skaldrni
nasobek a-x. MnoZzina vSech feSeni pevné zvoleného systému
rovnic je proto uzaviend na s¢itdni vektori a ndsobeni vek-
tord skaldry. To byly zdkladn{ vlastnosti vektorti dimenze n v
K", viz . Ted’ ale mdme vektory v prostoru feseni s n sou-
fadnicemi a ,,rozmér* tohoto prostoru je din rozdilem poctu
proménnych a hodnosti matice A. MizZeme tedy snadno mit
pri feSeni 1000 soufadnic a jen jeden nebo dva volné parame-
try. Cely prostor feSeni se pak bude chovat jako rovina nebo
pfimka, jak jsme je poznali jiZ v 23 na strané B1l.

UZ v odstavci T jsme ale potkali jesté zajimavejsi pii-
klad prostoru vSech feSeni homogenn{ linedrni diferen¢ni rov-
nice (prvniho fddu). VSechna feSeni jsme dostali z jednoho
pomoci ndsobeni skaldry a jsou tedy také uzaviend na sou-
¢ty a skaldrnf ndsobky. Tyto ,,vektory* feSeni ov§em jsou ne-
konecné posloupnosti ¢isel, prestoZe intuitivné ocekdvame,
Ze ,rozmér* celého prostoru feSeni by mél byt jedna. Potie-
bujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho
dimenze:

DEFINICE VEKTOROVEHO PROSTORU l._s

Vektorovym prostorem V nad polem skalard K rozu-
mime mnoZinu, na které jsou definovany
e operace sCitdni spliujici axiomy (KG1)—(KG4) z od-
stavce [l na strané B,
e nasobeni skalary, pro které plati axiomy (V1)-(V4) z od-
stavce T na strané [72.

Pripoménme také naSi jednoduchou konvenci ohledné
znaeni: skaldry budou zpravidla oznaCovdny znaky z
pocéatku abecedy, tj. a, b, c, ..., zatimco pro vektory bu-
deme uZivat znaky z konce, u, v, w, x, y, z. Pfitom jesté
navic vétSinou x, y, z budou opravdu n-tice skalard. Pro
tplnost vyctu, pismena z prostfedka, napft. i, j, k, £ budou
nejCastéji oznacovat indexy vyrazd.

Abychom se trochu pocvicili ve formdlnim postupu,
ovéfime jednoduché vlastnosti vektord,
které pro n-tice skalard byly samoziejmé,
nicméné ted’ je musime odvodit z axiom{.

2.43. Zjistéte, zda je mnoZina
Up = {(x1, x2,x3) € R’ |xy | =[xz | = | x3}
podprostorem vektorového prostoru R? a mnoZina
U, = {ax2+c; a,c € R}
podprostorem prostoru polynom stupné nejvyse 2.

ReSeni. Mnozina U, neni vektorovym (pod)prostorem. Vidime napf.,
7e je

1,1, )+ (-1,1,1) =(0,2,2) ¢ U,.
Mnozina U, ov§em podprostor tvoii (nabizi se pfirozené ztotozZnéni s

R?), protoZe

(a1x2 + c1) + (a2x2 + cz) = (a1 +a2) ¥* + (c1 + ¢2),

k- (ax* +c) = (ka) x> + ke

pro vSechna ¢isla ay, c1, az, ¢z, a, c, k € R. O

2.44. Je mnozina V = {(1, x); x € R} s operacemi
B:VxV->V,

O:RxV =V,

(L,yy®(,z)=(1,z+y) pro viechna
zO(,y=(,y-z) provsechna

vektorovym prostorem?

F. Linearni zavislost a nezavislost, baze

2.45. Vypoctem determinantu vhodné matice rozhodnéte o line-
arni nezavislosti vektora (1,2,3,1), (1,0,—1,1), (2,1,—1,3)
a(0,0,3,2).

ResSeni. Protoze
1 2 3 1
1 0 -1 1
21 -1 3 =1070
00 3 2
uvedené vektory jsou linedrn¢ nezavislé. ([

2.46. Nechtjsou dany libovolné linedrné nezavislé vektory u, v, w, z
ve vektorovém prostoru V. Rozhodnéte, zda jsou ve V' linedrné zavislé,

¢i nezavislé, vektory

u—2v, 3ut+w-—z, u—4v+w+2z, 4v+8w+4z.

ReSeni. UvaZzované vektory jsou linedrné nezdvislé pravé tehdy,
kdyZ jsou linedrné nezdvislé vektory (1,-2,0,0), (3,0,1, —1),
(1,—4,1,2), (0,4, 8,4) v R*. Je viak

1 2.0 0
3.0 1 -1
1 —4 1 2|T A0
0 4 8 4
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tudiz jsou uvazované vektory linearné nezavislé. 2.1k

2.47. Urlete viechny konstanty a € R takové, aby polynomy ax® +
x 42, —2x> + ax + 3 a x*> 4+ 2x + a byly linedrné& z4vislé (ve vektoro-
vém prostoru Pz[x], polynomi jedné proménné stupné nejvyse 3 nad
redlnymi Cisly).

ReSeni. V bazi 1, x, x? jsou soufadnice zadanych vektort (polynomii)
nasledujici: (a, 1, 2), (—2,a, 3), (1,2, a). Polynomy budou linedrné
zavislé, praveé kdyz bude mit matice, jejiZ fadky jsou tvofeny soutadni-
cemi zadanych vektorti mensi hodnost, nez je pocet vektorti, v tomto
pripadé tedy hodnost dvé a mensi. V ptipadé Ctvercové matice niZsi
hodnost nez je pocet fadk je ekvivalentni nulovosti determinantu dané

matice. Podmika na a tedy zni

a 1 2
-2 a 3| =0,
1 2 a
tj. a bude kofenem polynomu a* — 6a — 5 = (a + 1)(a* — a — 5), j.
dloha md i feSeni ay = —1, a3 = 1£Y21. O
2.48. Vektory
(1,2, 1), (=1,1,0), (0,1,1)

jsou linedrn& nez4vislé, a proto z nich lze sestavit bazi R3. KaZdy troj-

rozmérny vektor je tak n€jakou jejich linedrni kombinaci. Jakou jejich

2.49. Vyjadrete vektor (5,1, 11) jako linedrni kombinaci vektort
(3.2,2),(2,3,1), (1, 1, 3), tj. naleznéte Cisla p, g, r € R, pro kterd je

linedrni kombinaci je vektor (1, 1, 1)?

S6,1,1H)=p@3,2,2)+q (2,3, 1)+r(1,1,3).

2.50. Pro jaké hodnoty parametri a,b,c € R jsou vektory
(1,1,a,1),(1,b,1,1),(c, 1, 1, 1) linearné zavislé?

2.51.

z vektord u, v, w, z. Zjistéte, zda jsou vektory

Nechf je dan vektorovy prostor V a néjaka jeho baze sloZena

u—3v+z, v—5Sw—z, 3w—T7z, u—w+z

linearn€ (ne)zavislé.
2.52. Dopliite vektory 1 — x*> 4+ x>, 1 4+ x> + x°, 1 — x — x* na bazi
prostoru polynomi stupné nejvyse 3.
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2.25. Tvrzeni. Nechf'V je vektorovy prostor nad polem ska-
lari K, dale uvaime a, b, a; € K, vektory u,v,u; € V. Po-
tom

(1) a-u =0, pravé kdyZ a = 0 nebo u = 0,

(2) (=1 -u=—u,

(3) a-(u—v)=a-u—a-v,

(4) (a—b)-u=a-u—>b-u,

(5) (Z:‘l:lai) : (Z;‘n:l ”j) =Y Z;‘n:l ai - uj.

Dtkaz. MliZeme rozepsat

V2)

(a—i—O)'u(: a-u+0-u=a-u

coZ podle axiomu (KG4) zarucuje 0 - u = 0. Nyn{

(v2)

u+C)-u =A+ D) -u=0-u=0

aodtud —u = (—1) - u. Dale

(V2.V3)

a-(u+(1)-v) a-u+(—a)-v=a-u—a-v,

coz dokazuje (3). Plati

(@—by-u"=?

a-u+(-b)-u=a-u—>b-u

a tim je ovétfeno (4). Vztah (5) plyne indukei z (V2) a (V1).
Zbyva(1):a-0 =a-(u—u) = a-u—a-u = 0, coz spolu

s prvnim tvrzenim tohoto diikazu ukazuje jednu implikaci. K

opacné implikaci poprvé potiebujeme axiom pole pro skalary

a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p-u =0a p # 0,

piku=1-u=((p ' -p-u=p'-0=0. ]

2.26. Linearni (ne)zavislost. V odstavci 11 jsme praco-
vali s tzv. linedrnimi kombinacemi fadki matice. S obecnymi
vektory budeme zachdzet zcela analogicky:

____l LINEARN{ KOMBINACE A NEZAVISLOST L

Vyrazy tvaru a; - vy + - -+ + ay - v nazyvame linedrni
kombinace vektort vy, ..., v, € V.

Konec¢nou posloupnost vektord vy, . . ., vy nazveme line-
arné nezavislou, jestlize jedind jejich nulova linearni kom-
binace je ta s nulovymi koeficienty, tj. jestlize pro skalary
ai,...,a; € Kplati

al'U1+"'+ak'Uk:0 —= Ll]:az:"‘:ak:()-

Je zjevné, Ze v nezavislé posloupnosti vektord jsou vSechny
po dvou rtizné a nenulové.

Mnozina vektori M C V ve vektorovém prostoru V nad
K se nazyvd linedrné nezavisld, jestlize kazda kone¢na k-tice
vektordl vy, ..., vy € M je linedrn€ nezdvisla.

Mnozina M vektort je linedrné zavisla, jestlize nenf li-
nedrn¢ nezavisla.
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Pfimo z definice vyplyvé, Ze neprazdna podmnoZina M
vektord ve vektorovém prostoru nad polem ska-
lard K je zdavisla pravé, kdyZ je jeden z je-
jich vektort vyjadtitelny jako konec¢nd linearni
; — kombinace pomoci ostatnich vektort v M. Sku-
tecne alespon jeden koeficient v piislusné nulové linedrni
kombinaci musi byt nenulovy a protozZe jsme nad polem ska-
lart, mGzeme jim podélit a vyjadrit tak u néj stojici vektor
pomoci ostatnich.

Kazda podmnozZina linedrné nezdvislé mnoziny M je sa-
moziejme také linedrné nezdvisld (poZadujeme stejné pod-
minky na méné vektord). Stejné snadno vidime, Ze M C V
je linedrn€ nezavisla pravé tehdy, kdyZ kazda konecnd pod-
mnoZina v M je linedrné nezavisla.

2.27. Generatory a podprostory. Podmnozina M C V

' se nazyva vektorovym podprostorem jestlize
/ spolu se ziZenymi operacemi s¢itdni a ndso-
— = beni skaldry je sama vektorovym prostorem.
Tzn. pozadujeme

Va,be K, Vov,we M, a-v+b-we M.

Rozeberme si hned nékolik piiklada: Prostor m—tic ska-
lard R™ se scitdnim a ndsobenim po sloZkach je vektorovy
prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napf. pro
m = 2, jsou vektory (1,0), (0, 1) € R? linedrné nezavislé,
protoZe z

a-(1,00+5b-(0,1) =(0,0)

plyne a = b = 0. Déle, vektory (1, 0), («/5, 0) € R? jsou
linedrn& zavislé nad R, protoze +/2- (1, 0) = (+/2, 0), oviem
nad @Q jsou linearné nezdvislé! Nad R tedy tyto dva vek-

tory ,,generuji‘ jednorozmérny podprostor, zatimco nad Q

je ,,Vetsi.

Polynomy stupné nejvySe m tvoii vektorovy pro-
stor R,,[x]. Polynomy mutzeme chdpat jako zobrazeni
f : R — R a scitdni a ndsobeni skaldry definujeme
takto: (f +g)(x) = f(x) +gW), (@ fHx) =a- f(x).
Polynomy vsech stupiiii také tvoii vektorovy prostor R, [x]
a R,[x] C R,[x] je vektorovy podprostor pro vSechna
m < n < oo. Podprostory jsou také napt. vSechny sudé
polynomy nebo liché polynomy, tj. polynomy spliiujici
f=2) = £f .

Uplné analogicky jako u polynoml mizeme definovat
strukturu vektorového prostoru na mnoZiné vSech zobrazeni
R — R nebo vSech zobrazeni M — V libovolné pevné zvo-
lené mnoziny M do vektorového prostoru V.

ProtoZze podminka v definici podprostoru obsahuje

1 pouze univerzdlni kvantifikdtory, je jist€ prinik pod-
prostort opét podprostor. Snadno to oveéfime i piimo:
A Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V,
a,b € K, u,v € NjeyW;. Pak pro vSechny i € 1,
a-u+b-ve W,toaleznamena,zea-u+b-v € N W;.

2.53. Tvori matice
1 0 1 4 -5 0 1 -2
1 =2)° 0o —-1)° 3 0)° 0 3
bazi vektorového prostoru ¢tvercovych dvourozmérnych matic?

ReSeni. Uvedené ¢tyfi matice jsou jako vektory v prostoru 2 x 2 matic

linedrn€ nezavislé. Vyplyva to z toho, Ze matice

1 1 =5 1
0O 4 0 =2
1 0 3 0
-2 -1 0 3

je tzv. regularni, coz je mimochodem ekvivalentni livovolnému z na-
sledujich tvrzeni: jeji hodnost je rovna rozméru;ze z ni pomoci fddko-
vych elementdrnich transformaci obdrZet jednotkovou matici; existuje
k ni matice inverzni; ma nenulovy determinant, roven 116; ji zadana
homogenni soustava linedrnich rovnic mé pouze nulové feseni; kazdy
nehomogenni linedrni systém s levou stranou ur¢enou touto matici ma
pravé jedno feSeni; obor hodnot linedrniho zobrazeni, jez zaddv4, je

vektorovy prostor dimenze 4; toto zobrazeni je injektivni). O

2.54. Uvazme komplexni ¢isla C jako redlny vektorovy prostor.

Urdete souradnice &isla 2+i v bazi dané koteny polynomu x? +x + 1.

2.55. UvaZme komplexni ¢isla C jako redlny vektorovy prostor.

Urcete soufadnice ¢isla 2+i v bazi dané kofeny polynomu x> — x + 1.

2.56. 'V R3jsou dény podprostory U a V generované po fadé vektory

1,1,-3), (1,2,2) a (1,1,-1, (1,2,1), (1,3,3).

Naleznéte prinik téchto podprostord.
ReSeni. Podprostor V mé dimenzi pouze 2 (nejedna se tedy o cely

prostor R?), nebot

-1 1
1 =11
3 -1

a nebof libovolna dvojice z uvazovanych tfech vektorl je ocividné li-

11 11
1 2 2 31=0
1 3 1 3

nedrné nezdvisla. Stejné snadno vidime, Ze také podprostor U ma di-

menzi 2. Soucasné je

1 1 1
1 2 1|=24#0,
3 2 -1

a proto vektor (1, 1, —1) nemtiZe naleZet do podprostoru U. Prinikem
rovin prochdzejicich pocatkem (dvojrozmérnych podprostord) v troj-
rozmérném prostoru musi byt alesponi pfimka. V naSem piipadu je
jim pravé piimka (podprostory nejsou totozné). Urcili jsme dimenzi

priniku — je jednodimenziondlni. V§imneme-li si, Ze

1-(1,1,-3)+2-(1,2,2)=3,5,)=1-(1, 1, -D+2-(1,2, 1),
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dostavame vyjadieni hledaného priniku ve tvaru mnoZiny vsech ska-
larnich ndsobkd vektoru (3,5, 1) (jednd se o pfimku prochazejici

pocéatkem s timto smérovym vektorem). U

2.57. Stanovte vektorovy podprostor (prostoru R*) generovany vek-
_29 1), Uy = (27 _17 _17 2)’ Uz = (_4’ 79 _37 0)7

—5,4). vybranim n€jaké maximalni mnoZiny linedrné ne-

tory u; = (—1, 3,
ugy = (1,5,
zavislych vektort u; (tj. vybranim baze).

ReSeni. Sepiseme vektory u; do sloupcii matice a obdrZenou matici

upravime pomoci fddkovych elementarnich transformaci. Takto zis-

kame
-1 2 -4 1 1 2 0 4 1 2 0 4
3 -1 7 5 -1 2 -4 1| _[o 4 -4 5
-2 -1 -3 -5 3 -1 7 5 o -7 7 -7
1 2 0 4 -2 -1 -3 -5 0 3 -3 3
1 2 0 4 1 2 0 4 1 0 2 0
ot =1 sl _joo1 -1 544 01 -1 0
0 1 -1 1 00 0 -—1/4 0 0 0 1
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Odtud vyplyv4, Ze linearn€ nezavislé jsou pravé vektory uy, us, uq,
tj. pravé ty vektory odpovidajici sloupctim, které obsahuji prvni nenu-

lové ¢islo néjakého fadku. Navic odsud plyne (viz tfeti sloupec)

2-(-1,3,-2,1)—(2,—-1,-1,2) = (—4,7,-3,0).

G. Linearni zobrazeni

Jak popsat analyticky shodnd zobrazeni v roviné ¢i prostoru j
rotace, osova symetrie ¢i zrcadleni, nebo projekci tfirozmérného pro-
storu na dvojrozmérné platno? Jak popsat zvétSeni obrdzku? Co maji
spole¢ného? Jsou to vSechno linedrni zobrazeni. Znamen4 to, Ze zacho-
vavaji jistou strukturu roviny ¢i prostoru. Jakou strukturu? Strukturu
vektorového prostoru. Kazdy bod v rovin€ je popsdn dvéma v prostoru
pak tfema soufadnicemi. Pokud zvolime pocatek soufadnic, tak ma
smysl mluvit o tom, Ze néjaky bod je dvakrét dal od poc¢étku stejnym
smérem ne? jiny bod. Také vime, kam se dostaneme, posuneme-li se o
néjaky tsek v jistém sméru a pak o jiny dsek v jiném sméru. Tyto
vlastnosti miZzeme zformalizovat, hovofime-li o vektorech v roving,
¢i prostoru a o jejich nasobcich, ¢i souctech. Linedrni zobrazeni ma
pak tu vlastnost, Ze obraz souctu vektort je soucet obrazl s¢itanych
vektorl a obraz nasobku vektoru je ten stejny ndsobek obrazu ndsobe-
ného vektoru. Tyto vlastnosti prav€ maji zobrazeni zminénd v dvodu
tohoto odstavce. Takové zobrazeni je pak jednozna¢né urceno tim, jak
se chova na vektrorech néjaké baze (to je v roviné obrazem dvou vek-
tort nelezicich na pifimce, v prostoru obrazem tii vektort nelezich v

roving).
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Zejména je tedy podprostorem prinik (M) vSech podpro-
stort W C V, které obsahuji pfedem danou mnozinu vektort
McCV.

Rikdme, Ze mnoZina M generuje podprostor (M), nebo
7e prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét neékolik jednoduchych tvrzeni o gene-
rovani podprostort:

Tvrzeni. Pro kaZdou neprazdnou podmnoZinu M C 'V plati

(1) M) ={a; -u; +---4+ar-ux; k € Nya; € K,Mj €
M,j=1,...,k};
(2) M = (M), pravé kdy? M je vektorovy podprostor;

(3) jestliZe N C M, pak (N) C
stor.

(M) je vektorovy podpro-

Podprostor () generovany prdazdnou podmnoZinou je trivi-
alni podprostor {0} C V.

DokaAz. (1) MnoZina vSech linedrnich kombinaci

ajuy + -+ aglig

na pravé strané (1) je jist€ vektorovy podprostor a sa-
moziejmé obsahuje M. Naopak, kazdd z jednotlivych
linedrnich kombinaci nutné musi byt v (M) a prvni tvrzeni
je dokdzéano.

Tvrzeni (2) vyplyva okamZit€ z (1) a z definice vektoro-
vého podprostoru a obdobné je z prvniho tvrzeni ziejmé i
tvrzeni tfeti.

Konec¢né, nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoze
prazdnou mnoZinu obsahuji vSechny podprostory a kazdy
z nich obsahuje vektor 0. ([

2.28. Soucty podprostori. Kdyz uz mame predstavu o ge-
., nerdtorech a jimi vytvafenych podprostorech,

méli bychom rozumét i moZnostem, jak néko-
— _lik podprostorti miiZe vytvéret cely vektorovy

prostor V.

_____.l Sou¢TY PODPROSTORU —

Nechf V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor
generovany jejich sjednocenim, tj. (U;¢; V;), nazyvame souc-
tem podprostorii V;. Znagime ) ;_, V;. Zejména pro kone¢ny
pocet podprostori Vi, ..., Vi C V piSeme

Vi+---4+Vi=(ViuUW,U---UV).

Vidime, Ze kazdy prvek v uvaZovaném souctu podpro-
stord mzeme vyjadfit jako linedrni kombinaci vektort z pod-
prostort V;. ProtoZe vSak je scitdni vektorG komutativni, lze

k sobé posklddat ¢leny patiici do stejného podprostoru a pro
konecny soucet k podprostori tak dostdvame

V1+V2+"'+Vk={vl+"'+vk; (% E‘/i’i:17"'9k}'

Soucet W = Vi + --- 4+ Vi C V se nazyva piimy soucet
podprostord, jsou-li priniky vSech dvojic trividlni, tj. V; N
V; = {0} pro vechny i # j.Ukdzeme, Ze v takovém piipadé
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Ize kazdy vektor w € W napsat pravé jednim zptisobem jako
soucet

w=v1+"'+vka

kde v; € V;. Skute¢né€, pokud by tento vektor Slo zaroveni
vyjadrit, jako w = v] + - - - + v;, potom

O=w—w= (v —v) 4+ (B — V).

Pokud bude v; — v; prvni nenulovy ¢len na pravé strang, pak
tento vektor z V; umime vyjadfit pomoci vektordl z ostatnich
podprostord. To je ale ve sporu s pfedpokladem, Ze V; ma se
vSemi ostatnimi nulovy prtnik. Jedinou moZnosti tedy je, Ze
vSechny vektory na pravé stran€ jsou nulové a tedy je rozklad
w jednoznacny.

Pro pfimé soucty podprostorti piSeme

W=V - ®Vi=00_V.

2.29. Baze. Nyni mame vse pfipravené pro pochopeni mini-
madlnich mnoZin generdtor tak, jak jsme se s nimi vypotadali

v roviné R,
BAZE VEKTOROVYCH PROSTORU L_—

PodmnoZina M C V se nazyva bdze vektorového pro-
storu V, jestlize (M) = V a M je linedrn€ nezdvisl4.

Vektorovy prostor, ktery md kone¢nou bdzi nazyvidme
konecnérozmérny, pocet prvkl baze nazyvame dimenzi V.
Nemé-li V konecnou bdzi, fikdme, Ze V je nekonecnéroz-
mérny. Piseme dim V =k, k € N, piipadné k = oo.

Abychom s takovou definici dimenze mohli byt k
- jeni, potiebujeme védét, Ze rizné baze téh om

storu budou mit vzdy stejny pocet prvkd. To sku-

te¢né brzy dokdZeme. VSimnéme si hned, Ze tri-

- vidlni podprostor je generovan prdzdnou mnoZi-

nou, kterd je ,,prdzdnou’ bazi. M4 tedy trividlni podprostor

dimenzi nulovou.

B4zi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat
jako k-tici v = (v;..., v;) bazovych vektord. Jde tu pie-
devS§im o zavedeni konvence: U koneénérozmérnych pod-
prostorti budeme totiZz vZzdy uvazovat bazi véetn¢ zadaného
poradi prvku i kdyZ jsme to takto, striktné vzato, nedefino-
vali.

Zjevng, je-li (vy,...,v,) bazi V, je cely prostor V
pfimym souctem jednorozmérnych podprostort

Vi=w)d: D).

Okamzitym dusledkem vySe odvozené jednoznacnosti
rozkladu jakéhokoliv vektoru ve V do komponent v pfimém
souctu dava jednoznacné vyjadieni

w=x1v]+ -+ x,0,

a dovoluje ndm tedy po volbé baze opét vidét vektory jako
n—tice skalart. K tomuto pohledu se vritime v zapéti v od-
stavci 233, jak jen dokoncime diskusi existence bazi a souctti
podprostorid v obecné poloze.

A jak tedy zapsat néjaké linedrni zobrazeni f na vektorovém pro-
storu V? Zaénéme pro jednoduchost s rovinou R?: predpoklddejme,
Ze obraz bodu (vektoru) (1, 0) je (a, b) a obraz bodu (0, 1) je (c, d).
Tim uZ je jednozna¢né uréeny obraz libovolného bodu o soufadnicich
(u,v): f((u,v)) = f@(l,0) + v, 1) =uf(l,0)+vf(1,0) =
(ua, ub) + (vc, vd) = (au + cv, bu + dv), coZz miZeme vyhodné

zapsat nasledujicim zptsobem:

(5 o) ()=(uid)

Linearni je tedy zobrazeni jednozna¢né dané matici. Navic pokud
f
h
spocitame (Ctendr si jisté ze zadjmu sam ovéii), Ze jejich sloZzeni g o f
ae+ fc be+df

ag+ch bg+dh)]”

To nés vede k tomu, abychom ndsobeni matic definovali timto zpd-

mame dalsi linedrni zobrazeni g, dané matici , tak snadno

je déno matici (

sobem, tedy aby aby aplikace zobrazeni na vektor byla ddna matico-
vym ndsobenim matice zobrazeni se zobrazovanym vektorem a aby
sloZeni zobrazeni bylo ddno souc¢inem matic jednotlivych zobrazeni.
Obdobné to funguje v prostorech vyssi dimenze. Zaroveii tato tivaha
znovu ukazuje to, co jiz bylo dokdzano v (I3), totiZ Ze ndsobeni ma-
tic je asociativni, ale neni komutativni, nebof tomu tak je u skladani
zobrazeni. To je tedy dal$i z motivaci, pro¢ se zabyvat vektorovymi

prostory a proc je s pojmem vektorového

2.58. PopiSme si nejprve nékterd linedrni zobrazeni. Za¢neme néko-
lika piiklady v prostorech malych dimenzi. Ve standardni b4zi R? uva-

7ujme nasledujici matice zobrazeni f : R*> — R%:

10 0 1 a 0 0 -1
=(0) 2= =62 »-0 %)
Matice A zadava kolmou projekci podél podprostoru

W c {(0,a); a € R} c R?

na podprostor
V C{(a,0); a e R} C R%.

Evidentné pro toto zobrazeni f : R> — R plati f o f = f a tedy
flmm 7 je identické zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.

Matice B m4 vlastnost B> = 0, plati tedy totéZ o pifslu$ném zob-
razeni f. MlZeme si jej predstavit jako matici derivovani polynomt
R, [x] stupné nejvyse jedna v bdzi (1, x).

Matice C zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—
krat, druhy b—krat. Tady se ndm tedy celd rovina rozpad4 na dva pod-
prostory, které jsou zobrazenim f zachovany a ve kterych jde o pou-

hou homotetii, tj. roztaZeni skaldrnim ndsobkem. Napft. volba a = 1,
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b = —1 odpovida komplexni konjugaci x 4+ iy — x —iy na dV
mérném redlném prostoru R? ~ C v bézi (1, i). Toto je linedrni zob-
razeni redlného vektorového prostoru, nikoliv vSak jednorozmérného
komplexniho prostoru C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy
X.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako
pro kazdé linedrni zobrazeni, které je bijekci, umime najit bize na de-
fini¢nim oboru a oboru hodnot, ve kterych bude jeho matici jednot-
kové matice E (prosté vezmeme jakoukoliv bdzi na defini¢nim oboru
a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto piipadé totéz s
jednou bazi na zacatku i konci. Zkusme vSak uvazovat matici C jako

matici zobrazeni g : C*> — C2. Pak umime najit vektory u = (i, 1),
v = (1, i), pro které bude platit

ao=(t 3 ()=rn - 3) ()

To ale znamen4, 7e v bazi (u, v) na C> m4 g matici

= )

a povSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu matice C mé na
diagondle prvky a,a = cos(%n)—i—i sin(%n). Jinymi slovy, argument
v goniometrickém tvaru tohoto komplexniho ¢isla uddva dhel otoceni.

Navic, miiZeme si oznacit redlnou a imagindrni ¢4st vektoru u takto

u=xu+iyu=Reu+iImu=(?)—I—i-(é)

a zdZeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy podprostor ge-
nerovany vektory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou i) je pravé
otocenf o uthel %n.

Nyni zkusme piejit do linedrnich zobrazeni z R? do R3. Jednim z

nich je napfiklad rotace.

2.59. Naleznéte matici rotace v kladném smyslu o thel /3 kolem
primky prochdzejici pocitkem s orientovanym smérovym vektorem
(1, 1, 0) ve standardni bazi R>.
Reseni. Uvedené otoleni lze ziskat slozenim po fadé t&chto tf zobra-
zeni:
e rotace o /4 v zdporném smyslu podle osy z (osa rotace
prejde na osu x);
e rotace o 77/3 v kladném smyslu podle osy x;
e rotace o /4 v kladném smyslu podle osy z (osa x pfejde na
osu rotace).
Matice vysledné rotace bude soucinem matic odpovidajicich uvede-
nym tfem zobrazenim, pfi¢emz poradi matic je ddno pofadim prova-

déni jednotlivych zobrazeni — prvnimu zobrazeni odpovida v soucinu
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2.30. Véta. Z libovolné konecné mnoZiny generdtoru vekto-
rového prostoru V lze vybrat bazi. KaZdd bdze koencnéroz-
mérného prostoru V md pritom stejny pocet prvkii.

Duxkaz. Prvni tvrzeni ukdZeme snadno indukci pfes
{1 poCet generatort k.
Jedin€ nulovy podprostor nepotfebuje zZadny ge-
A2 nerétor a tedy umime vybrat prazdnou bazi. Naopak,
1y nulovy vektor vybrat nesmime (generatory by byly li-
nedrné zavislé) a nic jiného uz v podprostoru neni.

Abychom méli indukéni krok pfirozenéjsi, probereme
jesté pfimo piipad k = 1. Mame V = ({v}) av # 0, protoZe
{v} je linedrné nezdvisld mnoZina vektort. Pak je ovSem {v}
zéroven baze vektorového prostoru V.

Ptedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k = n, a uvazme
V ={(v,...,v,41). Jsou-li vy, ..., v,y linedrn€ nezavislé,
pak tvoii bazi. V opacném piipadé€ existuje index i takovy, Ze

Vi =aivy + -+ ai Vi1 + i1 Vig1 + 0+ Apgr1Vnga.

Pak ovSem V = (vy, ..., Vi_1, Vit1, ..., Upy1) @ jiZ umime
vybrat bazi (podle indukéniho predpokladu).

Zbyva ovérit, Ze bdze maji vZdy stejny pocet prvki. Uva-
Zujme bazi (vy, ..., v,) prostoru V alibovolny nenulovy vek-
tor

Uu=avy+---+av, €V

s a; # 0 pro jisté i. Pak

1
v = f(u —(@vi+---+ai1vi-1+ai11 Vi +- -+anvn))

1

a proto také (u, vy, ..., Vi—1, Vit1, ..., V) = V.

Ovéiime, Ze je to opét baze: Kdyby pridanim u k linedrné
nezavislym vektorim vy, ..., v;_1, Vit1, ..., v, vznikly line-
arné zavislé vektory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci.

To by znamenalo

V - <v17"'9Ui715vi+17-"7vn>’

coZ neni mozZné.

TakZze jsme dokdzali, Ze pro libovolny nenulovy
vektor u € V existuje i, 1 < i < n, takové, Ze
(I/t, Uly oo o s Ui 1, Ui 1y oo vy U,l) je Opét baze V.

Déle budeme misto jednoho vektoru u uvaZovat linedrné
nezdvislou mnoZinu uy, ..., u; a budeme postupné ptida-
vat uy, up, ..., vZdy vyménou za vhodné v; podle predcho-
ziho postupu. Musime pfitom ovéfit, Ze takové v; vZdy bude
existovat (tj. Ze se nebudou vektory u vyménovat vzdjemné).
Predpoklddejme tedy, Ze jiZ mdme umisténé uy, ..., u,. Pak
se ugy jist€ vyjadii jako linedrni kombinace téchto vektort
a zbylych v;. Pokud by pouze koeficienty u uy, ..., uy byly
nenulové, znamenalo by to, Ze jiZ samy vektory uy, ..., Up4q
byly linedrné zavislé, coZ je ve sporu s naSimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskdme béazi ve které
z pivodni baze doslo k vyméné k vektorG za nové. Pokud
by k > n, pak jiz v n-tém kroku obdrzime bazi vybranou z
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novych vektord u;, coZ znamen4, Ze tyto nemohou byt line-
arné nezavislé. Zejména tedy neni mozné, aby dvé baze mély
riizny pocet prvki. O

Ve skuteCnosti jsme dokézali siln€j$i tvrzeni, tzv. Steinit-
zovu vetu o vymené, kterd 1k, Ze pro kazdou konecnou bézi
v a kazdy systém linedrn€ nezdvislych vektorti ve V umime
najit podmnoZinu bazovych vektort v;, po jejichZ zdméné za
zadané nové vektory opét dostaneme bézi.

2.31. Dusledky Steinitzovy véty o vyméné. Diky moz-
R nosti volné volit a vyménovat bazové vektory
' mizZeme okamzité¢ dovodit p€kné (a intui-
tivné snad také ocekavané) vlastnosti bazi
vektorovych prostorti:

Tvrzeni. (1) KaZdé dvé baze konecnérozmérného vektoro-
vého prostoru maji stejny pocet vektori, tzn. Ze nase de-
finice dimenze nezdvisi na volbé bdze.

(2) Ma-li V konecnou bazi, Ize kaZdou linedrné nezdvislou
mnoZinu doplnit do baze.

(3) Bdze konecnérozmérnych vektorovych prostorii jsou
pravé maximdalni linedrné nezavislé mnoZiny.

(4) Baze prostoru s konecnou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoZiny generdtori.

vvvvvv

ace kolem dimenz{ podprostorti a jejich soucta:

Dusledek. Necht W, Wy, W, C V jsou podprostory v pro-
storu 'V konecné dimenze. Pak plati

(1) dimW < dimV,
(2) V=W, pravé kdyZ dimV = dim W,
(3) dim W; 4+ dim W, = dim(W; + W,) + dim(W; N W5).

Dtkaz. Zbyva dokazat pouze posledni tvrzeni. To je
- ziejmé, pokud je dimenze jednoho z prostorti nu-
lova. Predpoklddejme tedy dimW; = r > 1,
dimW, = s > 1 anechf (w;...,w,) je baze
S Wi N W, (nebo prazdnd mnoZina, pokud je pri-
nik trivialni).
Podle Steinitzovy véty o vyméné Ize tuto bazi priniku
doplnit na bazi (wy, ..., w;, Upyq ..., u,) pro Wi a na bazi
(wy..., W, Vet1, - .., Ug) pro Wa. Vektory

Wiy ooy Wey Upg1 s oo ey Upy Vgt o vy Ug

jisté generuji W; + W,. UkdZeme, Ze jsou pfitom linedrné
nezavislé. Nechf tedy
ajwy + -+ -+ a,wy; +b,+1ut+1 + ...
"'+brur +C[+1v[+1 +"'+C5vs =O.
Pak nutné

_(CT—‘rl .v[+1+...+cs.vs)=
=ap-wi -t a - w by g+ oAb uy

matice nejvice napravo. Takto dostaneme hledanou matici

V2 V2 g\ (1 0 0 V22
22 2 2
VNN SN I I R VA i 1] =
2 2 }2 2 2
o o 1) \o ¥ 1 0 0 1
31 W6
4 4 4
—| 1 3 _v
4 4 4
_v6 Je o1
4 4 2

Uvédomme si, Ze vyslednou rotaci bylo mozné ziskat napft. také

sloZenim ndésledujicich tfi zobrazeni:

e rotace o r/4 v kladném smyslu podle osy z (osa rotace prejde
na osu y);

e rotace o 7r/3 v kladném smyslu podle osy y;

e rotace o /4 v zadporném smyslu podle osy z (osa y prejde

na osu rotace).

Analogicky tak dostdvime

V2o V2 L 9 B V2 V2
2 2 2 2 2
V2 Y2 gl 0 1 0 vV2 2 g =
2 2 v | 2 2
o 0 1) \=2 o0 ) \0o 0 1
31 W6
i 1 3
= 1 3 _4be
i_ 1 4
_Y6 Jo o1
4 42

O

2.60. Matice obecné rotace v R>. Ve vedlejsim sloupci umi kolega
v R? popsat pouze matice rotace kolem soufadnicovych os. V tomto
sloupci umime odvodit i matici obecné rotace v R3. Uvahu z pfedcho-
ziho prikladu totiZ miiZeme provést i s obecnymi hodnotami. Uvazme
libovolny jednotkovy vektor (x, y, z). Rotace v kladném smyslu o thel
¢ kolem tohoto vektoru pak miiZeme zapsat jako sloZeni nasledujicich
rotaci, jejichZ matice jiZ znidme:
i) rotace R v zdporném smyslu kolem osy z o thel s kosinem
x/\/x2 + 2 = x/+/1 — 22, tedy sinem y/+/1 — 22, ve které

prejde piimka se smérovym vektorem (x, y, z) na piimku se

smérovym vektorem (0, y, 7). Matice této rotace je

x/N1—=z2 y/A/1—=22 0
Ri=\|—-y/J1—-22 x/J/1-22 0],

0 0 1
ii) rotace R, v kladném smyslu podle osy y o thel s kosinem
v/1 — 72, tedy sinem z, ve které prejde piimka se sméro-

vym vektorem (0, y, z) na pfimku se smérovym vektorem
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(1, 0, 0). Matice této rotace je

V1—=2z2 0 z
R= o 1 o |,
-z 0 V1-—22

iii) rotace R3 v kladném smyslu kolem osy x o thel ¢ s matici

1 0 0
0 cos(p) —sin(p) |,
0 sin(p) cos(e)
iv) rotace R, !'s matici R !, 2.21

V) rotace R;l s matici Rfl.

Matice sloZeni téchto zobrazeni, tedy hledand matice, je ddna souci-
nem matic jednotlivych rotaci v opaéném poradi:
2.1

R7'-R;'-Ry-Ry-Ri =
2.2)

cosg + (1 —cos)x> (1 —cosg)xy — zsing

cos ¢ 4 (1 — cos ¢)y?

( (1 —cos@)zy + xsing

yx(1 — cos¢) + zsing
zx(1 —cos¢g) — ysing

2.61. Je déno linedrni zobrazeni R? — R? ve standardni bézi nésle-
dujici matict:

1 -1 O

0 1 1 2.22

2 0 0
Napiste matici tohoto zobrazeni v bédzi
(f1, fos [3) = ((1,1,0), (=1, 1, 1), (2,0, 1)).
ReSeni. Matice piechodu 7 od bize f = (fi, f», f3) k standardni
bézi, tj. bazi danou vektory (1, 0, 0), (0,_1, 0), (0,0, 1), ziskdme podle
Tvrzeni 2.25 zapsdnim soufadnic vektorl fi, f>, f3 ve standardni bazi
do sloupcti matice pfechodu 7. Mame tedy

1 -1 2
T=11 1 0
0 1 1

Matice prechodu od standardni baze k bazi f je potom

1 3 _1

1 4 2

71| -1 1 1

dh 1

4 4 2

Matice zobrazeni v bézi f je potom

1 3
1 i 2 i

T7'AT = % 0 é

i 2 3
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(1 —cos)xz + ysing
(1 —cosg)yz —xsing
cos ¢ 4 (1 — cos ¢)z>

musi patfit do W, N Wy. To ale m4 za nésledek, Ze
bui =---=b, =0,
protoZe tak jsem dopliovali nase baze. Pak ovSem i
ap-wi+ AWt Cr Ve oo vy =0

a, protoZe prislusné vektory tvofi bazi W5, jsou vSechny koe-
ficienty nulové.

Tvrzeni (3) nyni vyplyva z pfimého prepocitini genera-
tord. ([

2.32. Priklady. (1) K" ma (jako vektorovy prostor nad K)
dimenzi n. Bazi je napf. n-tice vektorti

(1,0,...,0),(0,1,...,0)...,(0,...,0,1)).

Tuto bazi nazyvame standardni baze v K". VSimnéme si, Ze
pfipadé konecného pole skalarti, napt. Z;, ma cely vektorovy
prostor K" jen kone¢ny pocet k" prvk.

(2) C jako vektorovy prostor nad R ma dimenzi 2, bazi
tvoii napt. ¢isla 1 a i.

(3) K, [x], tj. prostor polynomil stupné¢ nejvyse m, ma

)dimenzi m + 1, bazi je napt. posloupnost 1, x, x%, ..., x™.

Vektorovy prostor v§ech polynomii K[x] ma dimenzi oo,
umime vS$ak jeste stale najit bazi (i kdyZ s nekone¢né¢ mnoha
prvky): 1, x, X2,

(4) Vektorovy prostor R nad Q ma dimenzi co a nema
spocetnou bazi.

(5) Vektorovy prostor vSech zobrazeni f : R — R ma
také dimenzi oo a nemd spocetnou bézi.

2.33. Souradnice vektoru. JestliZze pevné zvolime bazi

' (v1, ..., v,) kone¢nérozmérného prostoru V,
pak mtzeme kazdy vektor w € V vyjadfit jako
, linedrni kombinaci v = ajv; + -+ + @,v,.
2 Pfedpoklddejme, Ze to ud&ldme dvéma zpi-

w=av +--+a,v, =bjvy+---+ b,v,.
Potom ale
0= (a _bl)'v]+"'+(an_bn)'vn

aprotoa; = b; provSechnai =1, ..., n. Dospéli jsme proto
k zavéru:

V konecnérozmérném vektorovém prostoru lze kazdy
vektor zadat praveé jedinym zptisobem jako linedrni kombi-
naci bazovych vektort. Koeficienty této jediné linearni kom-
binace vyjadfujici dany vektor w € V ve zvolené bazi
v = (v, ...,V,) se nazyvaji souradnice vektoru w v této
bazi.

Kdykoliv budeme mluvit o soufadnicich (ay, ..., a,)
vektoru w, které vyjadfujeme jako posloupnost, musime
mit pevné zvolenu i posloupnost bazovych vektort v =
(vy, ..., vy).Jakkoliv jsme tedy baze zavedli jako minimdln{
mnoZiny generatord, ve skute¢nosti s nimi budeme pracovat
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jako s posloupnostmi (tedy s uspofddanymi mnoZinami, kde
je pevné zadano potadi bazovych prvki).
PRIRAZENT SOURADNIC VEKTORUM L__~

Prifazenti, které vektoru u = ayvy + - - - + a,v, pfiradi
jeho soufadnice v bazi v, budeme znacit stejnym symbolem
v : V — K" M4 tyto vlastnosti:
M v+ w) =v@) +v(w); Yu,w eV,
2)v@a-u)=a-vu); Vae K,YVu e V.

Vsimnéme si, Ze operace na levych a pravych strandch
téchto rovnic nejsou totoZné, naopak, jde o ope-
race na riznych vektorovych prostorech! Pri
této prileZitosti se také miZeme zamyslet nad
obecnym piipadem bdze M (moZné nekonecnérozmérného)
prostoru V. Baze pak nemusi byt spocetnd, porad ale jeSte
miZeme definovat zobrazeni M : V — KM (tj. soufadnice
vektoru jsou zobrazeni z M do K).

Uvedené vlastnosti pfifazeni soufadnic jsme vidéli uz
dfive u zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali line-
arni (zachovdavaly naS$i linedrni strukturu v roving). NeZ se bu-
deme vénovat podrobnéji zdvislosti soufadnic na volbé baze,
podivdme se obecné&ji na pojem linearity zobrazeni.

2.34. Linearni zobrazeni. Pro jakékoliv  vektorové
., prostory (konecné i nekonecné dimenze), de-
finujeme ,linearitu® zobrazeni mezi prostory
— obdobné, jako jsme to vidéli jiZ v roving R?:
DEFINICE LINEARNICH ZOBRAZEN{ L_—
Nechf V a W jsou vektorové prostory nad tymzZ polem
skalarti K. Zobrazeni f : V — W se nazyva linedrni zobra-
zeni (homomorfismus) jestlize plati:

) fu+v)y=fu)+ f), Vu,v eV

I(2) fa-u)=a-f(u), VaekK, VueV.

Samoziejmé, Ze jsme takovd zobrazeni jiz vidéli ve
formé ndsobeni matic:

f[K'> K" x— A-x

s matici typu m /n nad K.

Obraz Im f := f(V) C W je vidy vektorovy podpro-
stor, protoZe linedrni kombinace obrazli f(u;) je obrazem li-
nedrni kombinace vektord u; se stejnymi koeficienty.

Stejné tak je vektorovym podprostorem mnoZina vSech
vektorii Ker f := f~'({0}) C V, protoZe line4rni kom-
binace nulovych obrazii bude vZdy zase nulovym vektorem.
Podprostor Ker f se nazyva jadro linedrniho zobrazeni f.

Linedrni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfis-
mus.

Podobné jako u abstraktni definice vektorovych prostort,
opét je tfeba oveérit zddnlivé samoziejma tvrzeni vyplyvajici
z axiomi:

Tvrzeni. Nech? f : V — W je linedrni zobrazeni mezi libo-
volnymi vektorovymi prostory nad tymzZ polem skaldarii K. Pro

2.62. UvaZme vektorovy prostor mnohoclenti jedné neznamé stupné

nejvySe 2 s redlnymi koeficienty. V tomto prostoru uvazme bézi 1, x,

x2. Napiste matici zobrazeni derivace v této bdzi a také v bazi 1 + x2,

x, x + x2.

. 010 0 1 1

ReSeni. |0 0 2,2 1 3 |. (]
00O 0 -1 -1

2.63. Ve standardni bazi v R?® urcete matici rotace o 90° v kladném

smyslu kolem piimky (¢, ¢, 1), t € R, orientované ve sméru vektoru

(1, 1, 1). Dale urCete matici této rotace v bazi

g =1((1,1,0), (1,0, —1), (0, 1, 1)).

ReSeni. Snadno uréime matici uvaZované rotace a to ve vhodné bazi,

totiZ v bazi dané smérovym vektorem piimky a ddle dvéma navzdjem

kolmymi vektory v roviné x + y + z = 0, tedy v roviné vektori kol-

mych k vektoru (1, 1, 1). Uvédomme si, Ze matice rotace v kladném

smyslu o0 90° v n&jaké ortonormdlni bazi v R? je ((1) —()l) v orto-
—k/1

gondlni s velikostmi vekort k, [ potom . Zvolime-li v

l/k 0

roviné x + y 4+ z = 0 kolmé vektory (1, —1/, 0)a (1, 1, —2) o velikos-

tech v/2 a +/6, tak v bazi f = ((1,1, 1), (1, —1,0), (1,1, —2)) m4
10 0

uvazovand rotace matici | O 0 —+/3|. Abychom ziskali ma-

0 1//3 0

tici uvazované rotace ve standardni bazi, sta¢i nam transformovat ma-
tici jiZ zndmym zpisobem. Matici pfechodu T od baze f ke standardni

dostaneme zapsanim soutadnic (ve standardni bazi) vektort baze f do

1 1 1
sloupcti matice 7: T = |1 —1 1 |.Celkem tedy pro hledanou
1 0 -2

matici R mame

1 0 0
(2.3) R=T-{0 0 —=V3|-7!

0 1//3 0

1/3 1/3—+/3/3 1/3++/3/3
(2.4) =|1/3+3/3 1/3 1/3 —/3/3

1/3—+/3/3 1/3++/3/3 1/3

Tento vysledek miZeme ovefit dosazenim do matice obecné ro-
tace (2.1), normovanim vektoru (1, 1, 1) dostdvame vektor (x, y, z) =

(1/7/3, 1/3/3,1/+/3), cos(g) = 0, sin(g) = 1. O

2.64. Matice
tici (obecné)

obecné rotace podruhé. Zkusme odvodit ma-
rotace (2.1) o udhel ¢ v kladném smyslu kolem
jednotkového vektoru (x, y,z) jinym

zpGsobem neZ, jsme

uCinili v [], analogicky jako v ptedchozim piikladé. V bazi
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f ((x,y,2), (=, x,0), (zx,zy,z> — 1)), tedy v ortogo-
ndlni bizi tvofené smérovym vektorem osy rotace a dvéma
navzdjem kolmymi vektory o shodnych velikostech +/1 — z2

lezicimi v roviné kolmé na osu, ma uvazZovana rotace matici

1 0 0
A= 0 cos(¢) —sin(¢p) |. Matice pfechodu od baze i ke
cos(p) sin(g) 0
X -y zx
standardni bdzi je potom 7 = |y x zy s inverzni matic{
z 0 22-1
X y Z
—1 y
T = 122 licz2 0
X zy _1
1—22 1-22

Celkem pak pro matici R hledané rotace dostdvdme
R=T -R-T™'=

cos ¢ + (1 —cos<p)x2 (1 —cosg)xy —zsing
cosep + (1 — COS(p)y2

(1 —cosg)zy + xsing

(1 —cosg)yz —xsing
cos ¢ + (1 — cos ¢)z>

yx(1 —cosg) + zsing

(1 —cos@)xz + ysin (p)
zx(1 —cosg) — ysing

Pfi ndsobenf a ndsledném zjednodusovani je nutno opakovan
7it predpokladu x* + y* + z2 = 1.

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti rtiznych typt linearnich zobra-
zeni se nyni dostaneme k poradnéj$imu pochopenf nastrojt, které ndim
vektorové prostory pro linedrni modelovani procest a systémi nabi-

zeji.

2.65. Najdéte matici zrcadleni vzhledem k roviné x +y +z = 0.

ReSeni. Z tvaru rovnice roviny zjistime jeji jednotkovy normalovy vek-
tor. V nasSem piipadé€ to je n = \/%(1, 1, 1). Zrcadleni Z na vektoru v
Ize pak vyjadfit Zv = v — 2(v.n)n = (1 — 2nn")v (pro standardni

skalarni soucin je v.n = vn”). Matice zrcadlent je tedy

100 L1 1 L1 -2 =2
1—2nmm" =10 1 0)—=2-=|1 1 1]==[-2 1 =2
00 1 3\t 1 1) 3\22 22

O

Nyni jeden zndmy, ale velmi pékny piiklad.

2.66. Urcete soucet thli, které v roving R? sviraji s osou x postupné
vektory (1, 1), (2, 1) a (3, 1) (obrazek).

ReSeni. Uvazime-li rovinu R? jakoZto Gaussovu rovinu komplexnich
Cisel, tak uvedené vektory odpovidaji komplexnim ¢islim 1 + 4,2 4
a 3 4+ i a mame najit soucet jejich argumentd, tedy podle Moivrovy
véty argument jejich soucinu. Jejich soucin je (1 +i)(2+i)(3+i) =
(1 4+ 3i)(3 + i) = 104, tedy ryze imaginarni ¢islo s argumentem 7/2

a tedy hledany soucet je roven prave m/2. O
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vSechny vektoryu, uy, ..., u; € V,askalaryay, ...,a; € K
plati:
(1) f(0)=0,

(2) f(—u) =—fu),

(3) flar-ur+---+ag-ux) =ar- fu)+---+ax- fu),

(4) pro kaZdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz
f (V1) vektorovy podprostor ve W,

(5) pro kaZdy podprostor Wy C W je mnoZina f~'(W;) =
{veV; f(v) e Wi} vektorovy podprostor ve V.

Dtkaz. Poditame s vyuzitim axiomi a definic a jiZ do-
kazanych vysledkl (dohledejte si piipadné samostatné!):

fO=fu-uw)=f(A-1D-u)=0-fu)=0,
f—uw) = f((=D-u)= (=D f) =—f(u).

Vlastnost (3) se ovéii snadno z defini¢niho vztahu pro
dva s¢itance indukei pies pocet s¢itancl. Z platnosti (3) nyni
plyne, Ze ( f (V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.

Je-li naopak f(u) € Wy a f(v) € Wy, pak pro libovolné
skalarybudei f(a-u+b-v) =a- f(u)+b- f(v) e W;. U

2.35. Jednoduché disledky.

(1) SloZeni go f : V — Z dvou linearnich zobrazeni f :
V> Wag: W — Z je opét linedrni zobrazeni.

(2) Lineéarni zobrazeni f : V — W je izomorfismus, pravé
kdyZIm f = W aKer f = {0} C V. Inverzni zobrazeni
k izomorfismu je opé€t izomorfismus.

(3) Pro libovolné podprostory Vi, V, C V a linedrni zobra-
zeni f:V — W plati

SVi+ W) = f(Vi) + f(Vo),
SVinVy) C f(V)N f(Va).

(4) Zobrazeni ,,pfifazeni soutfadnic u : V — K" dané libo-
volné zvolenou bdzi u = (u,, ..., u,) vektorového pro-
storu V je izomorfismus.

(5) Dva konecnérozmérné vektorové prostory jsou izo-
morfni pravé kdyZ maji stejnou dimenzi.

(6) SloZeni dvou izomorfismi je izomorfismus.

DvUkaz. Ovéfeni prvniho tvrzeni je velmi snadné
cviceni.

Pro diikaz druhého si uvédomme, Ze je-li f
linearni bijekce, pak je vektor w vzorem line-
rani kombinace au + bv, tj. w = f~!(au +bv),

pravé kdyz

fw)=au+bv=f@ f'w+b-f ).

Je tedy také w = af~'(u) + bf ~'(v) a tedy je inverze k li-
nedrni bijekci opét linedrni zobrazeni.

Diéle, f je surjektivni, pravé kdyz Im f = W a pokud
Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruCuje f(u —v) = 0, tj.
u = v. Je tedy v tom pfipadé€ f injektivni.
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Dalsi tvrzeni se dokdZe snadno piimo z definic. Najdéte
si protipriklad, Ze v dokazované inkluzi opravdu nemusi na-
stat rovnost! Zbyvajici body jsou jiZ zfejmé. O

2.36. Opét sourradnice. Uvazujme libovolné vektorové pro-
g story VaWmnad KsdimV = n,dmW = m a

méjme linedrni zobrazeni f : V — W. Pro kaZdou
2 volbubdziu = (uy,...,u,)naV,v = (vy,...,0,)
na W, mame k dispozici piislu$nd ptfifazeni soutad-
nic a celou situaci n€kolika pravé zminénych zobrazeni za-
chycuje nésledujici diagram:

Vv w
P
K > K"

Spodni Sipka f, , je definovdna zbylymi tiemi, tj. jako zobra-
zeni jde o sloZeni

fuv=1vo fou .

MATICE LINEARNIHO ZOBRAZENI L——

KaZzdé linedrni zobrazeni je jednozna¢né uréeno svymi
hodnotami na libovolné mnoZiné generatorti, zejména tedy
na vektorech baze u. Ozna¢me

fwy) =an-vi+ay-vu+---+anv,

f) =ap-vi+an-vy+- 4+ anv,

fuy) =ai, -vi+ag, - va+ -+ auyvp

tj. skaldry a;; tvofi matici A, kde sloupce jsou soufadnice
hodnot f(u;) zobrazeni f na bazovych vektorech vyjadieni
v bézi v na cilovém prostoru W.

Matici A = (a;;) nazyvame matici zobrazeni f v béazich

|z, v.

Pro obecny vektor u = xyu; + --- + x,u, € V spoc-
teme (vzpomenime, Ze s¢itan{ vektord je komutativni a distri-
butivni vii¢i ndsobeni skalary)

f(u) :xlf(ul) +--- +xnf(un)
= xl(allvl+' . ‘+amlvm) + -+ xn(alnv1+' : '+amnvm)
= (xran+ - +xa1)01 + -+ (@ + X0 Gpn) U -

Pomoci ndsobeni matic lze nyni velice snadno a prehledné
zapsat hodnoty zobrazeni f, ,(w) definovaného jednoznacné
pfedchozim diagramem. Pfipomernime si, Ze vektory v K" cha-
peme jako sloupce, tj. matice typu r/1

Jup@w)) =v(f(w)) = A-u(w).

Naopak, mdme-li pevné zvoleny bdze na V i W, pak ka-
7d4 volba matice A typu m/n zaddvé jednoznacné& linedrni
zobrazeni K* — K™ atedy i zobrazeni f : V — W.Mame-
li tedy zvoleny baze prostorti V a W, odpovida kazdé volbé
matice typu m/n pravé jedno linedrni zobrazeni V — W a

2.67. UvaZme komplexni Cisla jako redlny vektorovy prostor a za

579 ) jeho bazi zvolme 1 a i. V této bdzi urcete matici nésle-

® / dujicich linedrnich zobrazeni:

\‘yg) nasobeni Cislem (2 + i).
Urcete matici téchto zobrazeni v bazi (1 — i), (1 +i).
ReSeni.
1 0
a) (0 _1>,
L . . 2 -1
b) V obou bazich je matice stejnd a to 1 2 )

Zamyslete se, pro¢ tomu tak je.

O

2.68. Urcete matici A, kterd ve standardni bazi prostoru R*® zadava
kolmou projekci do vektorového podprostoru generovaného vektory
up=(-1,1,00au; =(—-1,0,1).

ReSeni. Nejprve poznamenejme, e uvedeny podprostor je rovinou
(1, 1, 1.
Uspotddand trojice (1, 1, 1) je totiZ o¢ividnym feSenim soustavy

prochédzejici pocatkem s normdlovym vektorem us; =

+ X = 0,
+ x3 = 0,

—X1
—X1

tj. vektor u3 je kolmy na vektory u;, u,. Podotknéme rovnéz, Ze jsme
Pfi dané projekci se vektory u; a u, museji zobrazit na sebe a
vektor u3 potom na nulovy vektor. V bdzi sloZené po fadé z vektorti

uy, Uy, U3 je proto matice této projekce

1 00

010

000

Pomoci matic pfechodu

-1 =1 1 S |
T=|1 0 1 r= -1 22
B ’ I U
0 11 33 3

od baze (uy, u,, u3) ke standardni bazi a od standardni baze k bazi

(U1, uz, u3) ziskdme

1 2 1
1 -1 100\ (~1 5 -3
1 1
o 1 1/ \o oo ol
2 1 1
2 2 ]
10 2
3 3 3
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2.69. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochaze-

jici pocdtkem a kolmé na vektor (1, 1, 1).
Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (x1, x2, x3) € R3 v
uvazovaném zobrazeni ziskdme tak, Ze od daného bodu odecteme jeho
kolmou projekci do normélového sméru dané roviny, tedy do sméru
(1,1, 1). Tato projekce p je ddna (viz predndska) jako

x, (I,1,1)  xi+xo4+x x1+x0+x x1+x+x3

(1,1, D)2 = 3 ’ 3 ' 3 )
Vysledné zobrazeni je tedy
2X1 X2 + X3 2X2 X1+ X3 2X3 X1+ X3
x—p= (-2 2 2 ST SE ) =
3 3 3 3 3 3
2 1 1
50073 T3\ (%
==L 2 _1 X
B i 2 :
-3 T3 3 X3

]

2.70. Ve vektorovém prostoru R? uréete matici kolmé projekce na

rovinux +y —2z = 0.

2.71.
rovinu 2x — y + 2z = 0.

Ve vektorovém prostoru R? uréete matici kolmé projekce na

H. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

s ws

2.72. Vlastni ¢isla a vlastni vektory mohou slouZit k ndzornému po-
pisu linedrnich zobrazeni, zejména v R? a R3. (1) UvaZme zobrazeni

s matici ve standardni bazi

0 0 1
fRR-R,A=(0 1 0
1 00
Pak dostdvdme
—A 0 1
[A—XE|=|0 1—=x2 0|==A+r2+1-1,
1 0 —A
s kofeny A;» = 1, A3 = —1. Vlastn{ vektory s vlastni hodnotou A = 1
se spoctou:
-1 0 1 1 0 -1
00 0]~l00 o0]; 226
1 0 -1 00 O
s bazi prostoru feSent, tj. vSech vlastnich vektort s touto vlastni hod-
notou
ur=1(0,1,0), wuy=(1,0,1).
Podobné pro A = —1 dostdvame tieti nezavisly vlastni vektor
1 01 1 01
02 01~10 2 0)=us=(-1,0,1).
1 01 000
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ukdzali jsme bijekci mezi maticemi piisluSného rozméru a
linedrnimi zobrazenimi V. — W.

2.37. Matice prechodu mezi souradnicemi. Jestlize za V
s i W zvolime tentyZ prostor, ale s riznymi ba-
zemi, a za f identické zobrazeni, vyjadiuje po-
stup z pfedchoziho odstavce vektory baze u v
: soufadnicich vzhledem k v. Ozna¢me vyslednou
matici T. KdyZ pak zaddme vektor u

u=xuy+---+xu,
v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u; jejich vyja-
dfeni pomoci vektort z v, obdrzime soufadné vyjadieni x =
(x1,...,X,) téhoZ vektoru v bdzi v. Sta¢f k tomu pteskla-
dat poradi s¢itanct a vyjadrit skaldry u jednotlivych vektort
baze.

Ve skutecnosti ted’ délame totéZ, co v predchozim od-
stavci pro specidlni pripad identického zobrazeni idy na vek-
torovém prostoru V. Matice tohoto identického zobrazeni je
T atedy nutn€ musi naznaceny piimy vypocetdatx = T - x.
Situace se zobrazena na diagramu:

Ml ~ ~ iv
T:(idV)u,v
Vyslednou matici 7' nazyvame matice prechodu od baze

u vektorového prostoru V k bazi v téhoZz prostoru.
Piimo z definice vyplyva:

_____J VYPOCET MATICE PRECHODU —

Tvrzeni. Matici T pfechodu od bdze u k bdzi v ziskame tak,
Ze souradnice vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcii
matice T

Funkce matice pfechodu je takovd, Ze zndme-li soufad-
nice x vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se ob-
drzi vynasobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). ProtoZe
inverzni zobrazeni k identickému je opét totéZ identické zob-
razeni, je matice pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je
praveé matice pfechodu opaénym smérem, tj. od baze v k bazi
u.

2.38. Vice souradnic. Nyni si ukdZeme, jak se skladaji sou-
.~ Tadnd vyjadreni linedrnich zobrazeni. Uvazme

jeste dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze
k s bazi w, linearni zobrazeni g : W — Z a
ozna¢me pifsluSnou matici g, ..

f 8
\% w Z
M\LN ~l“ ~iw
Suv v, w
K > KM > Kk
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SloZeni go f na hornim fddku odpovidd matici zobrazeni
K" — K* dole a ptimo spoéteme (piSeme A pro matici f a
B pro matici g ve zvolenych bazich):

Suw © fus(®¥) =wogov'ovo fou
=B-(A-x)=(B-A)-x=(go fHuwk)

pro vSechny x € K”". Sklddani obrazeni tedy odpovida na-
sobeni prisluSnych matic. V§imnéte si také, Ze isomorfismy
odpovidajf prave invertibilnim maticim.

Stejny postup ndm davad odpovéd’ na otdzku, jak se zméni
matice zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i
oboru hodnot:

id id
1% Ly — L o Ly
u’l: Mi’_v :\LU :\Lv’
Suw s—1
K? o = K > KM e > K™

kde T je matice pfechodu od u’ k u a S je matice pfechodu
od v’ k v. Je-li tedy A ptivodni matice zobrazeni, bude nova
déna jako A’ = ST'AT.

Ve specidlnim piipadé linedrniho zobrazeni f : V — V,
tj. zobrazeni ma stejny prostor V jako defini¢ni obor i obor
hodnot, vyjadfujeme zpravidla f pomoci jediné bdze u pro-
storu V. Pak tedy pfechod k nové bazi u’ s matici pred-
chodu T od u’ k u bude znamenat zménu matice zobrazeni
naA' =T 'AT.

2.39. Llnearnl formy. Obzvlast jednoduchym a zdroven
dalezitym prfipadem linedrnich zobrazeni jsou
__tzv. linedrni formy. Jde o linedrni zobrazeni z
vektorového prostoru V nad polem skalard K
: do skalarti K. Jsou-li dany soufadnice na V, je
prlrazem { jednotlivé i-té soufadnice vektoriim praveé takovou
linearni formou. Pfesnéji feceno, pro kazdou volbu bdze v =
(vi, ..., v,) mdme k dispozici linedrni formy v} : V — K
takové, Ze v/ (v;) = §;j, tj. nula pro riizné indexy i a j a
jednicka pro stejné.
Vektorovy prostor vSech linedrnich forem na V znac¢ime
V* a fikdme mu dudlni prostor vektorovému prostoru V.
Pfedpoklddejme nyni, Ze prostor V md konec¢nou dimenzi
n. Bazi V* sestavenou z ptifazovani jednotlivych souradnic
jako vySe nazyvame dudlni bdze. Skutené se jednd o bazi
prostoru V*, protozZe jsou tyto formy zjevné linedrné neza-
vislé (provéite si!) a je-li @ libovolnd forma, pak plati pro

kazdy vektor u = xjv; + - - + X, v,
a() =xja(vy) + - + x,0(vy)
= a(v)vy ) + -+ a(v,) v (u)

a je tedy « linedrni kombinac{ forem v;".

Pti pevné zvolené bdzi {1} na jednorozmérném prostoru
skalarti K jsou s kaZdou volbou baze v na V linearni formy
« ztotoZnény s maticemi typu 1/n, tj. s fddky y. Pravé kom-
ponenty téchto fadkd jsou soufadnicemi obecnych linedrnich
forem v dudlni bazi v*. Vycisleni takové formy na vektoru je

V bazi uy, uy, usz (v§imnéte si, Ze u3 musi byt linedrné nezavisly
na zbylych dvou diky pfedchozi vété a u;, u, vysly jako dvé nezdvisla

feSeni) ma f diagondlni matici
0
0

1
A=1]0
0 -1

S = O

Cely prostor R? je pfimym sou¢tem vlastnich podprostord, R® =
Vi ® V,,dim V), = 2, dim V, = 1. Tento rozklad je d4dn jednoznacné
a vypovida mnoho o geometrickych vlastnostech zobrazeni f. Vlastni
podprostor V; je navic pfimym souctem jednorozmérnych vlastnich
podprostord, které lze vSak zvolit mnoha riznymi zptisoby (takovy da-
181 rozklad nem4 tedy jiZ Zadny geometricky vyznam).

(2) Uvazme linearni zobrazeni f : R;[x] — R,[x] definované
derivovanim polynom, tj. f(1) =0, f(x) =1, f(x*) = 2x. Zobra-
zeni f ma tedy v obvyklé bazi (1, x, x*) matici

A=

S OO
S O =

0
2
0

Charakteristicky polynom je |A — A - E| = —)3, existuje tedy pouze

jedind vlastni hodnota, A = 0. Spo¢téme vlastni Vektory:

010 010
00 2]~10 0 1
00O 0 0O

Prostor vlastnich vektord je tedy jednorozmérny, generovany konstant-

nim polynomem 1.

s

2.73. Priklad i se zménou baze. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice
0
A= 1
1 1

Popiste toto zobrazeni a napiste jeho matici v bazi:

(NS \S I

€l = [15 _17 1]
e = [1,2,0]
es = [0,1,1]

Reseni. Charakteristicky polynom dané matice je
1—2x 1 0

1 2—A 1
1 2 11—

= A +4r2 20 = —A(0F —4r +2).

s

Koreny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, uddvaji, kdy nebude mit matice

1—A 1 0
1 2—-A 1
1 2 1—x
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plnou hodnost, tedy soustava rovnic

1—A 1 0 X1
1 2—A 1 X3
1 2 1—A X3

s xs

bude mit i jiné feSeni neZ feSeni x = (0, 0, 0). Vlastni ¢isla tedy jsou

0,2 4 /2, 2 — +/2. Spocitejme vlastni vektory piisluiné jednotlivym

vlastnim hodnotam:

e 0: Resfme tedy soustavu

1 1 0 X1
1 21 X2 | = 0
1 2 1 X3

Jejim fesenim je jednodimenziondlni vektorovy prostor vlast-

nich vektord ((1, —1, 1)).
e 2 + +/2: Resfme soustavu

—(14++2) 1 0 x|
1 —2 1 x| =0.
1 2 —(1++v2)) \x

Resenim je jednodimenzionalni prostor ((1,1 + ~/2,1 +

V2)).

e 2 — +/2: Resime soustavu

W2-1) 1 0 X1
1 «/E 1 X2 =0.

1 2 (WV2-1) \x3

Resenim je prostor vlastnich vektord ((1, 1 — «/E 1— \/E) .

s N2

Dan4 matice m4 vlastni &isla 0, 24++/2 a 2—+/2, kterym piislusi po

radé jednorozmérné prostory vlastnich vektort ((1,

V2,14+v2)a((1,1=+2,1-+2)).

-1, 1)), (1,1 +

Zobrazeni tedy miZeme interpretovat jako projekci podél vektoru
(1, —1, 1) do roviny dané vektory (1,1 + +/2,1 4+ ~/2) a (1,1 —
\/5, 1— \/5) sloZenou s linedrnim zobrazenim danym ,,nataZenim‘

danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich vektort.

Nynf jej vyjadieme v uvedené bazi. K tomu budeme potiebovat

matici pfechodu 7' od standardni bdze k dané nové bézi. Tu ziskdme

tak, Ze soutadnice vektorl staré baze v bazi nové napiSeme do sloupcti

matice 7. My vSak snadnéji zapiSeme matici pfechodu od dané baze k

bdzi standardni, tedy matici 7. Soufadnice vektord nové baze pouze

zapiSeme do sloupci:

Potom

T=1""2=
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pak ddno vyndsobenim pfiislusného fadkového vektoru y se
sloupcem soufadnic x vektoru u € V v bazi v:

a(u) =y -x =yix;+--+ X,

Zejména tedy vidime, Ze pro kazdy konecnérozmérny pro-
stor V je V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izo-
morfismu je ddna napf. nasi volbou dudlni baze ke zvolené
bdazi na prostoru V.

V tomto kontextu tedy znovu potkavame skalarni soucin
fadku n skalard se sloupcem n skaldrd, jak jsme s nim praco-
vali jiZ v odstavci 3 na strané [4.

U nekonecné rozmérného prostoru se véci maji jinak.

&\ Napi. uz nejjednodussi piiklad prostoru vsech
%), polynoml K[x] v jedné proménné je vektoro-
) vym prostorem se spocetnou bazi s prvky v =

arné nezdvislé formy v;. Jakykoliv formdlni nekone¢ny sou-
et Y > a;v} je nyni dobfe definovanou linedrni formou na
Kl[x], protoZe bude vycislovdn vZdy pouze na konecné line-
arni kombinaci bazovych polynomi X,i=0,1,2,....

Spocetnd mnoZina vSech v tedy neni bazi. Ve skutec-
nosti lze ukdzat, Ze tento dudlni prostor ani spocetnou bazi
mit nemiZe.

2.40. Vellkost vektoru a skalarni soucin. V tvahach o ge-
-, ometrii roviny R? jsme jiZ v prvni kapitole v od-
77 stavei [ ] pracovali nejen s bdzemi a linedr-
=~ nimi zobrazenimi, ale také s velikosti vektort
a JeJICh uhly Pro zavedeni t€chto pojmt jsme také pouZili
skaldarniho souc¢inu dvou vektorti v = (x, y) av’ = (¥, y)
ve tvaru u - v = xx’ 4+ yy'. Skute¢né, souradné vyjadieni pro
velikost v = (x, y) je ddno

loll = V@ +3 = Vv,

zatimco (orientovany) tihel ¢ dvou vektori v = (x, y) av’' =
(', ¥) je v rovinné geometrii ddn vztahem

PovSimnéme si, Ze tento skaldrni soucin je linedrni v kaz-
dém ze svych argument(, zna¢ime jej u-v nebo (v, v’). Takto
definovany skaldrni soucin je také symetricky ve svych argu-
mentech a samoziejmé plati, Ze ||v|| = O, pravé kdyZ v = 0.
Z naSich tvah je také vidét, Ze v Euklidovské roving jsou dva
vektory kolmé, pravé kdyz je jejich skaldrni soucin nulovy.

V piipadé¢ redlného vektorového prostoru jakékoliv
dimenze budeme hledat obdobny postup, protoZe koncept
thlu dvou vektord je samoziejmé vZdy dvourozmérny (jisté
chceme, aby thel byl stejny v dvourozmérném podprostoru
obsahujicim u a v jako dhel v celém prostoru). Budeme v né-
kolika dalSich odstavcich uvazovat pouze konecnérozmérné
vektorové prostory nad redlnymi skalary R.
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SKALARNT SOUCIN A KOLMOST l a pro matici B zobrazeni v nové bazi pak mame (viz Z3R)

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi
Cisly je zobrazeni (, ) : V x V. — R, které je symetrické
ve svych argumentech, linedrni v kaZzdém z nich a takové, Ze
(v, v) > 0alv]|*> = (v, v) = 0 pouze pii v = 0.

Cislu ||v]| = +/{v, v) fikdme velikost vektoru v.

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogondlni nebo kolmé,
jestlize (v, w) = 0. PiSeme také v L w. Vektor v se nazyva
normovany, jestlize ||v| = 1.

Baze prostoru V sloZend z ortogondlnich vektord se na-
zyva ortogondlni baze. Jsou-li bazové vektory navic i normo-

I vané, je to ortonormalni bdze.

Skaldrni soucin se také Casto zapisuje pomoci obvyklé
teCky, tj. (4, v) = u - v. Z kontextu je pak tfeba poznat, zda
jde o soucin dvou vektord (tedy vysledkem je skalar) nebo
néco jiného (stejné jsme znacili soucin matic a také nékdy
soudin skalari).

Protoze je skalarni soucin linearni v kazdém ze svych
argumentt, bude jist€ tpln¢ urcen jiz svymi
__hodnotami na dvojicich bazovych vektort. Sku-
teCn¢, zvolme si bazi u = (uy,...,u,) pro-
storu V a oznaéme

Sij = (u;, Mj)-
Pak ze symetri¢nosti skaldrniho soucinu plyne s;; = s5;; a
z linedrity soucinu v kazdém z argumentti dostavame:

<inui, Zyjuj> = inyj(uz, uj) = Zsijxiyj-
i j ij i,j

Pokud je baze ortonormadlni, je matice S jednotkovou matici.
Tim jsme dok4zali ndsledujici uZite¢né tvrzeni:

l Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kazZdé ortonormalni bazi dan

v souradnicich vyrazem

SKALARNI SOUCIN A ORTONORMALNI BAZE g

(x,y) =x" -y

Pro kaZdou obecnou bazi prostoru V existuje symetrickd ma-
tice S takova, Ze souradné vyjadreni skaldrniho soucinu je

(x,y) =x" -8y
|

2.33b|

2.41. Ortogonalni dopliiky a projekce. Pro kazdy pevné
zvoleny podprostor W C V v prostoru se ska-
larnim soucinem definujeme jeho ortogondlni

,m ; ==

E doplnék takto

={ueV; u L vprovSechny v e W}.

Pifmo z definice je zjevné, Ze W+ je vektorovy podprostor.
Jestlize W C V md bézi (uy, ..., u), je podminka pro wt
ddna jako k& homogennich rovnic pro n proménnych. Bude
tedy mit W+ dimenzi alespoti n —k. Zaroveii aleu € WNW+

0 5 2
B=TAT '=|0 -2 -1
0 14 6

O

2.74. Naleziiete vlastni ¢isla a jim pfislu$né vektorové prostory vlast-

nich vektorti matice:

2.75. Urcete charakteristicky polynom | A—A\ E |, vlastni ¢isla a vlastn{
vektory matice

4 -1 6
2 1 6
2 -1 8
2.76. Stanovte vlastni hodnoty matice
-13 5 4 2
0 -1 00
=30 12 9 5
—-12 6 4 1
2.77. Udejte pfiklad Ctyfrozmérné matice s vlastnimi Cisly A; = 6

a A, = 7 takové, aby ndsobnost A, jako korene charakteristického po-

lynomu byla 3 a aby
(a) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 3;
(b) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 2;

(c) dimenze podprostoru vlastnich vektort A, byla 1.

2.78. Vite-li, Ze ¢isla 1, —1 jsou vlastni hodnoty matice

—11 5 4 1
3 0 10
A=l 11 8 2|
-9 5 3 1

= 0. Na-
povéda: Oznacime-li kofeny polynomu | A — A E | jako A, A2, A3, A4,

uvedte v echna fe eni charakteristické rovnice | A — A E |

je

[Al=A1-A2-A3 X4, A=A+ + A3+ A4

2.79. Pro libovolnou n x n matici A je jeji charakteristicky poly-

nom | A — A E | stupné n, je tedy tvaru

|A—AE|=c, M +cp A 4o hdco, ¢ #0,
pfi¢em plati
an=D" =D A, =14l

JestliZe je matice A trojrozmérnd, obdrZime

|[A—AE| ==X +@rAA 2+ A+]A]
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Volbou A = 1 dostdvdme
|A—E|=—-14+trA+c +|A]l
Odsud ziskdvdme vyjadieni
|A—AE|= -+ @AM +(A-—E|+1—-trA—|ADLI+]|A]

VyuZijte toto vyjddieni k urceni charakteristického polynomu a vlast-

nich hodnot matice

32 —-67 47
A= 7 —-14 13
-7 15 -6
2.80. Vypocitejte ASa A73, je-li
2 -1 1
A=1-1 2 -1
0 0 1

2.81. Bez pod&itani napiste spektrum linedrniho zobrazeni f : R? —

R3 zadaného pfifazenim (x1, x5, x3) — (x1 + X3, X2, X1 + Xx3).

2.82. Pauliho matice. Ve fyzice se stav Castice se spinem % popisuje

Pauliho maticemi. Jsou to nésledujici matice 2 x 2 nad komplexnimi
Cisly
01 0 —i 1 0
o = =7 o) o=
1 0 i 0 0 -1
Ukazte, Ze pro komutdtor matic (znaceny hranatymi zdvorkami) plati

[01, 0’2] = 010—0701 = 2i0’3 apodobné [01, 0'3] = 2i0’2 a [0’2, 0'3] =

2io. Déle ukazte, 7e 0} = 07 = 07 = 1 a vlastnf hodnoty matic jsou
+1.
UkaZte, Ze pro matice popisujici stav Castice se spinem 1
1 (01O 1 (0 - O 1 0 O
— |1 0 1}),—1|i O —i],|O0 O O
V200 10/ V2o i o) \o 0o -1

plati stejné komutacni relace jako v pfipadé Pauliho matic.

ReSeni. Oznac¢me [ := ((1) (1)) = o3, J = iop, K = ioj.
Ukazte, 7e 1, I, J, K tvoii algebru kvaterniond, tj. 1> = J?> = K? =
—lalJ=—-JI=K,JK=—KJ=1aKIl=—-IK=. g

2.83. Uvedte dimenze vlastnich podprostorti jednotlivych vlastnich ho-

dnot A; matice

4 0 00
1 400
5230
0 4 0 3

2.84. Lze vyjadtit matici
56
#=(5 5)
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znamend (u, u) = 0 atedy i u = 0 podle definice skaldrniho
soucinu. Ziejmé je tedy vZdy cely prostor V pfimym souctem

V=WeWw.

Lineédrni zobrazeni f : V — V na libovolném vektoro-
vém prostoru se nazyva projekce, jestlize plati

fof="F
V takovém piipadé je pro kazdy vektor v € V

= f() + (v — f(v) € Im(f) + Ker(f) =

aje-liv eIm(f)a f(v) =0,pakjeiv = 0. Je tedy pie-
chozi soucet podprostorii piimy. Rikdme, Ze f je projekce
na podprostor W = Im(f) podél podprostoru U = Ker(f).
Slovy se d4 projekce popsat prirozené takto: rozloZime dany
vektor na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.

Je-li na V navic skaldrni soucin, fikdme Ze jde o kol-
mou projekci, kdyz je jddro kolmé na obraz. Kazdy podpro-
stor W # V tedy definuje kolmou projekci na W. Je to
projekce na W podél W+, kterd je ddna pomoci jednozna-
¢ného rozkladu kazdého vektoru u na komponenty uy € W
auyL € W, tj. linedrni zobrazent, které uy + uy. zobrazi
na uwy.

2.42. Existence ortonormalni baze. PovSimnéme si, Ze

na kaZzdém konecnérozmérném redlném vekto-

J rovém prostoru jist€ existuji skaldrni souciny.

‘ O&N Prosté si staci vybrat libovolnou bazi, prohlésit ji

== 7za ortonormdlni a hned jeden dobfe definovany

skaldrni soucin mame. V této bdzi pak skaldarni souciny
pocitdme podle vzorce v Tvrzeni Z40.

Umime to ale i naopak. Mdme-li zaddn skaldrni soucin
na vektorovém prostoru V, mizeme vcelku jednoduse
pocetné vyuzit vhodnych kolmych projekci a jakoukoliv
zvolenou bazi upravit na ortonormalni. Jde o tzv. Grammiiv—
Schmidtiiv ortogonalizacni proces. Cilem této procedury
bude z dané posloupnosti nenulovych generatorti vy, ..., vi
kone¢nérozmérného prostoru V  vytvofit ortogondln{

mnoZinu nenulovych generétort pro V.

Tvrzeni. Nechf (uy,...,uy) je linedrné nezavisla k-tice l
vektorii prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak existuje
ortogondlni systém vektorii (vi, ..., V) takovy, Ze v; €

(U, ...,u;), i = 1,..., k. Ziskame je ndsledujici procedu-
rou:

e Nezavislost vektorii u; zarucuje, Ze uy # 0; zvolime v; =
ui.

o Mdme-lijiz vektory vy, ...,
lime vy = ugy1 +ajvy+- - -+agvy, kde a; =

vg potiebnych vlastnosti, zvo-
_ {ueq1,vi)
TR
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Dtkaz. Zacneme prvnim (nenulovym) vektorem v; a
spocteme kolmou projekci v, do

(vi)* C ({1, v2}).

Vysledek bude nenulovy pravé, kdyz je v, nezavislé na vy.
Ve vsech dalsich krocich budeme postupovat obdobné.

V £-tém kroku tedy chceme, aby pro vey; = uerq +
ajvy + - -+ + agve platilo (veyq, v;) = 0, pro vSechny i =
1,...,£.Odtud plyne

0= (uep1 +arvy + - - -+ apve, vi) = (Uep1, Vi) + ai{vi, v;)

aje vidét, Ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou uréeny
jednoznaéné€ az na ndsobek. O

Kdykoliv mdme ortogondlni bazi vektorového prostoru
V, sta¢i vektory vynormovat a ziskdme bazi ortonormalni.
Dokazali jsme proto:

Disledek. Na kazdém konecnérozmérném redlném vektoro-
vém prostoru se skaldrnim soucinem existuje ortonormalni
baze.

2% 2

V ortonormdlni bazi se obzvlast snadno spoc¢tou sourad-
nice a kolmé projekce. Skute¢né, méjme ortonormalni bazi
(e1, ..., e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v = x1e; + - - - +
Xpe, splituje

(ei,v) = (e;, x1e1 + - -+ + x5€,) = X;
a plati tedy vzdy
(2.3) v = (er,v)e; + -+ (en, v)ey.

Pokud mame zadan podprostor W C V a jeho ortonor-
madlni bazi (e, ..., ex), jde ji jist€ doplnit na ortonormalni
bazi (ey, ..., e,) celého V. Kolmd projekce obecného vek-
toru v € V do W pak bude ddna vztahem

v > (e, v)er + -+ (e, v)ey.

Pro kolmou projekci ndm tedy staci zndt jen ortonorméni
bazi podprostoru W, na nejZ promitdme.

PovSimnéme si také, Ze obecné jsou projekce f na pod-
prostor W podél U a projekce g na U podél W svazany vzta-
hem g = idy — f. Je tedy u kolmych projekei na dany pod-
prostor W vZdy vyhodnéjsi pocitat ortonormdlni bazi toho z
dvojice W, W+, ktery m4 mensi dimenzi.

Uvédomme si také, Ze existence ortonormalni baze nam
zarucuje, Ze pro kazdy redlny prostor V dimenze n se ska-
larnim soucinem existuje linedrni zobrazent, které je izomor-
fismem mezi V' a prostorem R" se standardnim skaldrnim
sou¢inem. Podrobné to bylo ukdzano jiZ ve Tvrzeni 2240, kde
jsme ukdzali, Ze hledanym izomorfismem je pravé prifazeni
soufadnic. Re¢eno volnymi slovy — v ortonormalni bazi se
skalarni soucin pomoci soufadnic pocitd stejnou formuli jako
standardni skaldrni souc¢in v R".

K otazkam velikosti vektorti a projekcim se vratime jesté

2% N Y

v pfisti kapitole v obecnéjsich souvislostech.

ve tvaru soucinu B = P~!.D-P pro n&jakou diagondlni matici D a in-
vertibilni matici P? Pokud je to mo né, udejte piiklad takové dvojice

matic D, P a zjistéte, kolik takovych dvojic existuje.

2.85. UrCete, jaké linedrni zobrazeni R® — R? zaddv4 matice

Reseni. Dvojndsobna vlastni hodnota -1, piislu$né vlastni vektory
2,0,1), (1,1,0), jednondsobnd vlastni hodnota 0, vlastni vektor

(1,4, —3). Osové soumérnost podle piimky dané poslednim vektorem
sloZen4 s projekci na rovinu kolmou k poslednimu vektoru, tedy danou

obecnou rovnici x + 4y — 3z = 0.

I. Baze a skalarni souciny

2.86. Pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu zis-

kejte ortogondlni bazi podprostoru
U = {(x1, %2, x3,x)" € R x1 + 20 4 x3 + x4 = 0}

prostoru R*.

Reseni. MnozZina feSeni uvedené homogenni linedrni rovnice je

zfejmé vektorovym prostorem s bizi

—1 —1 -1
1 0 0
0 0 1

Vektory ortogondlni baze ziskané uzitim Gramova-Schmidtova orto-
gonaliza¢niho procesu budeme znalit vy, v,, v3. Nejprve poloZme

UV = Uuq. Dale

T T
uy - v 1 1 1
= — = — — = ——,——,1,0 s
R TPATER (2 2 )

resp. zvolme ndsobek v, = (—1, —1, 2, 0)7. Nésledn& je

1% u Mg.vlv u;'['UZU u lv 1U
3 = U3z — 11— 7 g 2=uUu3 — V1 — U2 =
ol sl P 2" 76

1 1 1 \"
=\ __a__vl .
373 3

Maiéme tedy celkem

—1 —1 —1
1 —1 —1
vy = 0 , Uy = ) , U3 = _1
0 0 3
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Dodejme, Ze pro jednoduchost pfikladu Ize bezprostiedné uV

gonalni bazi z vektord

2.43. Uhel dvou vektort. Jak jsme jiZ zminili, thel dvou
linedrné nezavislych vektord musi byt stejny, kdyZ je bu-

(1,-1,0,00", (0,0,1,-D", @a,1,-1, -7 deme uvaZovat v dvourozmérném podprostoru, ktery gene-
ruji, nebo v okolnim prostoru vét§im. Ve své podstaté je proto
nebo pojem thlu dvou vektorti nezavisly na dimenzi okolniho pro-
storu a pokud si zvolime ortonormalni bazi, jejiZ prvni dva
-LLL-D", (L-L1L-D", (-1.-1 1D i N o
vektory budou generovat tentyZ podprostor jako dané vektory
] u av, miZeme doslova pievzit definici z rovinné geometrie.
I bez volby baze tedy musi platit:
2.87. Ve vektorovém prostoru R* jsou ddny trojrozmérné podpro- ______l UHEL DVOU VEKTORT L g
story Uhel ¢ dvou vektorti v a w ve vektorovém prostoru se l
U = (uyr, uz, uz), V = (v, va, v3), skaldrnim sou¢inem je ddn vztahem
pricemz o5 = (v, w)
. | | | . Il fwl
. 1 Uy = 1 s = 0 v = 1 vy = -1 Takto definovany thel nezédvisi na uvaZzovaném potadi vek-
I 0’ I -1} | tord v, w aje vintervalu 0 < ¢ < 7. l
0 1 1 -1 —1 a
o . . L. K problematice skaldrnich soucin a thla vektoru se vra-
v3 = (1, —1, —1, 1)T. Urete dimenzi a libovolnou bazi podprostoru ., P o o 1s
time v dalSich kapitoléch.
unv.

<
ReSeni. Do podprostoru U NV néleZi pravé ty vektory, které je mozné

obdrZet jako linearni kombinaci vektort u; a také jako linearni kombi-

naci vektortl v;. Hleddme tedy Cisla xy, x2, x3, y1, ¥2, y3 € R takova,

aby platilo
1 1 1 1 1 1
1 n 1 n 0 1 + -1 + -1
X1 1 X2 0 X3 1 =) -1 Y2 1 Y3 11
0 1 1 -1 —1 1
tj. hleddme feSeni soustavy
X1+ x + x3 =y + y2 + ¥y
Xp + x = yr — 2 — 3
X1 + X3 = =»n + Y2 — V3,
X2 + X3 = =y — » + ¥

Pti maticovém zdpisu této homogenni soustavy (a pfi zachovani poradi

proménnych) je
111 -1 =1 -1 1 1 1 -1 =1 -1
110 -1 1 1| 1o -1 0 2 2
1 01 1 —=1 1 0o -1 0 2 0 2
011 1 1 -1 o 1 1 1 1 -1
I 1 1 -1 -1 -1 111—1—1—1\
2Jor 1 1 1 -1f_Jjo1r 1 1 1 -
00 -1 0 2 2 001 0 -2 =2
00 1 3 1 1 000 1 1 1
1 110 0 0 1 000 O 2
o110 0 -2 0100 2 0
0010 =2 =2 0010 =2 =2
0001 1 1 0001 1 1

110

2.44. Multilinearni formy. Skaldrni soucin byl dan jako
zobrazeni ze souc¢inu dvou kopii vektorového
3 ) prostoru V' do prostoru skaldrd, které bylo li-
" nearni v kazdém ze svych argumentd. Podobné
= budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k
kopii vektorového prostoru V do skalart, kterd jsou linearn{
v kazdém ze svych k argumenti. Hovofime o k—linedrnich
forméch.
Nejcastéji se budeme setkévat s bilinedrnimi formami, tj.
pfipadem« : V xV — K, kde pro jakékoliv vektory u, v, w,
z askalary a, b, c a d plati, stejn€ jako u skaldrniho soucinu

alau + bv, cw +dz) = aca(u, w) + ad a(u, z)
+ bca(v, w) + bd o (v, 7).

Pokud navic plati
au, w) =a(w, u),

hovofime o symetrické bilinedrni forme. JestliZze zdména ar-
gumentd vede k obrdceni znaménka vysledku, hovofime o
antisymetrické bilinedrni formé.

JiZ v rovinné geometrii jsme zavedli determinant jako bi-
linedrni antisymetrickou formu o, tj. e (4, w) = —a(w, u).
Obecné vime z véty T, Ze je determinant v dimenzi n
mozno nahliZet jako n—linedrni antisymetrickou formu.

Jako u linedrnich zobrazeni je ziejmé, Ze kazdd k—
linedrni forma je dplné uréena svymi hodnotami na vSech
k—ticich bazovych prvkd v pevné bazi. V analogii k li-
nedrnim zobrazenim tyto hodnoty miZeme vnimat jako
k-rozmérné analogie matic. UkdZeme si to v piipade k = 2,
kde ptijde doopravdy o matice, jak jsme je zavedli.



.29

KAPITOLA 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

j MATICE BILINEARN{ FORMY l—.——

Jestlize zvolime bdzi ¥ na V a definujeme pro danou
bilinedrni formu o skaldry a;; = o(u;, u;), pak zjevné do-
staneme pro vektory v, w se soufadnicemi x a y (jakoZto
sloupce soufadnic)

n
T
a(v,w) = E ajjxiyj =y -A-x,
i =1

I kde A je matice A = (a;;).

Piimo z definice matice bilinerdni formy je vidét, Ze
forma je symetrickd nebo antisymetrickd, pravé kdyz ma tu-
téZ vlastnost jeji matice.

Kazda bilinedrni forma o na vektorovém prostoru V de-
finuje zobrazeni V. — V*, v — «(, v), tj. dosazenim pev-
ného vektoru v za druhy argument dostdvame linedrni formu,
kterd je obrazem tohoto vektoru. Zvolime-li pevné bazi na ko-
necnérozmérném prostoru V a dudlni bazi na V*, pak jde o
zobrazeni

vy (x> y - A-x).

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti rtiznych typt linear-
nich zobrazeni se nyni dostaneme k lepSimu pochopeni na-
strojd, které nam vektorové prostory pro linedrni modelovani
procest a systému nabizeji.

2.45. Zacneme Ctyimi piiklady v nejniZ$i zajimavé di-
. menzi. Ve standardni bdzi roviny R?
@ se standardnim skalarnim soudéinem
>~ uvaZzujme ndsledujici matice zobrazeni
~ f:R? > R~

10 01 a 0 0 -1
(0 0)#=6 o)) 2=( )
Matice A zaddva kolmou projekci podél podprostoru

W C {(0,a); a € R} c R?

na podprostor
V C{(a,0); a e R} C R?,

tj. projekce na osu x podél osy y. Evidentné pro toto zobra-
zeni f : R? — R?plati fo f = f atedy ziZeni f|y daného
zobrazeni na obor hodnot je identické zobrazeni. Jidrem f
je pravé podprostor W.

Matice B md vlastnost B> = 0, plati tedy toté% o piislu-
$Sném zobrazeni f. MulZeme si jej pfedstavit jako matici de-
rivovani polynomt R;[x] stupné nejvyse jedna v bazi (1, x)
(derivacemi se budeme podrobné zabyvat v kapitole pété, viz
7).

Matice C zaddva zobrazeni f, které prvni vektor baze
zveétsi a—krat, druhy b-krat. Tady se ndm tedy celd rovina

Dostavame tak feSeni
X1 =-=2t, xp=-28, x3=254+2t, yy=—S—t, ) =5, y3=1,

t, s € R. Odtud dosazenim ziskdvame obecny vektor priiniku

X1+ x2+ X3 0
X1 + xo | -2t —-2s
X1 +x3 o 2s
X2 + X3 2t
Vidime, Ze
0 0
. 1 —1
dmUNV =2, UﬂV=< e 0 >
1
O
2.88. Uvedte n¢jakou bazi podprostoru
1 2 0 1 -1 0 -2 -1
U:<34,23,12,01>
56 4 5 3 4 2 3

vektorového prostoru redlnych matic 3 x 2. Tuto bazi dopliite na bazi
celého prostoru.
ReSeni. Pripomenme, Ze bazi podprostoru tvoif mnoZina linearné ne-

zévislych vektord, které generuji uvaZzovany podprostor. Protoze

1 2 01 -1 0
—1-13 4]1+2-|2 3|=|1 2},
56 4 5 3 4
1 2 0 1 -2 -1
—2-13 4]14+3-|12 3]=|0 1],
56 4 5 2 3

cely podprostor U je generovan pouze prvnimi dvéma maticemi. Ty
jsou potom linedrné nezdvislé (jedna neni ndsobkem druhé), a tak
zad4dvaji bazi. Chceme-li ji doplnit na bézi celého prostoru redlnych
matic 3 x 2, musime najit dal$i ¢tyfi matice (dimenze celého pro-
storu je zjevné 6) takové, aby vysledna Sestice byla linedrné nezavisla.

Mtuzeme vyuzit toho, Ze zndme napf. standardn{ bazi

1 0 01 00 00 0 0 00
0 0}),10 O}, {1 O}, {0 1,10 O}, |0 O
0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 1

prostoru redlnych matic 3 x 2, ktery lze piimo ztotoznit s RS,
SepiSeme-li dva vektory baze U a vektory standardni baze celého

prostoru v tomto pofadi, vybérem prvnich 6 linedrné nezavislych

111



I. BAZE A SKALARNI SOUCINY

4. VLASTNOSTI LINEARNICH ZOBRAZENTI

vektord dostaneme hledanou bazi. Pokud vSak uvazime, Ze kupf.

1 000 0O
21 0 000
32100 0] _ |
4 301 0 0 7
540010
6 50 001
miZeme ihned bazového vektory
1 2 0 1
3 4], 2 3
5 6 4 5
podprostoru U doplnit maticemi (vektory prostoru matic)
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0}, 0o 1], 0 0}, 00
00 00 1 0 0 1

na bazi. Upozornéme, Ze vySe uvedeny determinant Ize vy¢islit velmi
snadno — je roven soucinu prvkid na diagondle, nebof matice je v dol-
nim trojihelnikovém tvaru (nad diagondlou jsou vSechny prvky nu-
lové). O

2.89. Napiste néjakou bazi redlného vektorového prostoru matic 3 x3
nad R s nulovou stopou (soucet prvkil na diagondle) a napiste sourad-

nice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.90. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic
z predchoziho pfikladu. Spoditejte normu matice z predchoziho pfi-

kladu, ktera je indukovand Vami zavedenym soucinem.

2.91.

alnych ¢tvercovych matic typu 4 x 4. UvaZte standardni skaldrni soucin

Urcete néjakou bazi vektorového prostoru antisymetrickych re-

v této bdzi a pomoci tohoto soucinu vyjadiete velikost matice

0o 3 1 0
-3 0 1 2
-1 -1 0 2
0 -2 -2 0

2.92. Najdéte ortogondlni doplnék U+ podprostoru
U = {(x1, X2, X3, X4); X| = X3, X3 = x3 + 6x4} C R*.

ReSeni. Ortogonalni doplnék U tvoif pravé ty vektory, které jsou

kolmé na kazdé feSeni soustavy

e

X1 — X3 =
X2 — X3 — 6X4 =

e

112

rozpadd na dva podprostory, které jsou zobrazenim f zacho-
vany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni skalar-
nim nasobkem (prvni piiklad byl specidlni pfipademsa = 1,
b = 0). Napt. volbaa = 1, b = —1 odpovida osové symetrii
(zrcadleni) podle osy x, coZ je totéZ jako komplexni konju-
gace x +iy — x — iy na dvourozmérném redlném prostoru
R? ~ C v bazi (1, i). Toto je linedrni zobrazeni dvourozmér-
ného redlného vektorového prostoru C, nikoliv vsak jedno-
rozmérného komplexniho prostoru C.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi
a na prvni pohled je vidét, Ze Zaddny jednorozmérny podpro-
stor neni zobrazenim zachovavan.

Takova rotace je bijekci roviny na sebe, proto jist€ umime
najit (rizné) baze na defini¢nim oboru a oboru hodnot, ve kte-
rych bude jeho matici jednotkovd matice E (prosté vezmeme
jakoukoliv bazi na defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru
hodnot). Neumime ale v tomto pfipadé¢ totéZ s jednou bédzi
na defini¢nim oboru i oboru hodnot.

Zkusme vSak uvaZovat matici D jako matici zobrazeni
g : C> — C? ve standardni bazi komplexniho
vektorového prostoru C2. Pak umime najit vek-
tory u = (i, 1), v = (—i, 1), pro které bude pla-

= (0 3) (=)=
D 0-()=-

g(v) = ((1)

To ale znamen4, Ze v bazi (u, v) na C*> m4 zobrazen{ g matici

a povSimnéme si, Ze tato komplexni analogie k pfipadu ma-
tice C m4 na diagondle prvky a = cos(%n) +1i sin(%n) a
kmoplexné sdruzené a. Jinymi slovy, argument v goniomet-
rickém tvaru tohoto komplexniho ¢isla uddva dhel otoceni.

Tomu Ize snadno porozumét, kdyZ si ozna¢ime redlnou
a imagindrni ¢ast vektoru u takto

u=x,+iy,=Reu+ilmu = ((1)>+1<(1)>

Vektor v je komplexné sdruZeny k u. Zajim4 nds ziZeni zob-
razeni g na redlny vektorovy podprostor V = R? N (u, v) C
C2. Evidentné je

V=(u+u,ilu—un)= (x, —yu)

celd redlnd rovina R?. ZiiZeni zobrazeni g na tuto rovinu je
pravé ptvodni zobrazeni dané matici A a z definice néso-
beni komplexni jednotkou jde o otoceni o thel %71 v klad-
ném smyslu ve vztahu ke zvolené bazi x,, —y, (ovéfte si
piimym vypoctem a uvédomte si také, pro¢ pfipadné proho-
zeni poradi vektort u a v povede k témuz vysledku, byt v jiné
realné bazi!).
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2.46. Vlastni Cisla a vlastni vektory zobrazeni. Klicem
_ k popisu zobrazeni v pfedchozich prikladech
byly odpovédi na otdzku ,jaké jsou vektory
A% A=~ splilujicirovnici f(u) = a-u pro néjaké vhodné
skalary a7
Zvolme tedy pevné linedrni zobrazni f : V — V na
vektorovém prostoru dimenze n nad skalary K. JestliZe si
predstavime takovou rovnost zapsanou v soufadnicich, tj. s
vyuZitim matice zobrazeni A v néjakych bazich, jde o vyraz

A-x—a-x=(A—-a-E)-x=0.

Z predchoziho vime, Ze takovéd soustava rovnic md jediné
feSeni x = 0, pokud je matice A — a E invertibilni. My tedy
chceme najit takové hodnoty a € K, pro které naopak A—a E
invertibilni neni, a nutnou a dostatecnou podminkou je (viz
Véta Z23)

2.4) det(A —a-E)=0.

JestliZe povaZujeme A = a za proménnou v predchozi
skaladrni rovnici, hleddme ve skute¢nosti kofeny polynomu
stupné n. Jak jsme vidéli v pfipadé matice D vySe, kofeny
mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skalart K.

____._l VLASTNT CfSLA A VLASTNf VEKTORY L——

Skalédry A vyhovujici rovnici f(u) = A - u pro nenulovy
vektor u € V nazyvame viastni Cisla zobrazeni f, pfislu$né
nenulové vektory u pak viastni vektory zobrazeni f.

FJ

Jsou-li u, v vlastni vektory prislusné k témuz vlastnimu
¢islu A, pak i pro jejich jakoukoliv linedrni kombinaci plati

f(au +bv) = af (u) + bf (v) = Alau + bv).

Proto tvofi vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢islu A, spo-
le¢né s nulovym vektorem, netrividlni vektorovy podprostor
V.., tzv. vlastni podprostor piislusny A. Napf., je-li A = 0
vlastnim Cislem, je jddro Ker f vlastnim podprostorem V.

Z definice vlastnich ¢isel je zfejmé, Ze jejich vypocet
nemuzZe zaviset na volbé baze a tedy matice zobrazeni f. Sku-
tecné, jako prfimy dtsledek trasformacnich vlastnosti z od-
stavce 38 a Cauchyovy véty 19 pro vypodcet determi-
nantu sou¢inu dostdvame jinou volbou soufadnic matici A’ =
P~'AP s invertibilni matici P a

|P~'AP —AE| = |P7'AP — P7'AEP|
=|P~'(A—AE)P| =P '||(A — AE||P|
protoZe nasobeni skaldr@ je komutativni a [P~!| = |P|~!.

Z téchto divodi pouzivime pro matice a zobrazeni spo-
le¢nou terminologii:

CHARAKTERISTICKY POLYNOM MATICE A OBRAZENT L-

Pro matici A dimenze n nad K nazyvame polynom |A —
AE| € K, [A] charakteristicky polynom matice A.

Vektor je ovSem feSenim této soustavy tehdy a jenom tehdy, kdyzZ je
kolmy na oba vektory (1, 0, —1, 0), (0, 1, —1, —6). Je tedy

Ut=1{a-(1,0,—-1,0)4+5b-(0,1,—1,—6); a,b € R}.

2.93. Urcete, zda jsou podprostory U = ((2, 1, 2, 2))

aV = ((—-1,0,-1,2), (—=1,0,1,0), (0,0, 1, —1)) prostoru R* na
sebe kolmé. Pokud ano, je R* = U @ V, tj.je U+t = V?

ReSeni. Vektor, ktery zaddva podprostor U, je kolmy na kazdy ze ti{
vektord, které generuji V. Podprostory jsou tak na sebe kolmé. Avsak
neni pravda, Ze R* = U @ V. Podprostor V je totiZ pouze dvojdimen-

ziondlni, protoZe
(_1707 _1’ 2) = (_15 05 170) - 2(07 0, 15 _1) .
(]

2.94. V zavislosti na parametru ¢ € R stanovte dimenzi podprostoru

U vektorového prostoru R?, je-li U generovén vektory

@ wu =010, w=d151), us=(2,21);
b u = @Y, wuy = (=4t 4,41, u3 =
(=2,-2,-2).

ReSeni. V prvnim piipadu je dim U = 2 pro ¢ € {1, 2}, jinak je dim
U = 3. Ve druhém piipadu jedim U =2 prot #Oadim U = 1 pro
t=0. O
2.95. Sestrojte ortogondlni bazi podprostoru

(A, L1, D, d L1 -1, (-1L111))
prostoru R?.

ReSeni. Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem lze ob-

drZet vysledek
(1L, 1,1, D, (I, 1,1, =3), (=2, 1, 1,0)) .
(]
2.96. 'V prostoru R* naleznéte n&jakou ortogonalni bazi podprostoru
vSech linearnich kombinaci vektord (1, 0, 1, 0), (0, 1,0, —7),
(4, =2, 4, 14) a podprostoru generovaného vektory (1, 2, 2, —1),
(17 15 _Sa 3)’ (37 2a 89 _7)
ReSeni. Pfi zachovani poradi podprostorii ze zadani jsou ortogondl-
nimi badzemi napf.
((1,0,1,0),(0, 1,0, =7))

a
((17 25 27 _1)9 (27 3a _37 2)a (29 _15 _la _2))
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(Il Kofeny tohoto polynomu jsou viastni ¢isla matice A. Je-
. . li A matice zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A — AE]|
2.97. Pro jaké hodnoty parametri a, b € R jsou vektory nazyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f. l

(1,1,2,0,0), (1,10, 1,a), (1,b,2,3,-2) ProtoZe je charakteristicky polynom linedrniho zobra-

v prostoru R’ po dvou ortogonalni? zeni f : V — V nezdvisly na volbé bdze V, jsou i jeho koe-

ficienty u jednotlivych mocnin proménné A skaldry vyjadiu-

jici vlastnosti zobrazeni f, tj. nemohou zdviset na nasi volbé

14+b4+4404+0=0, 1—-b+0+3—2a=0. béze. Zejména jako jednoduché cviceni na pocitidni determi-
nantli vyjadiime koeficienty u nejvyssich a nejniZsich moc-

U nin (pfedpokldddme dim V = n a matici zobrazeni A = (q; )
v néjaké bazi):

ReSeni. Vysledek je a = 9/2, b = —5, nebof musi mj. platit

2.98. V prostoru R’ uvazujte podprostor generovany vektory
(1’ 1’_17_1’0)7 (11_1,_170’_1)7 (1’1707111)’ |A_)\"E| =(_1)n)“n+(_l)n_l(all+...+aﬂl’l).)\‘n_l
(—1,0, —1, 1, 1). Najdéte n¢jakou bazi jeho ortogondlniho dopliiku. +- A A0
Reseni. Hledans baze obsahuje jediny vektor. Je jim n&jaky nenulovy i s . o
Koeficient u nejvy$$i mocniny fik4 jen, zda je dimenze
prostoru V sudé nebo lichd. O determinantu matice zobra-
(3,-7,1,-5,9). zeni jsme uZ zminovali, Ze vyjadfuje, kolikrdt dané linedrn{
T ’ zobrazeni zvétSuje objemy.
O Zajimavé je, Ze i soucet diagondlnich ¢lenti matice zob-
razeni nezdvisi na volb& bdze. Nazyvame jej stopa matice a
znaéime TrA. Stopa zobrazeni je definovéna jako stopa jeho
li V generovan vektory (—1,2,0,1), (3,1, —-2,4), (—4,1,2,—4), matice v libovolné bazi. Ve skutecnosti to natolik prekvapivé
2,3, -2,5). neni, protoZe v kapitole osmé si jako piiklad na metody dife-

S .y 5 L. o rencidlniho poctu ukdZeme, Ze stopa je ve skuteCnosti linedr-
Reseni. Ortogondlni dopln€k (komplement) V- je mnoZina viech ska- 70 pfiblizenim determinantu v okolf jednotkové matice, viz

larnich nasobkt vektoru (4, 2, 7, 0). O 2?.

V dal$im si uvedeme nékolik podstatnych vlastnosti vlast-
2.100. V prostoru R® urcete ortogonalni doplnék W+ podprosto-  pich podprostord.

skalarni nasobek vektoru

2.99. Popiste ortogondlni doplnék podprostoru V prostoru R*, je-

ru W, jestlize
2.30a| 2.47.Véta. Viastni vektory linedrniho zobrazeni f : V —
(a)W:{(r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+t);r,s,te y /

V prislusné riiznym viastnim hodnotam jsou linedrné nezd-
(b) W je mnoZina feSeni soustavy rovnic x| —x3 = 0, x| —x, + vislé.
X3 — X4 + X5 = 0.

DuUkaz. Nechf ay, ..., a; jsou rizné vlastni hodnoty
of v zobrazeni f a uy,...,u; vlastni vektory s témito
vlastnimi hodnotami. Diikaz provedeme indukci ptes
42 pocet linedrné nezavislych vektorti mezi zvolenymi.
‘ Predpoklddejme, Ze ui, ..., u, jsou linedrné¢ nezi-

vislé au;y 1 = ), ciu; je jejich linedrni kombinaci. Alespon
0 £ =1 lze zvolit, protoZe vlastni vektory jsou nenulové. Pak
ovEem f(ipi1) = A1 - Uip1 = Yooy digi - Ci - Ui, .

ReSeni.
() Wt =((1,0,—-1,1,0), (1,3,2,1,-3));
(b) Wt =1((1,0,—-1,0,0), (1,—-1,1,—1,1)).

2.101. Nechf jsou v prostoru R* d4ny vektory

1,-2,2,1), (1,3,2, 1. ! ! !
Su) = Zam iU = Zci S f(u) = Zci “a; - u;.
i=1 i=1 i=1

Odectenim druhého a ctvrtého vyrazu v rovnostech dosta-
vame 0 = Zf’:l (ar+1—a;) - ¢; - u;. Viechny rozdily vlastnich
Reseni. Hledanych doplnéni je pochopiteln& nekoneén& mnoho. Jed-  hodnot jsou viak nenulové a alespoii jeden koeficient c; je ne-

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zptisobem na ortogondlni bazi
celého R*. (Mizete k tomu vyuzit Gramiv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni

proces.)

nim (skute¢ng jednoduchym) je napt nulovy. To je spor s pfedpoklddanou nezévislosti uy, . . ., u,,
' takZe i vektor u;; musi byt linedrné nezavisly na predcho-
(15_27 27 1)’ (173725 1)7 (1507 07_1)’ (1707_17 1) zich. D
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Na pravé dokazané tvrzeni se miZeme podivat jako na
rozklad linedrniho zobrazeni f na soucet jednoduchych zob-
razeni. Pro vesmés rizné vlastni hodnoty A; charakteristic-
kého polynomu budeme dostavat jednorozmeérné vlastni pod-
postory V,.. Kazdy z nich pak zaddva projekci na tento in-
variantni jednorozmérny podprostor, na némz je zobrazeni
dano jako ndsobeni vlastnim cislem A;. Cely prostor V je
tak rozloZen na pifimy soucet jednotlivych vlastnich podpro-
storti. Navic Ize tento rozklad na vlastni podprostory snadno

spocist:
| BAzE z VLASTNICH VEKTORU l.——.
I

Diusledek. JestliZe existuje n navzdjem riznych korenii \;
charakteristického polynomu zobrazeni f : V. — V, na n—
rozmérném prostoru V, pak existuje rozklad V na primy sou-
Cet vlastnich podprostorii dimenze 1. To znamend, Ze existuje
baze V sloZend vyhradné z vlastnich vektorii a v této bdzi md
f diagonadlni matici. Tato bdze je urcend jednoznacné aZ na
poradi prvkii.

Prislusnou bdzi (vyjadienou v souradnicich vzhledem
k libovolné zvolené bazi V) obdriime fFesenim n systémii
homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi
(A — A; - E), kde A je matice f ve zvolené bazi.

2.48. Invarlantnl podprostory. Vidéli jsme, Ze kazdy
vlastni vektor v zobrazeni f : V — V gene-
__ruje podprostor (v) C V, ktery je zobrazenim
f zachovavan.

Obecnéji fikdme, Ze vektorovy podprostor
W C V je invariantni podprostor pro linedrni zobrazeni f,
jestlize plati f(W) C W.

Jestlize je V kone¢nérozmérny vektorovy prostor a vy-
bereme néjakou bazi (uy, ..., ug) podprostoru W, mizeme
ji vZdy doplnit na bazi (uy, ..., ug, Ugsq, ..., Uu,) celého V
a v kazdé takové bazi ma naSe zobrazeni matici A tvaru

(5 5)

kde B je ¢tvercovd matice dimenze k, D je ¢tvercova matice
dimenze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestliZe
je v néjaké bazi (uy, ..., u,) matice zobrazeni f tvaru (Z3),
je W = (uy, ..., uy) invariantni podprostor zobrazeni f.

Pochopitelné bude v nas$i matici zobrazeni (Z3) sub-
matice C nulovd pravé tehdy, kdyZ bude i podprostor
(Ugt1, ..., Uuy) generovany doplnénymi vektory béze
invariantni.

Z tohoto pohledu jsou vlastni podprostory linedrniho
zobrazeni extrémni piipady invariantnich podprostori a
zejména v piipade€ existence n = dim V riznych vlastnich
¢isel zobrazeni f dostdvdme rozklad V na pfimy soulet n
vlastnich podprostort. V piislusné bazi z vlastnich vektori
mé pak naSe zobrazeni diagondlni tvar s vlastnimi Cisly na
diagonile.

(2.5)

2.102. Naleznéte néjakou ortonormdlni bazi podprostoru V C R,

kde V = {(x1, x2, x3, x4) € R*| x| + 2x5 + x3 = 0}.

ReSeni. Vidime, e tvrtd soufadnice se v omezeni na podprostor nevy-
skytuje, bude tedy vhodné volit jeden z vektorti hledané ortonormaln{
baze vektor (0,0, 0, 1) a redukovat problém do prostoru R3. 1 ddle
se zkusime vyhnout pocitani: vidime, Ze poloZime-li druhou soufad-
nici rovnu nule, tak ve vySetfovaném prostoru leZi vektory s opacnou
prvni a tfeti soufadnici, zejména jednotkovy vektor (\%, 0, —\/%, 0).
Na tento vektor je kolmy libovolny vektor, ktery ma stejnou prvni a
treti soufadnici. Abychom se dostali do uvazovaného podprostoru, vo-
lime druhou soufadnici rovnu zdporné hodnoté souctu prvni a tfeti
soufadnice a normujeme, tedy volime vektor (Jig, —%,
hotovi. (]

\/LE’O) ajsme

2.103. Véta (I50) nam dava do ruky néstroje, jak poznat matici ro-
tace v R3: m4 tii rGizn4 vlastni &isla s absolutni hodnotou 1, jedno z
nich je pfimo ¢islo 1 (jemu piislusny vlastni vektor je osa rotace). Ar-
gument zbylych dvou, tedy nutné komplexné sdruzenych, vlastnich ¢i-
sel potom uddva uhel rotace v kladném smyslu v roviné€ uréené bazi

u; + uy, iluy — uyl.

2.104. Urcete jaké linearni zobrazeni zaddvd  matice
-1 3
2 3 4
3 3 2
i a3
5 5 5
ReSeni. JiZ zndmym postupem zjistime, Ze matice ma nasle-

dujici vlastni Cisla a jim pfisluSné vlastni vektory: 1, (1,2, 0);

iﬁl (L1+i,=1—i);3 —%i, (1,1 —i,—1+41).Jde tedy o
matlcl rotace (vSechna vlastni ¢isla maji absolutni hodnotu 1 a jedna
z vlastnich hodnot je piimo 1), navic vime, Ze se jednd o rotaci o

arccos(%)) = 0, 2957 a to v kladném smyslu. O
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2.49. Ortogonalm zobrazeni. Podivejme se ted na speci-
, lni piipad zobrazeni f : V. — W mezi pro-
story se skaldrnimi souciny, kterd zachovivaji
— _velikosti pro vSechny vektory u € V.

_—J DEFINICE ORTOGONALNICH ZOBRAZENT L

Linearni zobrazeni f : V — W mezi prostory se skalar-
nim soucinem se nazyva ortogondlni zobrazeni, jesltize pro
vSechnyu € V

(fQ), fu)) = (u,u).

Z linearity f a ze symetrie skaldrnitho soucinu vyplyva
pro vSechny dvojice vektord rovnost

(flu+v), flut+v)=(f), fw)+(f@), f())
+2(f W), f(v)).

Proto vSechny ortogondlni zobrazeni spliiuji i zdanlivé sil-

né¢jsi poZadavek, aby platilo pro v§echny vektory u, v € V

(fQ), f(v)) = (u,v).

V tvodni diskusi o geometrii v roving jsme ve Vété
dok4zali, Ze linedrni zobrazeni R — R? zachovava velikosti
vektordl, pravé kdyz jeho matice ve standardni bazi (a ta je or-
tonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu)
spliiuje AT - A = E, tj. A™! = AT

Obecné, ortogondlni zobrazeni f : V — W musi byt
vZdy injektivni, protoZe podminka (f(u), f(#)) = 0 zna-
mend i (4, u) = 0atedy u = 0. Je tedy vZdy v takovém pii-
padé dimenze oboru hodnot alespoii takovd, jako je dimenze
defini¢niho oboru f. Pak ovSem je dimenze obrazu rovna di-
menzi oboru hodnot a vime, Ze f : V — Im f je bijekce.
Pokud Im f # W, doplnime ortonormdlni b4zi na obrazu
f na ortonormdlni bézi cilového prostoru a matice zobrazeni
bude obsahovat ¢tvercovou reguldrni matici A doplnénou nu-
lovymi fddky na potfebnou velikost. Bez ijmy na obecnosti
tedy predpoklddejme W = V.

Nase podminka pro matici ortogondlniho zobrazeni v or-
tonormalni bazi pak fika pro vSechny vektory x a y v prostoru
K" toto:

A" (A-y=x"-(AT-A)-y=x" -y

Specidlnimi volbami vektori standardni baze za x a y dosta-
neme pfimo, 7e¢ AT - A = E, tedy tentyZ vysledek jako v
dimenzi dvé. Dokézali jsme tak nasledujici tvrzent:

___-l MATICE ORTOGONALNICH ZOBRAZENT .__—l
Véta. Necht'V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim sou-

cinema f : 'V — V je linearni zobrazeni. Pak f je orto-
gondlni, praveé kdyZ v nékteré ortonormalni bazi (a pak uz ve
v§ech) md matici A spliujici AT = A",
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Dtkaz. Skutecné, jestliZze zachovava f velikosti, musi
mit uvedenou vlastnost v kazdé ortonormalni bazi. Naopak,
predchozi vypocet ukazuje, Ze vlastnost matice v jedné bazi
uz zarucuje zachovavani velikosti. O

Ctvercovym maticim, které spliiuji rovnost AT = A~!
tikdme ortogondlni matice.

Diisledkem pfedchozi véty je také popis vSech matic pie-

- chodu $ mezi ortonormalnimi bazemi. Kazd4 to-

tiZ musi zaddvat zobrazeni K" — K" zachovava-
jfci velikosti a spliiuji tady také pravé podminku
3 §~! = ST. Pfi prechodu od jedné ortonormalni
baze ke druhé se tedy matice (libovolnych) linearnich zobra-
zeni méni podle vztahu

> "L 5 2\

/

A = STAS.

2.50. Rozklad ortogondlniho zobrazeni. Podivejme se
v nyni podrobnéji na vlastni vektory a vlastni Cisla
ortogondlnich zobrazeni na redlném vektorovém
A2 prostoru V se skalarnim soucinem.
Uvazujme pevné zvolené ortogondlni zobrazeni
f 1V — V smatici A v néjaké ortonormdlni bdzi a zkusme
postupovat obdobné jako s matici rotace D v piikladu Z58.
Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podpro-
story ortogondlnich zobrazeni a jejich ortogondlni dopliiky.
JestliZe pro libovolny podprostor W C V a ortogondlni zob-
razeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro
vSechny v € W, w e W

(f),w) = (f), fof'w)= (v, fw)=0

protoze i f~!(w) € W. To ale znamend, Ze také f (W) C
W+. Dokézali jsme tedy jednoduché, ale velice dileZité tvr-
zeni:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru
Jje také invariantni.

7 X7

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogondlniho zobrazeni redlna,
zarucovalo by uz toto tvrzeni, Ze bude vzdy existovat baze V
z vlastnich vektord. Skute¢né, zizeni f na ortogondlni dopl-
nek invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazent,
takZe mlizeme do bdze pribirat jeden vlastni vektor za dru-
hym, az dostaneme cely rozklad V. Nicméné vétsSinou nejsou
vlastni ¢isla ortogondlnich zobrazeni redlnd. Musime si proto
pomoci opét vyletem do komplexnich vektorovych prostord.

Zformulujeme rovnou vysledek:

Rozk1LAD ORTOGONALN{CH ZOBRAZEN{ L_

Véta. Necht f : 'V — V je ortogondlni zobrazeni na pro-
storu se skalarnim soucinem. Pak vSechny koreny charakte-
ristického polynomu f maji velikost jedna a existuje rozklad
V na jednorozmérné viastni podprostory odpovidajici viast-
nim c¢islim A = =£1 a dvourozmérné podprostory P, 3, na
kterych piisobi f rotaci o iihel rovny argumentu komplex-
niho cisla A v kladném sméru. Vsechny tyto riizné podpro-
story jsou po dvou ortogondlni.
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Dtkaz. Bez ijmy na obecnosti miiZzeme pracovat s pro-
\| storem V = R™ se standardnim skaldrnim sou-
@y, Cinem. Zobrazeni tedy bude ddno ortogondlni

storu C™ (kterd je jen shodou okolnosti redlnd). Zarucené
bude existovat praveé m (komplexnich) kofenti charakteristic-
kého polynomu, véetné jejich algebraické nasobnosti (viz tzv.
zékladni véta algebry, ??). Navic, protoZe charakteristicky
polynom zobrazeni bude mit vyhradné redlné koeficienty, bu-
dou tyto koreny bud redlné, nebo piijde o dvojice komplexné
sdruzenych kofenti A a A. P¥islu$né vlastni vektory v C" k
takové dvojici komplexné sdruZenych vlastnich ¢isel budou
feSenim dvou komplexné sdruZenych systémd homogennich
linearnich rovnic, nebof piislu§né matice systému rovnic jsou
celé redlné, aZ na samotna dosazend vlastni ¢isla. Evidentné
proto budou také feSeni téchto systémi komplexné sdruzené
vektory.

Nyni vyuZijeme skutecnost, Ze ke kazdému invariant-
nimu podprostoru je i jeho ortogondlni doplnék invariantni.
Nejprve si najdeme vSechny vlastni podprostory Vi piislu-
$né k redlnym vlastnim hodnotdm a ziZime naSe zobrazeni na
ortogondlni doplnék k jejich souctu. Bez Gjmy na obecnosti
tedy miZeme predpoklddat, Ze naSe ortogondlni zobrazen{
nemd 74dnd redlnd vlastni ¢isla a Ze je dim V = 2n > 0.

Zvolme nyni néjaké vlastni ¢islo A a ozna¢me u, vlastni
vektor piislusny k vlastnimu ¢islu A = o + i, B # 0. Zcela
stejné jako v ptipadé rotace v roviné zadané v odstavci
matici D nds zajimd redlnd ¢dst souctu dvou jednorozmér-
nych podprostorti (u;) @ (i, ), kde u; je vlastni vektor pfislu-
$ny k vlastnimu &islu A

Jde o prinik uvedeného souctu komplexnich podpro-
stori s R?", ktery je generovany vektory u, +ii; a i(u; —iiy),
tj. redlny vektorovy podprostor P, C R>" generovany bazi
danou redlnou a imaginarni Casti u;,

X) =reu,, —Yy,=—imu;,.

Protoze A - (uy + it;) = Auy + Aii; a podobné s druhym
bazovym vektorem, jde zjevné o invariantni podprostor vici
ndsobeni matici A a dostdvdme

A-x) =ax, + Byr, A-y = —ay, + Bx.

ProtoZe naSe zobrazeni zachovdva velikosti, musi byt navic
velikost vlastni hodnoty A rovna jedné. To ale neznamen4 nic
jiného, neZ Ze ziZeni naSeho zobrazeni na P, je rotaci o ar-
gument vlastni hodnoty A. V§imnéme si, Ze volba vlastniho
&isla A misto A vede na stejny podprostor se stejnou rotact,
pouze ji dostaneme vyjadienou v bézi x;, y;, tj. musime v
soufadnicich rotovat o dhel s opaénym znaménkem.

Dtikaz celé véty tim dokoncen, protoZe ziZenim naSeho
zobrazeni na ortogondlni doplnék a opakovanim ptfedchozi
tdvahy dostaneme cely rozklad po n krocich. ([
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K myslenkam tohoto dtikazu se jesté vratime v kapitole
tieti, kdyZ budeme studovat komplexni rozsifeni euklidov-
skych vektorovych prostort, viz B23.

Poznamka. Specielné v dimenzi tfi musi byt alespon jedno
vlastni Cislo £1, protozZe je trojka liché ¢islo.
» Pak ovSem pfislusny vlastni podprostor je osou
rotace trojrozmérného prostoru o thel dany ar-
, > gumentem dalSich vlastnich ¢isel. Zkuste si roz-
myslet jak poznat, kterym smérem jde rotace a také, Ze

vlastni ¢islo —1 znamena jesté dodatecné zrcadleni podle ro-
viny kolmé na osu rotace.

K diskusi vlastnosti matic a linedrnich zobrazeni se bu-
deme vracet. Pfed pokracovanim obecné teorie si napted
ukdzeme v ndsledujici kapitole nékolik aplikaci, jesté ale uza-
vieme nasi diskusi obecnou definici:

SPEKTRUM LINEARN{HO ZOBRAZEN{ L_—

2.51. Definice. Spektrum linedrniho zobrazeni f : V — V
(resp. matice) je posloupnost kofenti charakteristického po-
lynomu zobrazeni f, v€etné ndsobnosti. Algebraickou nd-
sobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jakoZto
kotenu charakteristického polynomu, geometricka ndasobnost
vlastni hodnoty je dimenze pfislusSného podprostoru vlast-
nich vektort.

Spektrdlnim polomérem linedrniho zobrazeni (matice) je
nejvetsi z absolutni hodnot vlastnich &isel.

V této terminologii miiZzeme nase vysledky o ortogondl-
nich zobrazenich zformulovat tak, Ze jejich spektra jsou vzdy
celd podmnoZinou jednotkové kruznice v komplexni roviné.
To znamen4, Ze v redlné C4asti spektra mohou byt pouze hod-
noty =£1, jejichZ algebraické a geometrické ndsobnosti jsou
stejné. Komplexni hodnoty spektra pak odpovidaji rotacim
ve vhodnych dvourozmérnych podprostorech, které jsou na
sebe po dvou kolmé.
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J. Dopliujici priklady k celé kapitole

2.105. Reste soustavu

X1+ x 4+ x4+ x4 — 2x5 = 3,
2%, + 2x3 + 2x4 — 4x5 = 5,

—Xx; — X2 — x3 + x3 + 2x5 = 0,
—2x1 + 3x, 4+ 3x3 — b6xs = 2.

ReSeni. Rozsifend matice soustavy je

1 1 1 1 =213
o 2 2 2 —4]5
-1 -1 -1 1 2|0
-2 3 3 0 —6|2

z N X

Pri¢tenim prvniho fadku ke tfetimu a jeho dvojndsobku ke ¢tvrtému a poté prictenim (—5/2)ndsobku

druhého fadku ke ¢tvrtému obdrzime

1111 =213 111 1 =2 3
0222 —-4/5| 1022 2 -4 5
0002 0 |3 000 2 O 3
055 2 —10|8 000 =3 0]-9/2

Posledni fadek je ziejmé ndsobkem predposledniho, a tak jej miZeme vynechat. Pivoti se nachizeji
v 1., 2. a 4. sloupci, proto jsou volné proménné x3 a xs, které nahradime redlnymi parametry ¢, s.

Uvazujeme tak soustavu

X1+ x2 + t + x4 — 25 = 3,
2% + 2t + 2x4 — 4s = 5,
2)64 = 3

Vime tedy, Ze x4 = 3/2. Druhd rovnice ddva
2x0+2t+3—4s =5, t. xpx=1—1+42s.
Z prvni potom plyne
x1+1—t+2s+1t+4+3/2-2s=3, . x =1/2.

Celkem mame

@3

(x1, X2, X3, X4, x5) = (1/2, 1 —t +2s,¢,3/2,5), t,selR.

s vz

Také v tomto piikladu znovu uvaZujme rozsifenou matici a pfevedme ji pomoci fddkovych Gprav
do schodovitého tvaru, kde prvni nenulové ¢islo v kaZzdém tadku je 1 a kde ve sloupci, ve kterém
tato 1 je, jsou ostatni ¢isla 0. JeSté pfipomeiime, Ze Ctvrtou rovnici, jeZ je kombinaci prvnich tfech
rovnic, budeme vynechdvat. Po fadé vyndsobenim druhého a tretiho fadku Cislem 1/2, odectenim
tiettho fadku od druhého a od prvniho a odectenim druhého fadku od prvniho ziskdme

1111 =23 1111 2|3
0222 —4/5|~lo0o1 11 —2(52 ]~
0002 013 0001 0132
1110 —2][3/2 1000 0]1/2
0110 2|1 |~l0o110 —2|1
0001 0132 0001 0]32
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Pokud opét zvolime x3 = t, x5 = s (t, s € R), dostaneme odsud obecné feSeni (Z3) ve stejném tvaru,
a to bezprostfedné. Uvazte piislusné rovnice
X1 = 1/2,
X2 + t — 25 = 1,
X4 = 3/2.

2.106. Najdéte feSeni soustavy linedrnich rovnic zadané rozsifenou matici

33 2 113
21 1 0 |4
05 -4 3|1
53 3 =3]|5

Reseni. Uvedenou rozsifenou matici upravime na schodovity tvar. Nejprve prvni a tfeti fadek opiSeme
a do druhého fddku napiSeme soucet (—2)ndsobku prvniho a 3ndsobku druhého faddku a do ¢tvrtého

fadku soucet Sndsobku prvniho a (—3)ndsobku posledniho fadku. Takto ziskdme

33 2 1|3 33 2 113
21 1 044} 10 -3 -1 -2/6
05 —4 311 0 5 —4 3|1
53 3 =3|5 0 o 1 140

Opsani prvnich dvou fadki a pricteni Sndsobku druhého fadku k 3nasobku tfettho a jeho 2ndsobku

ke ¢tvrtému radku dava

33 2 113 3 3 2 1 |3
0O -3 -1 -2/6 ] |0 -3 -1 -2]6
0 5 -4 3|1 0 0 -—-17 —-1|33
0 o6 1 140 0 0 -1 10|12

Pokud prvni, druhy a ¢tvrty fddek opiSeme a ke tfetimu pric¢teme Ctvrty, dostaneme

3 3 2 1 |3 3 3 2 1|3
0 -3 -1 -2]6 .10 =3 -1 =216
0 0 -—-17 —-1]33 0 0 —-18 9 |45
0 0 -1 10|12 0O 0 -1 10|12

Dadle je (fadkové tpravy jsou jiz ,,obvyklé*)

3 3 2 1 |3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 2|6 10 =3 -1 =2 6
0 0 —-18 9 |45 o 0 2 -—-1] -5
0 0 -1 10]12 0 0 1 -—-10|-12

3 3 2 1 3 3 3 2 1 3
0 -3 -1 =2 6 0 -3 -1 =2 6
0 0 1 —-10|—12 0 O 1 —-10|—12
o 0 2 —-1] -5 0o 0 0 19 19

Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feSeni. Ur¢eme ho zpétnou eliminaci

33 2 1 3 33 2 0] 2
-3 -1 =2 6 |10 -3 -1 0|8
0 1 —-10]-12 0 0 1 0]-=-2
0 0 1 1 0 0 0 1|1

S O O
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3 3 00| 6 1 10 0 2
0 -3 0 0] 6 | 0100 -2
0 0 1 0]-2 001 0|-=-2
0 0 0 1|1 000 1|1
1 00 0] 4
101002
001 0]-=-2
000 1]1
Vysledek je tak
X1 = 4, Xy = —2, X3 = —2, X4 = 1.

2.107. Uvedte vSechna feSeni homogenniho systému
x+y=2z4+v, z4+4u+v=0, -3Bu=0, z=-—v
4 linedrnich rovnic 5 proménnych x, y, z, u, v.

ReSeni. Systém piepiSeme do matice tak, Ze v prvnim sloupci budou koeficienty u x, ve druhém
sloupci koeficienty u y, aZ v patém sloupci koeficienty u v, pficemz vSechny ¢leny v kaZzdé rovnici

prevedeme na levou stranu. Timto zpiisobem piislusi systému matice

11 -2 0 -1
0 0 1 4 1
00 0 -3 0
0 0 1 0 1
Pficteme-li (4/3)ndsobek tretiho fddku ke druhému a odecteme-li poté druhy fddek od ¢tvrtého, ob-
drZzime
11 -2 0 -1 1 1 -2 0 -1
0 0 1 4 1 N 00 1 0 1
00 0 -3 0 00 0 -3 0
0 0 1 0 1 00 O 0 0
Diéle vyndsobime tfeti fadek Cislem —1/3 a pficteme 2ndsobek druhého fadku k prvnimu, coz ddva
11 -2 0 -1 1 1 0 01
0 0 1 0 1 N 001 01
00 0 -3 0 00 01O
0 0 O 0 0 00 0 0O

Z posledni matice miZzeme piimo vypsat v§echna feSeni

X —1 —1
y 1 0
z|l=¢t] O | +s|-1], ¢ts€eR,
u 0 0
v 0 1

nebof mame matici ve schodovitém tvaru, pficemZ prvni nenulové ¢islo v kazdém fadku je 1 a ve
sloupci, kde se takova 1 nachdzi, jsou na ostatnich pozicich 0. VySe uvedené feSeni ve tvaru linedrni
kombinace dvou vektorid je urceno praveé sloupci bez prvniho nenulového ¢isla néjakého radku, tj.
druhym a patym sloupcem, kdy volime 1 jako druhou sloZku pro druhy sloupec a jako patou slozku

pro paty sloupec a kdy ¢isla v pfislusném sloupci bereme s opa¢nym znaménkem a umisfujeme je na
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pozici danou sloupcem, ve kterém je prvni 1 v jejich fddku. Dodejme, Ze vysledek je ihned moZné

prepsat do tvaru

x, 5z, u,v) =(-t—s,t —s5,0,5), t,seR
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ResSeni cviceni

2.8. Takovd matice X existuje pravé jedna, a to

18 =32
5 =8)°

1 10 —4
213. A '=11 12 -5
0 -2
2 -3 0 0 0
-5 8 0 0 O
214.1 0 0 -1 0 O
0O 0 0 -5 2
0O 0 0 3 -1
0o 1 1 0
01 0 -1
-1 _ 1
215. ¢ =5y 2, 0 o
1 -1 -1 1

2.16. V prvnim piipadé€ dostdvame

ve druhém potom

2.17. Plati
1 1 1
1 0 1 1
_ 1
AT = 1 1 0
n—1
SO
1 1 1 0
2.18.-3,17,-1
2.21. Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadki a ndslednym rozvojem podle prvniho sloupce ob-
drZime
1 X1 x]2 )61"71
0 xp—x1 xzz—xl2 )é'_l—x’l’_l
Vﬂ(-xls-x21'-'v-xn) = 1. . . . .
0 xp—x1 x2-—x ... x,’;_l—xi'_l
X2 — X1 x22—x12 %71—ﬂ71
Xp — X1 x,%—)cl2 xg_l —)c’f_l
Vytkneme-li z i-t€ho fddku x; 1 — xj proi € {1,2,...,n — 1}, dostaneme
Va(x1, x2, ..., Xp)
1 x4+x ... Z.'};S%H*zx{

=(x2 —x1) - (xp —x1) |:

n—=2 n—j=2 _j
1 x,+x1 ... ijoxn x|
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Odectenim od kazdého sloupce (poc¢inaje poslednim a konce druhym) xj-ndsobku pfedchazejiciho 1ze docilit

Upravy
-2 n—j-2 j _
1 xo4+x1 ... ZI;ZOJCZ J X{ 1 x )élz
I N 2
I xp+x1 ... Z;fzox,’,lj x| 1 x, x,
Proto
Va(x1,x2, .00, X0) = (2 = x1) - (Xn — x1) Va1 (x2, .., Xn).
Nebof je zfejmé
Vo(xpn—1, Xp) = Xp — Xn—1,
plati (uvazme matematickou indukci)
Va(xi, x2, .00 xp) = 1_[ (xj — xi).
1<i<j<n
Vsimnéme si, Ze tento determinant je nenulovy, pravé kdyZ jsou Cisla x1, . . ., x, navzdjem rizna.

2.24. Ze znalosti inverzni matice F~! dostdvdme

5 =B
Fr=@—pF'=|-y «
0 0
pro libovolnd «, B, v, 8 € R.
2.25. Hledanymi maticemi jsou
1 1 -2 -4
0 1 0 -1
@ ., 5 6| (b)(
2 1 -6 -10
2.27.
R T T T A B |
1 1 -1 -1 11 1
1 -1 1 -1 411 -1
1 -1 -1 1 1 -1
Nasledné lze snadno ziskat
13 3 3
XI=—, X=—, X3=-——,
Ty R T Ty BTy

2.32. Resenimi jsou pravé viechny skalarni nasobky vektoru

6
—342i

1

-1

(1+«/_, ~V3,0, 1, o).

2.33. x1=1+1, x2=%, X3 =1 X4=—5,

2.34. Soustava nema4 feSeni.
2.35. Soustava md feSeni, protoze je

3 3
2 3
3. N Rl -5-
3 -2
2.36. Systém linedrnich rovnic
3x1 + 2x3
X1 + X3
Tx1 + 4dx;
5x1 +  3x3

X2

L SN S

AN~ 00—

—2i
1+i)”

t eR.
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nema feSent, zatimco systém

3x + 2x3 = 1,
X1 + x3 = 1,
Tx1 + 4x3 = 1,
5x1 + 3x3 = 1,
X2 = 1
mad prave jedno feSeni x; = —1, xp = 1, x3 = 2.

2.37. Spravné odpovédi zni:

(a) by = by + b3;
(b) nelze;
(¢) b1 # by + bs3;
(d) nelze.

2.38. MnoZina vSech feSeni je

{(—10z, (a +4)t, Ba —8)1) ; t € R}.

2.39. Pro a = 0 nemd uvazovany systém feSeni; pro a # 0 ma nekone¢né mnoho feseni.
2.40. Pti zachovani potadi jsou spravné odpovéedi ,,ano®, ,,ne”, ,,ne* a ,,ano™.
241. ))Prob # —Tjex =z=2+a)/(b+T7),y=QCBa—-b—-1)/(b+7) (1b).ii)) Prob = -7 (1b)aa # -2

(1b) nema feseni (1b), pro a = —2 je feSenim x = z, 3z — 1 (2b).

My

2.44. Lehce se ovéfi, Ze se jednd o vektorovy prostor. Prvni soufadnice neovliviiuje vypocty souctli vektorti ani

hodnoty skaldrnich ndsobki vektort: jedna se o pfeznaceny prostor (R, +, -).
2.48. Vysledek je

1 1 1
LL)==--(1,2,1)—=-(-1,1,0) 4+ = - (0, 1, I).
( )=75"( )= 5 ( )+ 5« )

2.49. Uloha mi jediné feseni

p =2, q = -2, r=23.

2.50. Vektory jsou zavislé, je-1i splnéna alespon jedna z podminek
a=b=1, a=c=1, b=c=1.

2.51. Vektory jsou linedrné nezavislé.
2.52. Staci pfipojit napf. polynom x.

2.54. (—2+ % -2 %).

2.55. 2+ \%,2—%).

2.70.
5/6 —1/6 1/3
-1/6 5/6 1/3
13 1/3 1/3

2.71.
5/9 2/9 —4/9
2/9 8/9 2/9
—4/9 2/9 5/9

2.74. Trojndsobna vlastnf hodnota —1, pfislusny vektorovy prostor je ((1, 0, 0), (0, 2, 1)).

s

2.75. Charakteristicky polynom je —(A —2)%(A —9), tj. vlastni &isla jsou 2 a 9 s piislu nymi (po fadg) vlastnimi
vektory

(1,2,0),(=3,0,1) a (1,1,1).

126



KAPITOLA 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

7 X7

2.76. Dana matice ma pouze jedno vlastni ¢islo, a to —1.

2.77. Kupt.
6 0 0 0 6 0 0 0
07 0 0 07 10
@10 07 ofF ®fo 07 0l
000 7 000 7
6 0 0 0
07 10
©1o 0 7 1
000 7

2.78. Kofen —1 polynomu | A — A E | je trojndsobny.
2.79.Je|A —AE|= =234+ 1222 — 470+ 60,tj. Ay =3, Ay =4, A3 = 5.

2.80.
122 —121 121 14 13 —13

AS=|-121 122 -121], AS3=5[13 14 13

0 0 1 0 0 27

2.81. Vysledkem je posloupnost 0, 1, 2.
2.83. Dimenze je 1 pro A1 =4 a2 pro Ay = 3.
2.84. Matice B ma dvé rtiznd vlastni ¢isla, a proto takové vyjadieni existuje. Napf. plati

(2 §>=%<£ _J?)'Col 1)1)'%(_\/}2 g)

Existuji pravé dvé diagondlni matice D, a to
-1 0
0o 11)

11 0
0o -1)°
ovsem sloupce matice P~ miZeme nahradit za jejich libovolné nenulové skaldrni nsobky, tedy uvazovanych

dvojic D, P je nekone¢n€ mnoho.
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KAPITOLA 3

Linarni modely a maticovy pocet

Mame uz vybudovan docela slusny bali¢ek néstrojt a tak
je na Case, abychom si maticovy pocet zkusili pouZit. Na do-
cela jednoduchych dlohdch uvidime, Ze teorie ndim umoZiiuje
kvalitativni i kvantitativni analyzy a nékdy i prekvapivé
snadno vede k vysledktim.

Jakkoliv se mtize zdat, Ze predpoklad linearity vztaht
mezi veli¢inami je pfili§ omezujici, v redlnych tlohach na-
opak Casto pravé linearni zavislosti bud vystupuji pfimo
nebo je skutecny proces vysledkem iterace mnoha linedrnich
krokd,

V této kapitole proto neprve zrekapitulujeme nejjedno-
dussi piipad, kdy cely proces je popsan jedinym linedrnim
zobrazenim. O co méné tady bude nové teorie, tim vice snad
bude zajimavé, jak takové modely vznikaji v riznych oblas-
tech vyuZiti matematickych néstroji. Poté se vratime k tzv.
linedrnim diferen¢nim rovnicim, které 1ze chdpat bud’jako re-
kurentné definované funkce nebo také jako specifidkyopiipadi |
linedrniho interovaného procesu. Pravé t€m bude vénovdna
¢ast tieti, kde si ukdZeme, k jakym kouzliim vede pochopeni
vlastnosti vlastnich hodnot matic.

Na matice (resp. linedrni zobrazeni) se také nékdy radi
divdme jako na objekty, se kterymi bychom radi pracovali tak,
jak to umime se skaldry. To hodné souvisi i s tak zvanymi
rozklady matic, které jsou potiebné pro numerické zvladnuti
matickového poctu co nejrobustnéjsim zpisobem.

1. Linearni procesy

3.1. Struktura FeSeni systému linedrnich rovnic. Jedno-
duché linedrni procesy jsou ddny linedrnimi zobrazenimi
¢ : V. — W na vektorovych prostorech. Jak si jist¢ umime
predstavit, vektor v € V miZe pfedstavovat stav n¢jakého
ndmi sledovaného systému, zatimco ¢(v) pak d4 vysledek
po uskute¢néném procesu. Pokud chceme dosdhnout pfedem
daného vysledku b € W takového jednordzového procesu,
feSime problém

fib

p(x) =D

pro nezndmy vektor x a zndmy vektor b.

kde jsou matice uZitecné?
— nakonec skoro vsude...

A. Rekurentni rovnice

Riizné linedrni zavislosti mohou byt dobrym ndstrojem pro po-
psani rozli¢nych modelt ristu. Zacnéme s velmi popularnim populac-

vz

nim modelem, ktery vyuZiv4 linedrn{ diferen¢ni rovnici druhého fadu:

3.1. Fibonacciho posloupnost. Na zacatku jara ptinesl ¢ap na louku
dva Cerstvé narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopnd
od dvou mésich stafi povit kazdy mésic dva malé zajicky (samecka
a samicku). Nové€ narozeni zajici plodi potomky po jednom mésici a
pak kazdy dalsi mésic. Kazd4 samicka je brezi jeden mésic a pak opét
porodi samecka a samicku. Kolik pard zajici bude na louce po deviti

mésicich (pokud Zaddny neuhyne a Zaddny se tam ,,neptistéhuje*)?

ReSeni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce porad jeden par,
nicmén€ samicka zabfezne. Po dvou mésich se narodi prvni potomci,
takZe na louce budou dva péry. Po uplynuti kaZzdého dalStho mésice
se narodi (tedy pfibude) tolik zajicli, kolik zabiezlo zajeCic pred mé-
sicem, coZ je pfesné tolik, kolik bylo pfed mésicem pért schopnych
mit potomka, coZ je pfesné tolik, kolik bylo parti pred dvéma mésici.
Celkovy pocet p, zajicG po uplynuti n-tého mésice tak je tak souc-
tem poctd part v predchozich dvou mésicich. Pro pocet parti zajicti na

louce tedy dostdvame homogenni linedrni rekuretni formuli

(3’1) pn+2:pn+l+pn, nzly"'v

kterd spolu s pocatecnimi podminkami p; = 1 a p, = 1 jednoznacné

urcuje pocty part zajicli na louce v jednotlivych mésicich. Linearita
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iniProdukt

A. REKURENTNI ROVNICE

1. LINEARNI PROCESY

formule znamend, Ze vSechny ¢leny posloupnosti (p,) jsou ve vztahu
v prvni mocniné, rekurence je snad jasnd a homogenita znaci, Ze v
predpisu chybi absolutni ¢len (viz ddle pro nehomogenni formule). Pro
hodnotu n-tého ¢lenu miiZeme odvodit explicitni formuli. V hledani
formule ndm pomiZe pozorovani, Ze pro jistd r je funkce " feSenim
diferen¢ni rovnice bez pocatecnich podminek. Tato r ziskdme tak, Ze

dosadime do rekurentniho vztahu:
P
r+1,

= a po vydéleni " dostaneme

T
coZ je tzv. charakteristicka rovnice daného rekurentniho vztahu. NaSe
1-V/5 , 1445

2 2
b, = (%5)”, n > 1, vyhovuji danému vztahu. Vztah také spliiuje

rovnice ma kofeny a a tedy posloupnosti a, = (I_Tﬁ)" a
jejich libovolnd tzv. linedrni kombinace, tedy posloupnost ¢,, = sa,, +
th,, s,t € R. Cisla s a t miZeme zvolit tak, aby vyslednd kombi-
nace spliiovala dané pocdtecni podminky, v naSem piipadé ¢c; = 1,
¢y = 1. Pro jednoduchost je vhodné navic jesté dodefinovat nulty Clen
posloupnosti jako ¢y = 0 a spocitat s a ¢ z rovnic pro ¢y a c;. Zjistime,

yoo 1 1

zes_—\/—g,t_\—fsatedy

_ (145 = (1 =5y
2'(V/5)

Takto zadand posloupnost spliiuje danou rekurentni formuli a navic

(3.2) Pn

pocétecni podminky ¢y = 0, ¢c; = 1, jedna se tedy o tu jedinou po-
sloupnost, kterd je t€émito pozadavky zaddna. VSimnéte si, Ze hodnota
vzorce (BJ) je celoCiselnd pro libolné ptirozené n (zadédvi totiz ce-
lociselnou Fibonacciho posloupnost), i kdyZ to tak na prvni pohled

nevypada. U

3.2. ZjednoduSeny model chovani hrubého narodniho produktu.

UvaZujme diferencnf rovnici

(3.3) Yig2 —a(l +D)yry1 +abyy =1,

kde y; je ndrodni produkt v roce k. Konstanta a je takzvany mezni
sklon ke spotiebe, coZ je makroekonomicky ukazatel, ktery uddva jaky
zlomek penéz, které maji obyvatelé k dispozici, utrati, a konstanta b po-
pisuje, jak zavisi mira investic soukromého sektoru na meznim sklonu
ke spotfebe.

Predpokldddme déle, Ze velikost ndrodniho produktu je normo-
véana tak, aby na pravé strané¢ rovnice vySlo ¢islo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, yw=1y=1
ReSeni. Nejprve budeme hledat feSeni homogenni rovnice (pravé

strana nulova) ve tvaru r*. Cislo » musi byt feSenim charakteristické
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V pevné zvolenych soufadnicich pak mdme matici A zob-
razeni ¢ a soufadné vyjadreni vektoru b. Jak jsme si povsim-
nuli uz v tvodu druhé kapitoly, mnoZina vSech feseni tzv. ho-
mogenni tilohy

A-x=0
je vektorovym podprostorem.

Pokud je dimenze V konecnd, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci
prevodu na fadkové schodovity tvar (viz IZ2) zjistime, Ze di-
menze podprostoru vSech feSeni je pravé n — k. Skutecné,
protoZe sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazo-
vych vektord, je v matici systému pravé k linedrné nezdvis-
Iych sloupcti a tedy i stejny pocet linedrné nezavislych radkda.
Proto ndm ziistane pfi pfevodu na faddkovy schodovity tvar
pravé n — k nulovych fadki. Pri feSeni systému rovnic ndm
tak zlistane pravé n — k volnych parametrt a dosazenim vzdy
jednoho z nich s hodnotou jedna a vynulovanim ostatnich zis-
kame praveé n—k linedrné nezavislych feSeni. VSechna feSeni
jsou pak ddna pravé vSemi linedrnimi kombinacemi téchto
n — k teSeni. Kazdé takové (n — k)—tici feSeni fikdme funda-
mentdlni systém feSeni daného homogenniho systému rovnic.
Dokézali jsme:

Véta. MnoZina vsech feseni homogenniho systému rovnic
A-x=0

pro n promeénnych s matici A hodnosti k je vektorovym pod-
prostorem v K" dimenze n — k. KaZdd bdze tohoto podpro-
storu tvori fundamentalni systém reSeni daného homogen-
niho systému.

3.2. Nehomogenni systémy rovnic. Uvazme nyni obecny
systém rovnic
A-x=b.

Znovu si uvédomme, Ze sloupce matice A jsou ve skutecnosti
obrazy vektort standardni baze v K” v linedrnim zobrazeni
¢ odpovidajicim matici A. Pokud m4 existovat feSeni, musi
byt b v obrazu ¢ a tedy musi byt linedrni kombinaci sloupci
v A.

JestliZe tedy rozSifime matici A o sloupec b, mliZeme, ale
nemusime, také zvétSit pocet linedrné nezdvislych sloupci a
tedy i fadkid. Pokud se tento pocet zvétsi, pak b v obrazu neni
a tedy systém rovnic nemtiZe mit feSeni. JestliZe ale naopak
mame stejny pocet nezdvislych fadkd i po pfiddni sloupce
b k matici A, znamend to, Ze sloupec b musi byt linedrni
kombinaci sloupct matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé feSeni naseho systému rovnic.

UvaZzme nyni dv€ pevné zvolend feSeni x a y naSeho sys-
tému a néjaké feSeni z systému homogenniho se stejnou ma-
tici. Pak zjevné

A-@x—yy=b—-b=0
A-(x+2)=0+b=0>.

MtiZzeme proto shrnout:
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3.3. Véta. ResSeni nehomogenniho systému linedrnich rovnic
A -x = b existuje prave, kdyZ pridanim sloupce b k matici A
nezvysime pocet linearné nezavislych radkii. V takovém pri-
padeé je prostor vSech fesSeni ddn vSemy soucty jednoho pevné
zvoleného partikuldrniho reSeni systému a vSech reSeni sys-
tému homogenniho se stejnou matici.

3.4. ??? ...nasleduje vyklad nékolika modeld zaloZenych
na systémech rovnic / linedrni procesy, mize byt 4-5 stran

35,777 ...

2. Diferen¢ni rovnice

Diferencnimi rovnicemi jsme se stru¢né zabyvali jiZ v
prvni kapitole, byt pouze témi prvniho fadu.Nyni si ukdZeme
obecnou teorii pro linedrni rovnice s konstantnimi koeficien-
ty, kterd poskytuje nejen velmi praktické néstroje, ale je také
péknou ilustraci pro koncepty vektorovych podprostord a li-
nedrnich zobrazeni.

HoMOGENN{ LINEARN{ DIFERENCN{ ROVNICE RADU k L.

3.6. Definice. Homogenni linedrni diferencni rovnice radu k
je ddna vyrazem

ap #0 ar #0,

kde koeficienty a; jsou skalary, které mohou pripadné i zavi-
set na n.

Rikdme také, Ze takovd rovnost zadava homogenni line-
arni rekurenci fadu k a Casto zapisujeme hledanou posloup-
nost jako funkci

o= fn) = —Z—;f(n )= ;‘—Zf(n — k).

apXx, +arx,—1 + -+ arxp—x =0,

ReSenim této rovnice nazyvadme posloupnost skaldri x;,
pro viechnai € N, piipadné i € Z, které vyhovuji rovnici s
libovolnym pevnym #.

Libovolnym zaddnim k po sob¢ jdoucich hodnot x; jsou
urceny i vSechny ostatni hodnoty jednoznacné. Skutecné, pra-
cujeme nad polem skalard, takZe hodnoty ay i ax jsou inverti-
bilni a proto z defini¢niho vztahu lze vZdy spocist hodnotu
X, ze zndmych ostatnich hodnot a stejné tak pro x,_x. In-
dukci tedy okamZité dokdzeme, Ze 1ze jednoznacné dopocist
vSechny hodnoty jak pro kladn4 tak pro zdpornd celd n.

Prostor vSech nekone¢nych posloupnosti x; je vektorovy
prostor, kde scitdni i ndsobeni skaldry je ddno po sloZkéch.
Piimo z definice je zjevné, Ze soucet dvou feSeni homogenni
linedrni rovnice nebo skaldrni ndsobek feSeni je opét feSeni.
Stejné jako u homogennich systémi linedrnich tedy vidime,
Ze mnoZina vSech feSenf je vektorovy podprostor.

Pocédte¢ni podminka na hodnoty feSeni je ddna jako k—
rozmérny vektor v K. Souctu po¢dtecnich podminek odpo-
vida soucet prislusnych feSeni a obdobné se skaldrnimi na-
sobky. Déle si v§imné€me, Ze dosazenim nul a jednic¢ek do

rovnice
1

tj. x> —x+- =0,
j. x°—x 1

kterd ma dvojndsobny korfen % Vsechna feSeni homogenni rovnice

x> —a(l +b)x+ab=0,

jsou potom tvaru a(%)” + bn(%)”.

Dile si vSimnéme, Ze najdeme-li néjaké feSeni nehomogenni rov-
nice (tzv. partikuldrni feSeni), tak pokud k nému pficteme libovolné
feSeni homogenni rovnice, obdrZime jiné feSeni nehomogenni rovnice.
Lze ukdzat, Ze takto ziskdme vSechna feSeni nehomogenni rovnice.

V nasem pripadé€ (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehomo-
genni Clen konstantami) je partikularnim feSenim konstanta y, = c.
Dosazenim do rovnice mdme ¢ — ¢ + %c = 1, tedy ¢ = 4. VSechna
feSeni diferen¢ni rovnice

1

yk+2_Yk+l+Z‘yk=1

jsou tedy tvaru 4 + a(%)" + bn(%)”. PoZadujeme yp = y; = 1 a tyto

dvé rovnice ddvaji a = b = —3, tedy feSeni nasi nehomogenni rovnice

—431n3 Ly
Yo = 5 n\5)

Opét, protoze vime, Ze posloupnost zadand touto formuli splituje da-

je

nou diferencnf rovnici a zaroveni dané pocatecni podminky, jednd se
vskutku o tu jedinou posloupnost, kterd je témito vlastnostmi charak-
terizovana. (]

V ptedchozim prikladu jsme pouZili tzv. metodu neurcitych koefi-
cientii. Ta spo¢ivd v tom, Ze na zdkladé nehomogenniho ¢lenu dané
diferen¢ni rovnice ,,uhodneme* tvar partikuldrniho feSeni. Tvary par-
tikuldrnich feSeni jsou zndmy pro celou fadu nehomogennich clent.

Napt. rovnice

(34) Yotk + A1 Yntk—1 + -+ ary, = Pm(l’l),

kde P (m) je polynom stupné n a piisluSna charakteristickd rovnice ma
redlné kofeny ma (skoro vzdy) partikularni feseni tvaru Q,, (1), Q,,(n)
je polynom stupné m.

Dalsi moZnou zptsobem feSeni je tzv. medota variace konstant,

kdy nejprve najdeme feSeni
k
Yy =Y cifi(n)
i=1
zhomogenizované rovnice a poté uvaZujeme konstanty c; jako funkce

c;(n) proménné n a hleddme partikuldrni feSeni dané rovnice ve tvaru

k
Yy =Y cin) fi ().

i=1
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Ukazme si na obrdzku hodnoty f; proi < 35 a rovnici

9 3 1
fmy=gfa-D=2fr=-2+z5 fO=7D=L

0,89 4 ® T6409°%%%0000

°
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Dale si procvi¢me, jak fesit linedrni diferencni rovnice druhého
fadu s konstantnimi koeficienty. Posloupnost vyhovujici dané reku-
rentni rovnici druhého fadu je ddna jednoznaéné, pokud zaddme na-
vic néjaké dva jeji sousedni ¢leny. Znovu si pov§Simnéme dalsiho vy-
uzit{ komplexnich ¢isel: pro urceni explicitniho vzorce pro n-ty Clen
posloupnosti redlnych ¢isel miiZeme potfebovat vypocty s ¢isly kom-
plexnimi (to nastava tehdy, pokud ma charakteristicky polyno

diferen¢ni rovnice komplexni kofeny).

3.3. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovujici nasledu-
jici linedrni diferen¢ni rovnici s pocate¢nimi podminkami:

Xpao = 2X, +n, x1 =2,x = 2.

ReSeni. Zhomogenizovand rovnice je
Xnt2 = 2Xp.

Jeji charakteristicky polynom je x*> — 2, jeho kofeny jsou £+/2. Refeni

zhomogenizované rovnice je tedy tvaru

a(v2)" + b(—V2)",

pro libovolné a, b € R.

Partikularni feSeni budeme hledat metodou neurcitych koeficientd. Ne-
homogenni ¢dst dané rovnice je linedrni polynom n, partikuldrni feseni
proto budeme nejprve hledat ve tvaru linedrntho polynomu v pro-
ménné n, tedy kn + [, kde k, Il € R. Dosazenim do pdvodni rovnice
dostdvame
kn+2)+1=2kn+1)+n.

Porovnanim koeficientli u proménné n na obou stranich rovnice dosta-
vame vztah k = 2k + 1, tedy k = —1, porovnanim absolutnich ¢lent
pak vztah 2k + [ = 2[, tedy [ = —2. Celkem je tedy partikuldrnim

feSenim je posloupnost —n — 2.
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zaddvanych pocdsteCnich k hodnot snadno ziskdme k line-
arné nezavislych feseni nasi rovnice. Jakkoliv jsou tedy zkou-
mané vektory nekone¢né posloupnosti skalarti, samotny pro-
stor vSech feseni je kone¢nérozmérny, pfedem vime, Ze jeho
dimenze bude rovna fadu rovnice k, a umime snadno urcit
bazi vSech téchto feseni. Opét hovoiime o fundamentalnim
systému Feseni a vSechna ostatni feseni jsou prave jejich line-
arni kombinace.

3.7. ReSeni homogennich rekurenci s konstantnimi koefi-
cienty. T€Zko bychom hledali univerzalni postup, jak hledat
feSeni obecnych homogennich linearnich diferenc¢nich rov-
nic, tj. pfimo spocitatelny vyraz pro obecné feseni x,,.

V praktickych modelech ale velice ¢asto vystupuji rov-
nice, kde jsou koeficienty konstantni. V tomto piipde se daii
uhodnout vhodnou formu feseni a skute¢né se ndim podaii
najit k linedrné nezdvislych moznosti. Tim budeme mit pro-
blém vyreSeny, protoZe vSechny ostatni budou jejich linedrni
kombinaci.

Pro jednoduchost za¢neme rovnicemi druhého fadu. Ta-
kové potkavame obzvlast Casto v praktickych problémech,
kde se vyskytuji vztahy zavisejici na dvou predchozich hod-
notdch. Linedrn{ diferen¢ni rovnici druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty tedy rozumime piedpis

(3.1 fm+2)=a-f(n+1)+b- f(n) +c,

kde a, b, c jsou znamé skalarn{ koeficienty.

Napt. v populacnich modelech miiZeme zohlednit, Ze je-
dinci v populaci dospivaji a pofddné se rozmnoZuji az o dvé
obdobi pozdéji (tj. prispivaji k hodnoté f(n + 2) ndsobkem
b - f(n) s kladnym b > 1), zatimco nedospéli jedinci vysili
a zni¢i ¢ast dospé€lé populace (tj. koeficient a miZe byt i za-
porny). Navic si je tieba nékdo péstuje a pribézné si ujida
konstantni pocet ¢ < 0.

Specidlnim takovym piikladem s ¢ = O je napf. Fibo-
nacciho posloupnost ¢isel yg, yi, ..., kde y,12 = V1 + Y.

JestliZze ptfi feSeni matematického problému nemédme
Zadny novy ndpad, vzdy miZeme zkusit, do jaké miry fun-
guje zndmé feSeni podobnych dloh. Zkusme proto dosadit
do rovnice (B) s koeficientem ¢ = 0 podobné feSeni jako u
rovnic linedrnich, tj. f(n) = A" pro néjaké skaldrni A. Dosa-
zenim dostdvdme

M2 pat = A" (W2 —ar—b) =0.

Tento vztah bude platit bud’pro A = 0 nebo pfi volbé hodnot

1 1
= E(a ++Va?+4b), i = E(a —Va?+4b).

Zjistili jsme tedy, Ze skutecné opét takovd feseni funguji, jen
musime vhodné& zvolit skaldr A. To ndm ale nestaci, protoZe
my chceme najit feSeni pro jakékoliv pocatecni hodnoty f(0)
a f(1), a zatim jsme nasli jen dvé konkrétni posloupnosti
splilujici danou rovnici (a nebo dokonce jen jednu, pokud je
Ay = Ayp).
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Jak jsem jiz dovodili i u zcela obecnych linedarnich reku-
renci, soucet dvou feSeni fi(n) a f,(n) nasi rovnice f(n +
2)—a-f(n+1)—>b- f(n) =0 je zjevné opét feSenim téze
rovnice a totéZ plati pro konstatni ndsobky feSeni. NaSe dvé

Vv v

konkrétni feSeni proto poskytuji daleko obecnéjsi feseni
f(n) = CiA] + CoA;

pro libovolné skalary C; a C, a pro jednoznacné vyfesSeni
konkrétni dlohy se zadanymi pocate¢nimi hodnotami f(0)
a f(1) ndm zbyva jen najit piislusné konstanty C; a C;. (A
také si musime ujasnit, zda to pro vSechny poc¢ate¢ni hodnoty
pujde).

3.8. Volba skalari. Ukazme si, jak to miZe fungovat ale-
spoii na jednom piikladé. Soustfedime se pfitom na problém,
7e koteny charakteristického polynomu nevychdzi obecné ve
stejném oboru skaldrti, jako jsou koeficienty v rovnici.

1
Yo = 2, y1 = 0.

V nasem pfipadé je tedy A, = %(1 + /3) a zjevné
Ww=C+C =2

1 1
n=500+ V3) + Sl = V3)

je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant. Pfimym
vypoltem C; = 1 — %\/5, C,=1+ %«/g a naSe uloha ma
jediné reSeni

fn) =1~ %\/5)2%(1 +V3)" 1+ %«/5)2%(1 — V3"

Vsimnéme si, Ze i kdyZ nalezend feSeni pro rovnice s
celociselnymi koeficienty vypadaji slozit€ a jsou vyjadfena
pomoci iraciondlnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o samot-
ném fesSeni dopfedu vime, Ze je celociselné téZ. Bez tohoto
,Ukroku“ do vétstho oboru skalarii bychom ovSem obecné
reSeni napsat neuméli.

S podobnymi jevy se budeme potkdvat velice Casto.
Obecné feseni ndm také umozZiuje bez primého vycislovani
konstant diskutovat kvalitativni chovani posloupnosti Cisel
f(n), tj. zda se budou s rostoucim n bliZit k néjaké pevné hod-
noté nebo budou oscilovat v néjakém rozsahu nebo utecou do
neomezenych kladnych nebo zdpornych hodnot.

3.9. Obecny pripad homogennich rekurenci s konstant-
nimi koeficienty. Zkusme nyni stejné jako v piipadé dru-
hého fddu dosadit volbu x, = A" pro néjaky ( zatim ne-
zndmy) skaldr A do obecné homogenni rovnice z definice B8.
Dostdvdme pro kazdé n podminku

)\.nik(ao)uk + aﬁ»kil ot a) =0

coZ znamend, Ze bud A = 0 nebo je A kofenem tzv. charak-
teristického polynomu v zavorce. Charakteristicky polynom
ale uZ nenf zavisly na n.

Reseni dané nehomogenni diferen¢ni rovnice druhého F4du bez
po&atenich podminek jsou tedy tvaru a(v/2)" + b(—+/2)" —n — 2,
a,bel.

Nyni dosazenim do poc¢atecnich podminek ur¢ime nezndmé a, b €
R. Pro pocetni jednoduchost pouzijeme malého triku: z poc¢atecnich
podminek a daného rekurentniho vztahu vypocéteme ¢len xy : xg =
%(xz — 0) = 1. Dany rekurentni vztah spolu s podminkami xp = 1 a
x; = 1 pak zfejmé spliiuje tatdZ posloupnost, kterd spliiuje piivodni

pocétecni podminky. Mdme tedy nédsledujici vztahy pro a, b:

x0: a(W2)'+b(—v2)°—2=1,
X1 : \/Ea—«/ib=5,

tedy a + b =3,

jejichZ feSenim dostdvdme a = 6*3‘/5. ReSenim je po-

6452
7 b=

sloupnost
6+ 5v2 6—5v2
Xy = —— (V) ——E (V2 —n =2
4 4
(]

3.4. Urcete redlnou bdzi prostoru feSeni homogenni diferencni rov-
nice

Xn+4 = Xp43 + Xnt1 — Xn,

ReSeni. Charakteristicky polynom dané rovnice je x* — x> — x + 1.

Hleddme-li jeho kofeny, feSime reciprokou rovnici
- —x+1=0

Standardnim postupem nejprve vydélime rovnici vyrazem x? a poté

zavedeme substituci + = x + }5, tedy # = x> + xLZ + 2. ObdrZime

rovnici
£—r—2=0,
s kofeny t; = —1, t, = 2. Pro obé tyto hodnoty nezndmé ¢ pak fesime
zv14st rovnici danou substituénim vztahem:
1
x+—-—=-1.
X

Ta ma dva komplexni kofeny x; = —% + i‘/Tg = cos(27/3) +
1

—1 i3 — cos(27/3) — i sin(27/3).
Pro druhou hodnotu neznamé ¢ dostavame rovnici

isin2w/3) ax; =

1
x+—=2
X

s dvojndsobnym kofenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vek-

torového prostoru posloupnosti, které jsou feSenim dané diferencni

] { 1

rovnice, ndsledujici Ctvefice posloupnosti: {—% + iﬁ}nzl, -3
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i«/§}fL°:1 {1152, (konstantni posloupnost) a {n}7? . Hleddme-li vSak re-
dlnou bézi, musime nahradit dva generdtory (posloupnosti) z této baze
s komplexnimi hodnotami generdtory redlnymi. ProtoZe tyto generd-
tory jsou geometrické fady, jejichZ libovolné ¢leny jsou komplexné
sdruzend Cisla, mizeme vzit jako vhodné generitory posloupnosti
dané polovinou souctu, resp. polovinou i-ndsobku rozdilu, danych
komplexnich generatorti. Takto dostaneme ndsledujici redlnou bazi
o0

feSeni: {1}72, (konstantni posloupnost), {n}>2 , {cos(n - 27/3)}° ,,

{sin(n - 27r/3)}° ;. g
3.5. Najdéte posloupnost, kterd vyhovuje nehomogenni diferencni

rovnici s po¢ateénimi podminkami:

Xng2 = Xpp1 + 26, + 1, x1 =2, xp =2.

ReSeni. Obecné feSeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" +
b2". Partikularnim feSenim je konstanta —1/2. Obecné feSeni dané

nehomogenni rovnice bez pocite¢nich podminek je tedy
(=D" +b2" !
a(— - —.
2

Dosazenim do pocate¢nich podminek zjistime konstanty a = —5/6,
b = 5/6. Dané rovnici s poc¢ate¢nimi podminkami tedy vyhovuje po-
sloupnost

Sty St ]
6 3 2
O

3.6. Urcete posloupnost redlnych &isel, kterd vyhovuje ndsledujici

nehomogenni diferen¢ni rovnici s pocatecnimi podminkami:

2Xp40 = —Xpp1 + X+ 2, x1 =2, x5 =3.

ReSeni. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" +
b(1/2)". Partikuldrnim feSenim je konstanta 1. Obecné feSeni dané

nehomogenni rovnice bez pocate¢nich podminek je tedy

a(=D)"+b (%) + 1.

Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty a = 1,5 = 4.

Dané rovnici s poc¢ate¢nimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost

n l !
(—1) +4(2) +1.
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Predpokladejme, Ze ma charakteristicky polynom k riz-
nych kofend A, ..., A;. MlZeme za timto icelem i rozsiftit
uvaZované pole skaldrd, napt. Q na R nebo R na C, protoze
vysledkem vypoctu pak stejn¢ budou fesent, kterd opét zista-
nou v ptivodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy z korenti
ndm dava jedno mozné feseni

Xn = ()Li)n-
Abychom byli uspokojeni, potiebujeme k linedrn€ nezivis-
lych feSeni.

K tomu ndm postaci ovéfit nezdvislost dosazenim k hod-
notpron =0, ...,k — 1 pro k moZnosti ;. Dostaneme tzv.
Vandermondovu matici a je péknym (ale ne tiplné snadnym)
cvicenim spocist, Ze pro vSechna k a jakékoliv k—tice riznych
A; je determinant takovéto matice nenulovy, viz piiklad =211
na strané K3. To ale znamend, Ze zvolend feseni jsou linedrné
nezavisl4.

Nalezli jsme tedy fundamentdlni systém feSeni homo-
genni diferen¢ni rovnice v piipad€, Ze vSechny kofeny jejtho
charakteristického polynomu jsou po dvou ridzné.

Uvazme nyni nasobny kofen A a dosadme do defini¢ni
rovnice predpokladané feSeni x, = nA”". Dostdvame pod-
minku

agn\" + -+ ar(n — kA" F = 0.
Tuto podminku je moZné prepsat pomoci tzv. derivace poly-
nomu, kterou znacime apostrofem:
AMagh" + -+ + )" =0
a hned na zacétku kapitoly pété uvidime, Ze kofen polynomu
f je vicendsobny pravé, kdyZ je kofenem i jeho derivace f”.
Nase podminka je tedy splnéna.

Pti vyS8i ndsobnosti ¢ kotenu charakteristického poly-
nomu miZeme postupovat obdobné a vyuZijeme skutecnosti,
Ze {—nésobny kofen je kofenem vsech derivaci polynomu az
do £ — 1 v€etné. Derivace pritom postupné vypadaji takto:

FO) =aoh" + - + a7k
f/()L) = aonk'l_l +Far(n — k))\n—k—l
F') =agnn — DA 2+ 4 ar(n —k)(n — k — A2

f(Z-H) =apn...(n — e))»"_z_l T
+ar(n—k)...(n —k — k1
Podivejme se na piipad trojndsobného kofenu A a hle-

dejme feleni ve tvaru n’A". Dosazenim do defini¢ni pod-
minky dostaneme rovnost

aogn’ A"+ -+ ar(n — k)2 k= 0.

Zjevné je levd strana rovna vyrazu A2 f”(1) + Af’(1) a pro-
toZe je A kofenem obou derivaci, je podminka splnéna.

Indukci snadno dokazeme, Ze i obecnou podminku pro
hledané feseni ve tvaru x,, = n‘A”,

apn'\" + . ap(n — kA" F =0,
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dostaneme jako vhodnou linedrni kombinaci derivaci cha-
rakteristického polynomu zaéinajici A¢+! FE+D 1 %)»ZZ(Z +
1) f® + ... adostali jsme se tedy blizko k dplnému ditkazu
nésledujici:

Véta. KaZdd homogenni linedrni diferencni rovnice radu k
nad libovolnym Ciselnym oborem K obsazenym v komplex-
nich cislech K ma za mnoZinu vSech reseni k—rozmérny vek-
torovy prostor generovany posloupnostmi x,, = n*A", kde
Jjsou (komplexni) koveny charakteristického polynomu a moc-
niny £ probihaji vsSechna pfirozend c¢isla od nuly aZ do ndsob-
nosti prislusného kovenu A.

Dtxkaz. Vyse pouzité vztahy ndsobnosti kofend a deri-
vaci uvidime pozd¢ji, a nebudeme tu dokazovat tvrzeni, Ze
kazdy komplexni polynom ma prave tolik kofent, véetné na-
sobnosti, jaky ma stupeii. Zbyva tedy jesté dokdzat, Ze na-
lezend k—tice feseni je linedrn€ nezévisla. I v tomto pripadé
Ize induktivné dokézat nenulovost piislusného determinantu,
jako jsme zmifiovali u toho Vandermondova vyse. O

3.10. Redlné baze ieSeni realnych differencnich rovnic.
Pro rovnice s redlnymi koeficienty povedou redlné pocitecni
podminky vZdy na redlnd feSeni. Pfesto ale budou pfislusnd
fundamentdln{ feSeni z pravé odvozené véty Casto existovat
pouze v oboru komplexnim.

Zkusme proto najit jiné generdtory, se kterymi se ndm
bude pracovat Iépe. PotoZe jsou koeficienty charakteristic-
kého polynomu redlné, kazdy jeho kofen bude bud’ také re-
alny nebo musi kofeny vystupovat po dvou komplexné zdru-
Zenych.

JestliZe si fesSeni popiSeme v goniometrickém tvaru jako

A" = |A|"(cos ng + i sinne)
A = |A"(cosng — i sinng),

okamZité je vidét, Ze jejich souctem a rozdilem dostdvame
jind dvé linedrné nezdavisl4 reSeni

X, = |A|"cosng, y, = |A|" sinng.

Difere¢ni rovnice se velmi ¢asto vyskytuji jako model dy-
namiky néjakého systému. P€knym tématem na premysleni
je proto souvislost absolutnich hodnot jednotlivych kofent a
stabilizace feSeni, bud' v§ech nebo v zdvislosti na pocate¢nich
podminkach. Nepdjdeme zde do podrobnosti, protoZe teprve
v paté kapitole budeme probirat pojem konvergence hodnot
k néjaké hodnoté limitni apod., jisté je tu ale prostor pro za-
jimavé numerické experimenty napf. s oscilacemi vhodnych
populacnich nebo ekonomickych modela.

3.11. Nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice. Stejné

jako u systému linedrnich rovnic miiZzeme dostat vSechna

teSeni nehomogennich linedrnich diferencnich rovnic
ao(m)x, +ar(m)x,—1 + -+ + ap(n)x,— = b(n),

kde koeficienty a; a b jsou skalary, které mohou zaviset na n,

aap(n) #, ar(n) # 0.

3.7. Reste nasledujici diferenéni rovnici:

Xn+4 = Xp4+3 — Xp42 + Xng1 — Xp.

ReSeni. Z teorie vime, Ze prostor feseni této diferenéni rovnice bude
ctyfdimenziondlni vektorovy prostor, jehoZ generdtory zjistime z
kofent charakteristického polynomu dané rovnice. Charakteristickd
rovnice je
Y-+ —x+1=0.
Jedn4 se o reciprokou rovnici (to znamen4, Ze koeficienty u (n—k)-té a
k-t mocniny x, k = 1, ..., n, jsou shodné). Zavedeme tedy substituci
u = x+ }C Po vydéleni rovnice x* (nula nemiize byt kofenem) a
substituci (v§imnéte si, Ze x> + )% = u? — 2) dostdvame
2 1 1 2
¥—=—x+l--+5=u"—-u—-1=0.
X x

Dostdvdme tedy nezndmé u; , = #g Odtud pak z rovnice x*> —ux +

1 = 0 uréime Ctyfi kofeny

X1,2,3,4 =

14+/5+v-10+£25
7 .

Nyni si vSimnéme, Ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli

,;uhodnout” rovnou. Je totiz

PHl=Gx+D* =+ —x+1),

a tedy jsou kofeny polynomu x* — x> + x> — x + 1 i kofeny polynomu

x° + 1, coZ jsou paté odmocniny z —1. Takto dostdvame, Ze feSenim
charakteristikého polynomu jsou ¢isla x; , = cos(g)j:sin(g) axsq =
cos(%”) + sin(%’). Tedy redlnou bazi prostoru feseni dané diferencni
rovnice je napiiklad bdze posloupnosti cos(%), sin(%), cos(3”T”) a
sin(S”T”), coZ jsou siny a kosiny argumenti pfislusnych mocnin kofenti
charakteristického polynomu.

Vsimnéme si, Ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy
ESVA] V10-2V5 cos(Z) = —‘/54_1 asin(3f) =

pro cos(3) = ;= 2

V10+2+/5
4
lutni hodnotu 1, tak jsou to redlné, resp. imagindrni, ¢4sti piisluSnych

kofeni). O

s sin(sﬂ) =

(vzhledem k tomu, Ze vSechny kofeny rovnice maji abso-

3.8. Urcete explicitni vyjadieni posloupnosti vyhovujici diferencni
rovnici x,, 15 = 2x,41 — 2x, se Cleny x| = 2, x, = 2.

Reseni. Kofeny charakteristického polynomu x> —2x +2 jsou 1 +i a
1 —i. Baze (komplexniho) vektorového prostoru feSeni je tedy tvorena
posloupnostmi y, = (1 4+ )" a z, = (1 — i)". Hledanou posloupnost
mutzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci téchto poslopnosti (s kom-

plexnimi koeficienty). Je tedy x, = a -y, + b - z,, kde a = a; + ia»,

135



A. REKURENTNI ROVNICE

2. DIFERENCNI ROVNICE

b = by +ib,. Z rekurentniho vztahu dopocteme xy = %(2)(1 —x) =0

a dosazenim n = 0 an = 1 do uvaZovaného vyjddfeni x, dostdvdme
a; + iaz + b1 + ibz
(a1 +iax)(1 +0) + (by +ib2)(1 — i),

IZXO =

2=)C1 =

a porovndnim redlné a komplexni sloZky obou rovnic dostdvdme line-

arni soustavu Ctyf rovnic o Ctyfech nezndmych
a+b = 1
a+b, = 0
ay—ay+b +by = 2
ay+a—b +by = 0

steSenima; = b; = b, = % aa, = —1/2. Celkem mtiZeme hledanou
posloupnost vyjadrit jako
Xp = (l — li)(l + )" + (1 + li)(l —0)".
2 2 2 2
Posloupnost mtizeme vSak vyjadfit i pomoci redlné baze (komplex-
niho) vektorového prostoru feSeni, totiZ posloupnosti u, = %(yn +

) = (V2)" cos(") a v, = iz, — ya) = (V2)"sin(*f). Matice
pfechodu od komplexni baze k redlné je

L1y

=1 2

) 1] 3.
2 2

I 1 e .
i —i) , pro vyjadieni posloupnosti x, po-

14

inverzni matice je T~! =

moci redlné baze, tj. soufadnice (c, d) posloupnosti x,, v bazi {u,, v,},

(o) =)= ()

mdame tedy alternativni vyjiddfeni posloupnosti x,, ve kterém se nevy-

pak mdme

s ws

skytuji komplexni ¢isla (ale zase jsou v ném odmocniny):

nmw . (nT
Xn = (\/E)n Ccos (T) + (\/E)n sSin (T) s
které jsme samozfejmé mohli ziskat téZ feSenim dvou linedrnich rov-

nic o dvou nezndmych ¢, d, totiZz 1 = x9 = c-up+d - vy =
2=x1=c-u;+d-vi=c+d. O

ca

3.9. Urcete explicitni vyjddfeni posloupnosti vyhovujici diferen¢ni

rovnici x,4+p = 3x,4+1 + 3x, se Cleny x; = 1 ax, = 3.

3.10. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti

{x,}02, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

Xp42 = Xp41 — Xp, X1 =1, xp =35.
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Postupujeme tak, Ze najdeme jedno feSeni a pricteme
cely vektorovy prostor dimenze k feSeni odpovidajicich sys-
témt homogennich. Skute¢né takto dostdvame feSeni a pro-
toZe je rozdil dvou feSeni nehomogenni rovnice zjevné feSe-
nim homogenni, dostdvame takto feSeni vSechna.

U systémi linedrnich rovnic se mohlo stit, Ze nemusel
viibec mit feseni. To u nasich diferen¢nich rovnic mozné neni.
Zato ale byva nesnadné nalézt to jedno potfebné partikularni
feSeni nehomogenniho systému, pokud je chovani skaldrnich
koeficientli v rovnici sloZité.

Omezime se tu na jediny pripad, kdy pfislusSny homo-
genni systém m4d koeficienty konstantni a b(n) je polynom
stupné s. Reseni pak Ize hledat ve tvaru polynomu

X, =0+ on+ -+ on’

s nezndmymi koeficienty «;, i = 1,...,s. Dosazenim do
diferen¢ni rovnice a porovnidnim koeficientd u jednotlivych
mocnin n dostaneme systém s + 1 rovnic pro s 4+ 1 promén-
nych «;. Pokud m4 tento systém feSeni, nasli jsme feSeni na-
Seho piivodniho problému. Pokud feSeni nemd, miiZe stacit
zvetsit stupeni s hledaného polynomu.

Napft. rovnice x, — x,—» = 2 nemlZe mit konstantn{
feSeni, ale dosazenim x,, = ag+a;n dostavame reSeni oy = 1
(a koeficient oy miZe byt libovolny) a proto je obecné feSen{
nasi rovnice

X, =C1 + Co(=1)" +n.
Vsimnéme si, Ze skute¢né matice prisluSného systému rovnic
pro polynom niZ$iho stupné nula je nulova a rovnice 0-o¢p = 2
nema feSeni.

3.12. Linearni filtry. UvaZujme nyni nekonecné posloup-
nosti

X = (e y Xy XLy oo e s X1y X0 XLy e e ey Xppy o+ )

a budeme, podobné jako u systém linedrnich rovnic, praco-
vat s operaci T, kterd zobrazi celou posloupnost x na posloup-
nost z = T'x se Cleny

Zn = AoXy + A1 Xp—1 + - + GXp_.

S posloupnostmi x miZeme opét pracovat jako s vektory
vzhledem ke s¢itani i nasobeni skaldry po sloZkach. Pouze
bude tento velky vektorovy prostor nekonecnérozmérny.
Nase zobrazeni T je zjevné linedrnim zobrazenim na
takovém vektorovém prostoru.

Posloupnosti si predstavme jako diskrétni hodnoty néja-
kého signdlu, odecitané zpravidla ve velmi kratkych ¢aso-
vych jednotkach, operace T pak mtiZe byt filtrem, ktery sig-
ndl zpracovava. Bude nds zajimat, jak odhadnout vlastnosti,
které takovy ,filtr bude mit.

Signély jsou velice Casto ze své podstaty dany souctem
nékolika ¢asti, které jsou samy o sobé viceméné periodické.
Z nadi definice je ale zfejmé, Ze periodické posloupnosti x,,,
tj. posloupnosti spliiujici pro n&jaké pevné ptirozené ¢islo p

Xntp = Xn

doplnit porddnéji
diskusi fesitelnosti
pomoci variace
konstant ...



doplnit podrobny
vypocet pomoci
uvedenych ndstroji
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budou mit i periodické obrazy z = Tx

Zntp = A0Xp+p T Q1 Xpn—14p + -+ AUXn—k+p

=aox, + a1 X1+ -+ QGXy—k = 2

se stejnou periodou p.

Pro pevné zvolenou operaci T nds bude zajimat, které
vstupni periodické posloupnosti zistanou pfiblizné stejné
(ptipadné aZ na nédsobek) a které budou utlumeny na nulové
hodnoty.

V druhém piipadé tedy hledame jadro naseho linearniho
zobrazeni T'. To je ale dano pravé homogenni diferencni rov-
nici

aoxy +arxp—1 + -+ ax,—r =0, ay#0 ar #0,

kterou jsme se naucili fesit.

3.13. Spatny equalizer. Jako piiklad uvazujme velmi jed-
noduchy linedrn{ filtr zadany rovnici

in = (Tx)n = Xp42 + Xn-

Vysledky takového zpracovdni signélu jsou naznaceny na né-
sledujicich Ctyfech obrézcich pro postupné se zvySujici frek-
venci periodického signdlu x, = cos(gn). Cerveny je pi-
vodni signdl, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem. Ne-
rovnomeérnosti kiivek jsou disledkem nepresného kreslent,
oba signdly jsou samoziejmé rovnomérnymi sinusovkami.

A=7.1250 A=19.375

L RPe P
D R

A= 25500 A =29583

T
Do

Vsimnéme si, Ze v oblastech, kde je vysledny signdl pfi-
blizn€ stejné silny jako pivodni, dochazi k dramatickému
posuvu faze signdlu. Levné equalizery skute¢né¢ podobné
Spatné funguji.

3.11. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti

{x,}02, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

—Xp43 = 2Xp2 + 2% + X, X1 =1, x2=1, x3=1.

3.12. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len jediné posloupnosti

{x,}52, vyhovujici ndsledujicim podminkdm:

—Xnt3 =3xp2+ 3%+ X, X1 =1, xo =1, x3=1.

B. Populaéni modely

Popula¢ni modely, kterymi se budeme zabyvat, budou rekurentni
vztahy ve vektorovych prostorech. Nezndmou veli¢inou tedy nebude
posloupnost ¢isel nybrz posloupnost vektori. Roli koeficientd pak bu-
dou hrit matice. Za¢neme s jednoduchym (dvourozmérnym) piikla-

dem.

3.13. Spoteni. S kamarddem spofime na spole¢nou dovolenou nasle-
dujicim zptisobem. Na zacatku ddm 10 EUR a on 20 EUR. Kazdy dalsi
mésic pak dd kazdy z nés tolik, co minuly mésic plus polovinu toho,
co dal ten druhy z nds pfedchozi mésic. Kolik budeme mit za rok do-
hromady naspotfeno? Kolik penéz budu platit dvanicty mésic?
ReSeni. Obnos penéz, ktery budu platit n-ty mésic ja oznadim x, a
to, co bude platit kamardd ozna¢im y,. Prvni mésic tedy ddme x; =
10, y; = 20. Pro dalsi platby miZeme psét rekurentni rovnice:

Xnt1 = Xn + )

Y1 = Yn + 3%n
Pokud oznac¢ime spole¢ny vklad z, = x,,+,, pak seCtenim uvedenych
rovnic dostaneme vztah z,,1 = z, + %zn = %z,,. To je geometricka
fada a dostdvdme tedy z, = 3.(%)”‘1. Za rok budeme mit celkem na-

spofeno z;+z2 4+ - - +2z12. Tento ¢asteCny soucet umime lehce spocitat

3 3 §]2_1
3(1+—+---+(§)“)=3(23)—

=772,5.
2

Za rok tedy dohromady naspotime ptes 772 euro.
Rekurentni soustavu rovnic popisujici systém spofeni miZeme na-

psat pomoci matice ndsledovné

()= D)
Yn+1 % 1 Yn
Jde tedy opét o geometrickou fadu. Jejimi prvky jsou ted ovSem vek-

tory a kvocient neni skaldr, ale matice. ReSeni lze nicméné najit ob-

dobné ]
()=C 3 )
Yn % 1 Y1
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3. ITEROVANE LINEARNI PROCESY

~ ez
d

Mocninu matice ptisobici na vektor (xq, y;) miZeme nalézt, kdy -
difme tento vektor v bazi vlastnich vektort. Charakteristicky po
matice je (1 — A)* — i — 0 a vlastni ¢fsla jsou tedy A, = %, % Prislu-
$né vlastni vektory jsou po fade (1, 1) a (1, —1). Pro poc¢atecni vektor

(x1, y1) = (1, 2) spocitame

()=20)-3(4)
(1)=3G) ()5 (%)

To znamen4, Ze ja zaplatim 12. mésic

3 12 1 12
=(2) -(=) =130
e <2> (2>

eur a mij kamarad v podstaté stejné. O

a proto

Poznamka. Predchozi piiklad lze fesit i bez matice nédsledujicim pre-
psanim rekuretni rovnice: x, = x, + % Yy = %x,, + %z,,.
Predchazejici ptiklad byl vlastné modelem ridstu (v daném piipadé
ristu mnoZstvi naspofenych penéz). Nyni piejdéme k modeltim rdstu
popisujicim primdrné rist néjaké populace. Leslicho model ristu,
ktery jsme detailné rozebrali v teorii, velmi dobfe popisuje nejen po-
pulace ovci (podle kterych byl sestaven), ale uplatiiuje se napiiklad i

pti modelovani nasledujich populaci:

3.14. Zajici podruhé. UkaZzme si, jak miZeme Leslicho modelem
popsat populaci zajicli na louce, kterou jsme se zaobirali v prikladu
(B). Uvazujme, Ze zajici umiraji po dovrSeni devatého mésice véku
(v pGivodnim modelu byl vék zajicti neomezen). Oznacme polty za-
jict (resp. zajecic) podle stafi v mésicich v Case t (mésict) jako x(7),
X2(1),..., x9(t), tak poCty zajicl v jednotlivych vékovych skupinach
x2(0) + x3(1) + -+ - + x9(1),
xit+1)=x;_1(),proi =2,3,...,10, neboli

budou po jednom mésici x;(t + 1) =

X1 (t+ 1)
x(r+1)
x3(t+ 1)
x4(t+1)
xs5(t+1) =
xe(t+1)
x7(t + 1)
xg(t+1)
xo(t + 1)

x1(0)
x2(D
x3(2)
x4(D)
x5(2)
x6(2)
x7(0)
xg(?)
X9 (1)

S o oo oo o~O
SO oo OO~ O~
[=NeloNele T E=N 0
SO OO~ OO O~
S OO~ OO OO~
SO OO0 OO~
(=Rl =N el o R
[ eleleleBeBolel S
S oo oo oo o~

Charakteristicky polynom uvedené matice je A% — A7 — A6 — A5 — 1% —
A3 =12 —x—1. Kofeny této rovnice nejsme schopni explicitng vyjadfit,
jeden z nich vSak velmi dobfe odhadnout, A; = 1, 608 (pro¢ m

mensi neZ (+/5 + 1)/2)?). Populace bude tedy podle tohoto modelu

rlist priblizné s geometrickou fadou 1, 608’.
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3. Iterované linearni procesy

3.14. Iterované procesy. V praktickych modelech se ¢asto
setkavame se situaci, kdy je vyvoj systému v jednom caso-
vém obdobi ddn linedrnim procesem, zajimame se ale o cho-
véni systému po mnoha iteracich. Casto pfitom samotny line-
arni proces zlstava porad stejny, z pohledu naseho matema-
tického modelu tedy nejde o nic jiného nez opakované ndso-
beni stavového vektoru stdle stejnou matici.

Zatimco pro feSeni systémi linedrnich rovnic jsme potfe-
bovali jen minumum znalosti o vlastnostech linedrnich zob-
razeni, k pochopeni chovéni iterovaného syst¢ému budeme
ucelné pouzivat znalosti vlastnich &isel, vlastnosti vlastnich
vektortl a dalsi strukturni vysledky.

V jistém smyslu se pohybujeme v podobném prostiedi
jako u linedrnich rekurenci a skute¢né mtiZeme nas popis fil-
trd v minulych odstavcich takto také popsat. Pfedstavme si,
Ze pracujeme se zvukem a uchovdvdme si stavovy vektor

Yn = (xn, ey xn—k-i—l)

vSech hodnot od aktudlni aZ po posledni, kterou jesté v na-
Sem linedrnich filtru zpracovdvame. V jednom (ve vzorko-
vaci frekveci audio signdlu mimotadné kratkém) ¢asovém in-
tervalu pak prejdeme ke stavovému vektoru

Yn-‘rl = (-er—l’ Xnyonns xn—k+2)»

kde prvni hodnota x,; = ayx, + -+ + apX,—g+1 je spoc-
tena jako u homogennich diferen¢nich rovnic, ostatn{ si jen
posunujeme o jednu pozici a posledni zapomeneme. Pfislu-
$nd Ctvercovd matice fadu k, spliujici ¥,,4; = A - Y, bude
vypadat takto:

a ap dg—1 dg
1 0 0 0
A=]10 1 0 0
0o 0 ... 1 0

Pro takovou jednoduchou matici jsme si odvodili explicitn{
postup pro uplné feSeni otdzky, jak vypadd formule pro
feSeni. Obecné to tak snadno nepijde ani pro velice podobné
systémy. Jednim z typickych pfipadil je studium dynamiky
populaci v riznych biologickych systémech.

Vsimnéme si také, Ze vcelku pochopitelné méd matice A
za charakteristicky polynom pravé p(A) = AK — g Ak —
-+« —ay, (snadno dovodime pomoci rozvoje podle posledniho
sloupce a rekurenci). To je snadno vysvétlitelné pfimo, pro-
toZe feSeni x, = A", A # 0 vlastné nyni znamend, Ze matice
A vyndsobenim prevede vlastni vektor (A¥, ..., )T na jeho
A—ndsobek. Musi byt tedy A vlastnim ¢islem matice A.

3.15. Model ristu populaci. Pfedstavme si, Ze zkoumame
né&jaky systém jednotlived (péstovand zvitata, hmyz, bunééné

zv. s

kultury apod.) rozdéleny do m skupin (tfeba podle stafi, fazi
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vyvoje hmyzu apod.). Stav X, je tedy ddn vektorem
X, = (uy, ---aum)T

zavisejicim na okamZiku ¢,, ve kterém systém pozorujeme.
Linedrni model vyvoje takového systému je dan matici A di-
menze n, ktera zadava zménu vektoru X,, na

Xn+1 =A-X,
pti prirGstku Casu z #;, na .

Uvazujme jako piiklad tzv. Leslieho model riistu, ve kte-
rém vystupuje matice

fi o i ooi fuar fa
7w 00 ... 0 0
0 T 0

A=1o o 7 ’
0 0 0 o1 O

jejiz parametry jsou svdzdny s vyvojem populace rozdélené
do m vékovych skupin tak, Ze f; oznacuje relativni plodnost
prislusné veékové skupiny (ve sledovaném casovém skoku
vznikne z N jedincll v i—té skupiné f; N jedincl novych, tj.
ve skupiné prvni), zatimco t; je relativni dmrtnost i-té sku-
piny béhem jednoho obdobi. Pochopitelné€ 1ze pouZit takovy
model s libovolnym poc¢tem vékovych skupin.

Vsechny koeficienty jsou tedy nezdpornd redlnd Cisla a
¢isla t jsou mezi nulou a jednickou (a pokud jsou vSechna
rovna jedné, jde vlastné o linedrni rekurenci s konstantnimi
koeficienty). NeZ se pustime do obecnéjsi teorie, trochu si
pohrajeme s timto konkrétnim modelem.

Pfimym vypoctem pomoci Laplaceova rozvoje podle po-
sledniho sloupce spo¢teme charakteristicky polynom p,, (1)
matice A pro model s m skupinami:

Pn(A) = det(A—AE) = —App_1 (W) +(=D)"" fruti ... Ty

Vcelku snadno dovodime indukci, Ze tento charakteristicky
polynom ma tvar

pm() = (=D" A"
s vesmés nezdpornymi koeficienty ay, ..., a,, pokud jsou
vSechny prametry 7; a f; kladné. Napf. je vidy a,, =
fmTl e Typ—1.

Zkusme kvalitativné¢ odhadnout rozloZeni kofent poly-
nomu p,,, detaily budeme umét pfesné vysvétlit a ovéfit az
po absolvovani piislu$nych partii tzv. matematické analyzy v
kapitole paté a pozdéji. Vyjadiime si

pm(A) = 2" (1 — q(A)

kde g\) = a;A™' + -+ aua je ostie klesajici a ne-
zépornd funkce pro A > 0. Evidentn€ bude proto existovat
pravé jedno kladné A, pro které bude g(A) = 1 a tedy také
pm(X) = 0. Jinymi slovy, pro kazdou Lesliecho matici exis-
tuje prave jedno kladné redlné vlastni Cislo.

Pro skutecné Leslieho modely populaci byvaji vSechny
koeficienty 7; i f; mezi nulou a jedniCkou a typicky nastdva

m—1
—(11)\. - _am—l)\'_am)

3.15. Jezirko. M¢jme jednoduchy model jezirka, ve kterém Zije po-
pulace bilé ryby (plotice, ouklej, podoustev, ostroretka atd.). Pfedpo-
kladame, Ze druhého roku se doZije 20 % rybiho pliidku a od tohoto
stafi uz jsou ryby schopny se reprodukovat. Z mladych ryb pieZije z
druhého do tietiho roku pfiblizné 60 % a v dalSich letech je uz dmrt-
nost zanedbatelnd. Ddle predpoklddame, Ze roc¢ni piirustek novych
pladkad je trikrat vétsi neZ pocet ryb (schopnych reprodukce).

Tato populace by evidentné jezirko brzy pieplnila. Rovnovdhu
chceme dosdhnout nasazenim dravé ryby, napf. Stiky. Pfredpoklddejme,
7e jedna $tika sni ro¢né asi 500 dospélych bilych ryb. Kolik Stik pak
musime do jezirka nasadit, aby populace stagnovala?

ReSeni. Pokud ozna&ime p polet pliidku, m pocet mladych ryb a r

pocet dospélych ryb, pak je stav populace v dal$im roce popsan nasle-

dovné:
p 3m 4 3r
m| — 0,2p ,
r 0,6m + tr

kde 1 — 7 je relativni dmrtnost dosp€lé ryby zptisobena stikou. Piislu-

$nd matice popisujici tento model je tedy

0 3 3
0,2 0 O
0 0,6 7

Pokud ma populace stagnovat, pak musi mit tato matice vlastni hod-
notu 1. Jinymi slovy, jednicka musi byt kofenem charakteristického
polynomu této matice. Ten je tvaru A?(t —1)+0, 36—0, 6.(t —A) = 0.
To znamend, Ze t mus{ spliiovat
T—140,36-0,6(r —1)=0
0,4t — 0,04 =0

Do dalsiho roku tedy mtize preZit jen 10 % z dospélych ryb a zbytek
by méla snist Stika. Oznacime-li hledany pocet Stik x, pak dohromady

sni 500x ryb, coZ by mélo odpovidat podle pfedchoziho vypoctu 0, 9r.

500
0,9 °

priblizné jedna Stika na 556 kust bilé ryby. (]

Pomér poctu bilé ryby ku poctu Stik by tedy mél byt - = To je

Obecnéji mizeme zpracovat predchézejici model takto:

3.16. Necht je v populaénim modelu dravec-kofist uréen vztah mezi
poctem draved Dy a kofisti K; v daném a nasledujicim mésici (k €

N U {0}) linedrnim systémem

(@)
Diy1 = 0,6D, + 0,5K;,
Kiow = —0,16D + 1,2Kg
(b)
Dy, = 0,6D, + 0,5K;,
Kiyn = —=0,175D, + 1,2Ky;
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©
0,6D, + 0,5Ky,
—-0,135D; + 1,2K;.

Analyzujte chovani tohoto modelu po velmi dlouhé dobé.

Dy =
Kit1 =

ReSeni. VSimnéme si, Ze jednotlivé varianty se od sebe navzajem lisi
pouze v hodnoté koeficientu u Dy ve druhé rovnici. MiZeme proto

vSechny tfi pfipady vyjadfit jako

D¢\ _ (0,6 0,5 Dy,
(k) = (20 12) () wem
kde budeme postupné klasta = 0, 16, a = 0, 175, a = 0, 135. Hod-

nota koeficientu a zde reprezentuje primérny pocet kust kofisti zahu-

benych jednim (ocividné€ ,,nendaro¢nym*) dravcem za mésic. Pfi ozna-

0,6 0,5
T:(—a 1,2)

ceni

bezprostiedné dostdvame

Pomoci mocnin matice 7' tak miiZeme urcit vyvoj populaci dravce
a koristi po velmi dlouhé dobé.

Snadno stanovime vlastni ¢isla

@ara=1, x»=075;
(b) A1 =0,95, A, =0,85;
() Ay =1,05, A, =0,75
matice T a jim (pri zachovani poradi) piislusné vlastni vektory
@ G497, 6.5
®) (10,17, 2,17
(©) (10,97, (10,3)".
Pro k € N tudiz plati 318
(a)
Tk:(S 5>'<1 0 )"'(5 5)1‘
4 2 0 0,8 4 2 ’
(b)

;e (102} (095 0\ (10 2\
=\7 1 0 0,85 7 1) °
(©)
;i_ (10 10\ (1,05 0 “ 710 10\
—\9 3/ Lo 075) \9 3 '
Odtud déle pro velkd k € N plyne
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situace, kdy jediné redlné vlastni ¢islo A je vétsi nebo rovno
jedné, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢isel
jsou ostfe mensi neZ jedna.

Jestlize za¢neme s libovolnymn stavovym vektorem X,
ktery bude dén jako soucet vlastnich vektort

X=X+ -+Xn
s vlastnimi hodnotami A;, pak pfi iteracich dostivime
AR X =X+ X,

takZe za predpokladu, Ze |A;| < 1 pro vSechna i > 2, bu-

dou vSechny komponenty ve vlastnich podprostorech velmi

rychle mizet, kromé& kompomenty A X ’1‘ . RozloZeni populace

do vékovych skupin se tak budou rychle bliZit pomérdim kom-

ponent vlastniho vektoru k dominantnimu vlastnimu ¢islu A;.

Naptiklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotli-

vych koeficientl, jsou pfevzaty z modelu pro chov ovci, tj.

hodnoty t zahrnuji jak pfirozeny thyn tak piipadné aktivity
chovateltl na jatkach)

0 02 08 0.6

095 0 0 O

A=]1 0 08 0 O

0 0 07 O

0 0 0 06

vyjdou vlastni hodnoty ptibliZzné
1.03, 0, —0.5, —0,27 +0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor piislusny
dominantnimu vlastnimu ¢islu je priblizné

x = (302721 14 8).

eNeBoNeN o)

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se souctem soufad-
nic rovnym stu, zaddv4d ndm proto pfimo vysledné procentni
rozloZeni populace.

Pokud bychom chtéli misto tfiprocentniho celkového
riistu populace setrvaly stav a predsevzali si ujidat vice ovce
tieba z druhé vékové skupiny, fesili bychom tdlohu, o kolik
mame zménsit 1, aby bylo dominantni vlastni ¢islo rovno
jedné.

3.16. Matice s nezapornymi prvky. Redlné matice, které
nemaji zadné zaporné prvky maji velmi specidlni Vlastnosti.t & by <e hodil
Y v . Yo x x < . . ady Dy se hodilo
Zaroven jsou skutecné Casté v praktickych modelech. Nazna- trochu historie,
N o . .. < vlastné jen
¢ime proto ted proto tzv. Perronovu-Frobeniovu teorii, kterd | ="
se praveé takovym maticim vénuje. vysledki Perrona, k
v . s . .o . . Frobeniové
Zacneme definici nékolika pojmil, abychom mohli nase obecnsjss situaci se
tivahy viibec formulovat. viibec

nedopracujeme.
_———J KLADNE A PRIMITIVNI MATICE ‘_———l
Definice. Za kladnou matici budeme povazovat takovou

¢tvercovou matici A, jejiz vSechny prvky a;; jsou redlné a
ostfe kladné. Primitivni matice je pak takova Ctvercovd ma-
tice A, jejiz n&jaka mocnina A je kladna.
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Ptipoménme, Ze spektrdalnim polomérem matice A nazy-
vame maximum absolutnich hodnot vsech jejich (komplex-
nich) vlastnich Cisel. Spektralnim polomérem linearniho zob-
razeni na (kone¢nérozmérném) vektorovém prostoru rozu-
mime spektralni polomér jeho matice v nékteré bazi. Normou
matice A € R" nebo vektoru x € R" rozumime soudet ab-
solutnich hodnot vSech jejich prvkid. U vektorii x piSeme pro
jejich normu |x|.

Naésledujici vysledek je mimorddné uZziteCny a snad i
dobre srozumitelny. Jeho diikaz se svou ndroc¢nosti dosti vy-
myka4 této ucebnici, uvddime ale alespoii jeho stru¢ny néstin.
Pokud by ctendf mél problém s plynulym cteni ndstinu da-
kazu, doporucujeme jej preskocit.

Véta (Perronova). JestliZe je A primitivni matice se spektral-
nim polomérem A € R, pak je A jednoduchym korenem cha-
rakteristického polynomu matice A, ktery je ostie vetsi neZ
absolutni hodnota kteréhokoliv jiného viastniho c¢isla matice
A. K viastnimu cislu A navic existuje vlastni vektor x s vy-
hradné kladnymi prvky x;.

NAznak DUKAZU. V dlkazu se budeme opirat o intuici

users.math.umd.edw/ e]ementdrni geometrie. Cdste¢né budeme pouZité koncepty

"“mmb/475/spec.pdf

upfesiiovat uz v analytické geometrii ve ctvrté kapitole, nék-
teré analytické aspekty budeme studovat podrobnéji v kapi-
tolach paté a pozdéji, presné dikazy nékterych analytickych
krokti v této ucebnici nepoddme viibec. Snad budou nésle-
dujici dvahy nejen osvétlovat dokazovany teorém, ale budou
také samy o sob& motivaci pro nase dalsi studium geometrie
i matematické analyzy. Zacneme docela srozumitelné znéji-
cim pomocnym lemmatem:

Lemma. UvaZme libovolny mnohostén P obsahujici poca-
tek 0 € R". JestliZe néjakad iterace linedrniho zobrazeni
Y R* — R” zobrazuje P do jeho vnitiku, pak je spekt-
ralni polomér zobrazeni  ostre mensi neZ jedna.

UvaZzme matici A zobrazeni ¥ ve standardni bazi. Pro-
toZe vlastni &isla AX jsou k—té mocniny vlastnich &isel matice
A, mlZeme rovnou bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze
samotné zobrazeni ¥ jiZ zobrazuje P do vnitiku P. Zjevné
tedy nemiiZe mit i Zaddnout vlastni hodnotu s absolutni hod-
notou vétsi nez jedna.

Diikaz ddle povedeme sporem. Predpoklddejme, Ze exis-
tuje vlastni hodnota A s |A| = 1. Mdme tedy dvé moZnosti.
Bud'je A¥ = 1 pro vhodné k nebo takové k neexistuje.

Obrazem P je uzaviend mnoZina (to znamend, Ze pokud
se body v obrazu budou hromadit k néjakému bodu y v R",
bude y opét v obrazu) a hranici P tento obraz vibec nepro-
tind. NemiZe tedy mit ¥ pevny bod na hranici P ani nemiiZe
existovat Zddny bod na hranici, ke kterému by se mohly libo-
volné bliZit body v obrazu. Prvni argument vylucuje, Ze by
néjakd mocnina A byla jednickou, protoZe to by takovy pevny
bod na hranici P jisté existoval. Ve zbyvajicim pfipad¢ jisté
existuje dvourozmérny podprostor W C R”, na né&jz se ¢ zu-
Zuje coby rotace o iraciondlni argument a jisté existuje bod

rion (55 (1 0. (5 5\
“\4 2)°\o o) \4 2
_ 1 (—10 25\

“ 10\ -8 20/’

;i (10 2) (0 0) (10 2)7
“\7 1 00 7 1

_000

=\o o)’

10 10\ (1,055 0\ (10 10\ '

9 3 0 0 9 3

_1,05¢ /=30 100
T 60 \=27 90 /)’

%

Tk

nebof pravé pro velkd k € N miZzeme polozZit

10\ _ (1 0\,
0 0,8/ “\o o)’
k
0,95 0 {0 0\,
0 0,8/ “\o o)’
1,05 0 \'_ /1,05 0
o 0,75/ "L o o)

Podotknéme, Ze ve varianté (b), tj. pro a = 0, 175, nebylo nutné vlastni
vektory pocitat.
ObdrZeli jsme tak

D\ . 1 (-10 25\ (D,
K.)] 10\ -8 20 Ko
1 (5(=2Dy + 5K)
10 \4 (=2Dy + 5Ky)

D\ . (0 0\ (Do) _ (O).
K.)] “\o o Ko) —\0)°
D\ . 1.05* /=30 100\ (Do
K.]~ 60 \—27 90 K,

_1,05* (10(—=3Dy + 10K)
60 \9(=3Dy+10Ky) J*

Tyto vysledky lze interpretovat ndsledovné:

(a) Pokud 2D < 5K, velikosti obou populaci se ustéli na nenu-

lovych hodnotich (fikdme, Ze jsou stabilni); jestlize 2Dy >

5Ky, ob& populace vymfou.
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(b) Obé populace vymfiou.

(c) Pro3Dy < 10K nastava populacni exploze obou druhti; pro

3Dy > 10K, obé populace vymfou.

To, Ze extrémné mala zména velikosti a miazZe vést ke zcela odlis-
nému vysledku, je zapti¢inéno neménnosti hodnoty a v zdvislosti na
velikosti obou populaci. Poznamenejme, Ze toto omezeni, kdy a v na-
Sich modelech povaZujeme za konstantni, nema oporu ve skute¢nosti.

Presto ziskavame odhad velikosti a pro stabilni populace. (I

3.17. Poznamka. Jiny model souZiti populaci dravce a kofisti posky-
tuje model pand Lotky a Volterra, ktery popisuje vztah mezi popula-
cemi soustavou dvou obycejnych diferencidlnich rovnic. Podle tohoto

modelu obé populace osciluji, coZ je i v souladu s pozorovdnimi.

Nyni uvedme pon¢kud obsahlejsi model.

v v

3.18. Model Sifeni jednoletych bylin. Budeme uvazZovat rostliny,
které na zacatku 1éta vykvetou, na jeho vrcholu vyprodukuji semena a
samy uhynou. Nékterd ze semen vyklici jesté na konci podzimu (ozimé
rostliny), jind preckaji zimu v zemi a vykli¢i na zac¢atku jara (jarni rost-
liny). Ozimé rostlinky (sazenice), které pfes zimu nezmrznou, jsou na
jare vétsineZ jarni a vétSinou z nich vyrostou vétsi rostliny neZ z jarnich
sazenic. VEtsi rostlina vyprodukuje vice semen. Pak se cely vegetacni
cyklus opakuje.

Rok je tedy rozdélen na Ctyfi vegetacni obdobi a v kazdém z téchto

obdobi miZeme rozlisit nékolik ,,forem‘ rostliny:
Obdobi | stadia rostliny
zacatek jara | malé a velké sazenice
zacatek 1éta | malé, stiedni a velké kvetouci rostliny
vrcholné 1éto | semena
podzim sazenice a prezimujici semena

Oznacme x(f), resp. x»(#), pocet malych, resp. velkych, sazenic na
zacatku jara roku ¢ a y, (), resp. y» (%), resp. y3(t), pocet malych, resp.
stiednich, resp. velkych rostlin v 1ét€ téhoz roku. Z malych sazenic mo-
hou vyrist malé nebo stfedni rostliny, z velkych sazenic mohou vyrdst
stiedni nebo velké rostliny. Kterdkoliv ze sazenic samozfejmé muze
uhynout (uschnout, byt spasena krdvou a podobné) a nevyroste z ni nic.
Ozna¢me b;; pravdépodobnost, Ze ze sazenice j-té velikosti, j = 1, 2,
vyroste rostlina i-té velikosti, i = 1, 2, 3. Pak je

0<b11<1, b12:0, O<b21<1,
0<byp<1,by1+by <1,

0<b22<0,
by +bxn <1

b3 =0,

(promyslete si, co kazd4 z téchto nerovnosti vyjadiuje). Pokud pravdé-

podobnost povaZzujeme za klasickou, mizeme b;; vypocitat jako podil
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y v priniku W s hranici P. Pak by ale byl bod y libovolné
presné priblizen body z mnozZiny " (y) pii prichodu pies
vSechny iterace a tedy by musel sdm byt také v obrazu. Dosli
jsme tedy ke sporu a lemma je ovéfeno.

Nyni se ddime do diikazu Perronovy véty. Nasim prvnim
krokem bude ovéfeni existence vlastniho vektoru, ktery ma
vSechny prvky kladné. Uvazme za tim ticelem tzv. standardni
simplex

S={x=(,...

ProtoZe vSechny prvky v matici A jsou nezdporné, obraz
A - x bude mit samé nezdporné soufadnice stejné jako x a
alespori jedna z nich bude vZdy nenulovd. Zobrazeni x +—
|A - x|~!(A - x) proto zobrazuje S do sebe, Toto zobrazeni
S — S spliluje vSechny ptfedpoklady tzv. Browerovy véty
o pevném bod¢ a proto existuje vektor y € S takovy, Ze je
timto zobrazenim zobrazen sam na sebe. To ale znamena, ze

A=|A-yl

)l =1,x>0i=1,...,n}.

A-y=2»1y,

a nasli jsme vlastni vektor, ktery lezi v S. ProtoZe ale ma
n&jakd mocnina A* podle naseho piredpokladu samé kladné
prvky a samozfejmé je také A¥-y = AXy, viechny soufadnice
vektoru y jsou ostfe kladné (tj. lezi ve vnittku S) a A > 0.

Abychom dokazali zbytek véty, budeme uvaZovat zobra-
zeni zadané matici A ve vyhodnéjsi bazi a navic ho vynéso-
bime konstantou A~

B=x'(Y"1 A7),

kde Y je diagondlni matice se soufadnicemi y; vektoru y na
diagondle. Evidentné je B také primitivni matice a navic je
vektor z = (1, ..., )T jejim vlastnim vektorem.

JestliZze nyni dokdZeme, Ze 4 = 1 je jednoduchym kote-
nem charakteristického polynomu matice B a vSechny ostatni
kofeny maji absolutni hodnotu ostfe mensi nezZ jedna, bude
Perronova véta dokazéana.

K tomu se ndm ted bude hodit diive dokdzané pomocné
lemma. UvaZujme matici B jako matici linedrniho zobrazeni,
které zobrazuje fadkové vektory

u=uy,...,u,)—~u-B=wv,

tj. pomoci nasobeni zprava. Diky tomu, Zejez = (1, ..., 1)
vlastnim vektorem matice B, je soucet soufadnic fddkového

vektoru v
n n

Z u,-bl-j = Zui = 1,

i,j=1 i=1
kdykoliv je u € S. Proto toto zobrazeni zobrazuje simplex S
na sebe a mé také jist€ v S vlastni (fddkovy) vektor w s vlastni
hodnotou jedna (pevny bod, opét dle Browerovy véty). Pro-
toZe n&jakd mocnina B obsahuje samé ostfe pozitivni prvky,
je nutné obraz simplexu S v k—té iteraci zobrazeni daného B
uvniti S. To uZ jsme blizko pouZiti naSeho lematu, které jsme
si pro dikaz pfipravili.

Budeme i naddle pracovat s fddkovymi vektory a ozna-

¢me si P posunuti simplexu S do pocatku pomoci vlastniho
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vektoru w, ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w + S. Evi-
dentn€ je P mnohostén obsahujici pocatek a vektorovy pod-
prostor V. C R”" generovany P je invariantni vii¢i ndsobeni
matici B ndsobenim fadkovych vektord zprava. ZizZeni na-
Seho zobrazeni na P tedy spliiuje predpoklady pomocného
lemmatu a proto nutné musi byt vSechny jeho vlastni hod-
noty v absolutni hodnoté mensi neZ jedna. Jest€¢ se musime
vyporadat se skutecnosti, Ze pravé uvaZzované zobrazeni je
ddno nasobenim fadkovych vektord zprava matici B (zatimco
nds pivodné zajimalo chovéni zobrazeni, daného B pomoci
ndsobeni sloupcovych vektord zleva). To je ale ekvivalentni
ndsobeni transponovanych sloupcovych vektorti transponova-
nou matici B obvyklym zplisobem zleva. Dokdzali jsem tedy
vlastné potiebné tvrzeni o vlastnich ¢islech pro matici trans-
ponovanou k nasi matici B. Transponovani ale vlastni ¢isla
neméni.

Dimenze prostoru V je pfitom n — 1, takZe diikaz véty je
ukoncen. U

3.17. Jednoduché disledky. Nasledujici velice uzitecné
tvrzeni ma pfi znalosti Perronovy véty aZ prekvapivé jedno-
duchy dikaz a ukazuje, jak silnd je vlastnost primitivnosti
matice zobrazeni.

Diisledek. JestliZe A = (a;;) je primitivni matice a x € R"
Jjeji viastni vektor se samymi nezdpornymi souradnicemi a
vlastni hodnotou A, pak A > 0 je spektrdlni polomér A. Navic
plati

n n
min; E Llijf)\.fman E aij.
i=1 i=1

Dt¢kaz. Uvazme vlastni vektor x z dokazovaného tvr-
zeni. ProtoZe je A primitivni, miZeme zvolit pevné k tak,
aby A* uz méla samé positivni prvky a pak je samozfejmé
i A¥.x = Akx vektor se samymi ostfe kladnymi soufadni-
cemi. Nutné proto je A > 0.

Z Perronovy véty vime, Ze spektralni polomér u je vlast-
nim ¢islem a zvolme takovy vlastni vektor y k u, Ze rozdil
x —y md samé kladné soufadnice. Potom nutné pro vSechny
mocniny n

0<A" - (x—y) =2A"x —puy,

ale zaroven plati A < . Odtud jiz vyplyva A = .

Zbyva odhad spektralniho poloméru pomoci minima a
maxima souctd jednotlivych sloupcti matice. Oznaéme je
bmin @ bmax, Zvolme za x vektor se souctem soutadnic jedna
a pocitejme:

n n
aijxj = Z)\.x,‘ =A

i,j=1 i=1

n n

A= Z(Zaij)xj =< ibmaxxj = bmax
Jj=1

j=1 Ni=1

priznivych vysledkt (z malé vyrostla mald rostlina) a vS§ech moznych

vysledkil (pocet malych sazenic), tj. by = y;(¢)/x(¢). Odtud
yi(0) = brixi(1).

Analogicky dostaneme rovnost
y3(8) = baxa(1).

Oznacime-li na chvili y; | (#), resp. y2.2(¢) pocet stfednich rostlin vy-
rostlych z malych, resp. velkych sazenic, je y,(f) = y».1(f) + y2.2(f) a
by = y2,1(0)/x1(1), baa = y22(1) /x2(2) a tedy

V2 (t) = bayx1(t) + byxy(2).

Oznacime
bu 0 yi(0)
xq(t
B=|bu bn|. x0= (xigg) S 0=
0 b32 yS(t)
a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru

y(®) = Bx(1).
Oznacime-li po fad€ cy1, 12 a ¢13 poCty semen, které vyprodukuje
jedna mal4, stfedni a velkd rostlina, a z(r) celkovy pocet vyprodukova-

nych semen v 1ét¢ roku ¢, plati

z2() = cuy1 (@) + cay2 (1) + c13y3(0),

nebo v maticovém tvaru

z(n) = Cy(1)
pfi oznaceni
C=(c1 cn ci3).
Aby matice C popisovala modelovanou realitu, budeme predpokléddat,
Ze plati nerovnosti
0<c <cpp < 3.

Oznacme nakonec wi(#) a w,(f) pocet semen, které vyklici jesté
na podzim a pocet semen, kterd pfezimuji, v tomto potadi, a dj, resp.
d) pravdépodobnost, Ze semeno vykli¢i na podzim, resp. nevykli¢i
(prezimuje), a f11, resp. f», pravdépodobnost, Ze 0zima sazenice, resp.
7Ze prezimujici semeno béhem zimy nezmrzne. Pravdépodobnosti vy-

kliceni dy1, d»1 zfejmé musi spliiovat nerovnosti

0<di, O0<dy, diy+dy=1,

aponévadZz rostlinka sndze zmrzne, neZ semeno ukryté v zemi, budeme

o pravdépodobnostech fi;, f>; preziti zimy predpokladat
0< fiil< fn<lLl

Pri oznaceni
_(du _(fu O _ (wi(®
b= (d21> ’ b= < 0 fzz) ’ wi) = (wz(l)>
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dostaneme podobnymi dvahami jako vySe rovnosti
w(?) = Dz(1), x(t+1) = Fw(y).

PonévadZ ndsobeni matic je asociativni, miZeme pro pocty jednot-
livych stadif rostlin v ndsledujicim roce z pfedchozich rovnosti sestavit

rekurentni formule:

x(t + 1) =Fw() = F(Dz(t)) = (FD)z(t) = (FD)(Cy(n) =
=(FDC)y(1) = (FDC)(Bx(t)) = (FDCB)x(1),

y(t + 1) =Bx(t + 1) = B(Fw(1) = (BF)w(1) = (BF)(Dz(t)
=(BFD)z(1) = (BFD)(Cy(1)) = (BFDC) (1),

2(t +1) =Cy(t + 1) = C(Bx(t + 1)) = (CB)x(t + 1) = (CB)(Fw(?))
=(CBF)w(t) = (CBF)(Dz(1)) = (CBFD)z(1),

w(t+1) =Dz(t+1)=D(Cyt + 1)) = DOyt + 1) =
=(DC)(Bx(t + 1)) = (DCB)x(t + 1) = (DCB)(Fw(1)) =
==(DCBF)w().
Pfi oznaCeni
A, = FDCB,

Ay, = BFDC, A.=CBFD, A, = DCBF,

je zjednodusSime na formule

x(t4+1) = Aux(@), y(t+1) = A, y(@), z(t+1) = Az(0), w(t+1) = A, (D).

Z téchto formuli jiZ miZeme vypocitat sloZeni populace rostlin v li-
bovolném obdobi libovolného roku, pokud zndme sloZeni populace
v néjakém obdobi pocdteéniho (nultého) roku.

Nechf je naptiklad zndmo sloZeni populace v 1été, tj. pocet z(0)
vysetych semen. Pak sloZeni populace na zacétku jara 7-tého roku je

x(t) =Ax(t — 1) = A2x(t —2) = --- = A7 x(1) = AT Fw(0) =
=A"'FDz(0).

Povsimnéme si, Ze matice A, = CBF D je typu 1 x 1; neni to tedy

matice, ale skalar. MiZeme tedy oznacit A = A,, vypocitat

RelPrirPop| (3.5)

by 0
0 d
A=CBFD = (C]] C12 C]3) by by <le)1 f > (d11> =
22 21
0 bxn

d
= (cuubi + ciby  cibxn + ci3by) <21 11) =

= byiciidi f11 + baiciadii fi1 + baciaday for + bapcizda fao
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A= Z(Zaij)xj > meinxj = bmin
=1 Ni=1 =1

O

VSimnémeé si, Ze napt. vSechny Leslieho matice z BT9,
kde jsou vSechny uvazované koeficienty f; a t; ostfe kladné,
jsou primitivn{ a tedy na né mizeme plné pouZit pravé odvo-
zené vysledky.

Perronova-Frobeniova véta je zobecnénim Perronovy

véty na obecnéjsi matice, které tu nebudeme uvadét. Dalsi
informace lze najit napf. v ??.

3.18. Markovovy Fetézce. Velice Casty a zajimavy pripad li-
nedrnich procesii se samymi nezdpornymi prvky v matici je
matematicky model systému, ktery se miiZe nachdzet v m riz-
nych stavech s rliznou pravdépodobnosti. V jistém okamzZiku
je systém ve stavu i s pravdépodobnosti x; a k pfechodu z
Tmozného stavu i do stavu j dojde s pravdépodobnosti ;.
Mtizeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém

popsédn pravdépodobnostnim vektorem

Xp = (ui(n), ... ()’

To znamen4d, Ze vSechny komponenty vektoru x jsou redlna
nezdpornd ¢isla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty
udavaji rozdé€leni pravdépodobnosti jednotlivych moZnosti
stavil systému. Rozdéleni pravdépodobnosti pro ¢as n + 1
bude dano vyndsobenim pravdépodobnostni matici pfechodu
T = (1; j), tj.

Xpp1 =T - x,.

Protoze predpokldddme, Ze vektor x zachycuje vSechny
mozné stavy a proto s celkovou pravdépodobnosti jedna
prejde opét do nékterého z nich, budou vSechny sloupce ma-
tice T tvofeny také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému
procesu fikdme (diskrétni) Markoviiv proces.

Vsimnéme si, Ze kazdy pravdépodobnostni vektor x je
skute¢n€ Markovovym procesem zobrazen na vektor se sou-
¢tem soufadnic jedna:

%:lijxj = Z(Zt,-,-)xj — ;xj — 1.

l

Nyni miZeme v plné sile pouzit Perronovu—Frobeniovu
teorii. ProtoZe je soucet fadkid matice T vZdy roven vektoru
(1,..., 1), je zcela elementdrné vidét, Ze matice T — E je
singuldrni a jednicka proto bude zarucené vlastnim c¢islem
matice 7.

Pokud je navic T primitivni matice (tj. napt. kdyZ jsou
vSechny prvky nenulové), z Disledku B172 vime, Ze je jed-
nicka jednoduchym kofenem charakteristického polynomu
a vSechny ostatni maji absolutni hodnotu ostie ménsi neZ
jedna.

Véta. Markovovy procesy s matici, kterd nema Zadné nulové
prvky nebo jejiz nékterd mocnina ma tuto vlastnost, spliiuji:
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o cxistuje jediny vlastni vektor x, pro viastni ¢islo 1, ktery
Jje pravdépodobnostni

o iterace T*xy se bliZi k vektoru xo, pro jakykoliv pocd-
tecni pravdépodobnostni vektor x.

Dtkaz. Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti sourad-
nic vlastniho vektoru dovozené v Perronové vété.

Pokud jsou algebraické a geometrické ndsobnosti vlast-
nich ¢isel matice T stejné, pak druhé tvrzeni okamzité vy-
plyva z toho, Ze absolutni hodnoty vSech ostatnich vlastnich
¢isel musi byt ostfe mensi nez jedna. Skute¢né, za uvedeného

a predchozi vypocet uspotddat do vyhodného tvaru
x(f) = (FDCB)"' FDz(0) = FD(CBFD)">CBFDz(0) =
= FD(CBFD)"'z(0) = FDAL'z(0) = A"~' FDz(0);
timto zptisobem zlstanou pouze dvé ndsobeni matic.
Uvedeme konkrétni hodnoty matic B, C, D, F; jednd se o parame-

try hypotetické rostliny, které ale byly inspirovanou skutecnou trdvou

Vulpia ciliata:

. el o 03 0
predpoladu na vlastni czlsla 1ze ke:zdy pocatecmj/?ktor Xoma- g0 06].c= (1 10 100), D = 0,5 CF= 0,05 0 .
psat jako soucet vlastnich vektorti matice T a pfi iterovaném 0 0.2 0,5 0 0,1

vymazat piislib,
pokud to nenastane,
a nahradit odkazem
do literatury

ptisobeni matice T na pocatecnim vektoru x, vSechny kom-
ponenty rychle vymizi, kromé té jediné s vlastnim ¢islem 1.

Ve skutecnosti ale i pfi rtizné algebraické a geometrické
ndsobnosti vlastnich ¢isel dojdeme ke stejnému zavéru po-
moci podrobnéjsiho studia tzv. kofenovych podprostorti pro
matici 7', ke kterym se dostaneme v souvislosti s tzv. Jordano-
vym rozkladem jesté v této kapitole, viz pozndmka ??. [

3.19. Iterace stochastickych matic. Matice Markovovych
procesi, tj. matice jejichZ vSechny sloupce maji soucet svych
komponent roven jedné se nazyvaji stochastické matice. Stan-
dardni dlohy spojené s Markovovymi procesy zahrnuji odpo-
védi na otdzky po ocekdvané stiedni dobé pfechodu mezi pie-
dem urcenymi stavy systému apod. Momentalné nejsme na
feSeni téchto dloh pripraveni, vratime se ale k této tématice
pozdéji.

Pteformulujeme predchozi vétu do jednoduchého, ale asi
docela ptekvapivého disledku. Konvergenci k limitni matici
v ndsledujcim tvrzeni myslime skutecnost, Ze kdyZ si pfedem
ur¢ime moZnou chybu € > 0, tak najdeme hranici na pocet
iteraci k po niZ uz vSechny komponenty uvedené matice se
od té limitni budou liSit 0 méné nez e.

Disledek. Nech? T je primitivni stochastickd matice z Mar-
kovova procesu a x, je stochasticky vlastni vektor k domi-
nantnimu islu 1 jako ve vété vyse. Pak iterace T* konverguji
k limitni matici T, jejiz vSechny sloupce jsou rovny x.

Nyni se jesté na rozlucku s Markovovymi procesy zamys-
lime se nad problémem, zda existuji pro dany systém stavy,
do kterych se ma systém tendenci dostat a setrvat v nich. O
stavu systému fekneme, Ze je prechodovy, jestlize v ném sys-
tém setrvdva s pravdépodobnosti ostfe mensi neZ jedna. Za
absorbcni oznacime stav, ve kterém systém setrvavd s prav-
dépodobnosti 1, a do kterého se 1ze dostat s nenulovou prav-
dépodobnosti z kteréhokoliv z prechodovych stavi. Kone¢né,
Markovtiv fetézec X, je absorpcni, jestliZe jsou jeho vSechny
jeho stavy bud absorpéni nebo pfechodové.

Je-li v absorpénim Markovovée fetézci prvnich r stavi
systému absorpCnich, pro stochastickou matici 7 systému to
znamené, Ze se rozpadd na ,,blokové* horni trojihelnikovy

Nyni miiZeme vypocitat jednotlivé matice, které zobrazuji vektor popi-
sujici sloZeni populace v néjakém vegetacnim obdobi na vektor sloZeni

populace v témze obdobi nésledujiciho roku:

0,0075 0,0750 0,7500
0,0325 0,3250 3,2500 |,
0,0100 0,1000 1,0000

A, = (0,0325 0,6500> A, =

0,0650 1,3000

0,0325 11,3000

Hodnota . = A, = 1,3325 vyjadfuje mezirocni relativni pfirtstek

A, =13325, A, = (0,0325 1,3000) |

populace. Piesvédcete se, Ze kazdd z matic A,, A,, A,, md jedinou
nenulovou vlastni hodnotu & = 1,3325; ostatni vlastni hodnoty jsou
rovny 0.

Ukéazeme jest€ jedno vyuZiti uvedeného modelu. MtiZze nés zaji-

X¢

mat, jak ,,pruzné" reaguje meziroCni relativni ptirtistek A na na zménu
jednotlivych ,.,demografickych parametrti, jak napt. zména pravdépo-
dobnosti preziti semene pfes zimu ovlivni meziro¢ni prirdstek. Tuto
otazku ponékud upfesnime. Za pruzinost reakce charakteristiky A na
parametr s, oznacenou e (A, s) prohldsime relativni zménu hodnoty
A vztaZenou k relativni zméné parametru s. JeSté presnéji: oznacime
A(s) meziro¢ni prirdstek zdvisly na parametru s. Potom AMA(s) =
A(s + As) — A(s) vyjadfuje absolutni zménu relativniho pfirdstku
A pfi absolutni zméné parametru s o As. Relativni zména X tedy je
AX(s)/A(s). Relativni zména prirGstku parametru s je As/s. Hledana
pruznost je tedy podil téchto relativnich zmén, tj.
AX(S)/1(s) s A(s+ As) — A(s)
- As/s - A(s) As '

Konkrétn€, meziro¢ni relativni pfirGistek populace zavisly na preziti

e(Ar,s)

semen pfes zimu je podle (B3)
A(f22) = dai1(bnciz + b3pci3) fro + dii (bricii fi1 + baicia fi1)

a pro konkrétni zvolené hodnoty ostatnich parametrii

A(f22) = 13 f +0,0325.
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PonévadzZ f>, = 0,1, miZeme pocitat

A(0,1) =1,3325, A(0,14+As) = 1,33254+13As,

takze
0,1 13As

1,3325 As
Analogicky miZeme spocitat pruznost reakce relativniho pfirtistku A

e(2,0,1) =

= 0,976.

populace na ostatnich ,,demografickych parametrech. Vysledky jsou

shrnuty v tabulce

parametr | pruZnost reakce || parametr | pruZnost reakce
by 0,006 I 0,006
b21 0,019 C12 0,244
b22 0,225 C13 0,751
by 0,750 Si 0,024
d 0,024 2 0,976
dh) 0,976

Z ni mdzZzeme vidét, Ze prirastek A je nejvice ovliviiovin mnoZstvim
prezimujicich semen (parametr d, ) a jejich preZivanim (parametr f;,).
Toto zjisténi neni nijak prekvapivé, zemédélcim je tento fakt dobie
zndmy jiZ od neolitu. Vysledek vSak ukazuje, Ze matematicky model
skute¢né néjak adekvatné realitu popisuje.

Dalsi zajimavé a detailn€ popsané modely rtistu nalezne Ctendi v

3.19. UvaZujte nasledujici Lesliecho model: farmaf chova ovce. Po-

souboru piikladi za touto kapitolou.

rodnost ovci je dana pouze vékem a je primérné 2 ovce na jednu ovci
mezi jednim a dvéma lety v€ku, pét ovci na ovei mezi dvéma a tfemi
lety véku a dvé ovce na ovci mezi tfemi a ¢tyfmi roky véku. Ovce do
jednoho roku nerodi. Z roku na rok umfie vZdy polovina ovci a to rov-
nomérné ve vSech vékovych skupinach. Po ¢tyfech letech posila farmar
ovce na jatka. Farmar by rad jesté prodaval (zivd) jehndtka do jednoho
roku na kozeSinu. Jakou ¢ast jehniatek mtize kazdy rok prodat, aby mu
velikost stdda zstavala z roku na rok stejnd? V jakém poméru budou

potom rozdéleny pocty ovci v jednotlivych vékovych skupindch?

ReSeni. Matice daného modelu (bez z4sahu farmaie) je

0252
1
1000

— 12

L‘o%oo

0010

2
Farmar miZe ovlivnit kolik ovci do jednoho roku mu ve stidu
zlstane do dalsiho roku, miZe tedy ovlivnit prvek /1, matice L. Zkou-

méme tedy model

oI~ O N
SO O O N

o O O
= O O W
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AX(0,1) = 13As,

tvar

E R
T =
0 0
kde E je jednotkovd matice, jejiZ rozmér je ddn poctem ab-
sorp¢nich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezdpornd.
V kazdém pripadé iteracemi této matice budeme pordd dosta-

vat stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku a tedy
zcela jist€ nebude primitivni, napft.

o (E R+R-Q
ro (B REO).

I o takovych maticich lze ziskat hodn€ informaci pomoci plné
Perronovy—Frobeniovy teorie a se znalosti pravdépodobnosti

a statistiky také odhadovat stiedni doby, po kterych se systém
dostane do jedhodo z abosrpcnich stavii apod.

4. Vice maticového poctu

Na vcelku praktickych prikladech jsme vidéli, Ze poro-
zumén{ vnitfni struktufe matic a jejim vlastnostem je silnym
ndstrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy. Jesté vice to
plati pro efektivitu numerického pocitani s maticemi. Proto
se budeme zase chvili vénovat abstraktni teorii.

Budeme pritom zkoumat dalsi specidlni typy linedrnich
zobrazeni na vektorovych prostorech ale také obecny piipad,
kdy je struktura zobrazeni popséna tzv. Jordanovou vétou.

3.20. Unitarni prostory a zobrazeni. UZ jsme si zvykli, Ze
je uzite¢né pracovat rovnou v ¢iselném oboru komplexnich
Cisel a to i v pripadé€, kdy nds zajimaji jen redlné objekty.
Navic v mnohych oblastech jsou komplexni vektorové pro-
story nutnou soucdsti tvah. Jasnym piikladem je napiiklad
tzv. kvantové pocitani, které se stalo velmi ak¢ni oblasti teo-
retické informatiky, prestoze kvantové pocitace zatim zkon-
struovany ve funkéni podobé nebyly.

Proto navdZeme na ortogondlni zobrazeni a matice z
konce druhé kapitoly néasledujici definici:

______l UNITARN{ PROSTORY

Definice. Unitdrni prostor je komplexni vektorovy prostor
V spolu se zobrazenim V x V — C, (u, v) — u - v, které
spliluje pro vSechny vektory u, v, w € V askalarya € C

(1) u - v ="v-u (zde pruh znaci komplexni konjugaci)
) (au)-v=a(u -v)

B wu+v) - w=u-w+v-w

(4) je-liu # 0, pak u - u > 0 (zejména je vyraz redlny).
Toto zobrazeni nazyvame skaldrni soucinna V.

Redlné ¢islo /v - v nazyvame velikosti vektoru v a vek-
tor je normovany, jestliZze ma velikost jedna. Vektory u a v na-
zyvame ortogondlni, jestliZe je jejich skalarni soucin nulovy,
bdzi sestavenou z po dvou ortogondlnich a normovanych vek-
torl nazyvame ortonormalni baze V .
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Na prvni pohled jde o rozsifeni definice euklidovskych
vektorovych prostord do komplexniho oboru. Naddle bu-
deme také pouzivat alternativni znaceni (u, v) pro sklaarni
soucin vektort u a v. Zcela stejn€ jako v redlném oboru také
okamZité z definice vyplyvaji nasludujici jednoduché vlast-
nosti skaldrniho soucinu pro vSechny vektory ve V a skalary
v C:

u-uelR
u-u=0 pravétehdy,kdyz u =0
u-(av) =a(u-v)
u-t+w)=u-v4+u-w
u-0=0-u=0

(Zai”i) ' (ijvj) = Zaigj(ui ;)
i j ij

kde posledni rovnost plati pro vSechny kone¢né linedrni kom-
binace. Podrobné ovéfeni je skute¢né jednoduchym cvice-
nim, napf. prvni vztah plyne okamzité z defini¢ni vlastnosti
(1).

Standardnim prikladem skaldrniho soucinu na komplex-
nim prostoru C" je

vxn)T : (yl:-"vxn)T :xlyl +"'+xnyn'

Diky konjugovéni soufadnic druhého argumentu toto zob-
razeni splituje vSechny poZadované vlastnosti. Prostor C" s
timto skaldrnim soucinem budeme nazyvat standardni uni-
tarni prostor v dimenzi n. Maticové miZeme tento skalarni
soucin psdt jako x - y =y - x.

Zcela obdobné jako u euklidovskych prostorti a ortogo-
nélnich zobrazeni budou dalezita linedrnich zobrazeni, ktera
respektuji skaldrni souciny.

UNITARNI ZOBRAZEN{ L_.—

(xl,...

Lineédrni zobrazeni ¢ : V — W mezi unitirnimi pro-
story se nazyva unitdarni zobrazeni, jestlize pro vSechny vek-
tory u, v € V plati

u-v=gu)- gv).

Unitdrni isomorfismus je bijektivni unitarni zobrazeni.

.31

3.21. Vlastnosti prostori se skalairnim soucinem. Ve
stru¢né diskusi euklidovskych prostorti v predchozi kapitole
jsme uz nékteré jednoduché vlastnosti prostord se skaldrnim
souc¢inem odvodili, diikazy v komplexnim oboru jsou velmi
podobné. V dal$im budeme pracovat s redlnymi i komplex-
nimi prostory zdroven a budeme psit K pro R nebo C, v
redlném piipadé je konjugace prosté identické zobrazeni
(tak jak skutecné ziZeni konjugace na redlnou piimku
v komplexni rovin€ je). Stejné jako u redlnych prostorii
definujeme obecné pro libovolny vektorovy podprostor
U C V v prostoru se skaldrnim soucinem jeho ortogonalni
doplnék

Ut={veV;u- v=0proviechny u € U},

a hleddme a tak, aby dand matice méla vlastni hodnotu 1 (vime, Ze ma

pouze jednu redlnou kladnou). Charakteristicky polynom této matice

je
5 1
A —2ar — Zh— -,
2 2
poZadujeme-li, aby mél kofen 1, musi byt a = % (dosadime za A &islo
1 a poloZime rovno nule). Farmar tedy miiZze prodat % — % = 13—0 ovci,

které se mu v dany rok narodi. Odpovidajici vlastni vektor k vlastnimu
¢islu 1 dané matice je (20, 4, 2, 1) a v téchto pomérech se taky ustdli

populace ovci. ([

3.20. Uvazujme Leslieho model riistu pro populaci krys, které mame
rozdéleny do ti{ v€kovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do
dvou let a od dvou let do tfi. Pfedpokldddme, Ze se Zddnd krysa ne-
doziva vice nez tii let. Primérnd porodnost v jednotlivych vékovych
skupinach ptipadajicich na jednu krysu je ndsledujici: v 1.skupiné je
to nula a ve druhé i treti 2 krysy. Krysy, které se doZiji jednoho roku
umiraji aZ po druhém roce Zivota (imrtnost ve druhé skuping je nu-
lovd). UrCete dmrtnost v prvni skupiné vite-li, Ze dand populace krys

stagnuje (pocet jedincll v ni se neméni).

C. Markovovy procesy

3.21. Misny hazardér. Hazardni hra¢ sdzi na to, kterd strana mince
padne. Na zacdtku hry ma tfi kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu
kremroli a kdyZ jeho tip vyjde, tak k ni zisk4 jednu navic, pokud ne, tak
kremroli prohrava. Hra konci, pokud v§echny kremrole prohraje, nebo
jich ziska pét. Jaka je pravdépodobnost, Ze hra neskonci po Ctyfech
sdzkach?
ReSeni.

Pfed j-tym kolem (sdzkou) milZeme popsat stav,

ve kterém se hrd¢ nachdzi ndhodnym vektorem X; =

(Po(1)> 1(J)s P2(J). P3(J). Pa(G), ps(j)), kde p;
dobnost, Ze hrd¢ m4 i kremroli. Pokud ma hri¢ pred j-tou sdzkou

je pravdépo-

i kremroli (i=2,3,4), tak po sdzce ma s polovi¢ni pravdépodobnosti
(i — 1) kremroli a s polovi¢ni pravdépodobnosti (i + 1) kremroli.
Pokud dosdhne péti kremroli nebo vSechny prohraje uz se pocet
kremroli neméni. Vektor X ;, tak ziskdme podle podminek v prikldni

z X j vyndsobenim matici

105 0 0 0 0
0 0 05 0 0 0
4._]005 0 05 0 0
~1lo 0 05 0 050
00 0 05 0 0
00 0 0 051
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Na zac¢atku mame

X

O = O OO

0

po Ctyfech sdzkach bude situaci popisovat ndhodny vektor

Xs = A*X, =

®olw OZ|vn OZ|wwel—

tedy pravdépodobnost, Ze hra skonc¢i do ¢tvté sazky (véetn€) je polo-
vina.

Vsimnéme si jesté, Ze matice A popisujici vyvoj pravdépodobnost-
niho vektoru X je pravdépodobnostni, tedy md soucet prvkil v kazdém
sloupci 1. Nemad ale vlastnost vyZadovanou v Perronové—Frobeniové
vété a snadnym vypoctem zjistite (nebo piimo uvidite bez pocitani),
Ze existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory piislusné k vlast-
nimu Cislu 1 — pfipad, kdy hraci nezlistane zadna krémrole, tj. x =
(1,0,0,0,0,0)7, nebo pripad kdy ziskd 5 krémroli a hra tim pddem
kon¢i a v§echny mu uZ zistdvaji, tj. x = (0,0,0,0, 0, T Vsechna
ostatni vlastni ¢isla (priblizné 0, 8, 0, 3, —0, 8, —0, 3) jsou v absolutni
hodnoté ostfe mensi neZ jedna. Proto komponenty v piislusnych vlast-
nich podprostorech pfi iteraci procesu s libovolnou poc¢atecni hodno-
tou vymiz{ a proces se bliZi k limitni hodnoté pravdépodobnostiho vek-
toru tvaru (a, 0, 0, 0, 0, 1—a), kde hodnota a zavisi na poctu krémroli,
se kterymi hra¢ zac¢ind. V naSem piipadé je to a = 0, 4, kdyby zacal
se 4 krémrolemi, bylo by to a = 0, 2 atd. O

3.22. Pidjcovna aut. Firma pijcujici kazdy tyden auta ma dvé po-
bocky - jednu v Brné a jednu v Praze. Auto zaptjcené v Brné lze vratit
i v Praze a naopak. Po Case se zjistilo, Ze na konci tydne je vZdy v Praze
vraceno zhruba 80 % z aut vyptjcenych v Praze a 90 % z aut vypijce-
nych v Brné.

Jak je potfeba rozd€lit auta mezi pobocky, aby na obou byl na zac¢atku
tydne vZdy stejny pocet aut jako pfedchozi tyden?

Jak bude vypadat situace po jisté dlouhé dobé, pokud jsou auta mezi

pobocky na zacate¢atku ndhodné rozdélena?

ReSeni. Hledany zacate¢ni pocet aut v Brné oznacme xp a v Praze

xp. Stav rozmisténi aut mezi pobockami je tedy popsdn vektorem

zN 2

XB . s g v v .
x = |, ) Uvazime-li takovy ndsobek vektoru x, Ze soucet jeho
P

slozek je 1, pak dédvaji jeho slozky procentudlni rozmisténi aut.
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coZ je zjevné také vektorovy podprostor v V.

Budeme v dal§im pracovat prakticky pouze s konec-
nérozmérnymi unitirnimi nebo euklidovskymi prostory.
Rada naSich vysledkt ale md prirozené roziifeni pro tzv.
Hilbertovy prostory, coZ jsou jisté nekonecnérozmérné
prostory se skalarnim soucinem, ke kterym se aspori stru¢né
vratime pozdéji.

Tvrzeni. Pro kaZdy konecnérozmérny prostor V dimenze n
se skalarnim soucinem plati:

(1) Ve V existuje ortonormdlni bdaze.

(2) KaZdy systém nenulovych ortogondlnich vektorii ve V je
linedrné nezavisly a lze jej doplnit do ortogonalni baze.

(3) Pro kaZdy systém linedrné nezavislych vektori
(uy, ..., uy) existuje ortonormalni bdze (vi,...,v,)
takova, Ze jeji vektory postupné generuji stejné podpro-

story jako vektory uj, tzn. (vi,...,v;) = (Uy...,u;),
1<ic<k
(4) Je-li (uy, ..., u,) ortonormdlni bdaze V, pak souradnice

kazZdého vektoru u € 'V jsou vyjadreny vztahem
u= - -upu+---+ - u,)u,.

(5) V libovolné ortonormalni bazi ma skaldrni soucin sou-
radny tvar

U-v=x-y=x1y1+ -+ X

kde x a y jsou sloupce souradnic vektorii u a v ve zvo-
lené bazi. Zejména je tedy kaZdy n—rozmérny prostor se
skalarnim soucinem izomorfni standardnimu euklidov-
skému R" nebo unitarnimu C".

(6) Ortogondalni soucet unitdarnich podprostori Vy+- - -4V,
ve V je vZdy primy soucet.

(7) Je-li A C V libovolnd podmnoZina, pak A+ C V je
vektorovy (tedy i unitdrni) podprostor a (AX)* C V je
pravé podprostor generovany A. Navic plati V = (A) &
AL,

(8) V je ortogondlnim souctem n jednorozmérnych unitar-
nich podprostori.

Dtkaz. (1),(2),(3): Dany systém vektorti nejprve doplnime
do libovolné baze (uy, ..., u,) vektorového prostoru V a
spustime na ni Grammovu—Schmidtovu ortogonalizaci z
22, Tak ziskdme ortogondlni bazi s vlastnostmi poZadova-
nymi v (3). Pfitom ale z algoritmu Grammovy—Schmidtovy
ortogonalizace vyplyvd, Ze pokud jiZ pivodnich k vektort
tvorilo ortogondlni systém vektorti, pak v priibéhu ortogona-
lizace zlistanou nezménény. Dokdzali jsme tedy zaroevei i
2)a(l).

@:Je-liu=ayu; + -+ ayu,, pak

2
w-up=ay(y-u;)+---+a U, - u) =aillull” =a

(5): Podobné spoc¢teme pro u = xju; + -+ + XUy, v =
yiuy + - +ynun

u-v = (XUt +xu,) - (Yrug+ -+ yulty) = X1y1+ - +X, Yo
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(6): Potfebujeme ukdzat, Ze pro libovolnou dvojici V;, V; ze
zadanych podprostorti je jejich prinik trividlni. Je-li vSak u €
Vi azdrovei u € V;,pakjeu L u,tj.u-u = 0. To je ale
mozné pouze pro nulovy vektor u € V.

(7): Nechf u,v € A*. Pak (au + bv) - w = 0 pro
vSechny w € A, a,b € K (z distributivity skalarniho sou-
¢inu). Tim jsme ové&fili, Ze A+ je unitdrni podprostor ve

V. Nechf (vy, ..., vy) je néjaka baze (A), vybrand z prvki
A, (uy,...,u;) ortonormdlni baze vznikld z Grammovy—

Schmidtovy ortogonalizace vektorii (vy, ..., vy). Dopliime
ji na ortonormdlni bdzi celého V (oboji existuje podle jiz
dokdzanych ¢4sti véty). ProtoZe se jednd o ortogondlni bazi,
je nutng (ugyr, ... up) = (U, ...,up)t = At a A C
(Ugs1, - .., uy)* (jak plyne z vyjadieni soufadnic v ortonor-
malni bazi). Je-liu L (upy1, ..., u,), pak u je nutn€ linedrni
kombinaci vektorti uy, ..., ug, to je ale prave tehdy, kdyz je
linedrni kombinaci vektorl vy, ..., v, coZ je ekvivalentni
prisluSnosti # do (A).

(8): Je pouze ekvivalentni formulaci existence ortonormaln{
baze. Il

3.22. Dulezité vlastnosti velikosti. Nyni mame vSe pfipra-
veno pro zédkladni vlastnosti spojené s na$i definici velikosti
vektord. Hovoiime také o normé definované skaldrnim sou-
¢inem. VSimnéme si také, Ze vSechna tvrzeni se tykaji vzdy
kone¢nych mnoZin vektort a jejich platnost proto nezavisi na
dimenzi prostoru V, ve kterém se vSe odehrdva.

Véta. Pro libovolné vektory u, v v prostoru V se skaldrnim
soucinem plati

(1) |lu+v| < |lull+]||v|| PFitom rovnost nastane prave, kdyz
jsou u a v linedrné zavisle.
(trojuthelnikova nerovnost)

(2) lu - v| < ||ul|l||vll PFitom rovnost nastane prave, kdyz
jsou u a v linedrné zavislé.
(Cauchyova nerovnost)

(3) pro kaZdy ortonormalni systém vektorii (ey, . .
lull> > |u-er* 4 4 |u - e
(Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormalni systém vektorii (ey, . .., e;) je vektor u
v podprostoru € {(ey, ..., ex) pravé kdyz

., ex) plati

2 2 2
Nl = lu-er|”+ -+ fu- e

(Parsevalova rovnost)
(5) Pro ortonormdlni systém vektorii (eq, ..
Je vektor

Le)au €V

w=W-e)e+ -+ u-ee

Jedinym vektorem, ktery minimalizuje velikost |lu — v||
pro vSechny v € (e, ..., e).

Dtkaz. VSechny diikazy spocivaji v podstaté v pfimych
vypoctech:

Na konci tydne bude podle zaddni stav popsdn vektorem
(8: ; 8: é) (ii) Matice A = (8: ; 8: g) tedy popisuje
nas (linedrni) systém ptjcovani aut. Pokud ma byt na konci tydne v
pobockach stejné aut jako na zacatku, pak hleddme takovy vektor x,
pro ktery plati Ax = x. To znamen4, Ze hleddme vlastni vektor matice
A prislusny vlastnimu ¢islu 1.

Charakteristicky polynom matice A je (0, 1-1)(0, 8—1)—0,9.0,2 =
(A—1)(A40, 1) a1 je tedy opravdu vlastni hodnota matice A. PfisluSny

. _ XB v . . . _07 9 O’ 2 'XB —
vlastni vektor x = (XP) spliiuje rovnici ( 0.9 -0, 2) (XP> =0.

0,9

rozloZeni hleddme takovy ndsobek, aby xpz + xp = 1. To spliluje

vektor - (0’ 2) = (0’ 18) Spravné rozloZeni aut mezi Brnem a
L1\0,9 0,82)°

Prahou je takové, Ze 18% aut bude v Brné a 82% aut v Praze.

Je to tedy ndsobek vektoru . Pro zji$téni procentudlniho

Pokud zvolime libovolny pocatecni stav x = <§B >, pak bude stav
P

za n tydnd popsan vektorem x, = A”"X. Nyni je vyhodné vyjadrit
pocétecni vektor x v bdzi vlastnich vektori matice A. Vlastni vektor

k vlastnimu ¢islu 1 uZ jsme nasli a podobné se nalezne vlastni vektor

1
Pocatecni vektor tedy miZzeme vyjadfit jako linedrni kombinaci

X=a (8’ g) +b <_11) Stav po n tydnech je pak

= (0 10 ( ) =a (% 15) 0 (7)

Druhy scitanec se pro n — oo bliZi nule a proto se stav ustdli na

k vlastnimu ¢islu —0, 1. Tim je napiiklad vektor

a (8 ég), tedy sloZce pocatecniho vektoru ve sméru prvniho vlast-

niho vektoru. Koeficient a 1ze jednoduse vyjddrit pomoci poc¢ate¢nich

X1 ., _ Xptxp
pocti aut: a = =45+E. U

3.23. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté dvé televizni sta-
nice. Z vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze po jednom roce prejde 1/6
divakt prvni stanice ke druhé stanici, 1/5 divakt druhé stanice piejde
k prvni stanici. Popiste Casovy vyvoj poctu divaku sledujicich dané sta-
nice jako Markoviv proces, napiste jeho matici, naleznéte jeji vlastni

¢isla a vlastni vektory.

3.24. Studenti na prednasce. Studenty miZeme rozdélit feknéme do
tif skupin - na ty, co jsou pfitomni na pfedndSce a vnimaji, na ty, co
jsou rovnéZ pfitomni, ale nevnimaji a na ty, co sedi misto pfedndsky v
hospodé. Nyni budeme hodinu po hodin€ sledovat, jak se méni pocty
studentl v téchto skupindch. Zakladem je vypozorovat, jaké jsou jed-
notlivé pravdépodobnosti zmén stavu studenta. Dejme tomu, Ze by to

mohlo byt ndsledovné:
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Student, ktery vnima: s pravdépodobnosti 50% zlistane vnimat,
40% pfestane vnimat a 10% odejde do hospody. Student, ktery je na
pfednésce a nevnim4: zacne vnimat s pravdépodobnosti 10%, zlistane
ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student, ktery sedi v
hospodé ma nulovou pravdépodobnost, Ze se vrati na prednasku.

Jak se bude tento model vyvijet v ¢ase? Jak se situace zménd,
pokud budeme ptfedpoklddat asponi desetiprocentni pravdépodobnost

toho, Ze se student vriti z hospody na pfednaSku (tu ov§em samoziejmé

nevnima)?

ReSeni. Ze zadini se jednd o Markovoviiv proces s ma-
0,5 0,1 0

tici 0,4 0,5 0 Jeji  charakteristicky  polynom je
0,1 0,4 1

0,5 — V21 — A — 0,401 — ) =

vlastni ¢islo této matice (dals$i koreny jsou pak 0,3 a 0,7). Postu-

0. Evidentné je tedy 1

pem cCasu se tedy studenti rozdéli do skupin tak, Ze stav bude

popsan prisluSnym vlastnim vektorem. Ten je feSenim rovnice

-0,5 0,1 0\ /x
0,4 -0,5 0 y | =0, coZ jsou pravé nasobky vektoru
0,1 0,4 0/ \z

(0.0.1). Jinymi slovy, vSichni studenti po ¢ase skon¢i v hospodé.
Tento vysledek je ziejmy i bez pocitdni - tim, Ze je nulovd

pravdépodopnost odchodu studenta do Skoly, se budou studenti

postupné hromadit v hospodé€. Priddnim desetiprocentni moZnosti

odchodu studenta do Skoly se toto zméni. Pfislusnd matice bude
0,5 0,1 0
0,4 0,5 0,1
0,1 0,4 0,9

ptisluSnému vlastnimu &islu 1. Ten je v tomto piipadé feSenim rovnice

. Opét plati, Ze se stav usdli na vlastnim vektoru

-0,5
0,4
0,1

0,1 0 X
-0,5 0,1 y| =0.
0,4 -0,1 z

Resenim je napriklad vektor (1, 5, 21). Pomérné rozloZeni stud 33
jednotlivych skupindch pak da nasobek tohoto vektoru, ktery ma SOu-
S 21
270 27
skonéi v hospodé, nékteti ale ve Skole budou. O

Cet slozek roven 1, tj. vektor (%, ). Opét tedy vétsina studenti

3.25. Ruleta. Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100
K¢&. VZdy vSechno, co aktudlné ma. Sdzi vZdy na ¢ernou (v ruleté je 37
¢isel, z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hra¢ skonci, pokud
nic nemd, nebo pokud ziskd 800 UvaZte tuto tlohu jako Markoviv

proces a napiste jeho matici.

ReSeni. V prib&hu a na konci hry miiZe mit hra¢ pouze ndsledujici pe-
nézni obnosy (v K¢): 0, 100, 200, 400, 800. Budeme-li na danou situaci

nahliZet jako na Markoviiv proces, toto budou jeho stavy a snadno také
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(2): Definujme vektor w := u — 7= v, tzn. w L v a poCitejme

2 2 {20 . ) (v 2
0 < flwll? = flul® — {5 (- v) = 5 (v - 1) + “RE2 vl

0 < Jlwlvll* = Null*llv]* — 2(u - v)(@ ) + (u - v) (@ v)

Odtud jiz piimo plyne, Ze |lu|*||v]|> > |u - v|* a rovnost na-
stane pravé tehdy, kdyZ w = 0, tj. kdyZ jsou u a v linedrné
zavislé.
(1): Opét stacf pocitat
lu+ o> = ul>+ v +u-v4+v-u
= [lull* + lv]* + 2Re(u - v)
< lull® + loll* + 2w - vl < full® + [loll* + 2[ul vl
= (lull + vl

ProtoZe se pfitom jednd o kladnd redln4 ¢isla, je opravdu || u+
v| < |lull + |lv||. Navic, pfi rovnosti musi nastat rovnost
ve vSech pfedchozich nerovnostech, to vSak je ekvivalentni
podmince, Ze u a v jsou linedrné zédvislé (podle predchozi
¢asti dukazu).

(3), (4): Necht (ey, ..., e;) je ortonormdlni systém vektord.
Doplnime jej do ortonormdlni baze (ey, ..., e,) (to vZdy jde
podle predchozi véty). Pak, opét podle pfedchozi véty, je pro
kazdy vektoru € V

n n k
2 — 2 2
> =Y w-en@e) =Y |lu-el> =Y |u-el

To je ale pravé dokazovand Besselova nerovnost. Pfitom rov-
nost mizZe nastat pravé tehdy, kdyZ u - ¢; = 0 pro vSechny
i > k, ato dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (ey, ..., e;) a dopliime dany or-
tonormalni systém na ortonormdlni bazi (ey, ..., e,). Necht
Uy, ...,uz)a(xy,...,x;,0,...,0) jsousouradnice u av v
této bazi. Pak

2 2 2 2 2
lu—vll” = [uy—x1 |7+ - Flug —x5|” +egg1 |7+ - -y

a tento vyraz je zjevné minimalizovan pfi volbé jednotlivych
vektort x| = uy, ..., X = uy. |

3.23. Vlastnosti unitarnich zobrazeni. Vlastnosti ortogo-
ndlnich zobrazeni maji pfimocarou obdobu v komplexnim
oboru. Miizeme je snadno zformulovat a dokdzat spole¢né:

Tvrzeni. UvaZme linedrni zobrazeni (endomorfismus) ¢ :
V. — V na prostoru se skaldarnim soucinem. Pak jsou nd-
sledujici podminky ekvivalentni:

(1) @ je unitarni nebo ortogondlni transformace

(2) @ je linedrni isomorfismus a pro kaZdé u,v € V plati
o) -v=u-¢ ' (v)

(3) matice A zobrazeni ¢ v libovolné ortonormdlni bazi
splituje A= = AT (pro euklidovské prostory to znamend
Al =AT)

(4) matice A zobrazeni ¢ v nékteré ortonormdlni bazi
splituje A=' = AT
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(5) radky matice A zobrazeni ¢ v ortonormalni bazi tvori or-
tonormdalni bazi prostoru K" se standardnim skaldrnim
soucinem

(6) sloupce matice A zobrazeni ¢ v ortonormdlni bazi tvori
ortonormdlni bazi prostoru K" se standardnim skalar-
nim soucinem

Dtkaz. (1) = (2): Zobrazeni ¢ je prosté, proto musi
byt i na. Plati pfitom ¢(u)-v = @(u)-@(¢~' (v)) = u-¢~ ' (v).
(2) = (3): Standardnf skaldrni soucin je v K" vZdy dén pro
sloupce x, y skaldrt vyrazem x - y = x” Ey, kde E je jednot-
kové matice. Vlastnost (2) tedy znamend, Ze matice A zobra-
zeni @ je invertibilni a plati (Ax)” y = x” A~!y. To znamena
%7 (ATy — A™'y) = 0 pro viechny x € K". Zejména dosa-
zenim vyrazu v zdvorce za x zjistime, Ze to je moZné pouze
pii AT = A~L.

(3) & (4):Je-li AT = A~ v n&které ortonormalni bazi, pak
to zaruc€uje platnost podminky (2) (p(u) - v = (Ax)TEy =
xTEA-ly =u - ¢~ '(v)) atedyi (3).

(4) = (5) Dokazované tvrzeni je vyjadfeno prostiednictvim
matice A zobrazeni ¢ vztahem AAT = E, to je ale zaru¢eno

podminkou (4). .
(5) = (6): ProtoZe pro determinant plati |ATA| = |E| =
|AAT_| = |A||A| = 1, existuje inverzni matice A~!. Pfitom

je AATA = A, protoi AT A = E coZ vyjadiuje pravé (6).
(6) = (1): Ve vybrané ortonormdlni bazi je

o) - 9(v) = (A0)" (Ay) = xATAy = x"Ey = x"§

kde x a y jsou sloupce soutradnic vektord u a v. Tim je zaru-
¢eno zachovavani skaldrniho soucinu. O

Charakterizace z ptedchozi véty si zaslouZi nékolik po-
zndmek. Matice A € Mat,(K) s vlastnosti A~! = AT se
nazyvaji unitarni matice pro komplexni skalary (a v pripadé
R jsme jim jiz fikali ortogondlni matice). Z defini¢ni vlast-
nosti plyne, Ze soucin unitarnich (resp. ortogondlnich) matic
je unitarni (resp. ortogondlni), stejné pro inverze. Unitarni
matice tedy tvoii podgrupu U(n) C Mat,(C), ortogondlni
matice tvoii podgrupu O(n) C Mat,(R). Hovoiime o uni-
tarni grupé a o ortogondlni grupé.

Jednoduchy vypocet

1 =detE = det(AAT) =det Adet A = |det A|?

ukazuje, Ze determinant unitdrni matice ma vZdy velikost
rovnu jedné, v pfipadé redlnych skalari pak determinant
musi byt 1. Déle, je-li Ax = Ax pro unitdrni ¢i ortogondlni
matici, pak (Ax) - (Ax) = x - x = |A|*(x - x). Proto jsou
vlastni hodnoty ortogondlnich matic v redlném oboru rovny
+1, vlastni hodnoty unitdrnich matic jsou vZdy komplexni
jednotky v komplexni roviné.

Stejné jako u ortogondlnich zobrazeni také docela
snadno ovéfime, Ze ortogondlni dopliikky k invariantnim
podprostorim vzhledem k unitdrnimu ¢ : V — V jsou vzdy

také invariatni. Skute¢né, je-li p(U) C U,u € U av € U+

sestavime jeho matici:

=

Il
cooc o~
oo o8
> o o8
oo o.
—oooOo

(e

_ 19 — 18
kdea_37ab_ 3

singuldrni. Vlastni hodnota 1 je dvojndsobnd. Hra nebude konvergovat

Vsimnéme si, Ze matice je pravdépodobnostni a

k jedinému vektoru x.,, nybrZ skon¢i na jednom z vlastnich vektorti
prislusnych vlastni hodnot€ 1, totiz (1, 0, 0, 0, 0) (hra¢ prohraje vse),
nebo (0, 0, 0, 0, 1) (hra¢ vyhraje 800 K¢). Navic snadno nahlédneme,

Ze hra skon¢fi po tfech sdzkéch, tedy posloupnost {A"}>° |, je konstantni
pron > 3:
1 a+ab+ab*> a+ab a O
0 0 0 0 0
A=A =A"=|0 0 0 00
0 0 0 0 0
0 b’ b1

a snadno zjistime, Ze hra skonéi s pravdépodobnosti a + ab + ab? =
0, 885 prohrou a s pravdépodobnosti cca 0, 115 vyhrou 800 K¢. (Ma-
tici A®° vyndsobime pocatecni vektor (0, 1, 0, 0, 0) a dostavame vek-
tor (a + ab + ab?, 0,0, 0, b).) O

3.26. UvaZujme situaci z predchoziho pripadu a predpoklddejme, Ze
pravdépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A.

Bez pouziti vypocetniho software uréete A'%0.

3.27. Roztrzity profesor. Uvazujme ndasledujici situaci: Roztrzity
profesor s sebou nosi destnik, ale s pravdépodobnosti 1/2 jej zapomene
tam, odkud odchdzi. Rdno odchdzi do price. V prici chodi na obéd do
restaurace a zpét. Po skoncenf prace odchdzi domt. UvaZujme pro jed-
noduchost, Ze nikam jinam po dostate¢né dlouhou dobu profesor ne-
chodi a Ze v restauraci zistava deStnik na profesorové oblibeném miste,
odkud si ho miize nasledujici den vzit (pokud nezapomene). Uvazte
tuto situaci jako Markovliv proces a napiSte jeho matici. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze se po mnoha dnech po rdnu destnik bude nalézat v
restauraci? (Je vhodné za Casovou jednotku vzit jeden den — od rdna
do rana.)
Reseni.
11/16 3/8 1/4

3/16 3/8 1/4

1/8 1/4 1)2

Spocitejme tieba prvek a;, tedy pravdépodobnost, Ze destnik za-

A=

¢ne den doma a skonci doma (bude tam i druhy den réno): deStnik

miZe putovat tfemi disjunktnimi cestami:

D Profesor ho hned rdano zapomene doma: p; = %
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DPD Profesor si ho vezme do prace, pak ho zapomene vzit na obéd

DPRPD Profesor bere destnik vSude a nikde ho nezapomene: p; =

Celkem al1 =pi+p+p3= %.

Vlastni vektor této matice pfislusny dominantni vlastni hodnoté 1
je (2,1, 1), je tedy hledand pravdépodobnost 1/(2+ 1+ 1) =4. U

3.28. Algoritmus na urcovani duleZitosti stranek. Internetové vy-
hleddvace umi na internetu vyhledat (skoro) vSechny strdnky obsahu-
jici dané slovo ¢i frazi. Jak ale setfidit vyhledané stranky tak, aby uZiva-
tel dostal pokud moZno seznam sefazeny podle relevance danych stra-
nek? Jednou z moZnosti je nasledujici algortitmus: soubor vSech nale-
zenych stranek povaZujme za systém a kazdou z nalezenych stranek za
jeden z jeho moZnych stavi. PopiSeme nahodné prochazeni téchto stra-
nek jako Markoviv proces. Pravdépodobnosti pfechodu mezi jednot-
livymi strdnkami jsou ddny odkazy: kazdy odkaz, feknéme ze stranky
A na stranku B urcuje pravdépodobnost (1/(celkovy pocet odkazil ze
stranky A)), se kterou se dostaneme ze stranky A na stranku B. Po-
kud z nékteré stranky nevedou zadné odkazy, tak ji uvazujeme jako
stranku, ze které vedou odkazy na vSechny ostatni. Timto dostaneme
pravdépodobnostni matici M (prvek m;; odpovida pravdépodobnosti,
se kterou se dostaneme z i-té stranky na j-tou). Bude-li tedy EloviR nit |
hodné klikat na odkazy v nalezenych strankach (pokud se dostane na
stranku, ze které nevede odkaz, vybere si ndhodné dalsi), tak pravdépo-
dobnost toho, Ze se v dany okamZik (dostate¢né vzdaleny od pocatku
klik4n{) bude nalézat na i-té strdnce odpovid4 i-té sloZce jednotkového
vlastniho vektoru matice M, odpovidajicitho vlastnimu &islu 1. Podle
velikosti téchto pravdépodobnosti pak uréime duilezitost jednotlivych
stranek.

Tento algoritmus lze modifikovat tim, Ze budeme predpokladat,
7e uZivatel po néjaké dobé prestane klikat z odkazu na odkaz a opét
za¢ne nihodné na n&jaké nové strance. Reknéme, 7e s pravdépodob-
nosti d vybere ndhodné novou stranku a s pravdépodobnosti (1-d). V
takovéto situaci je nyni pravdépodobnost prechodu mezi libovolnymi
dvéma strankami S; a S; nenulovd, je to totiz d/n+(1-d)/(celkovy pocet
odkazt ze stranky S;), pokud ze stranky S; vede odkaz na S;, pokud
ne, tak je tato pravdépodobnost d/n (1/n, pokud z S; nevedou Zadné
odkazy). podle Frobeniovy-Perronovy véty je vlastni hodnota 1 jed-
nondsobnd a dominantni, takZe ji odpovidajici vlastni vektor je jediny
(pokud bychom volili pravdépodobnosti pfechodu pouze zplisobem z

predchoziho odstavce, tak by tomu tak nemuselo byt).
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libovolné, pak

P) - plg (W) = v -9~ ().

ProtoZe je ziZeni ¢y také unitdrni, musi to tedy byt bijekce,
zejména je ¢~ '(u) € U. Pak ovem ¢(v) - u = 0, protoZe
v € U*. To znamen4, Ze i p(v) € U™.

Odtud ovSem v komplexnim oboru okamZité¢ dotdvime
uzitecny

Disledek. Nechi ¢ : V — V je unitdrni zobrazeni komplex-
nich vektorovych prostori. Pak je V ortogondlnim souctem
Jednorozmérnych viastnich podprostori.

Dtkaz. Jisté existuje alespoti jeden vlastni vektor v €
V. Pak je ziiZeni ¢ na invariantni podprostor (v)' opét
unitdrni a jist¢ m4 opét néjaky vlastni vektor. Po n tako-
vychto krocich obdrzime hledanou ortogondlni bazi z vlast-
nich vektort. Po vynormovani vektort ziskdme ortonormaln{
bazi. ]

Nyni uZ je mozné snadno pochopit detaily dikazu spek-
tralniho rozkladu ortogondlniho zobrazeni z na konci
druhé kapitoly — redlnou matici ortogondlniho zobrazenf in-
terpretujeme jako matici unitdrniho zobrazeni na komplex-
nim rozsiteni euklidovského prostoru a peclivé sledujeme
dasledky struktury kotfenti redlného charakteristického poly-
nomu nad komplexnim oborem. Automaticky pritom dostd-
vdme invariantni dvourozmérné podprostory zadané dvoji-
cemi komplexné sdruZenych vlastnich Cisel a tedy piislu§né
rotace pro zuZené pivodni redlné zobrazeni.

3.24. Dualni a adjungovana zobrazeni. Pfi diskusi vekto-
rovych prostort a linedrnich zobrazeni jsme jiZ ve druhé ka-
pitole letmo zminili dudlni vektorovy prostor V* vSech line-
arnich forem na vektorovém prosotru V, viz 239,

Pro kazdé linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory
Y V. — W miZeme pfirozené definovat zobrazeni ¢* :
W* — V* vztahem

(v, ¥ (@) = (¥ (v), ),

kde (, ) znaci vycisleni formy (druhy argument) na vektoru
(prvni argument), v € V aa € W* jsou libovolné. Zvolme
si bdze v na V, w na W a matici A pro zobrazeni ¥ v téchto
bazich. Pak snadno spo¢teme v dudlnich bazich matici zobra-
zeni ¢* v ptislusnych dudlnich bazi na dudlnich prostorech.
Skute¢né, definicni vztah ¥ik4, Ze pokud bychom reprezen-
tovali vektory z W* v soufadnicich jako fadky skaldrl, pak
je zobrazeni ¥* je dano toutéZ matici jako ¥, pokud ji ndso-
bime fddkové vektory zprava:

Uy

(W), a) = (a1, ....000) - A = (v, ¥*(@)).

Un

To znamen4d, Ze matici dudlniho zobrazeni ¥* je transpono-
vand matice AT, protoze o - A = (AT - o).
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Ptredpokldadejme naddle, Ze se pohybujeme ve vektoro-
vém prostoru se skaldrnim souc¢inem. Jestlize tedy zvolime
pevné jeden vektor v € V, dosazovani vektori za druhy argu-
ment ve skaldrnim sou¢inu nam dava zobrazeni V — V* =
Hom(V, K)

Vouve (we (v, w) e K).

Podminka nedegenerovanosti skaldrniho sou¢inu ndm zaru-
Cuje, Ze toto zobrazeni je bijekci. Zaroven vime, Ze jde sku-
tecné o linedrni zobrazeni nad komplexnimi nebo redlnymi
skalary, protoZe jsme pevné zvolili druhy argument. Na prvni
pohled je vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou takto zob-
razeny na formy tvorici bazi dudlni, a kazdy vektor mtizeme
prostiednictvim skaldrniho soucinu chépat také jako linedrn{
formu.

V pripadé vektorovych prostord se skaldrnim souc¢inem
proto prevadi naSe ztotoZnéni vektorového prostoru se svym
dudlem také dudlni zobrazeni ¥* na zobrazeni ¥* : W — V
zadané formul{

(Y(), v) = (u, ¥ (v)),

kde stejnym znacenim zavorek nyni myslime skalarni sou-
¢in. Tomuto zobrazeni se tikd adjungované zobrazeni k .
Ekvivalentné 1ze brat posledni vztah za definici zobrazeni
¥*, napt. dosazenim vsech dvojic vektorii ortonormdlni baze
za vektory u a v dostdvdme prfimo vSechny hodnoty matice
zobrazeni .

Predchozi vypocet pro dudlni zobrazeni v soufadnicich
nyni miiZzeme zopakovat, pouze musime mit na pameéti, Ze
v ortonormdlnich bazich na unitirnich prostorech vystupuji
soufadnice druhého argumentu konjugované:

U1
(W), w) = Wi, wn) A
Un
wi T U1
= (AT . ) . — (U, w*(w»
Wy, Uy

Vidime proto, Ze je-li A matice zobrazeni ¥/ v ortonormalni
bazi, pak matice adjungovaného zobrazeni i* je matice
transponovand a konjugovand, kterou zna¢ime A* = A7,
Zvlastnim piipadem linedrnich zobrazeni jsou tedy ty,
které jsou rovny svému adjungovanému zobrazeni: ¥* =
Y. Takovym zobrazenim fikdme samoadjungovand. Ekviva-
lentné mtiZeme fici, Ze jsou to ta zobrazent, jejichZ matice A v
jedné a tedy ve vSech ortonormaélnich bazich spliiuji A = A*.
V piipad¢ euklidovskych prostord jsou samoadjungo-
vand zobrazeni tedy ta, kterd maji v nékteré ortonormdlni
bazi (a pak uZ viech) symetrickou matici. Casto se jim proto
fikd symetrické matice a symetrickd zobrazeni. V komplex-
nim oboru se maticim spliiujicim A = A* fikd hermiteovské
matice. VSimnéme si, Ze hermiteovské matice tvoii redlny

Pro ndzornost uvazme stranky A, B, C a D. Odkazy vedou z A
naBanaC,zBnaCazCnaA,zD pak nikam. UvaZujme, Ze
pravdépodobnst toho, Ze uZivatel ndhodné zvoli novou stranku je 1/5.

Potom by matice M vypadala nédsledovné:

1/20 1/20 17/20 1/4
v |9/20 120 1720 174
~19/20 17/20 1/20 1/4
1/20 1/20 1/20 1/4

Vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté 1 je (305/53, 175/53, 315/53,
dulezitost stranek tedy bude stanovena v potadi podle velikosti jeho

odpovidajicich slozek, tedy C > A > B > D.

3.29. Nazdiklade teploty ve 14.00 se rozd€luji dny na teplé, primérné
a chladné. Dle celoroc¢nich statistik ndsleduje po teplém dni teply
v poloviné pripadd a primérny ve 30 % piipaddi, po primérném dnu
primérny ve 40 % pripadi a chladny ve 30 % ptipadl, po chladném
dnu chladny v poloviné piipadd a ve 30 % pfipadl primérny. Bez da-
I8ich informaci zjistéte, kolik 1ze b€hem roku ocekavat teplych, primeér-

nych a chladnych dnt.

ReSeni. Pro kazdy den musi nastav pravé jeden ze stavii , teply den®,
»~pramérny den®, ,,chladny den*. Pokud vektor x, ma za slozky prav-
dépodobnosti toho, Ze jisty (oznafeny jako n-ty) den bude teply,

primérny, chladny (pfi zachovani potadi), potom sloZky vektoru

0,5 0,3 0,2
Xoi1= (0,3 0,4 0,3]-x,
0,2 0,3 0,5

udédvaji postupné pravdépodobnosti, Ze ndsledujici den bude teply,

pramérny, chladny. Pro ovéfeni staci dosadit

1 0 0
x=10], x,=11}], x,=10],
0 0 1

priCemz napf. pro tfeti volbu musime dostat pravdépodobnosti, Ze po
chladném dnu bude nésledovat teply, primérny, chladny (v tomto
potadi). Vidime tak, Ze dloha je Markovovym fetézcem s pravdépo-
dobnostni matici prechodu

Nebot jsou vSechny prvky této matice kladné, existuje pravdépodob-

nostni vektor

o= (s 2 )

k némuZ se bliZ{ vektor x, pro zvétSujici se n nezdvisle na tom, jaky
byl vektor x,, pro mnohem mensi n. Navic podle disledku Perronovy-

7 X7

Frobeniovy véty je x, vlastnim vektorem matice T pro vlastni ¢islo 1.
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M4 tedy platit
o= 0,5x0 4+ 0,322 4+ 0,24,
2, = 0,3xL, + 0,4x + 0,3x,
o= 0,2xL, + 0,3x% + 0,5,
1 = xly + X2+ X,

kde posledni podminka znamen4, Ze vektor x., je pravdépodobnostni.

Snadno se vypocitd, Ze tato soustava mé jediné feSeni

Lze tedy ocekdvat priblizné stejny pocet teplych, primérnych a chlad-
nych dnt.

Zdiraznéme, Ze soucet viech ¢isel z libovolného sloupce matice T
musel byt roven 1 (jinak by se nejednalo o Markoviv proces). ProtoZe
TT = T (matice je symetrickd), je soucet viech ¢isel z libovolného
radku matice také roven 1. O matici s nezadpornymi prvky a s vlast-
nosti, Ze soucet ¢isel v kazdém fadku a rovnéz soucet ¢isel v kazdém
sloupci je 1, mluvime jako o dvojndsobné (dvojité, dvojné) stochas-
tické. Dulezitou vlastnosti kazdé dvojnasobné stochastické reg
matice (pro jakykoli rozmér — pocet stavil) je, Ze ji piisluSny vektor x
ma vSechny slozky stejné, tj. po dostate¢né dlouhé dobé vyhodnoco-
vani se vSechny stavy v odpovidajicim Markovové procesu jevi jako

stejné Casté. O

3.30.

kou, stfedni a dlouhou. Pokud si nékdy zvoli kratkou trasu, ndsledujici

Jirka m4 ve zvyku si kazdy vecer zab&hat. M4 tfi trasy — krét-

den si to vycitd a rozhodne se libovolné (tj. se stejnou pravdépodob-
nosti) pro dlouhou, nebo stfedni. JestliZe si v néktery den zvoli dlou-
hou trasu, v nasledujicim dnu voli zcela libovolné jednu z tras. Pokud
béZel stitedné dlouhou trasu, citi se dobfe a druhy den si se stejnou
pravdépodobnosti vybere bud stfedni, nebo dlouhou. Pfedpokladejte,
Ze takto béha kazdy vecer uz velmi dlouhou dobu. Jak asto voli krét-
kou a jak casto dlouhou trasu? Jakd je pravdépodobnost, Ze si zvoli
dlouhou trasu, kdyzZ si ji zvolil pfesné pred tydnem?

ReSeni. Ziejmé se jednd o Markoviiv proces se tfemi moZnymi stavy,
a to volbami krétké, stfedni a dlouhé trasy. Toto potadi stavii dava prav-

dépodobnostni matici pfechodu

0 0 1/3
T=\1/2 12 13
1/2 1/2 1/3

Staci si uvédomit, Ze napr. druhy sloupec odpovida volbé stfedni trasy

v minulém dnu, kterd znamend, Ze s pravdépodobnosti 1/2 bude opét
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vektorovy podprostor v prostoru viech komplexnich matic,
neni vSak podprostorem v komplexnim oboru.

Poznamka. Obzvlasf zajimavy je v této souvislosti ndsle-
dujici postfeh. JestliZe hermiteovskou matici A vyndsobime
imagindrni jednotkou, dostdvdme matici B = i A, kterd ma
vlastnost B* = i AT = —B. Takovym maticim fikdme anti—
hermiteovské. Tak jako je tedy kazda redlnd matice souctem
své symetrické a antisymetrické ¢asti

1 T 1 T
A=-(A+A )+ -(A-A"),
2 2
je v koplexnim oboru obdobnég
1 1
A=—-(A+ A"+ -(A— A",
FA+AD +5( )

tj. miZeme vyjadfit kaZzdou komplexni matici praveé jednim
zplsobem jako soucet

A=B+iC

s hermiteovskymi maticemi B a C. Jde o obdobu rozkladu
komplexniho ¢isla na redlnou a ryze imaginarni komponentu.
V ftesi linedrnich zobrazeni to tedy znamend, Ze kazdy
komplexni linedrni automorfismus miZeme takto jednozna-
¢né vyjadrit pomoci dvou samoadjungovanych zobrazeni.

3.25. Spektralni rozklad samoadjungovanych zobrazeni.
UvaZujme samoadjungované zobrazeni ¢/ : V — V s matici
A v néjaké ortonormdlni bdzi a zkusme postupovat obdobné
jako v A0, Opét se nejprve obecné podivame na invariantni
podprostory samoadjungovanych zobrazeni a jejich ortogo-
ndlni dopliiky. JestliZze pro libovolny podprostor W C V a
samoadjungované zobrazeni ¥ : V — V plati (W) C W,
pak také plati pro viechny v € W+, w e W

(Y(v), w) = (v, Y(w)) = 0.

To ale znamen4, Ze také y(W+) c W+,

Uvazme nyni matici A samoadjungovaného zobrazen{
v néjaké ortonormdlni bdzi a A - x = Ax pro néjaky vlastn{
vektor x € C". Dostdvame

Mx,x) = (Ax, x) = (x, Ax) = A

Kladnym redlnym ¢islem (x, x) miZeme kratit a proto musi
bytA = A, tj. vlastni &isla jsou vZdy redlnd.

Komplexnich kofend ma charakteristicky polynom
det(A — AE) tolik, kolik je dimenze &tvercové matice A,
a vSechny jsou ve skuteCnosti redlné. Dokdzali jsme tak

didlezity obecny vysledek:

(x, x).

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru
pro samoadjungované zobrazeni je také invariantni. Navic
Jjsou vSechna vlastni ¢isla samoadjungované matice A vZdy
redlna.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze ziZeni samoadjungo-
vaného zobrazeni na invariantni podprostor je opét samoad-
jungované. Pfedchozi tvrzeni ndm tedy zarucuje, Ze bude
vzdy existovat baze V z vlastnich vektorti. Skute¢né, ziZeni
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Y na ortogondlni dopln€k invariantniho podprostoru je opét
ortogondlni zobrazeni, takZze miZeme do baze pribirat je-
den vlastni vektor za druhym, aZ dostaneme cely rozklad V.
Vlastni vektory piislusejici riznym vlastnim ¢isldm jsou na-
vic kolmé, protoze z rovnosti ¥(u) = iu, Y(v) = uv vy-
plyva

AMu,v) = (Y(u), v) = (u, Y(v)) = ulu, v).

Obvykle byva nas vysledek formulovdn pomoci projekci
na vlastni podprostory. O projektoru P : V — V fikdme, Ze
je kolmy, je-li Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q
jsou vzdjemné kolmé, je-liIm P L Im Q.

Véta (O spektralnim rozkladu). Pro kaZdé samoadjungo-
vané zobrazeni W : V. — V na vektorovém prostoru se
skaldrnim soucinem existuje ortonormdlni bdaze z vlastnich
vektori. Jsou-li Ly, ..., A, vSechna riiznd viastni ¢isla f a
Py, ..., Py prislusné kolmé a navzdjem kolmé projektory na
vilastni podprostory, pak

f=nmPr+- -+ MNP

Dimenze obrazii téchto projektorii je pritom vzdy rovna alge-
braické ndasobnosti vlastnich Cisel ;.

3.26. Ortogonalni diagonalizace. Zamysleme se, jak vypa-
daji zobrazeni, pro kterd Ize najit ortonormdlni bazi jako v
pfedchozi vété o spektrdlnim rozkladu se nazyvaji normalni.
Pro euklidovsky pripad je to snadné: diagondlni matice jsou
zejména symetrické, jednd se tedy pravé o samoadjungovand
zobrazeni. Jako duasledek ziskdvame tvrzeni, Ze ortogondlni
zobrazeni euklidovského prostoru do sebe je ortogondlné di-
agonalizovatelné pravé, kdyZ je zdrovenn samoadjungované
(jsou to pravé ta samoadjungovand zobrazeni s vlastnimi hod-
notami £1).
UvazZzme libovolné linedrni zobrazeni ¢ : V — V unitér-
niho prostoru a nechf ¢ = ¥ + in je (jednoznaéné dany)
rozklad ¢ na hermiteovskou a antihermiteovskou ¢ast. Ma-
li ¢ ve vhodné ortonormdlni bizi diagondlni matici D, pak
D = reD+iimD, kde redlnd a imagindrn{ ¢4st jsou pravé ma-
tice ¥ a n (plyne z jednoznacnosti rozkladu). Zejména tedy
plativyon =norapog* = ¢ op. Zobrazenip : V — V
s posledni uvedenou vlastnosti se nazyvaji normalni.
Vzéjemné souvislosti ukazuje nésledujici véta (pokracu-
jeme ve znaceni tohoto odstavce):

Tvrzeni. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) @ je ortogondlné diagonalizovatelné

(2) ¢* o = @ o ¢* (1j. ¢ je normdlni zobrazeni)

(3) ypon=mnoy

(4) Pro matici A = (a;j) zobrazeni ¢ v néjaké ortonor-
mdlni bdzi a jejich m = dimV vlastnich cisel ; plati
S lai P =00 Il
STRUENY DUKAZ. Implikaci (1) = (2) jsme jiZ diskuto-

vali.

zvolena stfedni trasa (druhy fddek) a s pravdépodobnosti 1 /2 bude zvo-
lena dlouhd trasa (tfeti fadek). Nebof je
1/6  1/6 1/9
5/12 5/12 4/91,
5/12 5/12 4/9

muiZeme vyuZit disledk Perronovy-Frobeniovy véty pro Markovovy

T? =

procesy. Neni obtizné vypocitat, Ze vlastnim vektorem, ktery piislusi
vlastnimu ¢islu 1 a ktery je pravdépodobnostni, je pravé

13 3\’
(?’ 7 5) '
Hodnoty 1/7,3/7, 3/7 pak udévaji po fadé pravdépodobnosti, Ze v na-
hodné uréeném dnu voli trasu kratkou, stfedni, dlouhou.

Nechf si Jirka v jisty den (v ¢ase n € N) vybere dlouhou trasu.

Tomuto rozhodnuti odpovida pravdépodobnostni vektor

x, = (0, 0, DT
Pro nésledujici den tedy plati
0 0 1/3 0 1/3
xp1=1|1/2 1/2 1/3 o)=11/3].
1/2 1/2 1/3 1 1/3
az po sedmi dnech je
0 1/3
Xy =T"- 0]l =1°11/3
1 1/3

Vycislenim dostdvame jako sloZky x,7 hodnoty

0,142861225...; 0,428569387...; 0,428569387...

Tedy pravdépodobnost, Ze zvoli dlouhou trasu za podminky, Ze si ji
zvolil pfed sedmi dny, ¢ini pfiblizné 0, 428 569 ~ 3/7 = 0, 428 571.
g

3.31.

sebe co do kvality nezanedbatelné lisi. Navic jisty pracovnik ve snaze

Vyrobni linka nefunguje spolehlivé: jednotlivé vyrobky se od

zvysit kvalitu neustédle zasahuje do vyrobniho procesu. Pfi rozdéleni
vyrobkt do tfid I, II, III podle kvality se zjistilo, Ze po vyrobku tfidy I
ndsleduje vyrobek stejné kvality v 80 % pfipadi a téidy II v 10 % pfi-
padi, po vyrobku tfidy II se nezméni kvalita v 60 % pripadti a zméni
se na tfidu I ve 20 Y% ptipadi a Ze po vyrobku tfidy III nasleduje vyro-
bek stejné kvality v poloving ptipadi a se stejnou Cetnosti pak vyrobky
tiid I, II. Spoctéte pravdépodobnost, Ze 18. vyrobek je tfidy I, pokud
16. vyrobek v poradi néleZel do tridy III.
ReSeni. Nejprve tilohu vyfe$me bez uvazeni Markovova fetézce. Sle-
dovanému jevu vyhovuji pripady (16. vyrobek je tfidy III)

e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy I a 18. do tiidy I;

e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy II a 18. do tfidy I;
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e 17. vyrobek byl zatazen do tfidy III a 18. do tfidy I
po fadé s pravdépodobnostmi

e (0,25.0,8=0,2;
e (0,25.0,2=0,05;
e (0,5-0,25=0,125.

Lehce tak ziskdvame vysledek
0,375=0,2+0,05+0, 125.

Nyni na dlohu nahliZejme jako na Markoviv proces. Ze zadani
plyne, Ze pofadi moZnych stavli ,,vyrobek je tfidy I%, ,,vyrobek je
tiidy 11, ,,vyrobek je tfidy III** odpovidd pravdépodobnostni matice
prechodu
0,8 0,2 2
0,1 0,6 0,2
0,1 0,2

9 ’

Situaci, kdy vyrobek patii do tiidy III, zad4dv4 pravdépodobnostni vek-

tor (0, 0, 1) Pro nésledujici vyrobek dostdvdme pravdépodobnostni

vektor
0,25 0,8 0,2 0,25 0
0,251 =10,1 0,6 0,25 0
0,5 0,1 0,2 0,5 1
a pro dalsi vyrobek v potfadi potom vektor
0,375 0,8 0,2 0,25 0,25
0,3 =10,1 0,6 0,25 0,251,
0, 325 0,1 0,2 0,5 0,5

jehoz prvni slozka je hledanou pravdépodobnosti.

Dopliime, Ze prvni metoda feSeni (bez zavedeni Markovova pro-
cesu) vedla k vysledku ziejmé rychleji. Uvédomme si, jak vyrazné by
se v8ak prvni metoda znepiehlednila, kdybychom napf. misto 18. vy-
robku uvaZovali 20., 22. nebo az 30. vyrobek v potfadi. Ve druhé me-
todé se 1ze omezit na do jisté miry ,,bezmyslenkovité* ndsobeni (umo-
ciiovani) matic. Pfi zavedeni Markovova procesu jsme také soucasné

vySettfovali situace, kdy 18. vyrobek naleZi do tfid II a III. |

3.32. Opakované hdzime hraci kostkou. Napiste pravdépodobnostni
matici pfechodu T pro Markoviv fetézec ,,maximalni pocet ok dosa-
Zenych do n-tého hodu vcetné* pro poradi stavii 1, . .., 6. Poté urcete
T" pro kazdé n € N.

ResSeni. Thned miZeme uvést

/6 0 0 0 0 0
1/6 2/6 0 0 0 0
F_ |16 1/6 366 0 0 0
16 1/6 176 4/6 0 of"
1/6 1/6 1/6 1/6 5/6 0
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
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(2) & (3): Staci provést pfimy vypocet
ot = (Y +in( —in) =¥ +0° + ity — yn)
o' = — i +in) =¥ +n* +ilyn — ny)

Odectenim dostaneme 2i(ny — ¥n).
(2) = (1): Nechf u € V je vlastni vektor normdlniho
zobrazeni ¢. Pak

o(u) - p(u) = (@ pu), u) = (p"(u), u) = ¢*(u) - ¢*(u)

zejména tedy |p(u)| = |¢*(u)|. Je-li ¢ normélni, je (¢ —
Aid V)* = (¢* —1id V) aje proto i (¢ — A1id V) normdln{
zobrazeni. Z predeslé rovnosti tedy plyne, Ze je-li p(u) = Au,
pak ¢*(u) = Au. Tzn., 7e ¢ a ¢* majf stejné vlastni vektory
a konjugované vlastni hodnoty.

Stejné jako u samoadjungovanych ted’ snadno dokdZeme
ortogondlni diagonalizovatelnost. K tomu je nutné a staci,
aby ortogondlni doplnék kazdého vlastniho podprostoru pro
normdlni ¢ byl invariantni (je totiZ ziZeni normdlniho zob-
razeni na invariantni podprostor op&t normdlni). UvaZzme
vlastni vektor u € V s vlastni hodnotou A, v € (u)*. Plati

) - u=v-¢" W) = v,Au) = u-v=>0

a tedy opét p(v) € (u)*.

(1) & (4): Vyraz Zl.,j |a; |? je praveé stopa matice AA*,
to je matice zobrazeni ¢ o ¢*. Proto nezavisi na volbé¢ orto-
normdlni baze. Je-li tedy ¢ diagonalizovatelné, je tento vyraz
roven pravé Y, [A;]%.

Opacnd implikace je pfimym disledkem Schurovy véty
o unitarni triangulovatelnosti libovolného linearniho zobra-
zeni V — V, kterou dokdZeme pozdéji v B32. Podle ni totiZ
existuje pro kazdé linearni zobrazeni ¢ : V — V ortonor-
malni baze, ve které ma ¢ hornf trojihelnikovou matici. Na
jeji diagondle pak musi byt pravé vSechny vlastni hodnoty
. Jak jsme jiz ukdzali, vyraz ), jlai j|2 nezavisi na volbé
ortonormdlni baze, proto z pfedpoklddané rovnosti vyplyva,
Ze vSechny prvky mimo diagondlu musi byt v této matici nu-
lové. ([

V terminech matic zobrazeni dostdvdme: zobrazeni je
normdlni pravé, kdyZ jeho matice v nékteré ortonormdalni
bazi (a ekvivalentng v kazdé) spliiuje AA* = A*A. Takové
matice nazyvame normdlni matice.

Poznamka. VSimnéme si, Ze pro pocet s linearnimi zobra-
zenimi na komplexnim unitdrnim prostoru Ize posledni vétu
chépat také jako zobecnéni béZnych poctii s komplexnimi
¢isly v goniometrickém tvaru (roli redlnych Cisel zde hrajf sa-
moadjungovand zobrazeni). Roli komplexnich jednotek pak
hraji unitirni zobrazeni. Zejména si v§imnéme analogie k je-
jich tvaru cost + i sint s vlastnosti cos? 4 sin® 1 = 1:

Disledek. Unitdrni zobrazeni na unitdrnim prostoru 'V jsou
pravé ta normalni zobrazeni, pro kterd vyse uZivany jedno-
znacny rozklad ¢ = + in spliiuje ¥* + n* =id V
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Dtkaz. Pro unitarni je gp* = idV = ¢*¢ a tedy
oo = (Y +in)(¥ —in) = ¥* + 0+ n* = id V. Naopak,
pro normdlni posledni vypocet ukazuje, Ze opa¢nd implikace
plati také. U

3.27. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezdpornd re-
alna Cisla jsou pravé ta, kterd umime psat jako druhé moc-
niny. Zobecnéni takového chovani pro matice a zobrazeni 1ze
vidét u soucind B = A* - A (tj. sloZeni zobrazeni ¥* o ¥):

(B-x,x)=(A" A-x,x)={A-x,A-x)>0
pro vSechny vektory x. Navic zjevné
B*=(A"-A*=A"-A=B.

Hermiteovskych maticim B s takovou vlastnosti fikdme po-
zitivné semidefinitni a pokud nastane nulova hodnota pouze
pro x = 0, pak jim fikdme pozitivné definitni. Obdobné ho-
vofime o pozitivé definitnich a a positivné semidefinitnich
zobrazenich ¢y : V — V.

Pro kazdé pozitivné semidefinitni zobrazeni ¢ : V —
V umime najit jeho odmocninu, tj. zobrazeni n takové, Ze
n o n = Y. Nejjednoduseji to uvidime v ortonormdlni bézi,
ve které bude mit i diagondlni matici. Takové podle naSich
predchozich ivah vZdy existuje a matice A zobrazeni ¥ v ni
bude mit na diagondle nezdpornd redlnd vlastni ¢isla zobra-
zeni . Kdyby totiZ bylo nékteré z nich zdporné, nebyla by
splnéna podminka nezdpornosti jiZ pro néktery z bazovych
vektorl. Pak ovSem sta¢i definovat zobrazeni n pomoci ma-
tice B s odmocninami piislu$nych vlastnich ¢isel na diago-
néle.

3.28. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Na zavér této Casti
se vratime k otdzce, jak se mohou chovat linedrni zobrazeni v
uplné obecnosti. Budeme i nadéle pracovat s redlnymi nebo
komplexnimi vektorovymi prostory.

Pripomenme, Ze spektrum linedrniho zobrazeni f
V — V je posloupnost kofenti charakteristického poly-
nomu zobrazeni f, v€etné ndsobnosti. Algebraickou nasob-
nosti vlastni hodnoty rozumime jeji ndsobnost jako kofenu
charakteristického polynomu, geometrickd nasobnost vlastni
hodnoty je dimenze pfislusného podprostoru vlastnich vek-
tord.

Linedrni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni,
jestlize existuje celé ¢islo k > 1 takové, Ze iterované zobra-
zeni f* je identicky nulové. Nejmenii &islo k s touto vlast-
nosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobra-
zeni f : V — V se nazyva cyklické, jestlize existuje baze
(uy,...,uy,) prostoru V takova, 7Ze f(u;) = 0a f(u;) =
u;_1 provsechnai = 2, ..., n.Jinymi slovy, matice f v této
bézi je tvaru

010
A=10 0 1

kde prvni sloupec je urCen stavem 1 a pravdépodobnosti 1/6 pro
jeho zachovani (v dal§im hodu padne 1) a pravdépodobnosti 1/6 jeho
prechodu do libovolného ze stavi 2, ..., 6 (po fad¢ padne 2, ..., 6),
druhy sloupec je zadan stavem 2 a pravdépodobnosti 2/6 pro jeho za-
chovani (v dalsim hodu padne 1 nebo 2) a pravdépodobnosti 1/6 pro
prechod do jakéhokoli ze stavi 3, ..., 6 (padne 3, ..., 6), aZ posledni
sloupce ziskdme ze skute¢nosti, Ze stav 6 je trvaly (pokud jiz padla
Sestka, nemiiZe padnout vyssi pocet ok).

RovnéZ pro n € N Ize pfimo urcit
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Hodnoty v prvnim sloupci totiZ odpovidaji postupné pravdépodobnos-
tem, Ze n-krat po sob& padne 1, n-krdt po sobé padne 1 nebo 2 a ale-
spoil jednou 2 (odecitdme proto pravdépodobnost uvedenou v prvnim
faddku), n-krat po sobé padne 1, 2 nebo 3 a alespoii jednou padne 3,
az v poslednim fadku je pravdépodobnost, Ze asponl jednou béhem
n hodid padne 6 (tu lze snadno urcit z pravdépodobnosti opacného
jevu). Podobné napft. ve ¢tvrtém sloupci jsou postupné nenulové prav-
dépodobnosti jevl ,,n-krat po sobé padne 1, 2, 3 nebo 4%, ,n-krat po
sobé padne 1, 2, 3, 4 nebo 5 a alespoii jednou 5* a ,,alespoii jednou
béhem n hodl padne 6. Interpretace matice 7" jako matice prechodu
jistého Markovova procesu tak umoziiuje rychlé vyjadieni mocnin 7",
neN. (|

3.33. Sledujte urcitou vlastnost daného zivocisného druhu, kterd je
podminéna nezdvisle na pohlavi jistym genem — dvojici alel. Kazdy je-
dinec ziskava po jedné alele od obou rodict zcela ndhodné a nezavisle
na sobé. Existuji formy genu dané rtiznymi alelami a, A. Ty urCuji tfi

mozZné stavy aa, aA = Aa, AA vySetfované vlastnosti.

(a) Predpokladejte, Ze kazdy jedinec jisté populace se bude roz-
mnoZovat vyhradné s jedincem jiné populace, ve které se vy-
skytuje pouze vlastnost podminénd dvojici aA. Pravé jeden
jejich (ndhodné zvoleny) potomek bude ponechdn na stano-
visti a také on se bude rozmnoZovat vyhradné s jedincem té
jiné populace atd. Stanovte vyskyt kombinaci aa, aA, AA

v uvaZzované populaci po dostateéné dlouhé dobé.

(b) Reste tlohu uvedenou ve varianté (a), pokud je jina populace

tvorena pouze jedinci s dvojici alel AA.
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(c) Ndhodné zvolené dva jedince opacného pohlavi zktiZite. Z je-

jich potomstva opét ndhodné vyberete dva jedince opacného

YN 2

pohlavi, které zkiiZite. Pokud takto budete pokracovat velmi
dlouho dobu, vypoctéte pravdépodobnost, Ze oba kiiZeni je-
dinci budou mit dvojici alel AA, piip. aa (proces kiiZeni
skonci).

(d) Reste tilohu uvedenou ve varianté (c) bez kladeni podminky,

Ze krizeni jedinci majf stejné rodice. Pouze tedy kiiZite je-

dince jisté velké populace mezi sebou, potom kfiZite po-

tomky mezi sebou atd.

ReSeni. Piipad (a). Jedna se o Markovilv proces zadany matici

12 1/4 0
T=|1/2 112 12],
0 1/4 1/2

pricemz poradi stavi odpovida potadi dvojic alel aa, aA, AA. Hod-
noty v prvnim sloupci plynou z toho, Ze potomek jedince s dvojici
alel aa a jedince s dvojici alel aA ma s pravdépodobnosti 1/2 dvo-
jici aa a s pravdépodobnosti 1/2 dvojici aA. Analogicky postupujeme
pro tieti sloupec. Hodnoty ve druhém sloupci potom vyplyvaji z toho,
7e kazdy ze Ctyr pripadi dvojic alel aa, aA, Aa, AA je stejné pravdé-
podobny u jedince, jehoZ oba rodice maji dvojici alel aA. Uvédomme
si, Ze na rozdil od pocitini pravdépodobnosti, kdy musime rozliSovat
dvojici aA od Aa (ktera z alel pochazi od kterého z rodict), vlastnosti
podminéné dvojicemi a A a Aa jsou samoziejmé stejné. Pro urceni vy-
sledného stavu sta¢i nalézt pravdépodobnostni vektor, ktery piislusi

vlastnimu ¢islu 1 matice 7', protoZe matice

3/8 1/4 1/8
°=1[1/2 12 1,2
1/8 1/4 3/8

spliiuje podminku Perronovy-Frobeniovy véty (vSechny jeji prvky jsou

kladné). Hledany pravdépodobnostni vektor je

11 1\"
(#31)
coz jiz dava pravdépodobnosti 1/4, 1/2, 1/4 vyskytu po fadé kombi-
naci aa, aA, AA po velmi dlouhé (teoreticky nekonecné) dob¢.

Ptipad (b). Pro potadi dvojic alel AA, a A, aa nyni dostivame prav-

dépodobnostni matici pfechodu

1 12 0
T=[0 1/2 1
0 0 0

s ws

Ihned vidime vSechna vlastni ¢isla 1, 1/2 a 0 (odecteme-li je od dia-
gondly, hodnost obdrZené matice nebude 3, tj. touto matici zadana ho-

mogenni soustava bude mit netrividlni feSeni). Témto vlastnim ¢islim
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Je-li f(v) = a - v, pak pro kazdé ptirozené k je f¥(v) =
ak - v. Zejména tedy miiZe spektrum nilpotentniho zobrazen{
obsahovat pouze nulovy skaldr (a ten tam vzdy je).

Piimo z definice plyne, Ze kazdé cyklické zobrazeni je
nilpotentni, navic je jeho stupeii nilpotentnosti roven dimenzi
prostoru V. Operétor derivovani na polynomech, D(x*) =
kx*=1 je piikladem cyklického zobrazeni na K, [x] pro libo-
volné n.

Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni
je pfimym souctem cyklickych. Ditkaz tohoto tvrzeni ndm
d4 hodné préce, proto napied zformulujeme dalsi vysledky
a pak se teprve dame do technické prace. Ve vysledné vété
o Jordanové rozkladu vvystupuji vektorové (pod)prostory a
linedrni zobrazeni na nich s jedinym vlastnim ¢islem A a ma-
tici

A1 0 ... O

o2 1 ... 0
J =

00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podpro-
storim) se fika Jordaniiv blok.

Véta (Jordanova véta o kanonickém tvaru). Necht' V je vek-
torovy prostor dimenzen a f : V — V je linedrni zobrazeni
s n vlastnimi ¢isly vcetné algebraickych ndsobnosti. Pak exis-
tuje jednoznacny rozklad prostoru V na primy soucet pod-
prostorii

VZVI@@‘/](

takovych, Ze f(V;) C V;, zuZeni f na kazdé V; ma jediné
viastni Cislo A; a ziiZeni f — A; -1d na V; je bud’cyklické nebo
nulové zobrazeni.

Véta tedy iik4, Ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zob-
razeni blokové diagondlni tvar s Jordanovymi bloky podél di-
agondly. Celkovy pocet jednicek nad diagonédlou v takovém
tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geomet-
rickou nédsobnosti vlastnich ¢isel.

Vsimnéme si, Ze jsme tuto vétu plné dokézali v piipa-
dech, kdy jsou vSechna vlastni ¢isla riznd nebo kdyz jsou
geometrické a algebraické ndsobnosti vlastnich ¢isel stejné.
Také jsme ji pln€ dokézali pro unitdrni a samoadjungovand
zobrazeni.

Také si v§imn&me, Ze v situaci, kdy jsou vlastni hodnoty
v absolutni hodnoté mensi neZ jedna, opakované pisobent li-
nedrniho zobrazeni na jakémkoliv vektoru v z jednoho z pod-
prostort V; ve vété vede k rychlému zmenSovani vSech jeho
soufadnic nad v8echny meze. Skutecné, predpoklddejme pro
jednoduchost, Ze na celém V; je naSe zobrazeni cyklické,
piislusnd vlastni hodnota je A a vy, ..., vy necht je piislu-
Snd baze. Pak podminka z véty fikd, Ze f(vy) = Avy + vy,
fz(vj) = A2uy + Av; + Avg, a podobné pro ostatn{ v; a vy-
§81 mocniny. V kaZzdém piipad¢ pti iterovani dostdvame stéle

N

vys$8i a vyS$si mocniny A u vSech nenulovych komponent.
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Zbytek této casti je vénovan diikazu Jordanovy véty a né-
dosavadni text a Ctendf jej mtiZe pripadné preskodit az do za-
Catku 5. ¢asti této kapitoly.

3.29. Korenové prostory. Na piikladech jsme vidéli, Ze
vlastni podprostory popisuji dostatecné geometrické vlast-
nosti jen nékterych linedrnich zobrazeni. Zavedeme nyni jem-
n¢&jsi nastroj, tzv. kofenové podprostory.

Definice. Nenulovy vektor u € V se nazyva korenovym vek-
torem linedrniho zobrazeni ¢ : V — V, jestliZze existuje
a € Kacelé&islok > 0takové, Ze (¢ —a-idy)*(u) = 0, tj. k-
td iterace uvedeného zobrazeni zobrazuje # na nulu. MnoZinu
vSech korenovych vektori piisluSnych k pevnému skaldru A
doplnénou o nulovy vektor nazyvame korenovym prostorem
pfislusnym ke skaldru A € K, zna¢ime R,;.

Je-li u kotfenovy vektor a k z definice je vybrano nejme-
n$i moZné, pak (¢ —a - idy)*(u) je vlastni vektor s vlastni
hodnotou a. Je tedy R, = {0} pro vSechny skalary A, které
neleZi ve spektru zobrazeni ¢.

Tvrzeni. Pro linedrni zobrazeni ¢ V. — V plati

(1) Pro kazdé A € K je R, C V vektorovy podprostor.

(2) Pro kaZdé r, u € K je R, invariantni vzhledem k li-
nedrnimu zobrazeni (¢ — u - idy), zejména tedy je R,
invariantni vzhledem k .

(3) Je-li u # A, pak (¢ — p -idy)|R, je invertibilni.

(4) Zobrazeni (¢ — X - idy)|R, je nilpotentni.

Duxkaz. (1) Ovéfeni vlastnosti vektorového podprostoru
je jednoduché a ponechdvame jej Ctenafi.

(2) Predpoklidejme, Ze (¢ — A - idy)* (1) = 0 a uvazme
v = (¢ — u-idy)(u). Pak

(p— 2 - idy) (v) =
= (¢ — A-idy) (¢ — A -idy) + (0 — ) - idy) (u)
= (¢ = 2 -idy) W) + = ) - (9 — 1 - idv)* ()
=0
(3) Je-liu € Ker(¢ — p - idy)|R,, pak
(p—2-1dy)(w) = (¢ —p-idy))+(n—2) u=(n—2)u
Odtud 0 = (¢ — A -idy)*(u) = (u — A)* - u a je tedy nutn&
u=0proAi # pu.
(4) Zvolme bézi ey, ..., e, podprostoru R,. Protoze
podle definice existuji &isla k; takovd, Ze (¢ — A -idy)i (¢;) =
0, je nutné celé zobrazeni (¢ — A - idy)|r, nilpotentni. [

3.30. Faktorové prostory. NaSim dalsim cilem je ukazat,
Ze dimenze kofenovych prostord je vZdy rovna algebraické
ndsobnosti pfisluSnych vlastnich ¢isel. Nejprve vSak zave-
deme Sikovné technické néstroje.

Definice. Necht U <C V je vektorovy podprostor. Na
mnoZin€¢ vSech vektorti ve V definujeme ekvivalenci takto:
v| ~ vy pravé tehdy, kdyZ vi — v, € U. Axiomy ekvivalence

prislusi po fadé vlastni vektory

1 -1 1
0], 1], -2
0 0 1
Proto je
1 -1 1 1 0 o\ /1 -1 1\
T={0 1 =2 0 12 0o)-j0 1 =2
0 0 1 0O 0 O 0 0 1
1 -1 1 1 0 1 11
=0 1 =2 0 1/2 0]-{0 1 2
0 0 1 0O 0 O 0 0 1
Odsud pro libovolné n € N plyne
1 -1 1 1 0 0\" /1 11
T"=10 1 =2 0 1/2 0 01 2
0 O 1 0 0 O 0 0 1
1 -1 1 1 0 O 1 11
=10 1 =2 0 27" 0 01 2
0 O 1 0O 0 O 0 01
Ziejmé pro velka n € N mtiZzeme nahradit 27" za 0, coz implikuje
1 -1 1 1 00 1 11 1 11
T"~ |0 1 =2 0 0O 01 2]=1]0 00
0 0 1 0 0O 0 01 00O

Pokud tedy plodi potomky jedinci ptivodni populace vyhradné s ¢leny
populace, ve které se vyskytuje pouze dvojice alel AA, nutné po do-
stateCné velkém poctu kiiZeni dojde k tomu, Ze dvojice a A a aa zcela
vymizi (bez ohledu na jejich ptivodni Cetnost).
Pripad (c). Tentokrate budeme mit 6 moZnych stavi (v tomto
potadi)
AA, AA;

aA,AA; aa, AA;

aA,aA; aa,aA; aa,aa,

priCemz tyto stavy jsou dany riznymi pripady genotypti rodicii. Matice
odpovidajiciho Markovova fetézce je

1 1/4 0 1/16 0 0
0 1/2 0 1/4 0 0
F_|0 0 0 18 0 0
1o 14 1 14 1/4 0
0 0 0 1/4 1/2 0

0 0 0 1/16 1/4 1

Pokud budeme napft. uvaZovat situaci (druhy sloupce), kdy jeden z ro-
dicti m4 dvojici alel AA a druhy aA, pak zjevné mulZe nastat kazdy
ze Ctyt piipadi (jde-li o dvojice alel jejich dvou ndhodné zvolenych
potomkii)

AA,AA; AA,aA; aA,AA; aA,aA
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se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost setrvani ve druhém
stavu je proto 1/2 a pravdépodobnost prechodu ze druhého stavu do
prvniho je 1/4 a do ¢tvrtého také 1/4.

Nyni bychom méli opét urcit mocniny 7" pro velkd n € N. UvdZe-
nim podoby prvniho a posledniho sloupce ihned zjistime, Ze 1 je vlast-

nim ¢islem matice 7. Velmi lehce Ize najit vlastni vektory

(1,0,0,0,0,0)", (0,0,0,0,0, )"

prislusné vlastnimu ¢islu 1. Pfechodem ke ¢tyfrozmérné podmatici ma-
tice T (vynechanim pravé prvniho a Sestého fadku a sloupce) nalez-

neme poté zbyld vlastni ¢isla

1 1 1=45 1+4/5
27 4 4 4

Vzpomeneme-li si na feSen{ piikladu nazvaného Mlsny hazardér, ne-

musime 7" pocitat. V tomto prikladu jsme dostali stejné vlastni vek-
tory piislu$né Cislu 1 a ostatni vlastni ¢isla méla rovnéz absolutni hod-
notu ostfe mensi 1 (jejich pfesné hodnoty jsme nevyuZivali). Dostéa-
vame tak totoZny zdvér, Ze proces se blizi k pravdépodobnostnimu

vektoru
(av 0, Oa 07 0, 1 - a)T )

kdea € [0, 1]je ddno vychozim stavem. ProtoZe pouze na prvni a Sesté

pozici vysledného vektoru mohou byt nenulovi &isla, stavy

aA, AA; aa,AA; aA,aA; aa,aA

po mnohondsobném kiizeni vymizi. Uvédomme si déle (plyne z pie-
deslého a z ptikladu Mlsny hazardér), Ze pravdépodobnost toho, aby
proces koncil AA, AA, se rovnd relativni Cetnosti vyskytu A v pocé-
te¢nim stavu.

Ptipad (d). Nechf hodnoty a, b, ¢ € [0, 1] udavaji (pfi zachovani
poradi) relativni Cetnosti vyskytu dvojic alel AA, aA, aa v dané popu-
laci. Chceme ziskat vyjadreni relativnich Cetnosti dvojic AA, aA, aa
v potomstvu populace. Probiha-li vybér dvojic pro pafeni ndhodné, 1ze
pti velkém poctu jedincil ocekdvat, Ze relativni etnost pareni jedinct
s dvojicemi alel AA (u obou) je a?, relativni Cetnost pafeni jedinci,
z nichZ jeden ma dvojici alel AA a druhy a A, je 2ab, relativni Cetnost
paient jedincti s dvojicemi alel @A (u obou) je b* atd. Potomek rodi¢a
s dvojicemi AA, AA musi dvojici alel AA zdédit. Pravdépodobnost,
Ze potomek rodicl s dvojicemi AA, aA bude mit AA, je ziejmé 1/2
a pravdépodobnost, Ze potomek rodicti s dvojicemi aA, aA bude mit
AA, je pak 1/4. Jiné pfipady pro potomka s dvojici alel AA uvazovat
nemusime (pokud m4d jeden rodi¢ dvojici alel aa, potomek nemtiZze mit

dvojici AA). Relativni Cetnost vyskytu dvojice alel AA v potomstvu
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jdou ovéfit snadno. Mnozina V /U tfid této ekvivalence,
spolu s operacemi definovanymi pomoci reprezentantd, tj.
[v]+[w] = [v+w], a-[u] = [a-u], tvoii vektorovy prostor,
ktery nazyvame faktorovy vektorovy prostor prostoru V
podle podprostoru U. Ovéite si korektnost definice operaci
a platnost vSech axiomt vektorového prostoru!

Ttidy (vektory) ve faktorovém prostoru V /U budeme
¢asto oznacovat jako formdlni soucet jednoho reprezentanta
se v§emi vektory podprostoru U, napt. u+U € V/U,u € V.
Nulovy vektor ve V /U je pravé tiida 04 U, tj. vektoru € V
reprezentuje nulovy vektor ve V /U pravé, kdyZ jeu € U.

Jako jednoduché priklady si rozmyslete V/{0} = V,
V/V = {0} a faktorovy prostor roviny R? podle libovol-
ného jednorozmérného podprostoru, kde kazdy jednoroz-
mérny podprostor U C R? je ptimka prochdzejici po¢atkem,
tfidy ekvivalence jsou rovnobg&zky s touto piimkou.

Tvrzeni. Necht U C V je vektorovy podprostorau, ..., u,
je takovd baze V, Ze uy, . .., uy je baze U. Pak dimV /U =
n—kaug 1 +U, ...,u, +Ujebdze V/U.

Dtxkaz. Protoze V = (uy,...,dotsun), jei V/U =
(uy + U, ...,u, + U). Pfitom ale je prvnich k generatorti
nulovych, takze je V/U = (ug+1 + U, ..., u, + U). Pfed-
poklddejme, 7e a4y - (g1 +U) + -+ a, - (u, + U) =
(Ags1 U1+ -+a,-u,)+U =0 e V/U.Toje ale ekviva-
lentni pfislusnosti linedrni kombinace vektorl uyyy, ..., u,
do podprostoru U. ProtoZe U je generovano zbylymi vektory,
je nutné tato kombinace nulovd, tj. vSechny koeficienty a;
jsou nulové. O

3.31. Indukovana zobrazeni na faktorovych prostorech.
Predpoklddejme, Ze U C V je invariantni podprostor vzhle-
dem k linedrnimu zobrazeni ¢ : V — V a zvolme bazi

ui,...,u, prostoru V, Ze prvnich k vektort této baze je bazi
U. V této bdzi ma ¢ polorozpadlou matici A = (Ig g)

Pak budeme umét dokdzat nésledujici tvrzeni:

Lemma. (1) Zobrazeni ¢ indukuje linedrni zobrazeni

ovw - V/IU = V/U, oyy(v +U) = ¢v) + U s
matici D v indukované bazi uyy + U, ..., u, + U na
V/U.

(2) Charakteristicky polynom ¢y, déli charakteristicky po-
lynom ¢.

Dokaz. Prov,w € V,u € U,a € Kmame ¢(v+u) €
@(v) + U (protoZe U je invariantni), (p(v) + U) + (p(w) +
U)=9v+w)+Uaa-(pv) +U) =a-¢v) +U =
¢(a - v) + U (protoZe ¢ je linedrni), je tedy zobrazeni ¢y ,y
dobfe definované a linedrni. Navic je pifimo z definice ma-
tice zobrazeni patrné, Ze matice ¢y,y v indukované bézi na
V /U je pravé matice D (pfi pocitani obrazli bazovych prvki
ndm koeficienty z matice C pfispivaji pouze do tfidy U). Cha-
rakteristicky polynom indukovaného zobrazeni gy y je tedy
|D — M\ - E|, zatimco charakteristicky polynom pivodniho
zobrazenip je |A — A - E|=|B—X-E||D—X-E| O
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Disledek. Nechi' V je vektorovy prostor nad K dimenze n
a necht ¢ : V. — V je linedrni zobrazeni, jeho? spektrum
obsahuje n prvkii (tj. vSechny koreny charakteristického poly-
nomu lezi v K a pocitame je vcetné nasobnosti). Pak existuje
posloupnost invariantnich podprostori {0} = Vo C Vi C
«oo C V, =V sdimenzemi dmV; = i. Vbdzi uy,...,u,
prostoru V takové, Ze Vi = (uy, ..., u;), mda ¢ horni troji-
helnikovou matici:

)»1 *
0 ... X

kde Ay, ..., L, je posloupnost prvkii spektra.

Dtkaz. Konstrukci podprostort V; provedeme induk-
tivn€. Nechf A, ..., A, jsou prvky ve spektru zobrazeni ¢,
tzn. charakteristicky polynom zobrazeni ¢ je tvaru (A — ;) -
coo o (A — Ap). Zvolme Vy = {0}, Vi = (uy), kde u; je
libovolny vlastni vektor s vlastni hodnotou A;. Podle pfie-
desI€ véty je charakteristicky polynom zobrazeni gy v, tvaru
(A—Ap)----- (A —Ap). Predpoklddejme, Ze jsme jiZ sestrojili
linedrné€ nezdvislé vektory uy, ..., u; a invariantni podpro-
story V; = (uy...,u;),i =1,...,k < n, takové, Ze charak-
teristicky polynom ¢y y, je tvaru (A — Agyq) - - -+ - (A — A,)
apu;) € (A -u; + Vi) provSechnai =1, ..., k.

Zejména tedy existuje vlastni vektor uyy + Vi € V/ Vi
zobrazeni ¢y ,y, s vlastni hodnotou A . UvaZme nyni pro-
stor Viy1 = (uy, ..., urs1). Kdyby byl vektor uy line-
arni kombinaci vektord ui, ..., u;, znamenalo by to, Ze
Up+1 + Vi je nulova tiida v V/Vj, to ale neni moZné. Je
proto dim V. ; = k + 1. Zbyva studovat indukované zobra-
zeni gy )y, . Charakteristicky polynom tohoto zobrazeni je
stupné n — k — 1 a déli charakteristicky polynom zobrazeni
@. Pritom doplnénim vektort uy, ..., u;y; do baze V dosta-
neme polorozpadlou matici zobrazeni ¢ s horni trojihelniko-
vou submatici B v hornim levém rohu, jejiz diagonalni prvky
jsou prave skalary Aq, ..., u;y;. Proto maji kofeny charak-
teristického polynomu indukovaného zobrazeni poZadované
vlastnosti. O

3.32. Poznamky. Pokud existuje rozklad celého prostoru V
na primy soucet vlastnich podprostorii, existuje baze z vlast-
nich podprostorti a predchozi véta vlastné nefikd viibec nic
zajimavého. Jeji sila ov§em spociva v tom, Ze jedinym jejim
pfedpokladem je existence dim V kotent charakteristického
polynomu (v¢etné ndsobnosti). To je ov§em zaruceno, je-li
pole K algebraicky uzaviené, napt. pro komplexni ¢isla C.
Primym didsledkem pak jsou zajimava tvrzeni o determinantu
a stopé€ zobrazeni: jsou vZdy soucinem, resp. souctem prvku
ve spektru. Tuto skute¢nost miiZzeme pouZit i pro vSechny re-
alné matice. MiZeme je totiZ vZdy povazovat za komplexn,
spocitat potfebné, a protoZe determinant i stopa jsou alge-
braické vyrazy v prvcich matice, vysledkem budou prave hle-
dané redlné hodnoty.

je tedy
g2ab-typ? Lo a2y b+b2
a’ - ab - — -—=a"4a —.
2 4 4
Analogicky stanovime postupné relativni Cetnosti dvojic aA a aa v po-

tomstvu ve tvarech 5

ab + bc + 2ac + >
b2
2
c“+bc+ —.
+ bc + 1
Na tento proces mtizeme nahliZet jako na zobrazeni T, které transfor-

muje vektor (a, b, ¢)”. Plati

a a’>+ab + b?/4
T:|b]|+— |ab+bc+2ac+ b?/2
c 2 +bc+b*/4

Podotknéme, Ze za definicni obor (a pochopitelné i obor hodnot) T
vlastné bereme pouze vektory

a
b b
C

kde a,b,ce[0,1],a+b+c=1.

Chté&li bychom zadat operaci T pomoci n4sobeni vektoru (a, b, ¢)7 jis-
tou konstantni matici. To vSak o¢ividn€ neni moZné (zobrazeni T neni
linearni). Nejednd se tedy o Markoviiv proces a nelze zjednodusit urco-
véani, co se stane po velmi dlouhé dobg, jako v predeslych pfipadech.
Muzeme ale vypocitat, co se stane, kdyZ aplikujeme zobrazeni T dva-

kréat po sobé€. Ve druhém kroku dostdvame

a*+ab + b*/4 t]
T:|ab+bc+2ac+b*/2|— |5 ]|, kde
c? 4+ bc + b*/4 t
»\ b? b
1 2 2
5L =<a +ab+z> +(a —|—ab+Z) (ab+bc+2ac+?)
2

Mabtbet2ae 4+ 2
—|a c ac+ — |,
4 2

b? b?
tzz = (a2+ab+z) (ab+bc+2ac+7)+

b? b?
—|—(ab—|—bc+2ac+?) (cz—i-bc—i-Z)—i-
b> P2\ 1 p>\*
+2(a2+ab+z> (c2+bc+z)+§(czb+bc+2ac+?> ,

3 5 b2 2 b2 5 b2
L =\c +bc+z + ab+bc+2ac+? c +bc+z

1 b2\’
+Z(ab+bc+2ac+?) .
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Lze ukazat (vyuZitima + b +c = 1), Ze

1 2 b? o5 b?
L =a —i—ab—}-z, 5 =ab+bc+2ac+?, L =c +bC+Z’
tj.

a’>+ab + b?/4
T : | ab+bc+2ac+b*/2 | —
¢+ be + b*/4

a’>+ab+b*/4
ab + bc + 2ac + b*/2
c? + bc + b*/4

Ziskali jsme tak pfekvapivy vysledek, Ze dal§im aplikovdnim transfor-
mace T se vektor obdrzeny v prvnim kroku nezméni. To znamen4, Ze
vyskyt uvazovanych dvojic alel je po libovolné dlouhé dobé totozny
jako v prvni generaci potomstva. Pro velkou populaci jsme tak doka-
zali, Ze evolu¢ni vyvoj by se realizoval béhem jediné generace, kdyby

nedochazelo k mutacim nebo k selekci. O

.37d
a n Cernych kouli. V pravidelnych ¢asovych intervalech je z obou uren

3.34. Nechf jsou dany dvé urny, které obsahuji dohromady #

vylosovana jedna koule a pfemisténa do druhé urny, pricemz pocet
kouli v obou urnéch je na zacatku (a tedy po celou dobu) pravé n. Za-

dejte tento Markoviv proces pravdépodobnostni matici pfechodu 7.

ReSeni. Tento piiklad se pouZivé ve fyzice jako model prolinani dvou
nestlacitelnych kapalin (jiZ v roce 1769 ho zavedl D. Bernoulli) nebo
analogicky jako model diftize plyni. Stavy O, 1, ..., n budou odpovi-
dat kupt. poctu bilych kouli v jedné pevné zvolené urné. Tento udaj
totiZ soucasné zadava, kolik c¢ernych kouli je ve zvolené urné (v§echny
ostatni koule jsou pak ve druhé z uren). Pokud v jistém kroku dojde ke
zméné stavu j € {1,...,n} na j — 1, znamena to, Ze ze zvolené urny

byla vytaZena bild koule a z druhé Cernd. To se stane s pravdépodob-

nosti
ii_7
n n n?
Ptechodu ze stavu j € {0, ..., n—1}do j+1 odpovidd vytaZeni Cerné

koule ze zvolené urny a bilé€ z té druhé s pravdépodobnosti

n—j n—j _(m—j)
n n n?2

Soustava zlstane ve stavu j € {1, ..., n — 1}, jestliZe z obou uren byly
vytazeny koule stejné barvy, coZ ma pravdépodobnost

o
Il
n n n

2j(n—))
n2 '

A
n

Dodejme, Ze ze stavu 0 se nutné (s pravdépodobnosti 1) pfechdzi do
stavu 1 a Ze ze stavu n se s jistotou prechdzi do stavu n — 1. UvdZenim
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KdyzZ je na vektorovém prostoru V zadan skaldrni sou-
¢in, miZeme v kaZdém induktivnim kroku dikazu predcho-
ziho tvrzeni vyuZzit skuteCnosti, Zze vZdy V/V, =~ VkL a
Vkl Su > (u+Vy € V/V,. To znamend, Ze v kazdé
tf{d& rozkladu V/V; existuje pravé jeden vektor z V;-. Sku-
tecné, tuto vlastnost ma faktorovy prostor podle libovolného
podprostoru v unitdrnim prostoru — pokud u, v € V! jsou
v jedné tf{dé, pak jejich rozdil patfi do Vi, N V4, tedy jsou
stejné. MiiZeme tedy jako reprezentanta iy nalezené tiidy,
tedy vlastniho vektoru gy y, , zvolit pravé vektor z V- Touto
modifikaci dojdeme k ortogondlni bazi s vlastnostmi poZado-
vanymi v tvrzeni o triangulovatelnosti. Proto existuje i takova
ortonormdlni baze:

Disledek (Schurova véta o ortogondlni triangulovatelnosti).
Nechf ¢ : V — V je libovolné linedrni zobrazeni (redlného
nebo komplexniho) unitdrniho prostoru s m = dimV viast-
nimi hodnotami (véetné ndsobonosti). Pak existuje ortonor-
madlni baze prostoru V takova, Ze ¢ v ni ma horni trojithelni-
kovou matici s vlastnimi cisly A1, ..., A, na diagondle.

3.33. Véta. Necht ¢ V. — V je linedrni zobrazeni. Soucet
korenovych prostori

Riays-eos Roy

pFislusnych riiznym viastnim hodnotdm A1’ . .., Ay je pFimy.
Navic je pro kaZdou vilastni hodnotu A dimenze podprostoru
‘R, rovna jeji algebraické ndsobnosti.

Dutkaz. Dikaz provedeme indukci ptfes pocet k kote-
novych prostori. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni vzdy plati pro
méné neZ k prostorti a Ze pro vektory u; € Ry, ..., u; €
Ry, plati u; + -+ 4+ ux = 0. Pro vhodné j pak (¢ — Ay -
idy )/ (ux) = 0 a zdroveti jsou y; = (¢ — Ay -idy)/ (u;) nenu-
lové vektory viR;,,i =1, ..., k—1, pokud u; jsou nenulové,
viz. pfedchozi véta. Pfitom ale

k
Vit yeer =) (@ — e -idy) (u) =0
i=1

a tedy podle indukéniho predpokladu jsou vSechny y; nulové.
Pak ovSem i u; = 0 a linedrni nezdvislost je dokdzana.

Zbyva ukdzat, Ze dimenze kazdého kofenového prostoru
R, je rovna algebraické ndsobnosti korenu A charakteristic-
kého polynomu. Nechf tedy je A vlastni hodnota ¢, oznaéme
¢ zuZeni ¢|r, a ¥ V/R, — V/R, necht je zobrazeni in-
dukované ¢ na faktorovém prostoru. Pfedpokladejme, Ze di-
menze R, je mensi neZ ndsobnost kofenu A charakteristic-
kého polynomu. Podle véty ?? to znamen4, Ze A je i vlastni
hodnotou zobrazeni . Nechf (v+R;) € V/R, je pfislusny
vlastni vektor, tj. y(v+R,) = A-(v+R;) coZ podle definice
znaéiv ¢ R, a@p(v) = A-v+w pro vhodné w € R,. Mdme
tedy w = (¢ —A-idy)(v) a (¢ —A-idy )/ (w) = 0 pro vhodné
Jj- Celkem tedy (¢ — A - idy)/ ! (v) = 0coz je ve sporu s vol-
bou v ¢ R,. Tim jsme dokazali, Ze dimenze R, je rovna
ndsobnosti kofene A charakteristického polynomu ¢. (I
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Dusledek. Pro kaZdé linedarni zobrazeni ¢ : V. — V, jehoZ
celé spektrumje vK, je V =R, @ - - ®R,, pfimym souc-
tem korenovych podprostorii. Zvolime-li vhodné bdze téchto
podprostorii, pak ¢ ma v této bazi blokove diagonalni tvar
s hornimi trojithelnikovymi maticemi v blocich a vlastnimi
hodnotami \; na diagondle.

3.34. Nilpotentni a cyklicka zobrazeni. Nyni jiZ mame
skoro vSe pfipraveno pro diskusi kanonickych tvar matic.
Zbyva jen vyjasnit vztah mezi cyklickymi a nilpotentnimi

.....

Véta. Nechf ¢ V — V je nilpotentni linedrni zobrazeni. Pak
existuje rozklad V na pfimy soucet podprostori V.= V; @
-+ - @ Vy takovych, Ze ziizeni ¢ na kterykoliv z nich je cyklické.

Dtkaz. Ovéfeni je docela jednoduché a spociva v kon-
strukci takové bdze prostoru V, Ze akce zobrazeni ¢ na bazo-
vych vektorech pfimo ukazuje rozklad na cyklicka zobrazeni.
Postup bude ale pon¢kud zdlouhavy.

Nechf k je stupeni nilpotentnosti zobrazeni ¢ a ozna¢me
P, =im(¢),i =0,...,k, tzn.

{0}=P . CP_1C---CPCPFP=V.

. f - k-1 k—1
Vyberme libovolnou bazie;™ ", ..., e e, Prostoru P,

kde px—1 > 0 je dimenze P,_;. Z definice plyne, Ze P,_; C
Ker ¢, tj. vzdy (p(e’j‘._l) = 0.
Predpokladejme, Ze V. Protoze

Py #

Py = @(Pr_p), nutn€ existuji v P,_, vektory e§_2,
J = L.....pit. takové, Ze g(ei?) = ei!. Predpokls-
dejme

ale]f_l +--- a,,k_,e’;,:1 + ble]f_2 + -+ l?,,k_,e’;,lf1 =0.

Aplikaci zobrazeni ¢ na tuto linedrni kombinaci ziskdme
bie\™ + -+ + by, ekl =0, proto jsou viechny b; = 0.
Pak ale i a; = 0, protoZe se jednd o kombinaci bazovych
vektorl. Celkem jsme tedy ovéfili linedrni nezdvislost v§ech

2 pr—1 zvolenych vektori. Dopliime je do baze

k—1 k—1
€ €y
k—2 k=2 k=2 k=2
€ ey e, e €

prostoru P,_,. Navic jsou obrazy pridanych bazovych prvka
v Pi_1, nutné tedy museji byt linedrnimi kombinacemi bdzo-

vych prvki e’ffl, cee e’[‘,;_ll. MiuZeme proto zaménit zvolené
k=2 k=2 k=2 o k=2y e .
vektory e, “ .|, ..., €, ", vektory e; @(e; ). Tim docf

lime, Ze doplnéné vektory do bdze P,_, patii do jddra zobra-
zeni ¢. Pfedpoklddejme to piimo o zvolené bdzi (1).

vySe uvedeného dostdvdme hledanou matici

0 1 0 oy 0 0
n? 2-1n—-1) 22 0 0

1 0 m-D* 220—-2) . 0 0

r=— | . . . )
0 0 0 2-n—22 (n—1)>
0 0 0 - 22 2-(n— 1l
0 0 0 oy 0 1
pro poradi stava 0, 1, ..., n.

Pti uZziti tohoto modelu ve fyzice nds samoziejmé zajima sloZeni
uren po uplynuti urcité doby (po daném poctu vymén v zdvislosti na
predeslém slozeni uren). Bude-li pocatecni stav napf. 0, miiZeme po-
moci mocnin matice 7" sledovat, s jakou pravdépodobnosti pfibyvaji
ve zvolené urné bilé koule. Také I1ze potvrdit o¢ekdvany vysledek, Ze
pocatecni rozdéleni kouli bude ovliviiovat jejich rozdéleni po delsi
dobé zanedbatelnym zptisobem.

Kdybychom jednotlivé koule ocislovali, misto vybéru po jedné
kouli z uren vylosovali néjaké z Cisel 1, 2, ..., 2n a kouli, jejiz ¢islo
bylo vytaZeno, premistili do druhé urny, obdrZeli bychom Markovtv
proces se stavy 0, 1, ..., 2n (pocet kouli ve zvolené urné), kdy se tak
uz nerozliSuje barva kouli. Tento Markoviiv fetézec je rovnéz ve fy-
zice dtlezity. (P. a T. Ehrenfestovi jej zavedli v roce 1907.) Pouziva se
jako model vymény tepla mezi dvéma izolovanymi télesy (teplota je

reprezentovdna poctem kouli, té€lesa urnami). (]

3.35. Které z matic

0 1/7 1/2 0 1/3 0O 1 0
A:(1 6/7)’ B=10 1 12, Cc=|1/4 0 1/2],
1/2 0 1/6 3/4 0 1/2
1/3 1/2 0 0 0100
112 13 0 0 10 0 0 1
D= 0 1/6 1/6 1/3]° E= 1 00O
1/6 0 5/6 2/3 0010
jsou regularni?
Reseni. Nebot
3/8 1/4 1/4
A2=<é% 463/299>, c=l1/a 38 14],
3/8 3/8 1/2

matice A a C jsou reguldrni; a nebof

1/2 0 13\ (0
o 1 12| [t)=[1].
1/2 0 1/6) \o 0
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4. VICE MATICOVEHO POCTU

bude prostfedni sloupec matice B" vzdy (pro n € N) vekto-
rem (0, 1, 0)7, tj. matice B nemiZe byt reguldrni. Soucin
1/3 12 0 0 0 0
1/2 1/3 0 0 0ol _ 0
0 1/6 1/6 13] |a a/6+b3 | ©PER
1/6 0 5/6 2/3 b S5a/6+2b/3

implikuje, Ze matice D? bude mit v pravém hornim rohu nulovou dvou-
rozmérnou (¢tvercovou) submatici. Opakovanim této implikace dosta-
vime, Ze stejnou vlastnost maji matice D> = D - D?>, D* = D - D3,
.., D" = D.D"! ..., tudiz matice D neni reguldrni. Matice E
je permutacni (v kazdém fddku a sloupci ma pravé jeden nenulovy pr-
vek, a to 1). Neni obtiZné si uvédomit, Ze mocniny permutac¢ni matice
jsou opét permutacni matice. Matice E proto také neni reguldrni. To
lze rovnéZ ovéfit vypodtem mocnin E?, E°, E*. Matice E* je totiz
jednotkova. (I

3.36. Dvahraci A, B hraji o penize opakované jistou hru, kterd mtize
skoncit pouze vitézstvim jednoho z hract. Pravdépodobnost vyhry
hrace A je v kazdé jednotlivé hie p € [0, 1/2) a oba sazi vZdy (v li-
bovolné hte) jen 1 K¢, tj. po kazdé hie s pravdépodobnosti p dd 1 K¢
hra¢ B hraci A a s pravdépodobnosti 1 — p naopak 1 K& dd hra¢ A hra-
¢i B. Hrajf ovSem tak dlouho, dokud jeden z nich nepfijde o vSechny
penize. JestliZe mé hra¢ A na zacdtku x K¢ a hrd¢ B m4 y K¢, urcete

pravdépodobnost, Ze hrd¢ A vSe prohraje.

ReSeni. Tato dloha se nazyvd Ruinovani hrace. Jednd se o specidlni
Markovtiv fetézec (viz také priklad Mlsny hazardér) s mnoha dilezi-

tymi aplikacemi. Hledan4 pravdépodobnost ¢ini
y
1= (%)
p Y
1= (%)

PovSimnéme si, jak je tato hodnota pro konkrétni volby p, x, y. Kdyby

3.6)

hra¢ B chtél mit téméf jistotu a poZadoval, aby pravdépodobnost, Ze
hra¢ A s nim prohraje 1 000 000 K¢, byla alespori 0,999, potom staci,
aby mél 346 K¢, je-li p = 0,495 (¢i 1727 K¢, je-li p = 0, 499). Proto
je ve velkych kasinech mozné, aby ,,vaSnivi“ hrac¢i mohli hrat témér

spravedlivé hry. U

3.37. V ramci jisté spolec¢nosti funguji dvé navzdjem si konkurujici
oddéleni. Vedeni spolecnosti se rozhodlo, Ze kazdy tyden bude po-
méfovat relativni (vzhledem k poc¢tu zaméstnancti) zisky dosaZené té-
dou pferazeni dva pracovnici z druhého oddé€leni. Tento proces ma
probihat tak dlouho, aZ jedno z odd€leni zanikne. Ziskali jste zamést-

nani v této spolecnosti a miiZzete si vybrat jedno z téchto dvou oddélent,
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Predpoklddejme déle, Ze jiz mame sestrojenu bdzi pod-
prostoru P,_, takovou, Ze ji miiZeme poskladat do schématu

k—1 k—1
e L.l
k—2 k—2 k—2 k—2
€1 e it
k-3 k-3 k-3 k-3 k-3 k=3
€1 s Pk—1" epk—H-l’ e e[’k—Z’ epk—2+1’ e ePk—s
k—t k—¢ k—t k—C k—t k—¢ k—C
€1 s il o it Ep g

kde hodnota zobrazeni ¢ na libovolném bazovém vektoru se
nachdzi nad nim, nebo je nulovd, pokud nad zvolenym vek-
torem béaze jiZ nic neni. Pokud je P,_, # V, opét musi

existovat vektory e]ffefl, R e’,‘,k_i_l, které se zobrazuji na
k—¢ k—¢ o N . . 2 v v
e ,...,e,  amiZemeje doplnit do baze P;_;_;, feknéme
vektory
okt k—e—1
Pk—e+10 " Tpp_g—1”

Pfitom postupnym odecitanim hodnot iteraci zobrazeni ¢ na
téchto vektorech dosdhneme opét toho, Ze doplnéné vektory
do baze P;_,_1 budou lezet v jadru ¢ a analogicky jako vyse
ovéiime, ze skute¢né dostaneme bazi Py_,_;.

Po & krocich ziskame bazi celého V, kterd ma vlastnosti
uvedené pro bdzi (2) prostoru Py_,. Jednotlivé sloupce vy-
sledného schématu pak generuji hledané podprostory V; a
navic jsme piimo nasli baze téchto podprostort ukazujici, Ze
piislusnd ziZeni ¢ jsou cyklicka zobrazeni. (]

3.35. Diukaz Jordanovy véty. Nechf X;,...,A; jsou
vSechny riizné vlastni hodnoty zobrazeni ¢. Z predpokladid
Jordanovy véty plyne, Ze V = R,, @ - -- @ R,,. Zobrazeni
@i = (¢lr,, — i - 1dg, ) jsou nilpotentni a proto je kazdy z
kofenovych prostorti pfimym souctem

R}n;:PI,K,‘@"'®P‘;,)\;

prostorti na nichZ je ziZeni zobrazeni ¢ — A; - idy cyklické.
Matice téchto ziZenych zobrazeni na P,; jsou Jordanovy
bloky pfislusné k nulové vlastni hodnoté, zizené zobrazeni
¢|p,, md proto za matici Jordantv blok s vlastni hodnotou
A

Pro diikaz Jordanovy véty zbyva dokédzat tvrzeni o jed-
noznacnosti. ProtoZe diagondlni hodnoty A; jsou dany jako
koteny charakteristického polynomu, je jejich jednoznac¢nost
zfejmd. Vyjadiime rozméry jednotlivych Jordanovych blokt
prostfednictvim hodnosti r(A;) zobrazeni (¢ — A; - idy k.
Tim bude jasné, Ze aZ na poradi jsou bloky jednoznac¢né
uréeny. Naopak, prehozeni blokl odpovida piecislovani vek-
tord baze, lze je tedy ziskat v libovolném potadi.

Je-li i cyklicky operdtor na n-rozmérném prostoru, pak
defekt iterovaného zobrazeni ¥/* je k pro0 < k < najen pro
vSechna k > n. Odtud plyne, Ze pokud matice J zobrazeni ¢

obsahuje d; (1) Jordanovych blokt fddu & s vlastni hodnotou
A, pak defekt matice (J — A - E)¢ je

di() +2do(A) + ... edy (L) + Ly (M) + ...
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Odtud spocitdme
n—ryd) =di(A) +2dy(A) + -+ - +Lde(A) + ldgr (M) + ...
dr(A) = re—1(A) = 2re(A) + rip1 (A)

(kde posledni fddek vznikne kombinaci predchoziho pro hod-
noty{ =k —1,k, k+1).

3.36. Poznamka. Diikaz véty o existenci Jordanova kano-
nického tvaru byl sice konstruktivni, neddvd ndm ale doko-
nale efektivni algoritmicky postup pro jejich hledani. Nyni
shrneme jiz odvozeny postup explicitniho vypoctu baze, v
niZ méa dané zobrazeni ¢ V — V matici v kanonickém Jor-
danové tvaru.

(1) Najdeme kofeny charakteristického polynomu.
(2) Jestlize jich je méné neZ n = dim V, v€etné ndsobnosti,
kanonicky tvar neexistuje.
(3) Je-li n linedrné nezdvislych vlastnich vektortl, ziskdme
bazi V z vlastnich vektorti a v ni ma ¢ diagondlni matici.
(4) Nechf A je vlastni hodnota s geometrickou ndsobnosti
mensi neZ algebraickou a vy, . . ., v, nechf jsou pfislusné
vlastni vektory. To by mély byt vektory na hornim okraji
schématu z dikazu véty B34, je ovS§em nutné najit vhod-
nou bézi aplikacemi iteraci ¢ — A - idy. Zdrovei pfitom
zjistime ve kterém fadku se vektory nachdzeji a najdeme
linedrn€ nezdvisla feSeni w; rovnic (¢ — Aid)(x) = v; z
fadkl pod nimi. Postup opakujeme iterativné (tj. pro w;
atd.). Najdeme tak ,fetizky* bazovych vektort zadavaji-
cich podprostory, kde ¢ — X id je cyklické.
Postup je prakticky pro matice, kde ndsobnosti vlastnich hod-
not jsou malé, nebo aspoii diskutované stupné& nilpotentnosti
jsou malé. Napf. pro matici
2 01
A=10 2 1
00 2
dostaneme dvourozmérny podprostor vlastnich vektort
((1,0,0), (0, 1, 0)).

Potfebujeme proto najit feSeni rovnic (A—2E)x = (a, b, 0)7
pro vhodné konstanty a, b. Tento systém je ovSem feSitelny
pouze pro a = b a jedno z moznych feseni je v = (0, 0, 1),
a = b = 1. Celd hledand baze pak je (1,1,0), (0,0, 1),
(1,0, 0). VSimnéme si, Ze jsme méli spoustu voleb a bazi s
poZadovanymi vlastnostmi je tedy mnoho.

5. Rozklady matic a pseudoinverze

z w2z

V minulé ¢asti jsme s soustiedili na geometricky popis
struktury zobrazeni. Ted naSe vysledky preloZime do jazyku
tzv. rozkladli matic, coz je obzvlast dilezité téma pro nume-
rické postupy a maticovy pocet obecné.

I pfi pocitani s redlnymi Cisly uZivame pro zjednoduseni

rozklady na souciny. Nejjednodussim je vyjadieni kazdého
redlného ¢isla jednoznacné ve tvaru

a = sgn(a) - |al,

kde budete pracovat. Chcete si zvolit to, které nebude v dtisledku vni-
tropodnikové konkurence zruSeno. Jakd bude Vase volba, kdyZ jedno
oddéleni ma nyni 40 zaméstnancti, druhé 10 a kdyZ odhadujete, Ze to
v soucasnosti mensi z nich bude mit vétsi relativni zisky v 54 % pfi-
padi?

Dalsi vyuziti Markovovych fetézct viz ptiloha za kapitolou.

D. Rozklady matic

3.38. Vyvrafte nebo dokazte:

e Nechf A je ¢tvercovd matice n x n. Pak je matice AT A je
symetrickd.
e Nechf ¢tvercova matice A md pouze kladné redlné vlastni

hodnoty. Pak je A symetricka.

3.39. Naleznéte LU-rozklad nasledujici matice:
-2 1 0
—4 4 2
-6 1 —1
Reseni.
1 0 0y /=210
2 1 0 0 2 2
3 -1 1 0 0 1

Nejprve vyndsobime matice odpovidajici Gaussové eliminaci, dosté-
vame tak pro pivodni matici A, XA = U, kde X je dolnf trojihel-
nikova dand zminénym souéinem, U horni trojihelnikovd. Z této rov-
nosti madme A = X ~'U, coZ je hledany rozklad (musime tedy spocitat
inverzi k X). U

1 1 0

3.40. Naleznéte LU -rozklad matice | 1 —1 2

- 1 -1
3.41. Ray-tracing. V pocitacové 3D-grafice se obraz zobrazuje po-
moci algoritmu Ray-tracing. Zdkladem tohoto algoritmu je aproxi-
mace svételnych vin paprskem (pfimka) a aproximace zobrazovanych
objektli mnohostény. Ty jsou tedy ohraniceny rovinami a je potieba
spocitat, kam se na téchto rovindch odrdz{ svételné paprsky. Z fyziky
ptitom vime, jak se paprsky odraZi - tihel odrazu je roven thlu dopadu.
Paprsek svétla ve sméru v = (1, 2, 3) dopadd na rovinu uréenou

rovnici x + y + z = 1. V jakém sméru se paprsek odrazi?

ReSeni. Jednotkovy normalovy vektor k roving je n = \/%(1, 1, 1).
Vektor urcujici smér odrazeného paprsku vg bude leZet v rovin€ urcené
vektory v, n. MliZeme jej tedy vyjadfit jako linedrni kombinaci téchto
vektord. Zaroven ndm pravidlo thel odrazu je roven thlu dopadu ji-
nymi slovy fik4, Ze (v, n) = —(vg, n). Odtud dostaneme kvadratickou

rovnici pro koeficienty linearni kombinace.
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5. ROZKLADY MATIC A PSEUDOINVERZE

Priklad mdzeme vyfesit i jednodus$im, geometrickym zptisobem.

Z obrazku mtiZeme piimo odvodit,Ze
vg = v —2(v,n)n
a v naSem pfipadé€ dostdvdme vg = (-3, -2, —1). O

ERT)
3.42. Najdéte Jordaniv tvar matice A a napiste pfislusny rozklad.

Jak4 je geometrickd interpretace rozkladu této matice?
. -1 1
D A= (—6 4)
" -1 1
i) A = (_ 4 3)

ReSeni. i)Nejprve spo¢itame charakteristicky polynom matice A

—1—-A 1

a-2El="_ ",

’=A2—3A+2

Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny tohoto polynomu, to znamend

A1 = 1, 2. PrtotoZe matice je fddu dva a madme dvé rtizné vlastni

1 0 ,
0 2 . Vlastni

vektor (x, y) pfislu$ny vlastni hodnoté 1 spliiuje 0 = (A — E)x =

hodnoty, je Jordantv tvar diagondlni matice J =

<:§ ;) (;i),tj. —2x 4y = 0. To jsou pravé ndsobky vektoru (1, 2).
Podobné zjistime, Ze vlastnim vektorem k vlastni hodnoté 2 je (1, 3).
Matici P pak dostaneme napsanim téchto vlastnich vektort do sloupci,
tj. P = (; ;) Pro matici A pak mdme A = P - J - P~!. Inverzni

3
-2

(G 2)=G3)e (5 5) E=

Tento rozklad ndm tik4, Ze matice A urCuje takové linedrni zobrazeni,

matice k P md tvar P~ = < _11> a dohromady pak dostdvame

které ma v bazi vlastnich vektort (1, 2), (1, 3) vySe uvedeny diago-
ndlni tvar. To znamen4, Ze ve sméru (1, 2) se nic nedéje a ve sméru
(1, 3) se kazdy vektor protdhne na sviij dvojndsobek.

ii) Charakteristicky polynom matice A je v tomto pripadé

|A—)»E|=‘_1_)“ 1

— 2 _ —
) 3_k‘_x 2k +1=0

Dostdvame tedy dvojndasobny koifen A = 1 a pfislusny vlastni vektor

(x, y) spliiuje
-2 1 X
OZ(A_E)XZ(_“ 2) <y>

To jsou, opét jako v minulém piikladu, ndsobky vektoru (1, 2). To, Ze
feSenim této rovnice nejsou dva linedrné nezdvislé vektory, fikd, Ze

Jordaniiv tvar v tomto piipadé nebude diagonalni, ale bude to matice

1 1 . o . o ,
<0 1). Bazi, ve které ma matice A tento tvar, tvoii vlastni vektor
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tj. jako soucin znaménka a abolutni hodnoty. V dal§im textu
si uvedeme strué¢né prehled nékolika takovych rozkladt pro
riizné typy matic, které byvaji nesmirn€ uzite¢né pii numeric-
kych vypoctech s maticemi. Napiiklad jsme vhodny rozklad
pro pozitivné semidefinitni symetrické matice vyuZili v od-
stavci B2 pro konstrukci odmocniny z matice.

3.37. LU-rozklad. Za¢neme preformulovanim nékolika
vysledkd, které jsme uz ddvno odvodili. V odstavcich 77 a
R jsme upravovali matice nad skaldry z libovolného pole na
tadkovy schodovity tvar. K tomu jsme pouZivali elementarni
Upravy, které spocivaly v postupném ndsobeni nasi matice
invertibilnimi dolnimi trojdhelnikovymi maticemi P;, které
postihovaly pfi¢itdni ndsobkidl fadkd pod pravé zpravovi-
vanym. Pfredpoklddejme pro jednoduchost, Ze naSe matice
A je ctvercovd a Ze pri Gausové eliminaci nejsme nuceni
prehazovat fadky a proto vSechny naSe matice P; mohou byt
dolni trojihelnikové s jednickami na diagondldch. Kone¢né,
stacf si povSimnout, Ze inverzni matice k takovymto P; jsou
opét dolni trojihelnikové s jednickami na diagondldch a
dostdvdame

U=P - A=PFP.---P-A
kde U je horni trojihelnikova matice a tedy

A=L-U

kde L je dolnf trojuhelnikova matice s jednickami na diago-
ndle a U je horni trojihelnikovad. Tomuto rozkladu se fika
LU-rozklad matice A.

V pripadé obecné matice miZeme pii Gausové elimi-
naci na rddkové schodovity tvar potfebovat navic permutace
fadkil, nékdy i sloupcii matice. Pak dostdvime obecnéji A =
P-L-U-Q,kde P a Q jsou néjaké permutacni matice.

3.38. Poznamky. Piimym dtsledkem Gausovy eliminace
bylo také zjiSténi, Ze aZ na volbu vhodnych bizi na definic¢-
nim oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazeni f : V — W
zaddno matici v blokové diagondlnim tvaru s jednotkovou
matici, s rozmérem danym dimenzi obrazu f, a s nulovymi
bloky vSude kolem. To lze pfeformulovat takto: Kazdou ma-
tici A typu m/n nad polem skalarti K 1ze rozlozit na soucin

E O

kde P a Q jsou vhodné invertibilni matice.

Pro ¢tvercové matice jsme v ukdzali pri diskusi
vlastnosti linedrnich zobrazeni f : V — V na komplexnich
vektorovych prostorech, Ze kazdou ctvercovou matici A di-
menze m umime rozloZit na soucin

A=P.B.pP!

kde B je blokové diagondlni s Jordanovymi bloky piislus-
nymi k vlastnim ¢islim na diagondle. Skutecné jde o pouhé
prepsani Jordanovy véty, protoZe ndsobeni matici P a jeji in-
verzi z opa¢nych stran odpovidd v tomto piipaé pravé zmeéné
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bédze na vektorovém prostoru V a citovand véta tikd, Ze ve
vhodné bazi ma kazdé zobrazeni Jordantiv kanonicky tvar.
Obdodné jsme tedy pii diskusi samoadjungovanych zob-
razeni dokézali, Ze pro redlné symetrické nebo komplexni
Hermiteovské matice existuje vZdy rozklad na soucin

A=P-B- P

kde B je diagondlni matice se vSemi (vZdy redlnymi) vlast-
nimi ¢isly na diagondle, véetné ndsobnosti. Skutecné, jde
opét o soucin s maticemi vystihujici zménu baze, nicméné
pfipoustime nyni pouze zmény mezi mezi ortonormalnimi
bazemi a proto i matice pfechodu P musi byt ortogondlni.
Odtud P~ = P*,

Pro redlnd ortogondlni zobrazeni jsme odvodili obdobné
vyjadfeni jako u symetrickych, pouze nase B bude blokové di-
agondlni s bloky rozméru dva nebo jedna vyjadiujicimi bud
rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k piislu§nym
podprostoriim.

3.39. Véta o singularnim rozkladu. Nyni se vriatime k
obecnym linedrnim zobrazenim mezi (obecné rtiznymi) vek-
torovymi prostory. JestliZe na nich je definovéan skalarni sou-
¢in a omezime se pfitom na ortonormdlni baze, musime po-
stupovat o hodné rafinovanéji, nez v piipad¢ bazi libovolnych

Véta. Nechf A je libovolnd matice typu m/n nad redlnymi
nebo komplexnimi skalary. Pak existuji ctvercové unitdrni
matice U a V dimenzi m a n, a redlnd diagonadlni matice
s nezdpornymi prvky D dimenze r, r < min{m, n}, takové,

Ze
D 0
— * —

A=USV", S_<O O)
ar je hodnost matice AA*. Pritom je S urcena jednoznacné
az na poradi prvkii a prvky diagondlni matice D jsou druhé
odmocniny vlastnich Cisel d; matice AA*. Pokud je A redlnd
matice, pak i matice U a V jsou ortogondlni.

Dtkaz. Predpoklddejme nejprve m < n a oznaCme
¢ : K" — K™ zobrazeni mezi redlnymi nebo komplexnimi
prostory se standardnimi skaldrnimi souciny, zadané matici
A ve standardnich bazich.

Tvrzeni véty miiZeme pieformulovat tak, Ze existuji orto-
normdlni baze na K" a K™ ve kterych bude mit ¢ matici S z
tvrzeni véty.

Jak jsme vid€li diive, matice A*A je pozitivné semidefi-
nitni. Proto md sam4 redlna nezdporna vlastni Cisla a existuje
ortonormdalni baze w v K", ve které ma piisluSné zobrazeni
¢*og diagondlni matici s vlastnimi ¢isly na diagondle. Jinymi
slovy, existuje unitdrni matice V takovd, Zze A*A = VBV*
pro redlnou diagondlni matici s nezdpornymi vlastnimi ¢isly
(di,dy,...,d,,0,...,0) nadiagondle, d; # 0 pro vaechny
i=1,...,r. Odtud

B =V*A*AV = (AV)*(AV).

(1, 2) a vektor, ktery se na tento vektor zobrazi zobrazenim A — E. Je

tedy feSenim soustavy rovnic

=2 1|{1Y) _ (-2 1|1
-4 2|2 0 010
To jsou ndsobky vektoru (1, 3). Dostdvdme tedy stejnou bézi jako v

minulém piikladu a mGZeme psét

-1 1\ _ (1 1 1 1 3 -1
-4 3)7\2 3J\0 1/J\-2 1
Zobrazeni ted pisobi na vektor tak, Ze slozka ve sméru (1, 3) zlstava

stejnd a ke sloZka ve sméru (1, 2) se bude ndsobit souctem koeficientd,

které urcuji slozky ve smérech (1, 3) a (1, 2). U

3.43. Najdéte JordanGv tvar matice A a napiSte piislusny roz-

klad. Jakd je geometrickd interpretace rozkladu této matice?
5 -1 5 —

—1 _ 1
Ar=3\p 4 )3 0=3514
se vektory v = (3, 0), A v a A,v rozkladaji vzhledem k bézi vlastnich

a nakreslete (narysujte), jak

vektorti matice A 5.

ReSeni. Matice maji stejné Jordanovy tvary jako matice v minulém

prikladu a ob€ je maji v bazi tvofenou vektory (1, 2) a (1, —1), ;.

(3G HEE )
T RO IGH I

Pro vektor v = (3, 0) dostdvdme v = (1,2) + 2(1, —1) a pro jeho

obrazy Ajv = (5,-2) = (1,2)+2-2-(1,-1) a A = (5,4 =
2+D-1,2)+2-(1,-1). O

3.44. Singularni rozklad,polarni rozklad, pseudoinverze. Spoci-

0 0 -1
2

tejte singuldrni rozklad matice A = | —1 0 O |. Néasledn¢ spoci-
0 0 O

tejte jeji poldrni rozklad a najdéte jeji pseudoinverzi.

ReSeni. Nejprve spocitime AT A:

0 -1 0y /0 0 —3 100
ATA=[0 0 O]J][-1 0 O0]=[00 0
-3 0 0/\0 0 O 00 ;

a dostdvame diagondlni matici. Potfebujeme ale najit takovou ortonor-
madlni bazi, ve které je matice diagondlni a nulovy fadek je aZ posledni.
Toho zjevné docilime oto¢enim o pravy thel kolem osy x (souradnice y

ptejde na z a z piejde na -y). Toto otoceni je ortogondlni transformace

1 0 O
dand matici V. = |0 0 1 |.Tim jsme bez pocitani nasli rozklad
0 -1 0
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ATA = VBVT kde B je diagondlni s vlastnimi &isly (1, %, 0) na dia-

gondle. Protoze ted méme B = (AV)T (AV), tvoii sloupce matice

0 0 —3\/1 0 0 0 10
Av=|-10 O |l0 0 1]=[-10 0
00 0/\0o —-10 0 00

ortogonalni systém vektort, ktery znormalizujeme a doplnime do baze.
Ta m4 pak tvar (0, —1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1). Matice pfechodu od této

0 10
baze ke standardni je pak U = | —1 0 0 |. Dohromady tak dosta-
0 01
vame rozklad A = Uv/BV7
0 0 —3 0 1 0\ /1 00/l 0 O
-1 0 0 |=|-1 00|03 0|0 0 —1
0 0 0 0 0 1 0 00/\O1 O

Geometricky lze rozklad zobrazeni interpretovat tak, Ze nejprve se vse
otoci o pravy thel kolem osy x, pak ndsleduje projekce do roviny xy
takovd, Ze jednotkova koule se zobrazi do elipsy s hlavnimi poloosami
la % a vysledek se otoci o pravy dhel kolem osy z.

Polarni rozklad A = P - W dostaneme ze singuldrniho jedndduses |
P:=UVBUT aW :=UVT 4.

0 1 0\ /1 00 -1 0 300
P=|-10 0|0 5 O]l O O)J=|0 10
o 0 1/\oo0o0o/\o o0 1 000
a
0 1 0\/10 0 0 0 —1
w=|[-100]]l00 -1]=|-1 0 0
0 0 1/J\0 1 0 0 1 0
a z toho plyne
0 0 —3 100y/0 0 —1
-1 0 o)=[01o0][-10 0
0 0 0 0 00/\0 1 0
Pseudoinverzni matice je ddna vyrazem AV := VSUT, kde § =
1 00
0 2 0].Méme tedy
000
1 0 0\ /1 00 -1 0 0 -1 0
A =lo o 1]lo2o0]l1t o o]l=[0o o [0}
0 -1 0/\0o 00 0 1 2 0 0

]

3.45. QR rozklad. QR rozklad matice A se dobfe hodi v pfipadé,
kdyZ je din systém linedrnich rovnic Ax = b, ktery sice nemad feSeni,
ale my potfebujeme najit jeho co nejlepsi prfiblizeni. Chceme tedy mi-
nimalizovat ||Ax — b||. Podle Pythagorovy véty mime ||Ax — b||> =
|Ax — bylI* + |61 |1, kde b jsme rozloZili na by, které patfi do ob-

razu matice A a na b, které je k tomuto obrazu kolmé. Projekci
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To je ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcti matice
AV je ortogondlnich a zbyvajici jsou nulové, protoZe maji
nulovou velikost.

Oznac¢me nyni prvnich r sloupcti vy, ..., v, € R™. Plati
tedy (v;,v;) = d;, i = 1,...,r a normované vektory
u; = \/Ld’,-”i tvori ortonormalni systém nenulovych vektort.
Dopliime je na ortonormdlni bdzi u = uy, ..., u, celého K".
Vyjadiime-li naSe ptivodni zobrazeni zobrazeni ¢ v bazich w
na K" a u na K”, dostivime matici v/B. Pfechody od stan-
dardnich bazi k nové vybranym odpovidaji ndsobeni zleva
ortogondlnimi maticemi U a zprava V! = V*,

Pokud je m > n, miZeme aplikovat pfedchozi ¢ast di-
kazu na matici A*. Odtud pak pifimo plyne pozadované tvr-
zeni.

Pokud pracujeme nad redlnymi skaldry, jsou vSechny
nase kroky v diikazu vySe také realizovany v redlném oboru.

O

Tento diikaz véty o singuldrnim rozkladu je konstruktivn{
a miZeme jej opravdu pouZit pro vypocet unitdrnich, resp.
ortogondlnich, matic U, V a diagondlnich nenulovych prvki
matice S.

3.40. Geometricka interpretace singularniho rozkladu.
Diagondlnim hodnotdm matice D z pfedchozi véty se fika
singuldarni hodnoty matice A. Preformulujme si tuto vétu v
redlném piipad€ geometrictéji.

Pro pfislusné linearni zobrazeni ¢ : R* — R™ maji sin-
gularni hodnoty skute¢né jednoduchy geometricky vyznam:
Necht K C R” je jednotkova sféra pro standardni skalarn{
soucin. Obrazem ¢(K) pak vzdy bude (pfipadn¢ degenero-
vany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou
pritom velikosti hlavnich poloos a véta navic fik4, Ze ptivodni
stéra vZdy pripousti ortogondlni sdruzené primeéry, jejichz
obrazem budou pravé vSechny poloosy tohoto elipsoidu.

Pro ctvercové matice je vidét, Ze A je invertibilni prave,
kdyZz vSechna singuldrni Cisla jsou nenulovd. Pomér nej-
vétstho a nejmenstho singuldrniho ¢isla je dilezitym para-
metrem pro robustnost fady numerickych vypoctl s mati-
cemi, napf. pro vypocet inverzni matice. Poznamejme také,
7e existuji rychlé metody vypoctd, resp. odhadt, vlastnich
¢isel, proto je se singuldrnim rozkladem velmi efektivné pra-
covat.

3.41. Véta o polarnim rozkladu. Véta o singularnim roz-
kladu je vychodiskem pro mnoho mimofddné uZite¢nych né-
stroji. Uvazujme nyni nad nékolika pfimymi disledky (které
samy o sobé€ jsou dosti netrividlni). Tvrzeni véty 1ik4 pro libo-
volnou matici A, at uz redlnou nebo komplexni, A = U SW*

s diagondlni S s nezdpornymi redlnymi ¢isly na diagondle a
unitarnimi U, W. Pak ovSem také A = U SU*U W* a pojme-
nujme si matice P = USU*, V = UW™*. Prvni z nich, P

je hermiteovska (v redlném piipadé symetrickd) a pozitivné
semidefinitni, protoZe jde jen o zapis zobrazeni s redlnou dia-
gondlni matici S v jiné ortonormélni bdzi, zatimco V je coby
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soucin dvou unitdrnich opét unitarni (v redlném piipadé orto-
gondlni). Navic A* = WSU* atedy AA* = USSU* = P?a
naSe matice P je vlastné odmocninou ze snadno spocitatelné
hermiteovské matice AA*.

Predpoklddejme, Ze A = PV = QU jsou dva takové
rozklady matice A na soucin positivné semidefinitni hermite-
ovské a unitarni matice a ptedpokladejme, Ze A je invertibilni.
Pak oviem je AA* = PVV*P = P? = QUU*Q = Q°
pozitivné definitni a proto jsou matice Q = P = + AA* jed-
noznacné uréené a invertibilni. Pak ovSem také U = V =
P'A.

Beze zbytku jsme tedy odvodili velice uZite¢nou analogii
rozkladu redlného ¢isla na znaménko (ortogondlni matice v
pfipadé dimenze jedna jsou pravé 1) a absolutni hodnotu
(matice P, ke které umime odmocninu).

Véta (Véta o polarnim rozkladu). Kazdou ctvercovou kom-
plexni matici A dimenze n lze vidy vyjadrit ve tvaru A =
P -V, kde P je hermiteovska a positivné definitni ctvercova
matice téZe dimenze a 'V je unitdrni. Pritom P = ~/ AA*. Je-
li A invertibilni, je rozklad jednoznacny a V.= (v/ AA*)"' A.

Pokud pracujeme nad redalnymi skalary, je P symetrickd
a V ortogondalni.

Kdyz budeme tutéZ vétu aplikovat na A* misto A, dosta-
neme tentyZ vysledek, ov§em s obrdcenym potfadim hermite-
ovskych a unitdrnich matic. Matice v pfislusnych pravych a
levych rozkladech budou samoziejmé obecné riizné.

V komplexnim pfipadé je analogie s rozkladem disel
jesté zdbavnéjsi — pozitivné semidefinitni P hraje opét roli
absolutni hodnoty komplexniho ¢isla, unitadrni matice V pak
md jednoznac¢né vyjadieni jako soucet V. = V, + i V; s her-
miteovkymi V, a V; s vlastnosti V? + Vl-2 = E, tj. dosté-
vame plnou analogii goniometrického tvaru komplexnich ¢i-
sel (viz zavérecna poznamka v B26). Vsimnéme si ale, Ze
ve vicerozmérném piipadé je podstané, v jakém poradi tento
»goniometricky tvar matice piSeme. Jde to obéma zpisoby,
vysledky jsou ale obecné rtzné.

Pro tadu praktickych aplikaci byva rychlejsi pouZiti tzv.
OR rozkladu matic, ktery je obdobou Schurovy véty o orto-
gondln{ triangulaci:

3.42. Véta. Pro kaZidou komplexni matici A typu m/n exis-
tuje unitarni matice Q a horni trojithelnikovda matice R ta-
kové, Ze A = QT R.

Pokud pracujeme nad redalnymi skaldry, jsou Q i R re-
alne.

Dt¢kaz. V geometrické formulaci potfebujeme dokazat,
Ze pro kazdé zobrazeni ¢ : K" — K” s matici A ve stan-
dardnich bazich mtizeme zvolit novou ortonormalni bazi na
K™ tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

na obraz matice A mizeme psét ve tvaru Q Q7 pro vhodnou ortogo-
nalni matici Q. Konkrétné tuto matici ziskdme Gram-Schmidtovou or-
tonormalizaci sloupcti matice A. Potom mdme by = QQ7b a proto
Ax — b = Q(QT Ax — Q"b). Soustava v zdvorce uz md feSent, pro
které potom dostdvdme ||Ax — b|| = ||b_||, coZ je minimalni hodnota.
Navic matice R := QT A je horni trojihelnikov4 a proto poZzadované
pribliZzné feSeni najdeme velmi lehce.
Najdéte pfiblizné feSeni soustavy rovnic

x+2y=1
2x +4y =4

Reseni. Mdme tedy soustavu Ax = bs A = (; i) ab = (i)
(kterd evidentné nema fesen{). Ud€élame tedy ortonormalizaci sloupcti

matice A. Vezmeme prvni z nich a vydélime ho jeho velikosti. Tim

. v 1 (1
dostaneme prvni vektor ortonormdlni bize NAD

tak, Ze od druhého sloupce odecteme jeho komponentu ve sméru uz na-

. Druhy dostaneme

lezeného prvniho vektoru ortonormdlni baze. Druhy vektor je ovSem

dvojnésobek prvniho a proto v ortonormalizaci nulovy. Mdme proto

0= % (;) Projektor na obraz matice A je pak QQ7 = é (; i),

déle spocitdme

=0 ()%

1 1 2) 1
R=—(1 2 =—(5 9
NG (12 (2 ARV G 9)
Piiblizné feSeni pak spliiuje Rx = Q7 b a to v naSem piipadé znamen4

5x + 9y = 9 (priblizné feSeni tedy neni jednozna¢né). QR rozklad

matice A je
1 2 I (1) 1
(3)-w0)5e
O
2 -1 -1
3.46. Minimalizujte |Ax —b||pro A = [|—-1 2 —1])ab =
-1 -1 2
1
0 | a napiste QR rozklad matice A.
0
ReSeni. Normalizovany prvni sloupec matice A je 000
2
e = %6 —1]. Z druhého sloupce odecteme jeho slozku ve
—1

sméru e;. Mame
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a proto dostaneme

-1 —1 2

1

2= 2. —=[-1]

~1 _1) Vol

1

NG

2

-1
-1

1
2

0
3
3

Tim jsme vyrobili ortogondlni vektor, ktery normujeme a dostaneme

0
1

es = —=| 1 |. Treti sloupec matice A je uz linedrné zavisly

A

(mizeme ovéfit spocitinim determinantu). Hledand sloupcove-

ortogondlni matice je tedy
2
1
0=—1|-1
Vo \_

Daéle spocitame

1

0
J3

—/3

2 -1 -1
=il 4

-3

)

- fé(g 3?/35 —3\/5)

r 1 (2 =1 -1
Qb_%(o V3 V3

tedy minimalizuji ||Ax — b]|.

)

1
0
0

1
1

-1
2
-1

1

G

Resenim rovnice Rx = Q”b je x = y = z. Ndsobky vektoru (1, 1, 1)

(

—1
-1

2
0

2

)

.46

Zobrazeni ur¢ené matici A je projekce na rovinu s normdlovym

vektorm (1, 1, 1).
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O

Uvazme obrazy ¢(ey), ..., ¢(e,) € K™ vektoril stan-
dardni ortonormalni baze, vyberme z nich maximalni line-
arné nezavisly systém vy, ..., v; takovym zplisobem, Ze vy-
pousténé zavislé vektory jsou vZdy linearni kombinaci pred-
chozich vektorti, a dopliime jej do bdze vy,...,v,. Ne-
chf uy,...,u, je ortonormalni baze K™ vznikld Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektort.

Nyni pro kazd€ e; je ¢(e;) bud jedno z v;, j < i, nebo
je linedrni kombinaci vy, ..., v;_1, proto ve vyjadieni ¢(e;)
v bazi u vystupuji pouze vektory u1, ..., u;. Zobrazeni ¢ ma
proto ve standardn{ bazi na K" a ortonormdlni bazi 4 na K™
horni trojihelnikovou matici R. Pfechod k bazi u na R" od-
povidd ndsobeni ortogondlni matici Q zleva, tj. R = QA,
ekvivalentné A = Q*R. U

Zéavérem této Cdsti textu si vSimnéme mimorddné uZi-
teCné a ddlezité aplikace naSich vysledkd pro priblizné nu-
merické vypocty.

3.43. Definice. Nechf A je redlnd matice typu m/n a necht

. «_ (D O
A=USV*, s_<0 0)

je jeji singuldrni rozklad (zejména D je invertibilni). Matici

D! 0
=D ._ * _
A = VSU*, S_<0 O)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje ndsledujici véta, je pseudoinverze dilezité
zobecnéni pojmu inverzni matice.

3.44. Véta. Necht A je redlnd nebo komplexni matice typu
m/n. Pak pro jeji pseudoinverzni matici plati:
(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercova), pak
ACD = A7
(2) pro pseudoinverzi A=Y plati, Ze AV A i AATY jsou
hermiteovské (v redlném pripadé) symetrické a
AATYA =A, ACDAACD = ACD,
(3) Je-li A matice systému linedrnich rovnic Ax = b, s pra-

vou stranou b € K™, pak vektor y = AVb € K" mini-
malizuje velikost || Ax — b|| pro vsechny vektory x € K".

Duxkaz. (1): Je-li A invertibilni, pak je matice S =
U*AV také invertibilni a pfimo z definice je §' = S~!. Od-
tud vyplyvda ACDA = AACD = E.

(2): Pf{fmym vypoctem dostavame SS'S = S a IS5 =
S, proto
AATVA = USV*VSU*USV* =USSSV* =USV* = A
a analogicky pro druhou rovnost. Déle

(AATY* = (USSU** = U(S)*S*U*
=U(SS)*U* =USSU* = AATD

a podobné se ukaze (ACDA)* = ACDA,
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(3): Uvazme zobrazeni ¢ : K" — K™, x > Ax, a pfimé
soucty K" = (Kerp)* @ Kerg, K" = Img @ (Img)*. Zi-
Zené zobrazeni ¢ = @ eryt : (Ker o)t — Img je line-
arni isomorfismus. Zvolime-li vhodné ortonormalni baze na
(Ker ¢)* a Im ¢ a doplnime je na ortonormdlni béze na ce-
Iych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singularnim rozkladu. Pro dané b € K" je bod z € Im ¢ mi-
nimalizujici vzdalenost ||b — z|| (tj. realizujici vzdalenost od
podprostoru p(b, Im ¢)) pravé komponenta z = b, rozkladu
b =bi+by, b € Img, b> € (Imp)*. Pfitom ale ve zvolené
bazi je zobrazeni ¢~ plivodné zadané ve standardnich ba-
zich pseudoinverzi A=, ddno matici §' z véty o singuldrnim
rozkladu, zejména je ¢~V (Im ¢) = (Ker ¢)* a D~! matici
D a wf(;ri)(p) 1 je nulové. Je tedy skute¢né

zizeni g1,
9o V) = v V@) =2
a dtikaz je ukoncen. O

Lze také ukazat, Ze matice A~" minimalizuje vyraz
lAATD — E|?

tj. soucet kvadrétil vSech prvki uvedené matice.

3.45. Linearni regrese. Aproximacni vlastnost (3) pred-
chozi véty je velice uzite¢nd v pripadech, kdy mdme najit
co nejlepsi pribliZeni (neexistujiciho) feSeni pfeurceného sys-
tému Ax = b, kde A je redlnd matice typu m/n a m je vétsi
nez n.

Napf. mdme experimentem ddno mnoho namétfenych re-
dlnych hodnot b; a chceme najit linedrni kombinaci néko-
lika funkci f;, kterd bude co nejlépe aproximovat hodnoty
b;. Skute¢né hodnoty zvolenych funkci v bodech y; € R za-
daji matici a;; = f;(y;), jejiz sloupce jsou dany hodnotami
jednotlivych funkci f; v uvaZovanych bodech, a naSim tko-
lem je tedy urcit koeficienty x; € R tak, aby soucet kvadratd
odchylek od skute¢nych hodnot

D i = Qo xifi)? =D (b = O ayx)))
i=1 j=1 i=1 j=1

byla minimdlni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci
funkci f; takovou, abychom ,,dobie* proloZili zadané hod-
noty b;. Diky pfedchozi vété jsou hledané optimdlni koefici-
enty ACVp,

dvé funkce fi(x) = x, fo(x) = x> a predpoklddejme,

Ze ,,naméfené hodnoty* jejich nezndmé kombinace g(x) =

y1x + y2x° v celo¢iselnych hodnotdch pro x mezi 1 a 10 jsou

b" = (1.4410.644.4814.5631.1239.2054.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypoétem hodnot x + x> v danych bo-
dech posunutych o ndhodné hodnoty v rozmezi £8. Matice
A = (b;;) je tedy v naSem piipad¢ rovna

(1234 5 6 7 8 9 10
“\1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
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a hledané koeficienty v kombinaci jsou

0.61
_AGD g
y=4""-b= <0.99> :

Vysledné prolozeni je mozné dobie vidét na obrazku, kde
zelené jsou proloZeny zadané hodnoty b lomenou carou, za-
timco Cerveny je graf prislusné kombinace g. Vypocty byly
provedeny v systému Maple pomoci prikazu leastsqrs(B,b).
Pokud jste s Maplem (nebo jinym podobnym softwarem)
sprateleni, zkuste si zaexperimentovat s podobnymi tlohami.

H
[0 o
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E. Dopliujici priklady k celé kapitole

3.47. Model vyvoje populace velryb. Pro vyvoj populace jsou podstatné samice a u nich neni
dilezity vek, ale plodnost. Z tohoto hlediska mliZeme samice rozdélit na novorozené neboli juve-
nilni, tj. dosud neplodné samice, mladé plodné samice, dospélé samice s nejvetsi plodnosti a samice
postmenopauzni, které jiz plodné nejsou, ale maji velky vyznam pii ochrané mladat nebo vyhledavani
zdrojti potravy.

Budeme modelovat vyvoj takové populace v Case. Za ¢asovou jednotku zvolime dobu dosaZeni
dospélosti. Novorozend samice, kterd tuto dobu pfeZije, dospéje k plodnosti. Vyvoj mladé samice do
plné plodnosti a vyvoj dospélé samice k menopauze zavisi na podminkdch prostfedi. Pfechod do dalsi
plodnostni kategorie je tedy ndhodny jev. Stejn€ je ndhodnym jevem i mrti samice. Mlad4 plodna
samice md za jednotku ¢asu primérné méné mladat, neZ samice plodnd. Tyto poznatky vyjadiime
formalizované.

Ozname x,(f), resp. x,(f), resp. x3(f), resp. x4(¢), mnoZstvi juvenilnich, resp. mladych, resp.
plné plodnych, resp. postmenopauznich, samic v Case . MnoZstvi mliZze vyjadfovat pocet jedinct,
ale také pocet jedincti vztazenych na jednotkovy aredl (tzv. populacni hustotu), piipadné také celko-
vou biomasu a podobné. Ddle ozna¢me p; pravdépodobnost, Ze juvenilni samice preZije jednotkovy
Casovy interval a tedy béhem n€ho dospéje, a p», resp. p3, pravdépodobnost, Ze béhem jednotkové
doby mlada, resp. pln€ plodn4, samice, kterd neuhyne, dospéje do ndsledujici kategorie, tj. mlada do
plné plodnosti a plné plodnd k menopauze. Dal§im ndhodnym jevem je umirdni (pozitivné feceno:
prezivani) samic, které nedospéji do dalsi kategorie; oznaCme pravdépodobnosti pfeziti po fadé ¢,
g3 a g4 pro mladé, plné plodné a postmenopauzni samice. Kazdé¢ z ¢isel p1, p2, p3, 42, g3, g4 jakoZto
pravdépodobnost je z intervalu [0, 1]. Mlada samice miZe preZit, dospét do plné plodnosti nebo uhy-
nout; tyto jevy jsou neslucitelné, spolecné tvoii jev jisty a mozZnost imrti nelze vyloucit. Plati tedy
P2+ g> < 1. Z podobnych dtivodi plati ps + g3 < 1. Nakonec jest€ oznacime f,, resp. f3 primérny
pocet dcer mladé, resp. plné plodné, samice. Tyto parametry spliluji nerovnost 0 < f, < f3.

Ocekdvany pocet novorozenych samic v ndsledujicim ¢asovém obdobi je souctem dcer mladych

a pIn€ plodnych samic, tj.

x1(t+ 1) = faxo () + f3x3(0).
Ozna¢me na okamZzik x, ;(# + 1) mnozstvi mladych samic v Case ¢ + 1, které byly v pfedchozim
obdobi, tj. v ¢ase ¢ juvenilnimi, a x; »(¢ 4+ 1) mnoZstvi mladych samic, které jiZ v ¢ase ¢ byly plodné,
jednotkovy casovy interval preZily, ale nedosdhly plné plodnosti. Pravdépodobnost p;, Ze juveniln{
samice preZije jednotkovy Casovy interval, miizeme vyjadrfit jako klasickou, tj. jako pomér x, ;(t +
1)/x,(#), a podobné miZeme vyjadfit pravdépodobnost g, jako pomeér x; »(# + 1)/x,(f). Ponévadz
mladé samice v Case t + 1 jsou prave ty, které dospély z juvenilniho stadia, a ty, které jiz plodné byly,
preZily a nedospély k pIné plodnosti, plati
X +1)=x0+1) +x20+1) = pixi @)+ gax2(0).
Analogicky odvodime o¢ekdvany pocet plné plodnych samic jako

x3(t + 1) = paxa(f) + q3x3(2)

a ocekdvany pocet postmenopauznich samic
X4(t + 1) = p3x3(0) + qax4(0).
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I I I I I I
0 10 20 30 40 50

OBRAZEK 1. Vyvoj populace kosatky dravé. Na vo-
dorovné ose je Cas v letech, na svislé velikost po-
pulace. Jednotlivé plochy zobrazuji mnozstvi juvenil-
nich, mladych, plné€ plodnych a postmenopauznich sa-

mic v tomto potadi zdola. ObrKosatky

Nyni miiZeme oznacit

0 fo f3 O x1(2)

prog¢2 0 0 x2(1)
A= , 1) =

0 pr g3 O 0= o

0 0 p3 qa x4(2)

a predchozi rekurentni formule piepsat v maticovém tvaru
x(+1) = Ax(0).

Pomoci této maticové diferencni rovnice snadno spoc¢itime o¢ekdvané mnozstvi velrybich samic v jed-
notlivych plodnostnich kategoriich, pokud zndme sloZeni populace v néjakém pocatecnim Case.

Konkrétné, pro populaci kosatek dravych byly odpozorovdny populacni parametry
p1 =0,9775, g, =0,9111, f, =0,0043,
p2 =0,0736, g3 =0,9534. f3;=0,1132,
p3 = 0,0452, g4 = 0,9804;
¢asovou jednotkou je v tomto piipadé jeden rok.
Zaéneme-li v ¢ase t = 0 s jednotkovym mnoZstvim mladych samic v néjakém neobsazeném

aredlu, tj. s vektorem x(0) = (0, 1, 0, 0)7, mGiZzeme spocitat

0 0,0043 0,1132 0 0 0,0043
(1) = 0,9775 0,9111 0 0 1 _ 0,9111
0 0,0736 0,9534 0 0 0,0736 |’
0 0 0,0452 0,9804) \0 0
0 0,0043 0,1132 0 0,0043 0,01224925
X2) = 0,9775 0,9111 0 0 0,9111 _ 0,83430646
0 0,0736 0,9534 0 0,0736 0,13722720
0 0 0,0452 0,9804 0 0,00332672

a tak miZeme pokracovat dile. Vysledky vypoctu mizeme také zndzornit graficky; to je provedeno

na obrazku . VyzkousSejte si vypocet a grafické znadzornéni jeho vysledkti i pro jiné pocate¢ni sloZzeni
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populace. Vysledkem by mélo byt pozorovani, Ze celkové velikost populace roste jako exponencidlni
funkce, poméry velikosti jednotlivych plodnostnich tfid se postupné ustéli na konstantnich hodnotach.

Matice A m4 vlastni hodnoty

A1 = 1,025441326, 1, = 0,980400000, A3 = 0,834222976, 14 = 0,004835698,

vlastni vektor piislusny k nejveétsi vlastni hodnoté X, je

w = (0,03697187, 0,31607121, 0,32290968, 0,32404724);

tento vektor je normovén tak, aby soucet jednotlivych slozek byl roven 1.

Porovnejte vyvoj velikosti populace s exponencidlni funkci F(f) = A{xo, kde xo je celkova ve-
likost pocatecni populace. Vypocitejte také relativni zastoupeni jednotlivych plodnostnich kategorii
v populaci po jisté dobé vyvoje a porovnejte ho se slozkami vlastniho vektoru w. Shoda je zpisobena
pouze tim, Ze matice A ma jednu vlastni hodnotu, kterd mé absolutni hodnotu nejvétsi z absolutnich
hodnot vSech vlastnich hodnot matice A, a tim, Ze vektorovy podprostor generovany vlastnimi vek-
tory pifsluSnymi k vlastnim hodnotdm A,, A3, A4 ma s nezdpornym orthantem jednoprvkovy prinik
(pouze nulovy vektor). Struktura matice A v§ak sama nezarucuje takto jednoduse predvidatelny vyvoj,

je totiZ tzv. reducibilni (viz ?7?).

3.48. Model ristu populace bodlaka Dipsacus sylvestris. Tuto rostlinu miZeme vidét ve ¢tyfech
podobéch. Bud jako kvetouci rostlinu nebo jako riZzici listd, pfiCemz u rizZic miZzeme rozliSit troji
velikost — malé, stfedni a velké. Zivotni cyklus této jednodomé viceleté byliny miZeme popsat nasle-
dovné.

Kvetouci rostlina vyprodukuje v pozdnim 1été vétsi mnozstvi semen a uhyne. Ze semen n¢k-
terd vyklici jest€ v témzZe roce a vyroste z nich razice listli, nejcastéji stfedni velikosti. Jind semena
zlistanou v zemi a prezimuji. Nékterd z prezimujicich semen na jafe vyklic¢i a vyroste z nich riiZice

listi; ponévadZ jsou ale pfezimovanim oslabena, bude tato riZice s nejvyssi pravdépodobnosti mala.

Vees

T3

z nich malé rtizice. Po tfech nebo vice zimdach ,,spici” (odborné feCeno dormantni) semena hynou,
ztraci schopnost vyklicit. Podle podminek prostiedi, kde rostlina roste, mtiZe mala nebo stiedni rizZice
listd do dal§iho roku vyrtst, kterdkoliv z rizic mtiZe zistat ve své velikostni kategorii nebo uhynout
— uschnout, byt seZrdna néjakym hmyzem a podobné. Stfedni nebo velka riizice miZe v nasledujicim
roce vykvést. Kvetouct rostlina produkuje semena a cely cyklus se opakuje.

Abychom mohli pfedpovidat, jak rychle se bude populace uvazovanych bodlaki v krajiné Sifit,
potfebujeme popsané procesy néjak kvantifikovat. Botanici zjistili, Ze kvetouci rostlina vyprodukuje
primérné 431 semen. Pravdépodobnosti kli¢eni riznych semen, rlstu riZzic listi a vykveteni jsou

shrnuty v tabulce:

177



E. DOPLNUJICI PRIKLADY K CELE KAPITOLE 5. ROZKLADY MATIC A PSEUDOINVERZE

jev pravdépodobnost
semeno vyprodukované rostlinou uhyne 0,172
ze semene vyroste mala riZice v témZe roce 0,008
ze semene vyroste stfedni riZice v témzZe roce 0,070
ze semene vyroste velkd rizice v témZe roce 0,002
ze semene prezimujictho rok vyroste mala riiZzice 0,013
ze semene prezimujictho rok vyroste stiedni riiZice 0,007
ze semene prezimujiciho rok vyroste velkd rtizice 0,001
ze semene prezimujictho dva roky vyroste mala riZice 0,001
semeno po prvnim pfezimovani uhyne 0,013
mald rliZice preZije a nevyroste 0,125
stiedn{ rliZice pfeZije a nevyroste 0,238
velkd riZice preZije a nevyroste 0,167
z malé riiZice vyroste stiedni 0,125
z malé riiZice vyroste velkd 0,036
ze stfednf riZice vyroste velkd 0,245
stfedni rtiZice vykvete 0,023
velkd rtiizice vykvete 0,750

PovSimnéme si, Ze vSechny relevantni jevy v Zivotnim cyklu rostliny maji pravdépodobnost pfifazenu
a Ze se jednd o jevy neslucitelné.

Budeme si predstavovat, Ze populaci pozorujeme vZdycky na zac¢4tku vegeta¢niho roku, feknéme
v breznu, a Ze ke v§em uvaZovanym jeviim dochdzi ve zbytku Casu, dejme tomu od dubna do tnora.
V populaci se vyskytuji kvetouci rostliny, riZice ti{ velikosti, vyprodukovand semena a semena dor-
mantni jeden nebo dva roky. Toto pozorovdni by mohlo svadét k tomu, Ze populaci rozdélime do
sedmi tfid — semena Cerstva, dormantni prvni rok a dormantn{ druhy rok, riZice malé stfedni a velké,
kvetouci rostliny. Avsak z vyprodukovanych semen se v témZe roce vyvinou bud'riiZice nebo semena
prezimuji. Cerstvd semena tedy netvoii samostatnou t¥idu, jejiZ velikost bychom na za¢tku roku

mohli urcit. Ozna¢me tedy:
x1(f) — pocet semen dormantnich prvni rok na jafe roku ¢
X5 (f) — pocet semen dormantnich druhy rok na jafe roku ¢
x3(f) — pocet malych riZic na jafe roku ¢
x4(t) — pocet stiednich riiZic na jafe roku ¢
x5(f) — pocet velkych riiZic na jafe roku ¢
x6(f) — pocet kvetoucich rostlin na jafe roku ¢
Pocet vyprodukovanych semen v roce ¢ je 431x¢(¢). Pravdépodobnost, Ze semeno zlstane jako dor-

mantni prvni rok, je rovna pravdépodobnosti, Ze ze semena nevyroste Zadna riiZice a Ze neuhyne, tedy
1 — (0,008 + 0,070 + 0,002 + 0,172) = 0,748. Ocekdvany pocet semen dormantnich jednu zimu

v nésledujicim roce tedy je
x1(t+1) =0,748 - 431x6(t) = 322,388x¢(%).

Pravdépodobnost, Ze semeno, které jiZ jeden rok bylo dormantni, ziistane dormantnim i druhy rok je
rovna pravdépodobnosti, Ze ze semena dormantniho jeden rok nevyroste Zadna riiZice a Ze neuhyne,
tedy 1 — 0,013 — 0,007 — 0,001 — 0,013 = 0,966. Ocekdvany pocet semen dormantnich dvé zimy
v nésledujicim roce tedy bude

x2(t + 1) = 0,966x,(2).

Mala rGzice miZe vyrdst ze semena bezprostfedné, ze semena dormantniho jeden rok nebo

dormantniho dva roky. Ocekavany pocet malych rizZic vyrostlych bezprostiedné v roce ¢ je roven
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0,008 - 431x¢(r) = 3,448x4(f). OCekavany pocet malych riiZic vyrostlych ze semen dormantnich je-
den a dvaroky je 0,013x;(¢) 2a0,010x, (7). S témito nove vyrostlymi malymi riZicemi jsou v populaci
rostlin také malé riZice starsi, které nevyrostly; téch je 0,125x3(¢). Celkovy ocekdvany pocet malych
riZic tedy je

x3(t + 1) = 0,013x(¢) + 0,010x5 (1) + 0,125x5(¢) + 3,448x4(¢).
Analogicky ur¢ime ocekdvany pocet stfednich a velkych rizic
x4(t + 1) =0,007x;(#) + 0,125x3(r) 4 0,238x4(¢) + 0,070 - 431x6(2) =

=0,007x (1) + 0,125x3(7) + 0,238x4(¢) + 30,170xs,

xs5(t + 1) =0,245x4(f) + 0,167x5(7) + 0,002 - 431 x4(f) =
—0,245x4(1) + 0,167x5(1) + 0,862:x6(2).

Kvetouci rostlina miize vyrist ze stiedni nebo velké rizice. Ocekdvany pocet kvetoucich rostlin tedy
bude

x6(t + 1) = 0,023x4(¢) + 0,750x5(7).
Dospéli jsme tedy k Sesti rekurentnim formulim pro jednotlivé slozky populace studované rostliny.

Oznacime nynf{

0 0 0 0 0 322,388 x1(7)

0,966 0 0 0 0 0 X2 (1)

4 _ | 0013 0010 0125 0 0 a8 | |60
0,007 0 0,125 0238 0 30,170 | x4 (1)
0,008 0 0,038 00245 0,167 0,862 x5(f)

0 0 0 0023 0,750 0 x6(f)

a predchozi rovnosti zapiSeme v maticovém tvaru vhodném pro vypocet
x(+1) = Ax(p).

Pokud zname pocty jednotlivych sloZek populace v néjakém pocatecnim roce ¢+ = 0, miiZzeme vypoci-

tat o¢ekavané pocty rostlin a semen v letech nésledujicich. MidZeme také pocitat celkovy pocet jedinct
6

n(t) v éase t, n(t) = >_ x;(1), relativni zastoupeni jednotlivych slozek x;(t)/n(t),i = 1,2,3,4,5,6
i=1

a meziro¢ni relativni zménu populace n(¢t + 1)/n(¢). Vysledky takového vypoctu pro patnict let a

pfipad, Ze na néjakou lokalitu jsme pfesadili jednu kvetouci rostlinu, jsou uvedeny v tabulce 0. Na

rozdil od populace velryb by nyni obrdzek nebyl piili§ pfehledny, pocty rostlin jsou oproti poctim

semen zanedbatelné, v obrazku by splynuly.

Matice A m4 vlastni hodnoty
A1 =2,3339 Ag = 0,1187 4 0,1953i
Ay = —0,9569 + 1,4942i As =0,1187 — 0,1953i
Az = —0,9569 — 1,4942i re = —0,1274
Vlastni vektor piislusny k vlastni hodnoté X, je

w = (0,6377, 0,2640, 0,0122, 0,0693, 0,0122, 0,0046);

tento vektor je normovén tak, aby soucet jeho sloZek byl roven jedné. Vidime, Ze s rostoucim ¢asem ¢
se relativni zména velikosti populace pfiblizuje vlastni hodnoté A4, relativni zastoupeni jednotlivych

sloZek populace se pfibliZuji slozkdm normovaného vlastniho vektoru prislusného k vlastni hodnoté
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Dipsacus sylvestris. Velikosti jednotlivych slozek po-
pulace, celkova velikost populace, relativni zastou-
peni jednotlivych slozek a relativni piirtstky veli-

kosti.

t X1 X2 X3 X4 X5 X6 n(t)
0 0.00 0,00 0,00 0,00 0.00 1,00 1,00
1 322,39 0,00 3,45 30,17 0.86 0,00 356,87
2 0,00 311,43 4,62 9,87 10,25 1,34 337,50
3 432,13 0,00 8,31 4337 5,46 7.91 497,18
4 2550,50 417,44 33,93 253,07 22,13 5,09 3282,16
5 1641,69 2463,78 59,13 235,96 91,78 22,42 4514,76
6 7227,10 1585,88 130,67 751,37 107,84 74,26 9877,12
7 23941,29 6981,37 382,20 2486,25 328,89 98,16 34218,17
8 31646,56 23127,29 767,29 3768,67 954,73 303,85 60568,39
9 97958,56 30570,58  1786,27 10381,63 1627,01 802,72 143 126,78
10| 25878842 9462797 457024 2759799 435870 145904 391402,36
11|  470376,19 24998961 991257 52970,28  10991,08  3903,78 798 143,52
12| 125853241 45438340 2331410 13491573  22317,98  9461,62 | 190292524
13| 305031429 121574231 5644270  329291,15  55891,57  19841,54 | 4727523,56
14| 639667573 2946603,60 12728049 70539822 133660,97  49492,37 | 10359111,38
15| 15955747,76 617918875 29918259 1721756,52 29381644 116469,89 | 24566 161,94
; xi(0) x() x3() xi () x5 xe() | n(z+1)
n(m n@ n@® n@ n@ n@) n(r)
0| 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 356,868
110,903 0,000 0,010 0,085 0,002 0,000 0,946
210,000 0,923 0,014 0,029 0,030 0,004 1,473
310,869 0,000 0,017 0,087 0,011 0,016 6,602
410,777 0,127 0,010 0,077 0,007 0,002 1,376
510,364 0,546 0,013 0,052 0,020 0,005 2,188
610,732 0,161 0,013 0,076 0,011 0,008 3,464
710,700 0,204 0,011 0,073 0,010 0,003 1,770
810,522 0,382 0,013 0,062 0,016 0,005 2,363
910,684 0,214 0,012 0,073 0,011 0,006 2,735
10 | 0,661 0,242 0,012 0,071 0,011 0,004 2,039
11 10,589 0,313 0,012 0,066 0,014 0,005 2,384
12 10,661 0,239 0,012 0,071 0,012 0,005 2,484
13 10,645 0,257 0,012 0,070 0,012 0,004 2,191
14 10,617 0,284 0,012 0,068 0,013 0,005 2,371
150,650 0,252 0,012 0,070 0,012 0,005
TaBULKA 1. Modelovany vyvoj populace bodliku

A1. KaZzda nezdpornd matice, kterd ma nenulové prvky na stejnych pozicich jako matice A je primi-

tivni. Vyvoj populace tedy zdkonité€ spéje ke stabilizované struktute.

3.49. Nelinearni model populace. Prozkoumejte podrobné vyvoj populace pro nelinedrni model z
ucebnice (1.12) a hodnoty K =1 a

i) miru ristu r = 1 a pocatecni stav p(1) =0, 2

ii) miru ristu r = 1 a pocéatecni stav p(1) = 2

iii) miru riistu » = 1 a pocatecni stav p(1) = 3

iv) miru rdstu r = 2, 2 a poc¢atecni stav p(1) =0, 2

v) miru ristu r = 3 a pocatecni stav p(1) =0, 2

Spoditejte nékolik prvnich ¢lend a odhadnéte, jak bude populace déle rtst.

Reseni.
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i) Prvnich deset ¢lend posloupnosti p(n) je v nasledujici tabulce. Odtud je vidét, Ze velikost

populace konverguje k hodnoté 1.

NN R W =B

p(n) |

0,2

0,36

0,5904

0,83222784
0,971852502
0,999207718
0,999999372

Graf vyvoje populace pror =1a p(1) =0, 2:
ii) Pro pocéate¢ni hodnotu p(1) = 2 dostaneme p(2) = 0 a dal uzZ se populace ménit nebude.

iii) Pro p(1) = 3 dostdvame

R

2| .15

3| 255
4| -65535

a odtud je vidét, Ze populace bude klesat pode vSechny meze.

iv) Pro miru rtstu r = 2, 2 a po¢ateéni stav p(1) = 0, 2 dostavame

(n| p@ |
1 0,2
2 0,552
3 | 1,0960512
4 | 0,864441727
5 | 1,122242628
6 | 0,820433675
7 | 1,144542647
8 10,780585155
9 | 1,157383491
10 | 0,756646772
11 |1,161738128
12 | 0,748363958
13 | 1,162657716
14 | 0,74660417

Vidime, Ze misto konvergence dostdvdme v tomto piipadé oscilaci—po néjaké dobé bude
populace pfeskakovat mezi hodnotami 1,16 a 0,74. Graf vyvoje populace pro r = 2,2 a
p(1) =0, 2 pak vypada nésledovné:

v) Pro miru rlstu r = 3 a poc¢ate¢ni stav p(1) = 0, 2 dostavame
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|

| pm) ]
0,2
0,68
1,3328
0,00213248
0,008516278
0,033847529
0,131953152
0,475577705
1,223788359
10 | 0,402179593
11| 1,123473097
12 | 0,707316989
13 | 1,328375987
14 | 0,019755658
15 | 0,077851775
16 | 0,293224403
17 | 0,91495596
18 | 1,148390614
19 | 0,63715945
20 | 1,330721306
21 | 0,010427642
22 | 0,041384361
23 | 0,160399447

vvvvvv

O 001N N B~ W —=||B

Abychom lépe vidéli mezi kterymi, bylo by potieba spocitat jesté vic ¢lenti. Pro Cleny z

tabulky mdme ndsledujici graf

0

3.50. V laboratofi je provadén pokus se stejnou pravdépodobnosti tspéchu i netdspéchu. Pokud
se pokus podaii, bude pravdépodobnost ispéchu druhého pokusu 0, 7. JestliZe skonéi prvni pokus
netspéchem, bude pravdépodobnost tspéchu druhého pokusu pouze 0, 6. Ddle se bude pokraCovat
v provadéni pokusti, kdy dspésnost predeslého znamen4, Ze pravdépodobnost dspéchu nésledujiciho
bude 0, 7, a jeho netdspésnost zplisobi, Ze pravdépodobnost tspéchu nasledujictho bude 0, 6. Pro li-

bovolné n € N stanovte pravdépodobnost, Ze n-ty pokus se podaii.

ReSeni. Zavedme pravdépodobnostni vektor

X, = (x,]l xf)T, neN,

kde x! je pravd&podobnost dspéchu n-tého pokusu a x> = 1 —x! je pravdépodobnost jeho netisp&chu.

(12
“‘(1/2)
0,6\ (1/2\ _ (13/20
0,4) \172) —\ 7/20 )"

r_ (7/10 3/5
= \3/10 2/5

Podle zadéni je
a zfejmé také

_ (0,7
2=10,3

Pri oznaceni
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ves013666

ves013665

plati

3.7) Xpr1 =T -x,, neN,

nebof pravdépodobnostni vektor x, | zavisi pouze na x, a tato zdvislost je totozna jako pro x; a x;.

Ze vztahu (B7) bezprostfedné plyne

(3.8) Xp1 =TT -x,1=---=T"-x;, n>2,neN,

Proto vyjadiime 7", n € N. Jedna se o Markovlv proces, a tudiZ je 1 vlastni ¢islo matice 7. Druhé
vlastni ¢islo 0, 1 vyplyva kupt. z toho, Ze stopa (soucet prvki na diagondle) je rovna souctu vSech vlast-
nich ¢&isel (kazdé vlastni ¢islo bereme tolikrét, jak4 je jeho algebraickd ndsobnost). Témto vlastnim

¢islim pak prislusi vlastni vektory

2 1
1)’ -1/
Dostavame tak
s (2 1) (1 0N (2 1)\
A\l -1 0 1/10 1 -1 ’

Dosazeni

a roznasobeni dava

1 —n
T <2+ 10

—3\1—-10"

2-2.10"
1+2-1o—")’ n el

Odtud, z (371) a (B¥) plyne

(2o 1 r C N
W =\3 7610003 Te-100) 0 TS

Zv1aste vidime, Ze pro velkd n je pravdépodobnost tspéchu n-tého pokusu blizka 2/3. ([

3.51. Student na koleji je znacné spoleCensky unaven (v dtsledku toho neni schopen plné€ vnimat
smyslové podnéty a koordinovat své pohyby). V tomto stavu se piesto rozhodne, Ze na pravé probi-
hajici vecirek pozve zndmou, kterd m4 pokoj na jednom konci chodby. Na opa¢ném konci chodby
vSak bydli né€kdo, koho pozvat rozhodné nehodld. Je ovS§em natolik ,,unaven®, Ze rozhodnuti udélat
krok zvolenym smérem se mu podaii realizovat pouze v 53 ze 100 pokusti (ve zbylych 47 jde presné
na opacnou stranu). Za predpokladd, Ze vyjde v poloving€ chodby a Ze vzdalenost k obéma dvefim na
koncich chodby odpovida jeho 20 kroktim, stanovte pravdépodobnost, Ze nejdfive dorazi ke spravnym

dvefim.
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3.52. Nechfn € N osob hraje tzv. tichou postu. Pro jednoduchost pfedpoklddejte, Ze prvni osoba
zaSeptd druhé pravé jedno (libovolné zvolené) ze slov ,,ano®, ,,ne“. Druhd osoba pak potichu fekne
tieti osobé to ze slov ,,ano®, ,,ne, o kterém si mysli, Ze ho fekla prvni osoba. Takto to pokracuje az
k n-té osobé. Jestlize pravdépodobnost toho, Ze pri libovolném pieddni se zaméni (nechté, imyslng)
Sitené slovo na to druhé, je p € (0, 1), stanovte pro velkd n € N pravdépodobnost, Ze n-t4 osoba urci

spravné slovo zvolené prvni osobou.

ReSeni. Na tuto tlohu 1ze nahliZet jako na Markoviiv fetézec se dvéma stavy nazvanymi Ano a Ne,
kdy fekneme, Ze proces je ve stavu Ano v Case m € N, pokud si m-t4 osoba bude myslet, Ze predavané

slovo je ,,ano*. Pro pofadi stavii Ano, Ne je pravdépodobnostni matice pfechodu

T=(1_P P).
p 1l—p

Sou¢in matice T ~! a pravdépodobnostniho vektoru po¢ate¢ni volby prvni osoby potom udéva prav-
dépodobnosti toho, co si bude myslet m-td osoba. Mocniny této matice ov§em pocitat nemusime, nebof
vSechny prvky matice T jsou kladnd &isla. Navic tato matice je dvojndsobné stochastickd. Vime tudiZ,
7e pro velkd n € N bude pravd&podobnostni vektor blizky vektoru (1/2, 1/2)”. Pravdépodobnost, Ze
n-td osoba fekne ,,ano*, je proto pfiblizné stejnd jako pravdépodobnost, Ze fekne ,,ne®, a to nezdvisle
na tom, pro které slovo se rozhodla prvni osoba. Pro velky pocet zicastnénych tak plati, Ze zhruba
polovina z nich uslysi ,,ano* (zopakujme, Ze nezavisle na tom, které slovo bylo na zacatku vybrano).

Pro dplnost zjistéme, jak by dloha dopadla, kdybychom ptedpokléddali, Ze pravdépodobnost z4-
mény ,,ano* na ,,ne je u libovolné osoby p € (0, 1) a pravdépodobnost zdmény ,,ne* na ,,ano* je

obecné odlisné g € (0, 1). V tomto piipadé pro stejné poradi stavii dostdvdme pravdépodobnostni

T:(l_l’ q),
p l—gq

kterd vede (pro velkd n € N) k pravdépodobnostnimu vektoru blizkému vektoru

T
G ot
p+aqa p+q)

coz kupf. plyne z vyjadfeni matice

.1 q q) o n(p —q)}
T‘p+q[(ﬁ p) TP\, )]

RovnéZ tentokrat pfi dostatecném poctu lidi nezdleZelo na volbé slova, kterou ucinila prvni osoba.

matici pfechodu

Stru¢né feceno, v tomto modelu plati, Ze nezédleZi na plivodnim rozhodnuti, protoZe o tom, jakou
informaci si lidé predavaji, rozhoduji oni sami; pfesnéji feceno, lidé sami rozhoduji o etnosti vyskytu
»ano* a ,,ne*, pokud je jich dostatecny pocet (a chybi-li jakékoli ovérovani).

Dopliime jeste, Ze vySe uvedeny zdvér byl experimentdlné ovéfen. V psychologickych pokusech
byl mj. jedinec opakované vystaven vjemu, ktery $lo vnimat dvéma riznymi zptisoby, a to v ¢asovych
intervalech zarucujicich, aby si subjekt pamatoval predesly vijem. Viz napft. ,,I. Havrdnek a kol.: Ma-
tematika pro biologické a lékarské védy, Praha, Academia 1981%, kde je uveden experiment, v némz
je zableskem osvétlovan v pevnych Casovych odstupech nejednoznacny obraz (tfeba nacrt krychle

vnimatelny jako nadhled i podhled). Takovy proces je totizZ Markovovym fetézcem s matici prechodu

(57 %)
p 1—q)’

kde p,q € (0, 1). g
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3.53. 'V jisté hie si mliZzete vybrat jednoho ze dvou soupeiti. Pravdépodobnost, Ze porazite lepsiho,
je 1/4, zatimco horsiho ze soupefi porazite s pravdépodobnosti 1/2. Soupefi ale nejsou rozliseni,
a tak nevite, ktery z nich je ten lepsi. Cekd Vés velké mnoZstvi her (pro kaZzdou mtiZete zvolit jiného
soupefe) a samoziejmé chcete dosdhnout celkové co nejvétsiho podilu vitéznych her. Uvazte tyto dvé
strategie:
1. Pro prvni hru si vyberete soupefe ndhodné. Pokud néjakou hru vyhrajete, pokracujete se
stejnym soupefem; jestliZe ji prohrajete, zménite pro dal$i hru soupefe.
2. Pro prvni dvé hry si vyberete (jednoho) soupefe ndhodné. Déle se fidite vysledkem pfedcho-
zich dvou her, kdy na dalsi dvé hry zménite soupere, pravé kdyz obé€ piedchozi prohrajete.
Kterou ze strategii (moudfe) zvolite?
ReSeni. Obé strategie jsou vlastn& Markovovym fetézcem. Pro jednoduchost horstho ze soupeii ozna-
¢ujme jako osobu A a lepsiho ze soupeti jako osobu B. V prvnim piipadé pro stavy ,,hra s osobou A,
,-hra s osobou B* (a toto jejich poradi) dostdvame pravdépodobnostni matici pfechodu
(1 /2 3/ 4)
1/2 1/4)°

Tato matice ma vSechny prvky kladné, a proto staci najit pravdépodobnostni vektor x,, ktery prislusi

(3 2\
xoo—S,S.

Jeho slozky odpovidaji pravdépodobnostem, Ze po dlouhé fadé€ her bude soupefem osoba A, resp. B.

vlastnimu ¢islu 1. Plati

Lze tedy ocekdvat, Ze 60 % her bude hrdno proti horSimu ze soupeti. Nebof
2 31 21

55275
vitéznych her bude kolem 40 %.
Pro druhou strategii zavedime stavy ,,dveé hry po sobé€ s osobou A* a ,,dvé hry po sob¢ s osobou B,

které vedou na pravdépodobnostni matici pfechodu
3/4 9/16
1/4 7/16)°

Snadno uréime, Ze nyni je

9 4\T
o= (1)
Proti hor§imu ze soupefi by se tak hrdlo (9/4)krat Castéji neZ proti lepSimu z nich. Pfipomefime, Ze
pro prvni strategii to bylo (3/2)krat ¢astéji. Druhd strategie je proto vyhodnéjsi. Jesté poznamenejme,
Ze pfi druhé strategii bude ptiblizne 42,3 % her vitéznych. Staci totiz vycislit

0,423i£:2.1+i.1.

26 13 2 13 4
]
3.54. Petr se pravidelné setkdva se svym kamarddem. Je ovSem ,,prosluly* svou nedochvilnosti.
Snazi se ale zménit, a proto plati, Ze v poloving pfipadi pfijde v¢as a v jedné deseting piipadi do-
konce jesté diive, pokud na minulé setkan{ pfiSel pozd€. Jestlize minule pfisSel v€as nebo dfive, nez
mél pfijit, vrati se ke své ,,bezstarostnosti* a s pravdépodobnosti 0,8 dorazi pozdé a pouze s pravdé-
podobnosti 0,2 vcas. Jaké je pravdépodobnost, Ze na dvacaté setkani pfijde pozde€, kdyzZ na jedenacté

prisel vc€as?
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Reseni. Ziejme se jednd o Markoviv proces se stavy ,,Petr pfijde pozd€®, ,Petr pfijde véas®, ,,Petr

prijde dfive* a s pravdépodobnostni matici pfechodu (pro uvedené poradi stavii)

0,4 0,8 0,8
T=105 0,2 0,2
0,1 O 0

Jedendcté setkdni je ureno pravdépodobnostnim vektorem (0, 1, 0)7 (s jistotou vime, Ze Petr piisel

v€as). Dvacdtému setkani pak odpovidd pravdépodobnostni vektor

0 0,571578 368
7°. 1] =10,371316224
0 0, 057 105 408

Hledand pravdépodobnost je tudiz 0, 571 578 368 (pfesné). Dodejme, Ze je

0,571316224 0,571578368 0,571578368
T° =10,371512832 0,371316224 0,371316224
0,057170944 0,057105408 0,057 105408

Odtud vidime, jak mélo zéleZ{ na tom, zda pfiSel na jedendcté setkdni pozd¢ (prvni sloupec), v€as

nebo difve (druhy a soucasné tfeti sloupec). U

3.55. Dva studenti A a B travi kazdé pondélni odpoledne hranim jisté pocitacové hry o to, kdo
z nich vecer zaplati spolecnou utratu v restauraci. Hra miiZe rovnéZ skoncit remizou, kdy vecer oba
plati pravé polovinu ttraty. Vysledek predeslé hry ¢aste¢né ovliviiuje hru néasledujici. Pokud tedy
pred tydnem vyhrdl student A, potom s pravdépodobnosti 3/4 vyhraje opét a s pravdépodobnosti 1/4
skon¢i hra remizou. Remiza se opakuje s pravdépodobnosti 2/3 a s pravdépodobnosti 1/3 vyhraje ve
hte ndsledujici po remize student B. Pokud pfed tydnem vyhrél student B, pak s pravdépodobnosti 1/2
své vitézstvi zopakuje a s pravdépodobnosti 1/4 vyhraje student A. Naleznéte pravdépodobnost, Ze

dnes bude kazdy platit polovinu utraty, jestlize prvni hru pied velmi dlouhou dobou vyhral student A.

Reseni. Vlastné je zadan Markoviv proces se stavy ,,vyhraje student A*, ,,hra skon¢i remizou*, ,,vy-

hraje student B* (v tomto potad{) pravdépodobnostni matici pfechodu

3/4 0 1/4
T=|1/4 2/3 1/4
0 1/3 1/2

Chceme najit pravdépodobnost pfechodu z prvniho stavu do druhého po velkém poctu n € N krokd
(tydnti). Matice T je regularni, protoZe

9/16 1/12  5/16
72 = | 17/48 19/36 17/48
/12 7/18  1/3

Staci tak najit vlastni pravdépodobnostni vektor x., matice T piislusny vlastnimu ¢islu 1. Snadno lze

(2 32\
xOO_ 71 777 .

Vime, Ze vektor x,, se jen velmi mdlo 1i§i od pravdépodobnostniho vektoru pro velkd n a témér

spocitat, Ze

nezavisi na pocatecnim stavu, tj. pro velkd n € N mtZeme klast

2/7 2)7 2/7
™~ (3/7 3/7 3/7
2/7 2/7 2/7
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Hledana pravdépodobnost je prvkem této matice na druhé pozici v prvnim sloupci (je druhou sloZkou

vektoru x,). Pomérné rychle jsme nalezli vysledek 3/7. O
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ResSeni cviceni

1 <3+Jﬁ>"_ | (3—@)"

X, =
"Vt 2 V21 2

3.10. x, = 2+/3sin(n - (1/6)) — 4cos(n - (1/6)).

3.11. x, = =3(—=1)" —2cos(n - 27 /3)) — 2/3sin(n - (27 /3)).

312, xy = (=D)"(=2n% +8n = 7).

3.20. Leslieho matice daného modelu je (imrtnost v prvni skupin€ oznaéime a)

0 2 2
a 0 O
01 0

Podminka stagnace populace odpovida tomu, Ze matice ma vlastni hodnotu 1, neboli polynom A> — 2ax — 2a

i)

Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfisluSny vlastni vektor je (g, 1). ProtoZe je vlastni hodnota domi-

md mit kofen 1, tja = 1/4.
3.23.

nantni, tak se pomér divakd se ustdli na poméru 6 : 5.
3.26. Stejné jako v (3.25) skonéi hra po tiech sazkach. Jsou tedy opét viechny mocniny A, po¢inaje A3 shodné.
1 7/8 3/4 1/2 0

0O 0 0 0 0
A—a3=10 0 0 0 O
0 0 0 0 0
0 1/8 1/4 12 1

3.37. MZzeme vyuzit vysledku dlohy oznaCované jako Ruinovani hrace. Pravdépodobnost, Ze zanikne to od-
délent, které ma nyni 40 zaméstnanci, je podle tohoto piikladu rovna

| — ( 0,46 )25
1-0,46
Stacilo dosadit p = 1 — 0,54, y = 10/2 ax = 40/2 do (BH). Proziravéjsi je tedy zvolit v tuto chvili mensi

oddéleni.
3.38.
e Tvrzeni je pravdivé. (B = AT A, bijj = (i-ty fadek AT) . (j-ty sloupec A)= bj = (j-ty fadek
AT) - (i-ty sloupec A)=(j-ty sloupec A) - (i-ty fadek AT)

o Tvrzeni ziejmé neplati. UvaZte napf. A = <(1) })

3.40.

1 0 O 1 1 O
I =2 0|0 1 -1
01 1 00 O

3.51. Znovu se jednd o specidlni piipad Ruinovani hrace. Staci zadani vhodné pfeformulovat. Pro p = 0, 47,
y =20 a x = 20 z (B8) plyne vysledek

| — (047 \*

0,917 = — )

’ | _ (047 )40
1-0,47
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Vritime se ted’k tilohdm elementdrni geometrie z podob-

KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

ného pohledu, jako kdyZ jsme zkoumali polohy bodi v roviné
v 5. ¢asti prvni kapitoly, viz [Z2Z3. Budeme se nejprve zajimat

o vlastnosti objektli vymezenych pomoci bodt, piimek, ro-

vin apod. Podstatné ptitom bude vyjasnéni, které vlastnosti
zavisi ¢i nezavisi na pojmu velikosti vektort.

NP4

V dalsi ¢asti pak pouZijeme linedrni algebru pro studium

objektt, které uz linearn€ definované nejsou. Opét ptitom bu-
deme potiebovat trochu vice maticového poctu. Vysledky bu-
dou naprosto zdsadni pozdéji pfi diskusi technik pro optima-

lizace, tj. hledani extrémi

Projektivni rozsifeni afinnich prostor ndm v zavéru ka-
pitoly ukéze, jak 1ze pfekvapivé dosdhnout zjednodusen{ i sta-
bility algoritmickych postupti typickych pro préci s pocitaco-

vou grafikou.

funcknich hodnot.

1. Afinni a euklideovska geometrie

Kdy?z jsme si ujasiiovali dopady obecné teorie na systémy
rovnic v prvni ¢asti predchozi kapitoly, zjistili jsme v ostavci
B, Ze vSechna feSeni nehomogennich systémi rovnic sice
netvoii vektorové podprostory, vZdy ale vznikaji tak, Ze k
jednomu jedinému feSeni pri¢teme cely vektorovy prostor
feSeni piislusSné homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou
feSeni nehomogenni soustavy je vZdy feSenim homogenni.

Obdobné se chovaji linedrni diferecni rovnice, jak jsme vi-

déli jiz v odstavci BT

Névod na teoretické uchopeni takové situace dav4 jiz dis-
kuse geometrie roviny, viz odstavec 23 a ddle. Tam jsme to-
tiz popisovali pifimky a body jako mnoZiny feSeni systémt li-

nedrnich rovnic. Pfimka pro nds pak byla ,,jednorozmérnym

prostorem, prestoze jeji body byly popisovany dvémi sou-

fadnicemi. Parametricky jsme ji zaddvali tak, Ze k jednomu

bodu (tj. dvojici souradnic) jsme pficitali ndsobky pevné zvo-

leného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i ted'v

libovolné dimenzi.

STANDARDN{ AFINNT PROSTOR L—

4.1. Afinni prostory. Standarni afinni prostor A, je

mnozina vSech bodu v
kterou k bodu A =
v=(,...,v,) eR"=

A+v=(a +v,..

R* = A, spolu s operaci,
(a1,...,a,) € A, a vektoru
V pfifadime bod

'7an+vn)€Rn=An.

poloha, incidence, projekce?
— a zase skoncime u matic...

A. Afinni geometrie
4.1. Napiste parametrické vyjadfeni pfimky ur¢ené rovnicemi

x — 2y + z = 2,
2x + y — z =5

v R3.

ReSeni. Ziejmé postaduje vyfesit uvedenou soustavu rovnic. MiiZzeme
ale postupovat také odlisné. Potfebujeme totiZ najit nenulovy (smé-
rovy) vektor, ktery bude kolmy na (normélové) vektory (1, —2, 1),

(2, 1, —1). Vektorovy soucin
1,-2,H)x@2,1,-1)=(1,3,5)
ovsem takovy vektor dava. VSimneme-li si, Ze napr. usporddana trojice
(x, y,2) =2, -1,-2)
vyhovuje dané soustave, dostaneme vysledek

[2,-1,-2]+1¢(1,3,5), teR.

4.2. Rovinu
0:10,3,2,5] +¢(1,0,1,0) +s (2, -1,-2,2), t,seR
ve Ctyfrozmérném eukleidovském prostoru zadejte implicitné.
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4.3. Parametricky vyjadfete priinik ndsledujicich rovin v R3:

0:2x+3y—z+1=0 a p:x—-2y+5=0.

Reseni. Ukolem je najit soustavu linedrnich rovnic étyf proménnych
X, ¥, Z, u (Ctyfi proménné jsou dany dimenz{ prostoru), jiZ budou vy-
hovovat prave soufadnice bodli uvedené roviny. Poznamenejme, Ze hle-
dand soustava bude obsahovat 2 = 4—2 linedrné€ nezavislé rovnice. Pfi-

klad vyfesime tzv. eliminaci parametrii. Body [x, y, z, u] € o spliiuji

x = t + 2s,
y = 3 - s,
z = 2 + t — 2s,
u = 5 + 2s,

pricemz t, s € R. Odtud mtiZeme ihned pfejit k maticovému zdpisu

1 2|-1 0 O O0]O
0O -110 -1 0 0|3
1 2,0 0 -1 0 ]2 ])°
0O 210 0O 0 —-1]5

kde prvni dva sloupce jsou smérové vektory roviny, za svislou ¢arou
ndsleduje zdporné vzatd jednotkovd matice a za druhou svislou ca-
rou jsou soufadnice bodu [0, 3, 2, 5]. Tento prepis vznika tak, Ze na
vySe uvedenou soustavu rovnic nahliZime jako na soustavu rovnic pro
neznamé ft, s, X, y, z, # a vSechny Cleny pfitom pfevadime na jednu

stranu rovnic. Ziskanou matici pfevedeme pomoci elementdrnich rad-
kovych transformaci do tvaru, kdy pfed prvni svislou ¢arou bude maxi-
mdlni moZny pocet nulovych fadka. Pri¢tenim (—1)ndsobku prvniho
a soucasné (—4)nasobku druhého fadku ke tfetimu fadku a dvojna-

sobku druhého ke ¢tvrtému fadku dostavame

(1 2|-1 0 0 0|0
0 -1}0 -1 0 03] _
1 =210 0 -1 0|2
o 210 0 0 -—-1|5
1 2|-1 0 0 O 0
10 -1,0 -1 0 0 3
o 0|1 4 -1 0]|-10
O 0,0 -2 0 -—-1] 11
Odkud plyne vysledek
x + 4y - z - 10= 0,
—2y - u + 11= 0.

Koeficienty za prvni svislou ¢arou v fadcich, které jsou pted touto svis-

lou ¢arou nulové, urcuji totiz koeficienty obecnych rovnic roviny.
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Tyto operace spliluji ndsledujici tfi vlastnosti:

(1) A+ 0 = A pro viechny body A € A, a nulovy vektor
0OeV

(2) A+(v+w) = (A+v)+w pro vSechny vektory v, w € V,
Ae A,

(3) pro kazdé dvabody A, B € A, existuje pravé jeden vek-
tor v € V takovy, Ze A + v = B. Znalime jej B — A,
n&kdy také AB.

Vektorovy prostor R” nazyvame zaméreni afinniho prostoru

An.

Vsimnéme si nékolika formalnich nebezpeci. Pouzivame
stejny symbol ,,+* pro dvé rizné operace: pricteni vektoru
ze zaméteni k bodu v afinnim prostoru, ale také s¢itani vek-
tort v zaméfeni V = R". Také nezavadime zvl4stn{ pismena
pro samotnou mnozinu bodd afinniho prostoru, tj. A, pro nds
predstavuje jak samotnou mnoZinu bodi, tak i celou struk-
turu definujici afinni prostor.

Proc¢ vlastné chceme rozliSovat mnoZinu bodid prostoru
A, od jeho zaméfeni V, kdyZ se jednd jakoby o stejné R"?
Jde o velice podstatny formdlni krok k pochopeni geometrie
v R™

Geometrické objekty jako pfimky, body, roviny apod.
nejsou totiZ pfimo zdvislé na vektorové struktufe na mnoziné
R" a uz vlibec ne na tom, Ze pracujeme s n—ticemi ska-
larG. Potfebujeme jen umét fici, co to znamena pohybovat
se ,,rovné v daném sméru“. K tomu pravé potiebujeme na
jedné stran€ vnimat tfeba rovinu jako neohrani¢enou desku
bez zvolenych soutfadnic, ale s moZnosti posunout se o za-
dany vektor. Kdyz pfejdeme navic k takovému abstraktnimu
pohledu, budeme umét diskutovat ,,rovinnou geometrii* pro
dvourozmérné podprostory, tj. roviny ve vicerozmérnych pro-
storech, ,,prostorovou‘ pro tfirozmérné atd., aniZ bychom
museli pfimo manipulovat k—ticemi soufadnic.

Tento pohled je zachycen v nasledujici definici:

4.2. Definice. Afinnim prostorem A se zaméfenim V rozu-
mime mnoZinu bodii ‘P, spolu se zobrazenim

PxV =P,
spliiujicim vlastnosti (1)—(3) vySe.

Pro libovolny pevné zvoleny vektor v € V je tak defino-
vano posunuti t, : A — A jako ziZené zobrazeni

T, PP x{v)—>P, A A+

Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho za-
méfeni.

(A,v) — A+,

Nadaile nebudeme rozliSovat A a P v oznaceni.
7. axioml okamZité plyne pro libovolné body A, B, C v
afinnim prostoru A

4 A—A=0eV
(5) B—A=—(A-B)
(6) (C—B)+(B—A)=(C—A).
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Skutecné, (4) vyplyvd z toho, Ze A + 0 = 0 a takovy vek- Upozornéme, Ze kdybychom napft. pfepsali soustavu rovnic do ma-
tor musi byt jednoznaCny (prvni a tieti definicni vlastnost).  (jce

Postupnym pfi¢tenim B — A a A — B k A (v uvedeném 1 00 0l1 210
pofadi), zjevné dostaneme podle druhé defini¢ni vlastnosti 010 o0l0 =113
opét A, tedy jsme pficetli nulovy vektor a to dokazuje (5). 001 0l1 =212 1"
Obdobné z platnosti (2) a jednoznacnosti vyplyva (6). 000 1l0 215

Vsimnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A
ndm urcuje bijekci mezi V a A. Pfi volbé pevné baze u ve V
tak dostavame pro kazdy bod A € A jednozna¢né vyjadieni

kterd odpovida situaci, kdy proménné x, y, z, u zistavaji na levé strané

rovnic, totoZnd dprava

A= Ag+xuy + -+ xpu,. 1 00 0j1 210 1 0O 0 01 2 0
01 00(0 =13 ] _ 0 1 0 0|0 —1| 3
Hovotime o afinni soustave souradnic (Ao; uy, ..., u,) za- 001 0l1 =212 -1 =4 1 0l0 0 | =10
dané pocdtkem afinni souradné soustavy Ag a bazi zaméereni 000 110 2 |5 0 20 110 0 11
u. Hovotime také o afinnim repéru (Ag, u). L
Slovy miZeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice divd vysledek ve tvaru

bodu A v soustavé (Ag, u) jsou souradnicemi vektoru A—Aj —x — 4y 4+ z = —10,
v bdzi u zaméfeni V. 2y + u = 11.

Volba afinntho soufadného systému ztotoZiuje n-

rozmérny afinni prostor A se standardnim afinnim prostorem o o ] o
A zda svislé ¢ara oddéluje levou stranu rovnic od pravé (¢i nikoliv). Na-
e

Jinak feceno, pri pfepisovani soustavy do matice je nutné zohlednovat,

bizi se, Ze metoda eliminace parametrd miZe byt zdlouhava a Ze se
4.3. Afinni podprostory. JestliZe si vybereme v .4 jen body,

které budou mit nékteré pfedem vybrané soufadnice nulové
(tfeba posledni jednu). Dostaneme opét mnoZinu, kterd se
bude chovat jako afinn{ prostor. Takto budeme skute¢né para-  tory kolmé na vektory (1,0, 1,0), (2, —1, —2, 2). Pokud bychom si

metricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu nasle-  yygdomili, Ze takovymi vektory jsou napi. (0,2, 0, 1), (1,0, 1,2),
dujici definice.

pfi jejim pouziti 1ze snadno dopustit chyb(y). V tomto piikladu jsme

pritom hledali pouze dva linedrné nezdvislé normélové vektory, tj. vek-

dosazenim x =0, y = 3, z = 2, u = 5 do rovnic
Definice. Neprazdnd podmnozina Q C A afinniho prostoru 2y +
A se zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li
podmnozina W = {B — A; A, B € Q} C V vektorovym
podprostorem a pro libovolné A € Q,ve WijeA+v e Q.

u = a,

—X + z + 2u = b

bychom obdrZeli a = 11, b = 12, nésledné hledané implicitni vyja-

dreni

Je podstatné mit obé podminky zahrnuty v definici, pro- 2y + u = 11,
toZe je snadné najit ptiklady podmnoZin, které budou spliio- —x + oz 4+ 2 = 12
vat prvni, ale nikoliv druhou. Pfemyslejte napf. o pfimce v 0
roviné s vyjmutym jednim bodem.

Pro libovolnou mnoZinu bodd M C A v afinnim pro- “ e o
storu se zamfenfm V definujeme vektorovy podprostor 4.4. Naleznéte parametrické vyjadieni roviny prochdzejici body
vsech vektorti generovanych rozdily bodt z M. Poté parametricky vyjadiete otevienou polorovinu obsahujici bod C

Zejménaje V = Z(A) akazdy afinni podprostor Q C A 4 vymezenou piimkou zadanou body A, B.
spliiuje sdm axiomy afinniho prostoru se zaméfenim Z(Q). 9

Pffmo z definic je také zfejmé, Ze prinik libovolné ReSeni. K parametrickému vyjadieni roviny potfebujeme jeden bod
mnoZiny afinnich podprostort je bud opét afinni podprostor  leZici v této rovin€ a dva smérové (linedrné nezdvislé) vektory. Staci
nebo prdzdnd mnoZina. zvolit bod A a vektory B — A = (1,3,4)aC — A = (2, -3, 2), které

Afinni podprostor (M) v A generovany neprazd-
nou podmnozinou M C A je prinikem vSech afinnich
podprostord, které obsahuji v§echny body podmnoZiny M. pravé tehdy, kdyZ existuji Cisla 7, s € R, pro kterd je

Afinn{ podprostory si miZzeme pekné popsat pomoci je-
jich zaméfeni, jakmile si zvolime jeden jejich bod Ag € M v
generujici mnoZiné bodid M. Skutecné, dostdvaime (M) =
{Ag + v;v € Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afin-
niho podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v 2, 1,1]4+¢(1,3,H+s52,-3,2), t,sekR

jsou ocividné linedrn€ nezdvislé. Bod [x, y, z] ndlezi do dané roviny

x=24+1-t+2.5, y=143-t-3-s5s, z=14+4-14+2-5

tj. hledané parametrické vyjadfeni roviny je
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Volba s = 0 zjevné dava piimku, kterd prochédzi body A, B. Pro
t = 0, s > 0 dostdvdme polopiimku zacinajici v bod€¢ A a proché-
zejici bodem C. Libovolné pevné zvolené + € R a ménné s > 0 pak
zaddvaji polopiimku s po¢dtkem na hrani¢ni pfimce a s body v poloro-
ving, ve které se nachdzi bod C. To znamend, Ze hledanou otevienou

polorovinu miiZeme vyjadfit parametricky takto

[2,1,1]+¢(1,3,4)+s(2,-3,2), teR,s>0.
O
4.5. Urcete vzdjemnou polohu piimek
p:11,0,3]+¢(2,—-1,-3), tek,
qg:11,1,3]+s(1,-1,-2), seR.

ReSeni. Hledejme spole¢né body zadanych pifmek (priinik podpro-

stord). Dostavame soustavu

1 + 2t = 1 + s,
0O — =1 - ,
3 — 3%t = 3 — 2.
Z prvnich dvou rovnic vyplyvd, Ze t = 1, s = 2. To ov§em nevy-

hovuje tfeti rovnici. Soustava tak nemd feSeni. Nebof smérovy vektor
(2, —1, =3) pfimky p neni ndsobkem smérového vektoru (1, —1, —2)
pfimky g, pfimky nejsou rovnobézné. Jedna se proto o mimobéi
4.6. Pro jaka ¢islaa € R jsou piimky
p:l4,—-48]1+1(2,1,-4),
q:la,6,=5]+s(1,-3,3),

teR,
s eR

ruznobézné?

N4

ReSeni. Piimky jsou rtiznob&Zné tehdy a jenom tehdy, kdyZ m4 sou-

stava
4 + 2t = a + s,
-4 4+ t = 6 — 3s,
8 — 4 = -5 + 3s

praveé 1 feSeni. V maticovém zdpisu feSime (prvni sloupec odpovida

proménné ¢, druhy pak s)

2 —1|la—4 1 3 10
1 3 10 ~ 2 —1|la—4
—4 —-3| —13 —4 3| —13
1 3 10
~1 0 —7|a-24
0 1 3

Vidime, Ze soustava ma pravé 1 feSeni tehdy a jenom tehdy, kdyzZ je

druhy fddek ndsobkem tietiho. To je splnéno pouze pro a = 3. Do-

dejme, Ze prusecikem je v tomto pripade bod [6, —3, 4]. (Il
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zaméfeni generovany vSemi rozdily bodid z M a ten pak pfic¢-
teme k libovolnému z nich. Hovoiime také o afinnim obalu
mnoZziny bodd M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni
Z(A) ajeden pevny bod A € A, pak podmnozZina A + U
vznikld v§emi moznymi soucty jediného bodu A se vSemi
vektory v U je afinni podprostor. Takovy postup vede k
pojmu parametrizace podprostori:

Necht @ = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a
(uy, ..., u) jebaze Z(Q) C R”". Pak vyjadfeni podprostoru

O={A+tu+ -+ tiups t1, ..., tx € R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q.

JiZ jsme vidéli jinou moZnost zaddvan{ afinnich podpro-
storli: JestliZe mdme zvoleny afinni soufadnice, pak lze za-
méfeni podprostoru popsat pomoci homogenniho systému li-
nedrnich rovnic v téchto soufadnicich. Dosazenim soufadnic
jednoho bodu naseho podprostoru Q do ziskaného systému
rovnic dostaneme pravou stranu nehomogenniho systému se
stejnou matici a cely podprostor Q je pak pravé mnoZinou
feSeni tohoto systému. Zadani podprostoru Q systémem rov-
nic v danych soufadnicich nazyvdme implicitni popis podpro-
storu Q.

Niésledujici obecnd véta tikd, Ze takto umime ve skutec-
nosti zadat vSechny afinni podprostory a tim také ukazuje
geometrickou podstatu vlastnosti mnoZiny vSech feSeni sys-
tému linedrnich rovnic.

4.4. Véta. Necht (Ao; u) je afinni souradny systéem v n-
rozmérném afinnim prostoru A. Afinni podprostory dimenze
kv A, vyjadriené v danych souradnicich, jsou pravé mnoZiny
feSeni TFeSitelnych systému n — k linedrné nezdvislych
linearnich rovnic v n proménnych.

Dutxkaz. Uvazujme libovolny fesitelny systém n — k line-
arné nezavislychrovnic o; (x) = b;,b; e R, i = 1,...,n—k.
Je-liA = (ay, ...,a,)" € R"libovolné pevné zvolené feseni
tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-li U C R" vek-
torovy podprostor vSech feSeni zhomogenizovaného systému
a;(x) = 0, pak dimenze U je k a podmnoZina vSech feSeni
daného systému je tvaru {B; B = A+ (y1, ...,y .,y =
1...,y)!" € U} C R", viz. B. Pfislu$ny afinni podpro-
stor je tim popsdn parametricky ve vychozich soufadnicich
(Ao; u).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor @ C A,
a zvolme néjaky jeho bod B za pocétek afinniho souradného
systému (B, v) pro afinni prostor A. Protoze Q = B+Z(Q),
potiebujeme popsat zaméfeni podprostoru Q jako podprostor
feSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bazi v na
Z(A) tak, aby prvnich k vektort tvofilo bazi Z(Q). Pak v

téchto soufadnicich jsou vektory v € Z(Q) dany rovnostmi
aj(v)=0, j=k+1,...,n,

kde «; jsou linearni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce
prifazeni jednotlivych soutadnic v nasi bdzi v.
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Nas vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-
rozmérném R” je tedy skute¢né dan jako feSeni homogen-
niho systému n — k nezavislych rovnic. Popis zvoleného
afinntho podprostoru ve vybraném soufadném systému
(Ap; u) je proto dan systémem homogennich linedrnich
rovnic.

Zbyva nam se vyporadat disledky prechodu z ptivod-
niho zadaného soufadného systému (A; u) do naSeho prizpl-
sobeného (B; v). Z obecné tivahy o transformacich soutad-
nic v ndsledujicim odstavci vyplyne, Ze vysledny popis pod-
prostoru bude opét pomoci systému rovnic, tentokrét ale uz
obecné nehomogennich. O

4.5. Transformace souiadnic. Dvé libovolné zvolené
afinni soustavy souradnic (Ag, u), (Bo, v) se obecné lisi
posunutim pocatku o vektor (By — Ag) a jinou bazi zaméreni.
Transformacni rovnice tedy vycteme ze vztahu pro obecny
bod X € A

X = Bo+x|vi+- - +x, v, = Bo+(Aog—Bo)+x1ui+- - ~+x,1y.

Oznaéme y = (y1,...,y,)! sloupec soufadnic vektoru
(Ao — Bp) v bazi va M = (a;;) bud matice vyjadiujici bazi
u prostfednictvim béaze v. Potom

xi =y1+anxy+---+anux,

/
Xp = Yn + an1X1 + -+ AppXn

tj. maticové
X=y+M-x
Jako priklad si miZeme spocitat dopad takové zmény
baze na vyjadfeni feSeni systému rovnic. Nechf v soufadni-
cich (Ap; u) ma systém rovnic tvar

S-x=b

s matici systému S. Pak S - x =S -M~' - (y+ M -x) - S -
M~"'.y = b. Proto v novych vyse uvazovanych soufadnicich
(Bo; v) bude mit nas systém rovnic tvar

S-MY X=b=b+(S-M1)-y.
To plné dokoncuje diikaz predchozi véty.

4.6. Priklady afinnich podprostori. (1) Jednorozmérny
(standardni) afinni prostor je mnoZina vSech bodl redlné
piimky A;. Jeji zaméfeni je jednorozmérny vektorovy
prostor R (a nosnd mnoZina také R). Afinni soufadnice
dostaneme volbou pocdtku a méfitka (tj. baze ve vektoro-
vém prostoru R). VSechny vlastni afinni podprostory jsou
0-rozmérné, jsou to pravé vsechny body redlné piimky R.

(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina
vech bodd prostoru A, se zamé&fenim R2. (Nosnou mnoZi-
nou je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou pocitku a
dvou nezavislych vektorti (smérti a méfitek). Vlastni afinni
podprostory jsou pak vSechny body a pifimky v roviné
(0-rozmérné a 1-rozmérné). Piimky pfitom jednoznacné

4.7. V R3 stanovte vzdjemnou polohu pifmky p zadané implicitng

rovnicemi

x +
x_

y_Z:4a
2y + z = -3

aroviny o : y =2x — 1.

Reseni. Normalovy vektor o je (2, —1, 0) (uvazte zdpis ¢ : 2x — y +
0z = 1). Lze postfehnout, Ze plati

1,1, -1+ 1,-2,1)= (2, -1,0),

tj. Ze normalovy vektor roviny ¢ je linearni kombinaci norméalovych
vektorl p. Zaméfeni piimky (zadané nenulovym smérovym vektorem
kolmym na uvedené dva normdlové vektory) je proto podprostorem
zaméteni roviny o (smérovy vektor pfimky je nutné kolmy na vektor
(2, —1, 0)). Lehce jsme zjistili, Ze piimka p je rovnobéZnd s rovinou .
Zajima nds, zda se protinaji (zda p leZzi v ¢). Soustava rovnic

x + y -z = 4
x — 2y + z = =3,
2x — = 1

ma nekoneéné mnoho feSeni, nebof sectenim prvnich dvou rovnic do-

staneme prave tfeti z rovnic. Pfimka p tak musi lezet v rovin€ o. [

4.8. Naleznéte prinik podprostori Q; a Q», je-li

0 :[4,
0,:14,4,4,4] 4+ 51 (0, =6, =2, —4) + 5, (—1, =5, =3,

=51, -2]1+13,542)+15(2,45 1) +1(0,3,1,2),
_3)7

kde 11, 12, 3, 51, 52 € R.

Reseni. Bod X = [x;, X2, x3, x4] € R* nélezi do 01N Q, pravé tehdy,

kdyz je
X 4 3 2 0
x| |5 5 4 3
a1 + 1 4 + 1 5 + 13 1
X4 -2 2 1 2
pro néjakd Cisla ¢, 15, t3 € R a soucasné kdyz je
X1 4 0 -1
x| |4 " —6 n -5
x| T4 T =2 T -3
X4 4 —4 -3
pro néjakd s, s, € R. Porovndnim ziskdvdme
3 2 0 4—-4 0 —1
5 4 31 _|4+5 —6 -5
h 4 + 15 5 + 15 117 14a=1 + 51 ) + 52 _3
2 1 2 442 —4 -3
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Pfi maticovém z4pisu (pro potadi proménnych #,, ,, t3, 51, § a po pre-

s Nz

vodu vektorti u s; a s, na levou stranu) feSme pomoci fadkovych ope-

raci
3200 1]0 32 00 1]0
543659 [0 2 918 10|27
451 2 3|3 0 7 36 5|9
21 2 4 3|6 0 -1 6 12 7|18
3000 0/0
lo2000]0
001 20/3]|
0000 10

Odtud vidime, Ze t; = t, = s, = 0apros; =t € Rjets =3 —2¢.
Podotknéme, Ze k uréeni Q| N Q5 stacilo znat bud't;, t,, 13 nebo sy, s5.

Vratme se nyni k vyjadieni

X1 4 0 -1 4 0

x| |4 —6 =51 _|4 —6
a4 + 51 ) + 52 3|17 14 +1t _5
X4 4 —4 -3 4 —4

Priinikem zadanych podprostorti je tedy pfimka (s = —2¢)

[4,4,4,41+5(0,3,1,2), seR.
Pro kontrolu rovné€z dosadme

X1 4 3 2 0
x| |5 5 4 3
P + 4 4 + 1 5 + 1 |
X4 -2 2 1 2

4 0 4 0

-5 3 4 —6

= [ TO=2 = ]a| T |22

) \2) |4 —4

4.9. Zjistéte, zda lezi body [0, 2, 1], [—1, 2,0], [-2,5,2] a [0, 5, 4]

z R? v jedné roving.

ReSeni. Libovolnd dvojice zadanych bodt z afinnfho prostoru R

urcuje vektor (viz definice afinniho prostoru; jeho soufadnice jsou
dany po slozkéch rozdily soufadnic danych dvou bodi). To, Ze dané
Ctyti body leZi v roving je ekvivalentni tomu, Ze jsou tfi vektory dané
jednim vybranym bodem a vZdy jednim ze ti{ zbylych linedrné za-
vislé. Vybereme napft. bod [0, 2, 1] (na vybéru nezdleZi), pak uvazu-
jeme vektory [0, 2, 1]—-[—1,2,0] = (1,0, 1),[0,2,1]—[-2,5,2] =
2,-3,—-1)a[0,2,1] —[0,5,4] = (0, —3, —3). Vidime, ze soulet
dvojnésobku prvniho vektoru a tietiho vektoru je roven druhému vek-

toru, vektory jsou tedy linedrné zdvislé (jinak md taky matice, jejiz
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zaddme jejich jednim bodem a jednim generdtorem zaméteni
(tzv. parametricky popis primky).

(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnoZina
vSech bodi prostoru A3 se zaméfenim R>. Afinni soufadnice
dostaneme volbou poc¢atku a tif nezavislych vektorti (smérti a
meéfitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body,
pfimky a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmeérné).
(4) Podprostor vsech feSeni jedné linedrni rovnice a - x = b
pro nezndmy bod [xy, ..., x,] € A,, zndmy nenulovy vektor
koeficientti (ay, ..., a,) a skalar b € R je afinni podprostor
dimenze n — 1 (fikdme také, Ze je kodimenze 1), tj. tzv.
nadrovina v A,,.

4.7. Afinni kombinace bodii. Nechf Ag, ..., A; jsou body
v afinnim prostoru A. Jejich afinni obal ({Ag..., Ag})
muzZeme zapsat jako

{Ag+ 1 (A1 — Ag) + - -+ tr(Ax — Ag); 11, ...

a v libovolnych afinnich soufadnicich (tj. A; je vyjadfen
sloupcem skalarti) mizeme tutéZ mnoZzinu zapsat jako

L €R}

k
s Ar) = {toAo+11 A1+ -+t Ags 1 € R, Zti = 1}.
i—0

(Ao, - ..

Obecné vyrazy tpAg + 11 A1 + - - - + 1, Ag s koeficienty spliiu-
jicicmi Zf:o t; = 1 rozumime body A + Zle t;(A; — Ap)
a nazyvame je afinni kombinace bodii.

Body Ay ..., A jsou v obecné poloze, jestlize generuji
k-rozmény podprostor. Z nasich definic je vidét, Ze to nastane
pravé, kdyz pro kterykoliv z nich plati, Ze vektory vzniklé po-
moci rozdild tohoto pevného s ostatnimi jsou linedrné€ neza-
vislé. V§imnéme si také, Ze zadani posloupnosti dim .4 bodi
v obecné poloze je ekvivalentni zaddni afinniho repéru se
sttedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobnd konstrukce pro body
afinntho prostoru jako byla linedrni kombinace pro vek-
torové prostory. Skute¢né, afinni podprostor generovany
body Ay ..., Ag je roven mnoZiné vSech afinnich kombinaci
svych generatorti. MiiZeme vsak nyni dobfe zobecnit i pojem
»mezi dvéma body na piimce”. V dvojrozmérném piipadé
tomu odopovidd wvnitfek trojdhelniku. Obecné budeme
postupovat takto:

4.8. Simplexy. Nechf Ay, ..., Ay je kK + 1 bodl afinniho
prostoru A v obecné poloze. k—rozmérny simplex A =
A(Ao, ..., Ay) generovany témito body je definovan jako
mnoZina vSech afinnich kombinaci bodd A; s pouze nezdpor-
nymi koeficienty, tzn.

k
A= {thAg+t A+ +uAct €[0,1]CR Y =1},
i=0
Jednorozmérny simplex je isecka, dvourozmérny trojiihel-
nik, nula—rozmérny bod.
Vsimnéme si, Ze kazdy k—rozmérny simplex ma pravé
k + 1 stén, které jsou postupné zaddny rovnicemi t; = 0,
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i =0,...,k. Pfimo z definice je vidét, Ze jde opét o (k —
1)-rozmérné simplexy. Hovofime o hranici simplexu. Napf.
trojihelnik ma za svou hranici tfi hrany, kazda z nich pak
dva body.

Zadani podprostoru jako mnoziny afinnich kombinaci
bodli v obecné poloze je ekvivalentni parametrickému
popisu. Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy
simplex.

4.9. Konvexni mnoziny. PodmnoZina M afinniho prostoru
se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi svymi dvéma body
A, B obsahuje i celou tisecku A(A, B). Pfimo z definice je
vidét, Ze kazdd konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k + 1
body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex (do-
kaZte si formdln€ podrobné!). Konvexnimi mnoZinami jsou
napf.

(1) prdzdnd podmnoZina

(2) afinni podprostory

(3) asecky, poloptimky p = {P + 1t -v; t > 0},

(4) obecnéji k— rozmérné poloprostory a« = {P + t; - v1 +
st vty e €ER > 0],

(5)) uhly v dvojrozmérnych podprostorech § = {P +1;-v; +
vy 1 > 0,1 > 0}, atd.

Piimo z definice také plyne, Ze prinik libovolného sys-
tému konvexnich mnoZin je opét konvexni. Prinik v§ech kon-
vexnich mnoZin obsahujicich danou mnoZinu M nazyvdme
konvexni obal K(M) mnoziny M.

Véta. Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

K(M) = {nAi+-+1A; Y ti=1,4>0A €M)
i=1

Dtxkaz. Oznaéme S mnoZinu vSech afinnich kombinaci
na pravé stran¢ dokazované rovnosti. Nejprve ovéiime, Ze je
S konvexni. Zvolme tedy dv¢ sady parametrd #;,i = 1, .., 51,
t§, j = 1,..., 5 s pozadovanymi vlastnosti. Bez Gjmy na
obecnosti miZzeme piredpokladat, Ze s; = s, a Ze v obou kom-
binacich vystupuji stejné body z M (jinak prosté priddme s¢i-
tance s nulovymi koeficienty). UvaZzme libovolny bod tisecky
zadané takto ziskanymi body:

€A+ +t,A)+ (- A1+ -+ Ay), 0<e <1

Ziejmé jsou opét vSechny v S.

Zbyva ukéizat, Ze konvexni obal bodi Ay,..., A
nemiZe byt mensi nez S. Samotné body A; odpovidaji volbé
parametrti ; = O pro vSechny j # i at; = 1. Pfedpoklé-
dejme, Ze tvrzeni plati pro v§echny mnoZiny s nejvyse s — 1
body. To znamend, Ze konvexni obal bodi Ay, ..., A;_;
je (podle predpokladu) tvofen pravé t€mi kombinacemi z
pravé strany dokazované rovnosti, kde #;, = 0. UvaZme nyni
libovolny bod A = 1Ay + -+ - + t;A; € S, t; # 1, a afinni
kombinace

etiA+- -+t A )+ (1 —e(1—1)A;, 0 <e <

-1,

radky jsou tvofeny soufadnicemi danych vektort, hodnost niZsi nez

tfi; v tomto pfipad¢ se tedy jednd o matici

1 0 1
2 -3 —-11,
0 -3 -3
kterd ma hodnost dva). Dané body tedy leZi v roviné&. O

4.10. Na kolik ¢4sti mohou délit prostor (IR?) tfi roviny? Pro kazdou

moZnost popiSte odpovidajici piipad.

4.11. Rozhodnéte, zda lezi bod [2, 1, 0] uvnitf konvexniho obalu
bOdﬁ [09 2’ 1]’ [1’ Ov 1]’ [35 _25 _1]9 [_15 09 l]

ReSeni. Sestavime nehomogenni linedrni soustavu, pro koeficienty ¢,
t, 13, 14, afinni kombinace danych bodu, ktera dava prvni bod (jsou

uréeny jednozacné, pokud dané body neleZi v roving).

0 1 3 —1 h 2
20 =2 o |la] [1
11 -1 1 )1 |0
1 1 1 1 14 1

Posledni rovnice udavé, Ze jde o afinni kombinaci. Jejim feSenim do-
stdvame (t1, », 13, t4) = (1,0, 1/2, —1/2), nejednd se tedy o konvexni

kombinaci. (nelze odvodit pomoci projekei na jednotlivé osy). U

4.12. Naleznéte ptredpis afinniho zobrazeni f daného ve standardni

bdzi v R? jako
(2 1) (x 1
f(xh x2) - <0 1) <x2) + (1)

v soufadné soustavé dané bazi u = {(1, 1), (—1, 1)} a poc¢atkem [2, O].

ReSeni. Matice prechodu od dané baze u ke standardni bézi k je

()

1 1)

Matici zobrazeni v bazi ([2, 0], u) ziskdme tak, Ze nejprve transformu-
jeme souradnice v bazi ([2, 0], #) na soufadnice ve standardni bazi,
tedy v bazi ([0, 0], (1, 0), (0, 1)), poté aplikujeme matici zobrazeni f
ve standardni bazi a na zavér vysledek transformujeme zpét do sourad-

nic v bézi ([2, 0], ). Transformacni rovnice pfechodu od suoutadnic

y1, y2 v bazi ([2, 0], u) k soufadnicim x;, x, v standardni bazi jsou

@6 I06)
(=07 ()-6))-

N —
B— | —
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Pro pfedpis zobrazeni pak dostdvame

fOy) =

- (5 D16 DG ) ) @) 0]

1

- (2 D0+ ()

4.13. Méjme dinu standardni soufadnou soustavu v prostoru
R3. Agent K sidli v bodé S o soufadnicich [0, 1,2] a ustiedi
mu pfidélilo pro pouZivani soufadnou soustavu s pocatkem
S a bazi {(1,1,0),(-1,0,1),(0,1,2)}. Sokol bydli
domé D na két€ [1,1,1] a pouzivd soufadnou soustavu s bdzi
{(0,0,1),(—1,1,2), (1,0, 1)}. Agent K 7Zada Sokola o schiizku v

cihelné, ktera leZi podle jeho soufadné soustavy v bodé [1, 1, 0]. Kam

O

Agent
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ma prijit Sokol (podle jeho souradnic)?

ReSeni. Matice piechodu od béze agenta K k Sokolové bazi (pfi stej-

nych pocatcich) je

Vektor (0, 1,2) m4 tedy soufadnice T - (0, 1,2)" = (0,2, )T, po-
sunutim pocatku (pricteme vektor (—1,0, 1)) dostdvame vysledek
(-1,2,2). O

4.14. Najdéte pricku primek (dsecku, jejiZ jeden koncovy bod leZi na
jedné z piimek, druhy pak na druhé z nich)

pioILL1T+12,1,00, ¢:[2,2,0]+1(1,1,1),

takovou, Ze pfimka ji uréend prochdzi bodem [1, 0, 0].
ResSeni.

Nalezneme prisecik hledané pricky s pfimkou g (nazveme jej Q).
Hledana pricka obsahuje né¢jaky bod na piimce p abod [1, 0, 0], nutné

tedy lezi v roviné p urcené timto bodem a pfimkou p, tedy v roviné
(L, 1, 1T+1(2,1,0) + 50, 1, 1).

Bod Q je pak prinikem této roviny s piimkou g. Ten nalezneme vy-

feSenim soustavy

1+2t = 24u
1+t+s = 24u
l4+s = u

Levé strany rovnic reprezentuji postupné vSechny tfi soufadnice libo-

volného bodu roviny p, pravé pak souradnice libovolného bodu na g
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Jde o dsecku s krajnimi body uréenymi parametry € = 0
(bod Ay) ae = 1/(1 — t;) (bod v konvexnim obalu bodd
Ay, ..., As_1). Bod A je vnitinim bodem této tsecky s para-
)metrem e=1. O

Konvexni obaly kone¢nych mnozin bodi se nazyvaji kon-
vexni mnohostény. Jsou-li definujici body Ay, ..., Ay kon-
vexniho mnohosténu v obecné poloze, dostdvidme pravé k-
rozmérny simplex. V pripadé simplexu je vyjddfeni jeho
bodd ve tvaru afinni kombinace definujicich vrcholl jedno-
znacéné.

Zvlastnim piikladem jsou konvexni mnohostény gene-
rované jednim bodem a koneéné mnoha vektory: Nechf
ui, ..., U, jsou libovolné vektory v zaméfeni R”, A € A,
je libovolny bod. RovnobéZnostén Pi(A; uy, ..., ux) C A,
je mnoZina

Pr(Asur,...,up)) ={A+ciur+ -+ cug; 0<¢; <1}.

Jsou-li vektory uj,...,u; nezavislé, hovoiime o k-
rozmérném rovnobéznosténu Py (A; uy,...,uy) C A,. Z
definice je ziejmé, Ze rovnob€Znostény jsou konvexni. Ve
skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrcholt.

4.10. Priklady standardnich afinnich dloh. (1) K podpro-
storu zadanému implicitné nalézt parametricky popis a nao-
pak:

Nalezenim partikuldrniho feSeni nehomogenniho sys-

tému a fundamentélniho feseni zhomogenizovaného systému
rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly rovnice za-
dany) pravé hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme-
li parametricky popis v soufadnicich, miZzeme volné parame-
try t1, ..., t vyeliminovat a ziskdme pravé rovnice zaddva-
jici dany podprostor implicitné.
(2) Nalézt podprostor generovany néekolika podprostory
O1, ..., Qs (obecné riznych dimenzi, napv. v R; nalézt
rovinu danou bodem a primkou, tiemi body apod.) a zadat
Jjej implicitné ¢i parametricky:

Vysledny podprostor Q je vzdy uréen jednim pevné zvo-
lenym bodem A; v kaZdém z nich a sou¢tem vSech zaméreni.
Napt.

Q=A1+Z{Ar, ..., AD) + Z(Q) + -+ + Z(Qy)).

Pokud jsou podprostory zaddny implicitné, je mozZné je
nejdiive pfevést na parametricky tvar. V konkrétnich situa-
cich byvaji funk¢ni i jiné postupy. VSimnéme si, Ze obecné je
skute¢né nutné vyuZzit jednoho bodu z kazdého podprostoru.
Napt. dvé paralelni piimky v rovin€ vygeneruji celou rovinu,
ale sdili totéZ jednorozmérné zaméteni.

(3) Nalézt prinik podprostorii Qy, . .., Qy:

Pokud jsou zaddny v implicitnim tvaru, sta¢i sjednotit
vSechny rovnice do jednoho systému (a pfipadné vynechat li-
nearné zavislé). Pokud je vznikly systém nefesitelny, je pri-
nik prdzdny. V opacném piipadé ziskdme implicitni popis
afinniho podprostoru, ktery je hledanym prinikem.
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Pokud mame dany parametrické tvary, mtizeme také hle-
dat pfimo spole¢né body jako feseni vhodnych rovnic, po-
dobné jako pfi hledani prinikd vektorovych podprostort. Zis-
kame tak pifimo opét parametricky popis. Pokud je podpro-
stort vice neZ dva, musime prinik hledat postupné.

Maiéme-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni im-
plicitné, staci dosadit parametrizované souradnice a feSit vy-
sledny systém rovnic.

(4) Nalezeni pricky mimobézek p, q v Az prochdzejici danym
bodem nebo majici predem dany smér (1. zaméreni):
Pfickou rozumime piimku, kterd mé neprazdny prinik s
obémi mimobéZzkami. Vysledna pticka r tedy bude jednoroz-
mérnym afinnim podprostorem. Pokud mdme zadén jeho bod
A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud piimka
(A € p) nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé mame neko-
nec¢né mnoho feSeni, jedno pro kazdy bod z g, v druhém staci
najit prinik B roviny (p U A) s g ar = ({A, B}). Pokud je
pranik prazdny, iloha nema4 fesent, v piipadé ze ¢ C (pUA),
mdame opét nekone¢né mnoho feseni, a pokud je prinik jed-
noprvkovy, dostdvdme pravé jedno feSeni.

Miéme-li misto bodu ddn smér u € R", tj. zaméfeni r,
pak uvazujeme opét podprostor Q generovany p a zaméfe-
nim Z(p) + (u) C R". Opét, pokud ¢ C ©Q, midme neko-
ne¢né¢ mnoho feseni, jinak uvazime prinik Q s ¢g a tdlohu
dokonc¢ime stejné jako v predchozim piipadé.

Reseni mnoha dal§ich standardnich geometrickych dloh
spociva v pouzivani vyse uvedenych krok.

4.11. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mezi afin-
nimi prostory nazyvame afinni zobrazeni, jestlize mezi jejich
zaméfenimi existuje linedni zobrazeni ¢ : Z(A) — Z(B) ta-
kové, Ze pro vSechny A € A, v € Z(A) plati

f(A+v) = f(A) + @v).

Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznacné zaddna touto vlastnostni
a libovolné zvolenymi obrazy (dim.A + 1) bodd v obecné
poloze.

Pro libovolnou afinni kombinaci bodd tgAg+- - -+, A €
A pak dostaneme

ftoAo + - +1,A) =
= f(Ao+ 11 (A1 — Ap) + - +1,(Ay — Ap))
= f(Ag) + 11p(A) — Ag) + -+ + 1,0(As — Ao)
=10f(Ag) +t1 f(A1) + -+ 1, f(A).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, Ze zachovava
afinni kombinace, miiZzeme pouZit specidlni piipad kombi-
nace dvou vektort s koeficienty 7y = 0 a t; = 1 pro definici
zobrazeni ¢ mezi zaméfenimi. Pak 1ze ¢ist pfedchozi vypocet
v opa¢ném pofadi a ovéfit korektnost i linearitu ¢ a zjistime,
Ze se jedna o afinni zobrazeni. Plati proto:

Véta. Afinni zobrazeni jsou pravé ta zobrazeni, kterd zacho-
vavaji afinni kombinace bodii.

(volny parametr ve vyjadieni pfimky jsme nazvali u, abychom zame-
zili duplicité¢ proménnych). VyfeSenim této soustavy ziskdme s = 2,
t =2, u = 3 adosazenim napiiklad u = 3 do rovnice piimky g dosta-
neme Q = [5, 5, 3] (stejny bod dostaneme i pokud dosadime s = 2,
t = 2, do parametrického vyjadfeni roviny p). Hledand piicka je tedy
dana bodem Q a bodem [1, 0, 0]. Snadno jiZ dopocteme jeji prinik s
pfimkou p, bod P =[7/3,5/3, 1]. (]

4.15. Urcete osu mimobéZek

p: [3,0,3]+ (0,1, 2)1,
[Oa _l’ _2] + (1’ 29 3)5

treR
seR

ReSeni. Jde o problém najit piicku se smérem kolmym jak na smé-
rovy vektor piimky p, tak na smérovy vektor pfimky g. Tento smér
muiZeme najit napiiklad vektorovym soucinem téchto dvou vektord,
je to smér (1, —2, 1). Nyni sestavime soustavu linedrnich rovnic re-
flektujici pozadavek, aby vektor uréeny néjakymi dvéma body, je-
den na pifimce p, druhy na ¢, byl rovnobéZzny se smérem (1, —2, 1).
Symbolicky tedy dostdvame soustavu P — Q = k(1, —2, 1), neboli
(3,0,31+ (0, 1,2)r, — [0, -1, =21+ (1, 2, 3)sQ =k(1,—-2,1). Ro-

zepsanim této rovnosti po soufadnicich, dostaneme

3—s5s = &k
1+t—-2s = =2k
542t—-3s = &k
steSenimi t = 1, s = 2, k = 1. Dosazenim ¢t = 1 do parametrického
vyjadfeni pfimky p dostdvdme jeden bod osy, bod [3, 1, 5], dosazenim
parametru s = 2 do vyjadieni pfimky ¢ pak bod [3, 1, 5]). Témito
dvéma body je urena hledan osa. ([

4.16. Naleznéte osu mimobézek

pr L L 11+12,1,00, ¢:[2,2,01+(1, 1, 1.

B. Eukleidovska geometrie

4.17. Urcete vzdalenost piimek v R.

p: [17_1’0]+t(_1529 3)7 a q: [27 55_1]+t(_1’ _2’ l)'

ReSeni. Vzdilenost je d4na jako velikost kolmého primé&tu libovolné
pricky (spojnice) danych piimek do ortogondlniho dopliiku vektoro-
vého podprostoru generovaného jejich zaméfenimi. Tento ortogonaln{

doplnek zjistime napiiklad pomoci vektorového soucinu:
(=1,2,3), (=1, =2, D))" = ((-=1,2,3) x (=1, =2, 1))
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Spojnici danych pfimek je naptiklad dsecka [1, —1, 0][2, 5, —1], pro-
—1,0]—-12,5, —1] = (-1, —6, 1). Pro vzda-
lenost pfimek pak dostdvdme:

=L =6,1)-(4,-1,2)] 4

mitneme tedy vektor [1,

PPD =G )] NeTh
O
4.18. Naleznéte bod A primky
p:x+2y+z—1=0, 3x—y+47—-29=0,
ktery md stejnou vzdilenost od bodi B = [3, 11, 4],

C =[-5,-13,-2].

ReSeni. Nejprve vyjadifme pifmku p parametricky tak, Ze vyfesime
soustavu rovnic

x + 2y + z = 1,
3x — y + 4z = 29.

Soustavu zapiSeme rozsifenou matici a upravime
L2 171\ (1 2 1)1} _ 4.10
3 -1 429 0 =7 1]26

N 1 0 9/7 | 59/7
0 1 —1/7|-26/7 )"

Tim dostdvdme vyjadieni
59 26 91
===, 0|+t(—2,=,1), teR.
ri[7 7o v (55)
Odkud substituci t = 7s + 26 plyne
p:[-250,26]4+s5s(=9,1,7), selR.

Bod A obdrzime volbou jistého s € R. Pritom vektory

A—B=(=28—-9s,—11+s5,22+7s),
A—C=(=20-9s,13+s5,28 +7s)

maji mit stejnou délku, tj. m4 platit

V(=28 —95)2 + (=11 + $)2 + (22 + 7s)2
= V(=20 —95)2 + (13 + 5)2 + (28 + 75)2 ,

resp.
(—28 — 95)> + (=11 + 5)> + (22 + 7s)?
= (=20 — 95)* + (13 + 5)> + (28 + 75)*.
Upravou posledni rovnice ziskdme s = —3. Je tak

A=1[-25,0,26]-3(-9,1,7) =[2,-3,5].
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Volbou afinnich soufadnic (A, #) na A a (By, v) na B
dostavame soufadné vyjadfeni afinniho zobrazeni f : A —
B. Pfimo z definice je zfejmé, Ze staci vyjadrit obraz f(Ag)
pocatku soufadnic v .A v soufadnicich na B, tj. vyjadfit vektor
f(Ap) — By v bazi v jako sloupec soufadnic yy a vSe ostatni
je pak urceno ndsobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych
bazich a prictenim vysledku. Kazdé afinni zobrazeni tedy v
soufadnicich vypada takto:

X—=yo+7Y - x

kde yy je jako vySe a Y je matice zobrazeni ¢.

Transformace afinnich soufadnic odpovidd, obdobné
jako u linedrnich zobrazeni, vyjadfeni identického zobrazeni
v zvolenych afinnich repérech. Zména soufadného vyjadien{
afinniho zobrazeni v dtsledku zmény bazi se snadno spocte
pomoci ndsobeni a scitdni. Skutecné, pfi zméné bdze na
defini¢nim oboru daném posunutim w a matici M (od staré
k nové), a na oboru hodnot posunutim w a matici N (od
nové ke staré) dostadvame

Yy=z+N-y=z+N-(n+Y -x
=Z+N-yo+N-Y-w)y+(N-Y-M-x.

4.12. Euklidovské bodové prostory. Zatim jsme pro nase
elementdrni geometrické tivahy nepotiebovali pojem vzdale-
nosti nebo velikosti. V mnoha praktickych tlohach ale veli-
kost vektorti a odchylka vektord, tak jak jsme je zavedli na
samém konci tfeti asti druhé kapitoly (viz 240 a déle), hraji
podstatnou roli. Ve skutec¢nosti se ale dodate¢né informace
tykaji opravdu jen vektorti v zaméfeni, takZe ndm nezbyva
mnoho price:

Definice. Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni
prostor A, jehoZ zaméfenim je standardni euklidovsky pro-
stor R" se skaldrnim sou¢inem

(X, Y ) =)y T X.

Kartézska souradna soustava je afinni soufadnd soustava
(Ap; u) s ortonormdlni bazi u.

Vzddlenost bodii A, B € &, definujeme jako velikost vek-
toru || B — A||, budeme ji znacit p(A, B).

Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory je-
jichZ zaméreni uvaZujeme spolu se ziZenymi skaldrnimi sou-
¢iny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ dimenze n pak
obecné rozumime afinni prostor, jehoZ zaméfeni je redlny n—
rozmérny euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské
soufadné soustavy md opét jasny smysl. Kazd4 volba takové
soufadné soustavy ovSem zadavd ztotoZnéni £ se standard-
nim prostorem &,. Proto se budeme v dal$im, bez tjmy
na obecnosti, zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi
prostory a jejich podprostory.

7 geometrického pohledu maji jednoduché vlastnosti
skaldrniho soucinu, jako jsou trojihelnikova nerovnost, Cau-
chyova nerovnost, Besselova nerovnost apod., odvozené ve
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Ctvrté Casti predchozi kapitoly, viz B22, velmi uZiteCné primé
dtsledky:

4.13. Véta. Pro body A, B, C € &, plati

(1) p(A, B) = p(B, A)

(2) p(A, B) =0 pravé, kdyi A = B

(3) p(A, B) + p(B, C) = p(A, C)

(4) V kaZdé kartézké souradné soustave (Ay; e) maji body

A=Ay+ae +---+ase,, B=Ag+bie+---+bye,

vzddlenost /Y _,(a; — b;)>.

(5) Je=li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod
P € O minimalizujici vzdalenosti bodit Q od A. Vzda-
lenost bodit A a P je rovna velikosti kolmého priimétu
vektoru A — B do Z(Q)™* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory R a Q v &, existuji bod P €
Q a Q € R minimalizujici vzddlenosti bodii B € O a
A € 'R. Vzdalenost bodu Q a P je rovna velikosti kol-
mého priimétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolné
body Be QaAeR.

Dukaz. Prvni tii vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti
velikosti vektorti v prostorech se skalarnim soucinem, Ctvrtd
plyne pfimo z vyjidfeni skaldrnitho soucinu v libovolné orto-
normdlni bazi.

Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdlenosti
p(A, B) pro B € Q. Vektor A — B se jednoznacné rozklada
naA—B=u +uyu € Z(Q), u, € Z(Q)*. Pfitom u,
nezavisi na volbé B € Q, protoZe piipadnd zména bodu B
se projevi pfi¢tenim vektoru ze Z(0Q).

Nyni zvolme P = A+(—uy) = B+u; € Q. Dostdvame

A = BI* = us|I* + lual* = llual* = | A — P].

Odtud jiz vyplyva, Ze nejmensi mozné vzdélenosti je sku-
te¢né dosaZeno, a to praveé pro nds bod P. Vypoctend vzdile-
nost je skutecné ||u;]||.

Obdobné ukdZeme obecny vysledek. Pro volbu libovol-
nych bodi A € R a B € Q je jejich rozdil dan jako sou-
et vektori u; € Z(R) + Z(Q) aus € (Z(R) + Z(Q)*,
priCemZ komponenta u, nezavisi na volbé bodd. Pfictenim
vhodnych vektorti ze zamétfeni R a Q zjevné obdrZime body
A’ a B, jejichZ vzdélenost je praveé |lu;||. O

Rozsifime nyni nas stru¢ny prehled elementarnich tdloh
v analytické geometrii.

4.14. Priklady standardnich dloh. (1) Najdéte vzdalenost
bodu A € &, od podprostoru Q C &,:

Postup pfi feSeni je dan ve vété BT3.
(2) V &, vedte bodem A primku q svirajici s danou primkou
p dany tihel:

Pfipoménime, Ze na Urovni rovinné geometrie jsme s od-
chylkami vektord jiz pracovali (viz napt. Z43). Najdeme vek-
tor u € R? leZici v zaméfeni pfimky ¢ a zvolime vektor v

4.19. V eukleidovském prostoru R* stanovte vzddlenost bodu A =
[2, -5, 1, 4] od podprostoru

U:4x1—2xp—3x3—2x4+12=0, 2x;—x,—2x3—2x4+9 =0.
Reseni. Nejdiive nalezneme libovolny bod podprostoru U (feseni sou-
stavy). Napf. je

B =10,3,0,3] e U.

Vime, Ze vzdalenost A od U se rovnd velikosti kolmého primétu vekto-
ru A — B do ortogondlniho dopliiku zaméteni podprostoru U. Ortogo-

ndlni doplné€k zaméfeni U ovSem zndme (zadédva tento podprostor) —

jako mnoZinu (linedrnich kombinaci normdlovych vektor()
Vi={t@4 -2,-3,-2)+s2,—-1,-2,-2); t,s € R}.
Potfebujeme najit kolmy primét P4_p vektoru A — B do V, ktery
nélezi do V, a proto je
Pip=a@,-2,-3,-2)+b(2,—1,-2,-2)
pro jisté hodnoty a, b € R. Zjevné musi platit (A — B — P4_p) L V,

tedy
((A—=B)— Pp_p) 1L (4, -2,-3,-2),

((A—B) — P4_p) L (2,-1,-2,-2).

Dosazenim za A — B a P4_p odsud vyplyva

((29 _85 17 1) - a(47 _27 _3’ _2) - b(2$ _1a _27 _2))
-(4,-2,-3,-2)=0,

(2, -8,1,1) —a(4, —2, =3, -2) — b(2, —1, =2, —2))
(2, =1,-2,-2)) =0;
tj.
2,-8,1,1)-(4, =2, -3, -2)
—a(4, -2, -3, -2)-(4, =2, =3, -2)
—b(2, =1, -2, =2)-(4, =2, =3, =2) =0,

((27 _89 lv 1)(29 _17 _27 _2))
_a(4’ _27 _39 _2)(27 _1s _2a _2)
-b2,—-1,-2,-2)-2,—-1,-2,-2=0.

Vy¢islime-li tyto skaldrni souciny, obdrzime soustavu

19 — 33a — 200 = 0,
8 — 20a — 13b = 0O,
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kterd m4 jediné feSeni a = 3, b = —4. Je tudiz
Pip=34,-2,-3,-2)—-4@2,—-1,-2,-2)=4,-2,-1,2),
pricemz
| Pacpll = V& + (=22 + (-2 + 22 =5.
Pfipomenime, Ze vzdalenost A od U je rovna || P4_p || = 5. U

4.20. Ve vektorovém prostoru R* spotéte vzdalenost v bodu

[0, 0, 6, 0] od vektorového podprostoru
U:[0,0,0,0]+1(1,0,1,)+%6(2,1,1,0) +1: (1, —1,2,3),

n,h,13 € R

Reseni. Ulohu budeme fesit postupem zaloZenym na tzv. problému

nejmensich ¢tvercd. Vektory generujici U napiSeme do sloupcti matice

2 1 4.15

01 -1

A=l11 2

1 0 3
a bod [0,0,6,0] nahradime jemu odpovidajicim vektorem
b = (0,0,6,0). Budeme fesit soustavu A - x = b, tj. soustavu

linearnich rovnic

X1 + 2x% + x3 = 0,

Xy — X3 = 0,
X1 + Xy + 2X3 = 6,
X1 + 3x3 = 0,

pravé metodou nejmensich ¢tvercli. (Upozornéme, Ze tato soustava
nemd feSeni — jinak by vzddlenost bylarovna 0.) Systém A-x = b vyné-

sobime zleva matici A . Rozffend matice soustavy A7 -A.x = AT -b

pak je
33 616
36 3|6
6 3 15|12

Pomoci elementarnich fddkovych transformaci ji postupné prevedeme
na schodovity tvar

33 6|6 3 3 6 |6 11 2|2
36 3|6 ~10 3 -3/0]~101 —-11/0
6 3 15|12 0O -3 310 00 010
Provedeme-li jesté zpétnou eliminaci
1 1 2 (2 1 0 3 |2
01 -1|]0}~1 01 —-1|017,
00 010 0O 0 010
muzeme ihned napsat feseni
x=Q2=3,1,0", teR.
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majici od u zadanou odchylku. Hledand pfimka je déna bo-
dem A a zaméfenim (v). Uloha md dvé nebo jedno feseni.
(3) Spoctete patu kolmice vedené bodem na danou primku:

Postup je uveden v ditkazu predposledniho bodu véty
ET3.

(4) V & urcete vzddalenost dvou primek p, q:

Zvolime libovolné jeden bod z kazdé piimky, A € p,
B € g. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliiku
(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdilenosti p a g.

(5) V & najdéte osu dvou mimobéZek p a q:

Osou zde rozumime pficku, kterd realizuje nejmensi
moznou vzdalenost danych mimobézek pomoci bodl pri-
niku. Opét Ize postup dovodit z diikazu véty (posledni
bod). Nechf n je podprostor generovany jednim bodem A €
p asoudtem Z(p) + (Z(p) + Z(g))*. Pokud nejsou piimky
p a g rovnobézné, ptijde o rovinu. Pak prinik n N g spolu se
zaméfenim (Z(p) + Z(g))* davaji parametricky popis hle-
dané osy. Pokud jsou pfimky rovnobéZné, bude mit dloha ne-
kone¢né mnoho feSeni.

4.15. Odchylky. Stejné¢ jako vzdalenost, i fada dalSich geo-
metrickych pojmi jako odchylky, orientace, objem apod. je
v bodovych prostorech &, zavadéna prostiednictvim vhod-
nych pojmil ve vektorovych euklidovskych prostorech. Pripo-
ménme, Ze odchylku dvou vektorti jsme definovali na konci
treti ¢4sti druhé kapitoly, viz ZZ43.

Skuteéné, z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < % <1,
méla tedy smysl definice odchylky ¢(u, v) vektori u,v € V
v redlném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem vzta-
hem

cos p(u, v) = : ,
el vl

To je zcela v souladu s praxi v dvourozmérném euklidovském
prostoru R? a nasi filozofii, Ze pojem tykajici se dvou véktort
je ve své€ podstaté zdleZitosti dvourozmérné geometrie. Ve
vicerozmérnych prostorech je proto odchylka dvou vektord
vzdy méfena v roving, kterou tyto vektory generuji (nebo je
nula) a nas defini¢ni vztah odpovida zvyklostem ve vSech di-
menzich.

V libovolném redlném vektorovém prostoru se skaldrnim
sou¢inem pfimo z definic plyne

0 < ¢o(u,v) <2m.

lu = vlI* = flul® + v]|* = 2(u - v)
= [luell® + vl = 2llullllv]] cos e(u, v).

To je patrné dobfe zndma kosinovd véta z rovinné geometrie.

Dale plati pro kaZzdou ortonormdlni bazi e zaméfeni V a
nenulovy vektoru € V vztah |lu||?> = )", |u-e;|>. Pod&lenim
této rovnice ¢islem ||u||*> dostdvame

1= Z(cos ou, ¢;))*,

coZ je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢(u, e;) vektoru
u.
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Z definice odchylek vektorti nyni mdZeme dovodit ro-
zumné definice pro odchylky obecnych podprostord v libo-
volném euklidovském vektorovém prostoru. Je pfitom tieba
rozhodnuti, jak se stavét k pfipadim, kdy podprostory maji
netrividln{ prinik. Napf. za odchylku dvou pfimek budeme
chtit patrné brat mensi ze dvou moznych dhld, u dvou ne-
rovnob&znych rovin v R? nebudeme chtit slySet, Ze maji od-
chylku nula, protoZe maji spole¢ny alespoii jeden smér:

4.16. Definice. Necht U, U, jsou kone¢nérozmérné podpro-
story v euklidovském vektorovém prostoru V libovolné di-
menze. Odchylka podprostorii Uy, U, je reédlné ¢islo o =
o(Uy, Uy) € [0, ] spliiujici:

(D) Je-lidimU,; =dimU, = 1, U; = (u), U, = (v), pak

LAY
lullllvll”
(2) Jsou-li dimenze U,, U, kladné a U; N U, = {0}, pak

je odchylka minimem vSech odchylek jednorozmérnych
podprostort

o = min{ep({u), (v)); 0 £ u € Uy,0 # v € U,}.

Ukazeme v zapéti, Ze takové minimum skutecné vzdy
existuje.

(3) Je-li U; € U, nebo U, C U; (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je @ = 0.

(4) Je-li U1 N U2 7& {0} a U1 75 U1 N Ug 75 Uz, pak

a=eU, N U NU) U0 U NUDY).

Odchylka podprostorii Q1, Q> v bodovém euklidovském
prostoru &, se definuje jako odchylka jejich zaméfeni Z(Q,),
Z(D2).

Vsimnéme si, Ze odchylka je vZdy dobie definovina,
zejména v poslednim piipadé je

(U N (U N0 N (U, N (U NU2)Y) = {0}

muizZeme tedy opravdu odchylku urcit podle bodu (2). V§im-
néme si také, Ze v pripadé U; NU, = {0}, jsou U, a U, kolmé
mr/2. Pokud vS§ak maji netrividlni prinik, nemohou byt kolmé
v di{vej$im smyslu.

Ke korektosti definice zbyva ukdzat, Ze ve skute¢nosti
vzdy existuji vektory u € Uj, v € U, pro které nabyva vy-
raz pro odchylku poZadovaného minima. Nejdiive specidlni
pripad:

4.17. Lemma. Nechf v je vektor v euklidovském prostoru V
a U C V libovolny podprostor. Oznacme v, € U, v, € U+
(jednoznacné urcené) komponenty vektoru v, tj. v = vy + v,.
Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U plati
_ ol

cos p((v), U) = cos p((v), (v1)) = ol

22

tecnosti tiettho ze zadavajicich vektorti podprostoru U, nebof je
3(LO,I,H—(2,1,1,0) = (1, —-1,2,3).
Libovolna (¢ € R) linedrni kombinace
2-3n,0,1,H)+¢(2,1,1,00 +¢(1,—-1,2,3) = (2,0, 2,2)

vSak odpovida bodu [2, 0, 2, 2] podprostoru U, ktery je nejbliZze bodu
[0, 0, 6, 0]. Pro hledanou vzdélenost proto plati

v=112,0,2,2] — [0,0,6,0] || = v/22 + 0 + (—4)2 + 22 = 2+/6.
O
4.21.

n€ z = 0 a s hranami zadanymi dvojicemi vrcholi [0, 0, 0], [—2, 3, 0];
[0,0,0],[4,1,0]a[0,0,0],[5,7, 3].

Spoctéte objem rovnob&Znosténu v R s podstavou v rovi-

ReSeni. Rovnob&Znostén je zadan vektory (4,1,0), (=2,3,0),
(5,7, 3). Vime, Ze jeho objem je roven determinantu
—2 4 =2

1 3 ‘:3-14:42.

S - &

5
5 7)=3)
0 3
Dopliime, Ze pii zméndch poradi vektori bychom obdrzeli vysle-
dek +42, nebof determinant uddvad orientovany objem rovnob&z-
nosténu. Je$té poznamenejme, Ze objem rovnobéZnosténu by se dle
vypoctu determinantu nezménil, pokud by tieti vektor byl [a, b, 3]
pro libovolna ¢isla a, b € R. Jeho objem pochopitelné zavisi pouze

na kolmé vzdélenosti rovin dolni a horni podstavy a jejich obsahu

O

4.22. Jedanrovnobéznik [0, 0, 1],[2, 1, 11,[3, 3, 11,1, 2, 1]. Urlete
bod X na piimce p : [0,0, 1] + (1, 1, 1)z tak, aby rovnobéZnostén

uréeny danym rovnobéZnikem a bodem X mél objem 1.

ReSeni. Sestavime determinant udavajici objem rovnobéZnosténu pfi

pohyblivém bodu X:

r t t
2 1 0f.
1 20
Podminka, Ze m4 byt roven jedné dava ¢ = 1/3. ([
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4.23. Nechtje danakrychle ABCDEF G H (pti obvyklém vyznamu
zapisu, tedy vektory E—A, F —B, G—C, H—D jsou kolmé na rovinu
urenou vrcholy A, B, C, D) v eukleidovském prostoru R3. Vypoctéte
odchylku ¢ vektord F — Aa H — A.

ReSeni. Tento piiklad jsme jiZ jednou fesili pomoci vzorce z defi-
nice odchylky. Nyni se zkusme zamyslet. UvaZované body A, F, H
jsou vrcholy trojihelniku, jehoZ vSechny strany jsou uhlopiickami
stén krychle. Jedn4 se tudiZ o rovnostranny trojihelnik. Odtud plyne,
Ze ¢ = m/3. O

4.24. Oznacme S stied hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyk-
1ém oznaceni). Urcete kosinus odchylky piimek ES a BG.

ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze homotetie (stejnolehlost) je podob-
nym zobrazenim, tj. zachovdva ihly, mizeme predpoklddat, Ze krychle
ma hranu velikosti 1. Umistime-li navic bod A do poc¢éatku soufadné
soustavy a body B, resp. E do bodi o soufadnicich [1, 0, 0], resp.
[0, 0, 1], pak maji zbylé uvaZované body nésledujici soufadnice: S =
[1/2,0,0], G = [1, 1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0,—1) a BG =
(0, 1, 1). Pro hledany kosinus odchylky ¢ tedy mdme

(1/2,0,—=1)- 0,1, 1) | 2

1(1/2,0, =DIIO, 1L, DI~ /3

cos(p) =

4.25. Urcete odchylku pfimky p zadané implicitné rovnicemi

-x — y + z =0

odrovinyp :x +y+2z+1=0.
ReSeni. Vidime, Ze normalovy vektor roviny o je (1, 1,2). Sedteni
rovnic zaddvajicich pfimku p pfi opsani prvni z nich dava

x + 3y + z = 0,

2y + 2z = 0.
Odsud plyne, Ze y = —z a x = 2z. Vektor (2, —1, 1) je proto smé-
rovym vektorem piimky p; jinak feCeno, mtizeme zapsat (p ocividné

prochézi pocdtkem)

p:00,0,0]+¢2,—1,1), teR.

Pro dhel ¢ vektort (1,1, 2), (2, —1, 1) plati
2—1+2 . 1
V6.6 2

Jetedy ¢ = 60 °. To je ovSem velikost Gihlu, ktery svird smérovy vektor

cos @ =

p s normdlovym vektorem o. Hledany uhel je doplitkem tohoto thlu,
a tak je vysledek 30° =90° — 60°. (Il
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Dtkaz. Pro vSechny vektory u € U plati diky Cauchy-
ové nerovnosti

lu-vl  u-(ui+v)l  fu-vl
lallloll — Nulllioll lullfol
laelllvll vl o> o vl
T Aol ol ellledl el
Odtud plyne
[[vall
cos @((v), (u)) < cosp((v), (v1)) = ol

a ndmi nalezeny vektor v; tedy predstavuje nejvétsi moznou
hodnotu pro kosinus thlu mezi v§emi volbami vektorti z U.
ProtoZe je funkce cos na intervalu [0, 7] klesajic{, dostdvame
tak nejmensi moZny thel a tvrzeni je dokdzané. U

4.18. Vypocet odchylek. Postupu v predchozim lemmatu
miZeme rozumét tak, Ze jednorozmérny podprostor gene-
rovany vektorem v kolmo promitneme do podprostoru U a
podivdme se, jak moc se obrazy zmenSuji. Podle toho pak
pozndme odchylku. Podobny postup pouZijeme ve vyssich
dimenzich také. PotiZ je pfitom ale s rozpoznidnim, které
sméry ndm svymi priméty odchylku skute¢né prozradi. V
nasem predchozim piipadé to miZeme dobie vidét, pokud
neSikovné budeme promitat vétsi prostor U do jednorozmér-
ného (v) a pak kolmo zpét do U. Zjistime, Ze odchylku po-
zndme podle sméru vlastniho vektoru takového zobrazeni,
jeho vlastnf ¢islo bude kvadritem piislusného kosinu Ghlu.

UvaZujme tedy dva obecné podprostory U;, U, v eukli-
dovském vektorovém prostoru V, pfedpoklddejme U, NU, =
{0}, a zvolme pevné ortonormalni baze ¢, a ¢’ celého prostoru
V tak, aby U; = (e, ..., e), Uy = (€], ..., €).

Uvazujme kolmy primét ¢ prostoru V na U,, jeho zi-
Zeni na U; budeme opét znacit ¢ : U, — U,. Zobrazeni
Y : Uy — Uj nechf vznikne podobné z kolmého primétu na

U,. Tato zobrazeni maji v bazich (e;, ..., ex) a (e}, ..., €))
matice

e - e e - € el e e - e
A= | B=

e e e - e el - ex e - e

Protoze jde o skaldrni souciny na redlném vektorovém pro-
storu, plati e; - ¢} = ¢/, - ¢; pro viechny indexy i, j a proto
zejména plati B = AT,

SloZené zobrazeni ¢ o ¢ : U; — U; ma tedy symet-
rickou pozitivné semidefinitni matici A7 A a ¥ je zobrazeni
adjungované k ¢. Vidéli jsme, Ze kazdé takové zobrazeni ma
pouze nezdpornd redlnd vlastni ¢isla a Ze mé ve vhodné orto-
normdlni bazi diagondlni matici s témito vlastnimi ¢isly na
diagonale, viz B75 a BZZ4.

Nyni midZeme odvodit obecny postup pro vypocet od-
chylky o = ¢(Uy, Us).

Véta. V predchozim oznaceni necht A je nejvétsi viastni hod-
nota matice AT A. Pak cos> o = A
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DUkaz. Nechf u € U je vlastni vektor zobrazeni ¥ o
@ prislusny nejvétsi vlastni hodnoté A. Uvazme vSechna
vlastni ¢isla Aq, ..., Ay (véetné ndsobnosti) a nechf u =
(u1, ..., uy,) je ptislusnd ortonormdlni baze U; z vlastnich
vektord. MiiZeme piimo predpokladat, Ze A = Ay, u = u;.
Potfebujeme ukazat, Ze odchylka libovolného v € U, od U,
je nejméné tak velkd jako odchylka u od U,. Tzn. Ze kosi-
nus piislusného thlu nesmi byt vétsi. Podle predchoziho lem-
matu staci diskutovat odchylku u a ¢(u) € U, a pfitom vime,
7e |lu|| = 1. Zvolme tedy v € Uy, v = ajuy + -+ - + aguuy,
b a? =|v])* = 1. Pak

lp)II* = @(v) - p(v) = (¥ 0 P(v)) - v
< ¥ o e)llIvll = ¥ 0 ().

Ptedchozi lemma navic ddva i vzorec pro odchylku o vektoru
v od podprostoru U,

el
o =
ol

ProtoZe jsme zvolili za A nejvétsi z vlastnich hodnot a soucet
kvadréti soufadnic a? je jedna, dostdvdme

= [le)Il.

(cos@)? = [lp)|1* < ¥ o p(v)|| =

k
Z()»iai)z =
i=1

k
= | 2+) a@0r-) < /A

i=1

Pfi v = u dostdvdme oviem presné [lp(v) |2 = A3|v|* = A
a tedy odchylka dosahuje pro tento vektor minimalni mozné
hodnoty. Tim je véta dokdzana. O

4.19. Pocitani objemu. S nidznakem pocitdni objemu jsme
se jiz setkali v rovinné geometrii v konci paté ¢asti prvni ka-
pitoly (viz I34). Zjistili jsme pritom, Ze Ze podstatnym po-
jmem je pfitom tzv. orientace, kterou jsme si mohli predsta-
vit jako rozhodnuti, zda se na nasi rovinu R? divdme zhora
¢i zezdola. Rozdil je pritom v pofadi standardnich bazovych
vektorll e; a e na jednotkové kruZnici.

Stejné postupujeme obecné. Rikdme, Ze dvé bize u a
v redlného vektorového prostoru V ur€uji stejnou orientaci,
jestliZe m4 matice prechodu mezi nimi kladny determinant.
Formalnéji vzato, orientaci redlného vektorového prostoru V
tedy rozumime tfidu ekvivalence bazi ¥ vzhledem k ekviva-
lenci, kterou jsme pomoci znaménka determinantu pravé za-
vedli. Ekvivalentnim bazim v tomto smyslu také fikdme sou-
hlasné se zvolenou orientaci.

Piimo z definice pak vyplyvd, Ze na kazdém vektorovém
prostoru jsou pravé dv€ orientace. Z kazdé souhlasné baze
ziskdme snadno nesouhlasnou pomoci libovolné matice pie-
chodu se zdpornym determinantem.

Vektorovy prostor se zvolenou orientaci nazyvdme ori-
entovany vektorovy prostor.

4.26. V redlné roviné naleznéte piimku, kterd prochdzi bo-

dem [—3, 0] a s pfimkou
p: V3x + 3y+5=0
svira thel 60 °.

ReSeni. Nejprve si uvédomme, Ze podminkam tlohy musi vyhovovat

pravé dvé piimky. Obecnd rovnice pfimky v rovin€ ma tvar

ax +by+c =0, piicem?Ilzevolit a®+b> = 1.

Naleznéme tedy takova Cisla a, b, ¢ € R, aby byly splnény uvedené
podminky. Dosadime-li x = —3, y = 0 do této rovnice (pfimka m4a
prochdzet bodem [—3, 0]), dostaneme ¢ = 3a. Podminka, Ze pfimka

mad svirat thel 60 ° s pfimkou p, potom ddva

‘ﬁa—i—Sb‘
V12

=c0os60° =

, 4. ﬁ:‘ﬁa+3b‘,

N —

v/, 2

Dalsi dpravou obdrzime
+1=a++/3b aumocnénim 1 = a®+ 3> 4 2+/3ab.
VyuZijeme-li a®> + b* = 1, ziskdme
0= 20 +2v3ab, 4. 0=b(b+ﬁa).

Celkem tak mame moZnosti (pfipometime, e ¢ = 3a a a*> + b* = 1)

1 V3 3

a==+1, b=0, c=43; a=*+-, b=F—, c==+£-.
2 2 2
Snadno se oveéfi, Ze témito koeficienty ur¢ené piimky
1 V3 3
3=0, —X—— -=0
x + > X 5 y+ >
zadan{ skute¢né vyhovuji. O

4.27. Urcete obecnou rovnici vSech rovin, které sviraji odchylku 60° s
rovinou x +y+z—1 = 0 a obsahuji piimku p : [1, 0, 0]+¢ (1, 1, 0).
4.28. Urcete odchylku rovin

o: [1,0,2]+ (1, =1, Dt + (0, 1, =2)s

o [3,3,3]1+(1,-2,0)t + (0, 1, 1)s

ReSeni. Prise¢nice ma smérovy vektor (1, —1, 1), kolmd rovina na ni
ma pak s danymi rovinami priniky generované vektory (1,0, —1) a
(0, 1, 1). Tyto jednorozmérné podprostory sviraji thel 60°. ([
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4.29. Je dana krychle ABCDA’'B'C'D’ (ve standardnim oznacent,
tji. ABCD a A’B'C'D’ jsou stény, AA’ pak hrana). Urcete odchylku
vektori AB a AD’.

Reseni. Uvazujme krychli o hran& 1 a umistéme ji v R? tak, Ze bod A
bude mit ve standardni bdzi soutadnice [0, 0, 0], bod B pak soutfadnice
[1,0,0] a bod C souradnice [1, 1, 0]. Potom m4 bod B’ soufadnice
[1,0, 1] a bod D’ soufadnice [0, 1, 1]. Pro vySetfované vektory tedy
miZeme psit AB = B —A=1[1,0,1]1-[0,0,0] = (1,0, 1), AD’ =
D —A=10,1,1]—[0,0,0] = (0, 1, 1). Podle definice odchylky ¢
téchto vektort je pak

cos() = 0D OLD 1
YErao oLy 2

tedy ¢ = 60°.

O

4.30. Nyni ukdZeme jednoduché vyuziti Cauchyovy nerovnosti. Do-
kazte, Ze pro kazdé n € N a pro libovolné kladn4 ¢isla xy, x5, . .
R plati

L Xy €

11 1
n2§(—+—+---+—>-(x1+x2+---+xn).
X1 X2 Xn

Poté uvedte, kdy nastava rovnost.

ReSeni. Postacuje uvazit Cauchyovu nerovnost
lu-v| <I[lullllv]]

v eukleidovském prostoru R” pro vektory

). o= (R,

1 1 1
u = s P
(MX] /X2 ' Xn

Takto dostaneme

1 1 1
“4.1) nf\/—+—+"'+—'\/X1+X2+-'-+xn.
X1 X2 Xn

Dokazovanou nerovnost potom obdrzime umocnénim (B). Déle

vime, Ze Cauchyova nerovnost pirejde v rovnost, pravé kdyZ bude

vektor u ndsobkem vektoru v, coZ jiz implikuje x| = xp = - -+ = x,,.
O
4.31. Jsou dany vektory u = (uy, up, u3) av = (v, v2, v3). Dopliite

je tretim jednotkovym vektorem tak, aby rovnobéZnostén dany t€mito
tremi vektory mél co nejveétsi objem.

ReSeni. Oznaéme hledany jednotkovy vektor jako t = (11, fa, 13).
Podle Tvrzeni ?? je objem rovnobéznosténu P53 (0; u, v, t) dan jako
abolutni hodnota determinantu

up vy h n nh n
uy vy B =|uy uy uz|=t1t-wxv) = |tllluxvl =uxuvl.
uz v3 13 vy vy U3
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Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoZ zaméreni je orientované. V dalsim
budeme uvazovat standardni &£, spolu s orientaci zadanou
standardni baz{ R".

Nechf wuy,...,u;, jsou libovolné vektory v za-
méfeni R*, A € &, je libovolny bod. RovnobéZnostén
Pi(Asuy,...,ur) C &, jsme definovali jako priklad
konvexni mnoZiny

Pe(Asuy, ... yu) ={A+ciuy + - +cup; 0 < ¢; < 1}

Jsou-li vektory uy,...,u; nezdvislé, hovoiime o k-
rozmérném rovnobéznosténu Py (A; uy...,ux) C &,. Pro
dané vektory uy, ..., u; mame k dispozici také rovnobéz-
nostény mens$ich dimenzi

Pir(Asur), ..., Pe(Asuy, ... ug)
v euklidovskych podprostorech A + (u;),...,A +
(..., ug).
Jsou-li uy, ..., u; linedrné€ zavislé definujeme objem

Vol P = 0.

Jinak uvaZujeme jako pfi Grammové-Schmidtové ortogona-

lizaci
U )®U, . w ) Ny,

V tomto rozkladu se u; jednoznacné vyjadii jako

(r, ... ug) =(uy, ..

/
Mk:Mk+€k

kde e, L (uy,...,ur—1). Absolutni hodnotu objemu rov-
nobéZnosténu definujeme induktivné tak, abychom naplnili
pfedstavu, Ze jde o soucin objemu ,,zdkladny* a ,,vysSky*:

| Vol [P1 (A5 uy) = [lul

| Vol [Py (A uy, ..., ur) = |lexll| Vol [Pr—1(A; uy, ..., up—1).

Je-li uy,...,u, baze souhlasnd s orientaci V, definujeme
(orientovany) objem rovnobéZnosténu

Vol Pi(A;uy,...,u,) = | Vol |Pu(A;uy, ..., u,),
v pripad€ neosuhlasné bize klademe
Vol Pr(A; uy,...,u,) = —| Vol |Pr(A; uy, ..., u,).

VVVVVV

Ze determinant je v jistém smyslu ndstroj vyjadfujici objem.
Prvni tvrzeni totiZ fikd pravé, Ze na k—rozmérném prostoru
dostaneme objem rovnobéZnosténu natazeného na k vektort
tak, Ze jejich soutfadnice (v ortonormdlni bazi) napiSeme do
sloupcti matice a spocteme determinant.

Vyrazu ve druhém tvrzeni se fikd Grammiiv determinant.
Jeho vyhoda je, Ze je zcela nezédvisly na volbé bdze a zejména
se s nim proto 1épe pracuje v pfipad€ k mensiho nezZ je di-
menze celého prostoru.

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht
(e1, ..., ex)jejeho ortonormdlni bdze. Pak pro libovolné vek-
toryuy,...,ur € Z(Q)a A € Q plati

, UK.
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uj-ep U - €1
(1) Vol Pr(A; uy, ..., ux) = det
uj - e Uy - e
Uujp-up Up - Uy
(2) (VoL Pi(A; uy, ..., ux))* = det
Uy - Ug Uj - U
DUkaz. Matice
u-eg Ui - €1
A=
up- e Uf - e

ma ve sloupcich soutadnice vektortl uy, ..
ortonormalni bazi. Plati

|A]? = |A|A] = [AT|]A] = |AT Al

., Uy ve zvolené

up - uy Up - U
= det

Uy - Ug Up - Uk

Vidime tedy, Ze pokud plati (1), plati i (2).
Piimo z definice je neorientovany objem roven soucinu

| VOl Pi(As uy, .oy ug) = Nlorliloall - .- floell,

kde v; = uy, v, =u2+afv1,...,vk =uk+a’fv1+~--+
alk‘_ 1 Vk—1 je vysledek Grammova-Schmidtova ortogonalizac-
niho procesu. Je tedy

vi-vy 0 L 0
(Vol Pr(As uy, ... up))* =det | @ .
0 0 Uk + Uk
vy - Vg Vg - Vg
= det
vy - Ug U + Uk

OznaCme B matici jejiz sloupce jsou soufadnice vektorti
V1, ..., U vortonormdlni bazi e. ProtoZe vy, . .., vy vznikly
Zuy, ..., U jako obrazy v linedrni transformaci s hornf troju-
helnikovou matici C s jednickami na diagondle, je B = CA
a|B| = |C||A| = |A|. Pak oviem |A]* = |B|* = |A||A],
proto Vol Py (A; uy, ..., u;) = £|A|. Pfitom pokud jsou vek-
tory uy, ..., uy zavislé vyjde objem nulovy, pokud jsou ne-
z4vislé, pak znaménko determinantu je kladné prave kdyz je
baze uy, ..., u; kompatibilni s orientaci danou bazi e. O

V geometrické formulaci dostdvdme jako velice dizity
dasledek nésledujici tvrzent:

4.20. Dasledek. Pro kaZdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V
euklidovského vektorového prostoru V je det roven (ori-
entovanému) objemu obrazu rovnobéZnosténu urceného vek-
tory ortonormdlni bdaze. Obecnéji, obraz rovnobéznosténu P
urceného libovolnymi dim V vektory md objem roven det ¢—
ndasobku piivodniho objemu.

Pouzit¢é znaménko nerovnosti vyplyvd z Cauchyovy nerovnosti,
pricemz vime, Ze rovnost nastava pravé pro t = c(u x v), ¢ € R. Ve-
likost objemu hledaného rovnobéZnosténu tedy muiiZze byt maximdlne
rovna velikosti obsahu rovnobéZnika daného vektory u, v (tj. velikosti
vektoru (# x v)). Rovnost nastane pravé kdyz

(u xv)

Il x I

4.32. Urcete patu kolmice spusténé z bodu [0, 0, 7] na rovinu
p: 0,531+ (1,2, Dt + (=2, 1, Ds.

4.33. 'V eukleidovském prostoru R’ stanovte vzdélenost rovin

Ql : [75 25 77 _19 1] +t1 (1907 _1907 O) +S1 (07 1505 07 _1)7
Q2 : [2745 7’ _47 2]+t2 (19 1’ 1709 1)+S2(O, _27 05 O’ 3)’

kde t1, 51, 12, s € R, a poté vzdalenost rovin

01:10,1,2,0,0]+ p1 (2,1,0,0,1) + ¢1 (2,0, 1, 1, 0),
02 :[3,-1,7,7,31+ p2(2,2,4,0,3) + ¢2(2,0,0, =2, - 1),

kde p1, g1, p2, g2 € R.

ReSeni. Piipad o), 0,. Nejprve uréime ortogonalni doplnék souctu za-
méfeni zadanych dvou rovin tak, Ze smérové vektory rovin napiSeme
do radkd matice a tuto matici pomoci elementarnich fadkovych trans-

formaci prevedeme na schodovity tvar. Tim dostaneme

1 0 -1 0 O 1 0 -1 0 0
01 0 0 -1 01 0 0 -1
1 1 1 0 1 00 1 0 1
0 -2 0 0 3 00 0 0 1

Hledany ortogondlni doplnék tak je ((0, 0,0, 1,0)). (Pochopitelné
bylo oc¢ividné, ze vektor (0,0, 0, 1,0) ndleZi do uvazovaného or-
togondlniho doplitku. Upravou na schodovity tvar jsme v ak zjis-
tili, Ze ortogonalni dopln€k je jednodimenziondlni.) Vzdalenost ro-
vin je rovna velikosti kolmého primétu vektoru A; — A, do pod-
prostoru ((0, 0,0, 1,0)) pro libovolné body A, € 01, A2 € o».
Zvolme kupt. Ay = [7,2,7,—1,1], A, = [2,4,7, —4, 2]. Zfejmé je
kolmy primét A, — A, = (5,—-2,0,3, —1) do ((0,0,0, 1, 0)) roven
(0, 0,0, 3,0). Velikost vektoru (0, 0, 0, 3, 0) dava vyslednou vzdale-
nost 3.

Ptipad o}, 0. Soulet zaméfeni rovin o, 0, je generovdn sméro-

vymi vektory. Ozna¢me je

ur=(2,1,0,0,1),
Ul - (2’ 2’ 4’ 07 3) b

Uy = (_29 O’ 17 190)5
v, =(2,0,0,-2,-1).
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Naleznéme body X € oy, X, € 05, ve kterych se vzdédlenost r
o0, realizuje. Vime, Ze je
X —X,= [0,1,2,0,0] —1[3,—-1,7,7,3]
+piur + qius — prvi — @V
= (=3,2, -5, -7, =3) + piur + qiuz — pov1 — g2v2

a Ze ma platit
(X1 —Xo,u;1) =0,

(X1 —X2,v1) =0,

(X1 —Xo,uz) =0,
(X1 —X2,v12) =0,
t.

((_3727 _55 _7a _3)7u1>+p] <u17u1>+q1 <u27u1>

—p2{vi,ur) —qa{va,u;) =0,

((_3527 _55 _75 —3),1/l2> +P1 <M17u2> +q1 <u25u2>

—p2{vi,uz) —qa (v, ur) =0,

<(_3’ 2’ _57 _77 _3)7 V1 ) + P1 <ul7 V1 ) +C]l <u27 Ul)

—pa{v,v1) —qa(v2,v1) =0,

((=3,2,-5,-7,-3),v2) + p1 (ur,v2) +qi (uz, v2)
—p2{v, 1) —q2(v2, v2) =0.

Vycislenim téchto skaldrnich soucinti ziskdvame soustavu linedrnich

rovnic
6p1 — 4q1 — 9p, — 3qx = 7,
—4p1 + 6q; + 6 = 6,
9pi - 3B3p, - ¢ = 3l
3pp. — 61 —  pp — 9 = —1I,
kterou vyfe§ime pomoci fddkovych transformaci v maticovém zédpisu
6 —4 -9 3| 7 1 0 00O
-4 6 0 6 6 01 0 0-1
9 0 -33 -—-1] 31 001 0f-1
3 -6 -1 -9|-11 000 1|2

Re enim této soustavy je tedy Ctvefice (pi1,q1, p2,q2) =
0, —1, —1, 2). Urcili jsme

XI_X2 = (_35 27 _59 _75 _3)_u2+v1_2v2 = (_37 4’ _2’ _45 2)

Velikost vektoru (—3,4, —2, —4, 2) a soucasné vzdalenost rovin oy,

(o)) ¢ini

7=(=3)2 + 4+ (=22 + (42 + 22.
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4.21. Vnéjsi a vektorovy soucin vektora. Predchozi dvahy
tzce souvisi s tzv. vn&j$im tensorovym soucinem vektord.
Nebudeme zachdzet podrobné do této technicky ponékud ne-
prehledné oblasti, ale zminime alespoi piipad vnéjstho sou-
¢inun = dim V vektord uy, ..., u, € V.

Necht (uy, ..., u,;)" jsou soufadnd vyjadieni vektorti
uj v né&jaké pevné zvolené ortonormdlni bazi V a M nechf
je matice s prvky (u;;). Pak determinant |M| nezédvisi na
volbé bédze a jeho hodnotu nazyvdme vnéjsim soucinem vek-
toriuy, ..., u, aznacime [uy, ..., u,]. Vnéjsi soucin je tedy
pravé orientovany objem pfisluSného rovnobéZnosténu, viz
£T19.

Pfimo z definice nyni vyplyvaji uZite¢né vlastnosti
vnéjstho soucinu
(1) Zobrazeni (ui,...,u,) — [uy,...,u,] je antisymet-

rické n—linedrni zobrazeni. Tzn., Ze je linedrni ve vSech

argumentech a vyména dvou argumentt se vzdy projevi
zménou znaménka vysledku.
(2) Vnéjsi soucin je nulovy pravé, kdyZ jsou vektory

Ui, ...,u, linearn€ zavislé
(3) Vektory uy, ..., u, tvoii kladnou bazi praveé, kdyz je je-

Vv,

jich vné&jsi soucin kladny.

V technickych aplikacich ve R3 se ¢asto pouZivd velmi
uzce souvisejici operace, tzv. vektorovy soucin, ktery dvojici
vektorl pfifazuje vektor treti.

UvaZme obecny euklidovsky vektorovy prostor V di-
menze n > 2 a vektory uy,...,u,—; € V. Dosadime-
li téchto n — 1 vektort jako prvnich n — 1 argumentt n—
linedrnihho zobrazeni definovaného pomoci determinantu
pri vypoctu objemu vyse, pak ndm zbude jeden volny argu-
ment, tj. linedrni forma na V. ProtoZe vSak mame k dispo-
zici skaldrni soucin, odpovida kazd4 linearni forma prave jed-
nomu vektoru. Tento vektor v € V nazveme vektorovy soucin
vektor@i uy, ..., u,_1, tj. pro kazdy vektor w € V plati

(v,w) =[ug, ..., up—1, wl.

Znaéime v = u; X ... X Up_1.

Jsou-li v néjaké ortonormdlni bdzi soufadnice naSich
vektord v = (yi, ...,y w = (1, ..., x)" au; =
(U1, ... uy;)", nae definice ma vyjadieni

Ui Uln-1) X1

Vixp+ o yuxp = :
Un1 Unin—-1) Xn-

Odtud je pfimo vidét, Ze vektor v je zaddn jednoznacné a

jeho soufadnice spoc¢teme formdlnim rozvojem tohoto deter-

minantu podle posledniho sloupce. Zarovei jsou pfimo z de-

finice ocekdvatelné ndasledujici vlastnosti vektorového sou-

¢inu:
Véta. Pro vektorovy soucin v = u; X ... X u,_ plati

(1) veu,.. )+

9 unfl
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(2) v je nenulovy vektor prave,
ui,...,U,—1 linedrné nezavislé

(3) velikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hod-
noté objemu rovnobéZniku P(O; uy, ..., u,—1)

(4) (uy, ..., u,—1,v) je souhlasnd bdze orientovaného eukli-
dovského prostoru V.

kdyZ jsou vektory

Dtkaz. Prvni tvrzeni plyne piimo z defini¢niho vztahu
pro v, protoZe dosazenim libovolného vektoru u ; za w mame
nalevo skaldrni soucin v - u; a napravo determinant s dvéma
shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n — 1 sloupci u; je ddna maximdlni
velikosti nenulového minoru. Minory, které zaddvaji sourad-
nice vektorového soucinu jsou stupné n—1 a tim je dokdzano
tvrzeni (2).

Jsou-li vektory uj,...,u,—; zavislé, pak plati i (3).
Nechf jsou tedy nezavislé, v je jejich vektorovy soudin
a zvolme libovolnou ortonormdalni bazi (ej,...,e,—1)
prostoru (uy,...,u,—1). Z jiz dokdzdného vyplyvd, Ze
existuje néjaky ndsobek (1/w)v, 0 # o € R, takovy,
7Ze (e1,...,er, (1/a)v) je ortonormdlni baze celého V.
Soufadnice naSich vektort v této bazi jsou

T T
Mj=(bl1j,...,u(n_1)j,0) s U=(O,...,0,0[) .

Proto je vnéjsi soudin [uy, ..
vektorového soucinu)

., Up—1, V] roven (viz. definice

Ui e Ui(n—1) 0
[Ml,...,Mn_l,U]: ’ )
Un-1)1 Up-1)@m-1) 0
0 0 o
= (v,v) = o’

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zdroven
obdrZime

o = a Vol P(O; uy, ... 0n_1).
Odtud uZ vyplyvaji obé zbyld tvrzeni véty. U

2. Geometrie kvadratickych forem

V analytické geometrii roviny jsou po pfimkdch jako da-
I81 nejjednodussi kiivky na fad€ tzv. kuZelosecky. Jsou v
kartézkych soufadnicich zaddny kvadratickymi rovnicemi a
podle koeficientd pozname, zda jde o kruZnici, elipsu, para-
bolu nebo hyperbolu, piipadné jesté¢ miZe jit o dvé primky
nebo bod (degenerované pripady).

Uvidime, Ze naSe néstroje umoZni vcelku t¢innou klasifi-
kaci takovychto objektti v libovolnych kone¢nych dimenzich
i praci s nimi.

4.22. Kvadriky v &,. V analogii k rovnicim kuZelosecek v
roviné zacneme pozndmkami o objektech v euklidovskych
bodovych prostorech, které jsou v dané ortnonormdlni bazi
zaddny kvadratickymi rovnicemi, hovotime o kvadrikdch.

Vzdalenost o; od g, jsme urcovali odliSnym zptisobem ne vzdale-
nost o7 od 0. Uvedené metody jsme samoziejmé& mohli pouZit v obou
pfipadech. Zkusme znovu vypocitat vzddlenost rovin oy, o, postupem
pouZzitym k vycisleni vzddlenosti rovin g1, 0,. Hledejme tedy ortogo-
ndlni dopln€k vektorového podprostoru generovaného vektory

(2,1,0,0, 1), (=2,0,1,1,0), (2,2,4,0,3), (2,0,0,—2,—1).
Snadno ziskame

2 10 0 1 1 00 0 32

-2 01 1 0 |_ 10100 =2

2 24 0 3 0010 1 ’

2 00 -2 —1 0001 2

odkud dostdvdme ortogondlni doplnék ((—3/2,2, —1, =2, 1)), pfip.
jej radé€ji zapiSme jako ((3, —4, 2, 4, —2)). Pfipomenime, e vzdélenost
o Vici o se rovnd velikosti kolmého primétu vektoru (rozdilu libo-
volného bodu o a libovolného bodu o)
u=(3,-2,573)=1[3,-1,7,7,3] - [0, 1, 2,0, 0]

do tohoto ortogondlniho dopliiku. Ozna¢me zminény kolmy prameét u
symbolem p, apolome v = (3, —4,2,4, —2). Zfejmé je p, = a - v
pro néjaké a € R a ma platit

(u —py,v)=0, . (u,v)—a(v,v)=0.
Vycisleni dava 49 — a - 49 = 0. Je tudi p, = 1 - v = v a vzddlenost
rovin oy, 03 je rovna

Ipull =3+ (42 +22+ 42+ (2> ="7.

Ukdzalo se, Ze vypocet vzddlenosti pomoci ortogondlniho do-

pliiku souctu zaméteni byl v pfedeslém piikladu ,,rychlejsi cestou k vy-
sledku®. Pro roviny o; a 0, tomu bude nepochybné stejn€. Druh4 me-
toda ovSem dava body, ve kterych se vzdalenost realizuje (body, kde
si jsou roviny nejblize). Naleznéme proto s jeji pomoci takové body

v ptipadé rovin g1, 02. Oznacme
ulz(lvoa_lv()?o)’
V1 :(13 1,1’07 1)’

u =(0,1,0,0,-1),
v, = (0,-2,0,0,3).
Body X; € 01, X» € 0>, ve kterych se vzdélenost rovin realizuje,
muiZeme vyjadfit jako
X, =17,2,7,—1, 11+ tju; + squs,
X, =12,4,7,—4,2]1 4+ t,v; + syv3,
a tedy
X —X,= [7,2,7, 1,11 - [2,4,7, —4, 2]
+Huy + S1up — Hvy — S0

= (5,-2,0,3, =1) + tjuy + s1up — tHv; — $202.
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Skalédrni souciny
(X1 —Xa,u1) =0,
(X1 —Xa,v1) =0,

(X1 —Xo,uz) =0,
(X1 —Xo,v1) =0

pak vedou na soustavu linedrnich rovnic

24 = -5,
281 +  S5s = 1,
—42‘2 — Sy = -2,

—5s1 — L — 13, = -1

s jedinym feSenim t; = —5/2, 51 =41/2,t, =5/2, s, = —8. Ziskali
jsem tak

X = [7.2.7, —1.1] — 2uy + L, = [?, 419 ’_2} ’
2 2 22 2 2
Xy = [2.4.7,—4,2] + 2v; — 8uy = [2, s, _@} .
2 22 2 2
Nyni ji snadno ovéfime, Ze vzddlenost bodli X, X, (a soucasné vzda-
lenost rovin g1, @2) je || X1 — X2 |1 =11(0,0,0,3,0) [| = 3. O

4.34. Najdéte pranik kolmé roviny spusténé z bodu A =
[1, 2,3, 4] € R* na rovinu

o:11,0,1,014+(1,2,-1,-2)s +(1,0,0, 1)t, s,t e R.

ReSeni. Naleznéme nejprve kolmou rovinu k o. Jeji zaméfeni bude
kolmé na zaméfeni g, pro vektory (a, b, ¢, d) pattici do jejtho za-

méfeni dostdvdme tedy soustavu rovnic
(avbvcvd)'(1927_17_2)=0 =
(a,b,c,d)-(1,0,0,1) =0 =

a+2b—c—-2d=0
a+d=0.
Jejim  feSenim je  dvojdimenziondlni  vektorovy  prostor

((0,1,2,0), (—1,0,—-3,1)). Rovina 7 kolmd k roviné o procha-

zejici bodem A ma tedy parametrické vyjadieni
t:[1,2,3,4]14+(0,1,2,0u + (—1,0, =3, Hv, wu,velR.

Priinik rovin potom mtiZeme ziskat pomoci obou parametrickych vy-

jadfeni. Pro parametry popisujici prinik tedy dostdvame soustavu rov-

nic:
l+s+t = 1—v
2s = 2+4u
l—s = 342u—3v
—2s+t = 4+,

kterd m4 jediné feSeni (musi tomu tak byt, protoZe sloupce matice sou-
stavy jsou ddny linedrn€ nezdvislymi vektory zaméfeni obou rovin)
s = —8/19,t = 34/19, u = —54/19, v = —26/19. Dosazenim
hodnot parametrt s a ¢ do parametrického vyjadfeni roviny o pak do-
staneme soufadnice priniku [45/19, —16/19, 11/19, 18/19] (stejny
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Zvolme v &, pevné kartézskou soufadnou soustavu (tj.
bod a ortonormalni bdzi zaméreni) a uvaZme obecnou kvad-
ratickou rovnici pro soufadnice (x, ..., x,)7 bodi A € &,

n n

a;jxix; + ZZCI,‘X,’ +a=0,
ij=1 i=1
kde bez Gjmy na obecnosti miiZeme rovnou predpokladat sy-
metrii a;; = aj;. Tuto rovnici miiZeme zapsat jako f(u) +
g(u)+a = 0 pro kvadratickou formu f (tj. zdZeni symetrické
bilinedrni formy F na dvojice stejnych argumenti), linedrn{
formu g a skaldr a € R a predpokldddme Ze alespoii jeden
z koeficientl a;; je nenulovy (jinak by se jednalo o linedrni
rovnici popisujici euklidovsky podprostor).

Zacénéme s kvadratickou ¢dsti, tj. bilinedrni symetrickou
formou f : R" x R" — R. Stejné¢ dobie miiZeme premyslet
o obecné symetrické bilinedrni formé na libovolném vektoro-
vém prostoru.

Pro libovolnou bdzi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(x) na vektoru x = xje;+- - - +x,e, dina vztahem

fx)=F(x,x) = inij(e,-, ej) = xlA-x
i,J

kde A = (a;;) je symetrickd matice s prvky a;; = F(e;, ¢;).
Takovymto zobrazenim f fikdme kvadratické formy a vyse
uvedeny vzorec pro hodnotu formy s pouZitim zvolenych
soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime
bazi e; na jinou bdzi ¢/, ..., e, dostaneme pro stejny vektor
jiné soufadnice x = S - X’ (zde S je pfisluSnd matice pie-
chodu) a tedy

f=E-)"A(S-)=0D"-(5-A-9)-x.

Ptredpoklddejme opét, Ze je na naSem vektorovém prostoru
zaddn skaldrni soucin. Pfedchozi vypocet pak miZeme shr-
nout slovy, Ze matice bilinedrni formy F a tedy i kvadra-
tické formy f se transformuje pfi zméné souradnic zplso-
bem, ktery pro ortogondlni zmény soufadnic splyv4 s trans-
formaci matic zobrazeni (skute¢né, pak je S~! = S7). Tento
vysledek miZeme intepretovat také jako nasledujici pozoro-
vani:

Tvrzeni. Nechf V je redlny vektorovy prostor se skalarnim
soucinem. Pak vztah

g F F(u,u) = (o), u)

zadava bijekci mezi symetrickymi linedrnimi zobrazenimi a
kvadratickymi formami na V.

Dtkaz. Skutecné, bilinedrni forma s pevné zadanym
druhym argumentem je linedrni formou o, = F( ,u) a
v pfitomnosti skaldrniho soucinu je nutné ddna vztahem
a(u)(v) = v - w pro vhodny vektor w. Klademe ¢(u) = w.
Pifimo ze vztahu v soufadnicich vySe pak vyplyvd, Ze ¢ je li-
nedrni zobrazeni s matici A. Je tedy samoadjungované. [J
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Z tohoto tvrzeni vyplyva okamzity disledek, Ze pro ka-
Zdou kvadratickou formu f existuje ortonormalni baze za-
méfeni, ve které ma f diagondlni matici (a diagondlni hod-
noty jsou jednoznac¢né urceny az na poradi). Pfedpokladejme
tedy pfimo rovnici ve tvaru

Xn:)uixiz —{—Xn:bixi +b=0.
i=1 i=1

V dalsim kroku pro soufadnice x; s A; # 0 provedeme
doplnéni do ctvercd, které ,,pohlti kvadraty i linearni ¢leny
tychZ nezndmych (tzv. Lagrangetiv algoritmus, kterému se
budeme obecnéji vénovat nize) . Tak ndm zdstanou nejvyse
ty nezndmé, pro které byl jejich koeficient u kvadratu nulovy,
a ziskame tvar

Z)»i(xi —pi)+
i=1

n

> bjx;+c=0.

J spligjici A; =0

To odpovidd posunuti pocatku soufadnic o vektor se sou-
fadnicemi p; a zaroven volbé baze zaméfeni tak, abychom
dostali poZadovany diagondlni tvar v kvadratické ¢asti. Ve
vySe odvozeném ztotoznéni forem s symetrickymi zobraze-
nimi to znamend, Ze ¢ je diagondlni na ortogondlnim do-
plitku svého jadra. Pokud ndm opravdu zistaly néjaké line-
arnf ¢leny, miZeme upravit ortonormdlni bazi zaméfeni na
jadru zobrazeni ¢ tak, aby odpovidajici linedrni forma byla
ndsobkem prvniho prvku dudlni baze. Umime tedy jiZ doséh-
nout vysledného tvaru

k
D _Mid + by +e=0,

i=1

kde k je hodnost matice kvadratické formy f.Pokudjeb # 0,
miZeme jest¢ dalsi zménou pocatku dosdhnout vynulovani
konstanty ¢ v rovnici.

Celkem si tedy shriime, Ze linearni ¢len se miZe (ale ne-
mus{) objevit jen pokud je hodnost f mensi nez n, c € R
miZe byt nenulové pouze kdyZ je b = 0. Vysledné rovnice
nazyvame kanonickymi analytickymi tvary kvadrik.

4.23. Pripad &,. Pro ilustraci prfedchoziho postupu pro-
jdéme celou diskusi jesté jednou pro nejjednodussi pripad
netrividlni dimenze. Pdvodni rovnice mé tvar

anx® + a22y2 4+ 2apxy +ax +ay +a =0.

Volbou vhodné baze zaméfeni a ndslednym doplnénim
¢tvercti dosdhneme tvaru (opét pouZivame stejného znaceni
X, y pro nové souradnice):

anx® +any +aix +azy +a =0

kde a; miZe byt nenulové pouze v piipade, Ze g;; je nulové.
Poslednim krokem obecného postupu, tj. vdimenzin = 2 jen
pripadnou volbou posunuti, dosdhneme pravé jedné z rovnic:

vysledek pochopitelné obdrzime, dosadime-li hodnoty parametrti u a

v do parametrického vyjadfeni roviny 7). O

4.35. Bodem [1,2] € R? vedte pfimku, kterd md odchylku 30° od
primky

p: [0, 1]4+12(1,1).
ReSeni. Odchylka dvou pifmek je ddna tdhlem, ktery sviraji jejich
smérové vektory. Staci tedy najit smérovy vektor v hledané piimky.
Ten ziskdme napiiklad rotaci smérového vektoru pfimky p o 30°. Ma-

—sin30°)
cos30° | '
Hledany vektor v je tedy

V3 1\ 1 V3
o= (T )= (570)
2 2 2 T2

Rotovat jsme mohli i v opaéném smyslu. Hledana piimka (jedna ze

tice rotace o 30° je

cos 30°
sin 30°

m|~m|§
S |
Who|—

=

dvou moZnych) ma tedy parametrické vyjadieni
V3143 1
L2+ —=——z,—+ =]t
2 272 2
O

4.36. Urcete cos o, kde « je odchylka dvou sousednich stén pravidel-
ného osmisténu (téleso, jehoZ sté€ny tvoii osm rovnostrannych trojihel-
nikd).

Reseni. Odchylky libovolnych dvou sousednich stén jsou ze symetrie
osmisténu shodné. Rovnéz tak nezaleZi na jeho velikosti. Uvazujme os-
mistén s délkou hrany 1, ktery je umistén do standardni{ kartézské sou-
fadné soustavy v R tak, Ze jeho t&Zisté je v bodé [0, 0, 0]. Jeho vrcholy
jsou pak v bodech A = [¥2,0,0], B = [0, ¥2,0], C = [-¥2,0,0],
D=1[0,—¥2,0], E=[0,0,—%]a F =[0,0, %].

Ur¢eme odchylku stén CDF a BCF. Ta je dana odchylkou vek-
tord kolmych na jejich prtnik a leZicich v danych sténach, tedy vekort
kolmych na CF. Témi jsou vektory dané vySkami z bodl D, resp. F na
stranu CF v trojuhelnicich CD F', resp. BCF. Vy$ky v rovostranném
trojuhelniku splyvaji s t€Znicemi, jednad se tedy o tsecky SD a SB, kde

S je stied strany CF'. ProtoZe zndme soufadnice bodt C a F, ma bod S

souradnice [—Q, 0, “/—E] a pro vektory mdme SD = (ﬁ, —“/TE, —‘/TE)
_ (N2 V2 2
aSB = (°fF, %5, —%). Celkem
(Y2 N2 N2y (V2 Y2 V2 1
cosq = —=+1 2° 4 4>2° 47
IR, =2, =22 2. -2y 3
Je tedy o = 132°. ([
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4.37. 'V bodovém eukleidovském prostoru R’ vypoctéte odchylku ¢
podprostort U, V, jestli e je
(@ U:13,51,7,2]+¢(1,0,2,-2,1), t € R,
V:[0,1,0,0,0] +s5(2,0,-2,1,—-1), s e R;
(b) U:14,1,1,0,11+¢(2,0,0,2,1), t e R,
Vixi+xa4+x3+x5=T7;
© U:2x; — x4+ 2x3+ x5 =3,
Voixi4+2x 4+ 2x3 + x5 = —1;
(d U:[0,1,1,0,0] +¢(0,0,0,1,—1), t € R,
VilLOo, 1L, L 1]+r(,-1,2,1,0)+5(0, 1,3,2,0)

0=x*/a’+y*/b* + 1 prdzdnd mnoZina

0=x*/a’>+y*/b* -1 elipsa
0=x*/a*> -y /b* -1 hyperbola
0=x*/a’> —2py parabola
0 = x%/a®> + y*/b? bod

0 = x*/a’> — y*/b? 2 riznobézné primky
2

0=x*>—a? 2 rovnobézné piimky
0= x? 2 splyvajici primky
0=x>+a’ prdzdnd mnoZina

Pocatek kartézkych soufadnic je stredem zkoumané
kuZelosecky, nalezend ortonormdlni baze zaméreni zadava
smér poloos, vysledné koeficienty a, b pak ddvaji velikosti

£p(1,0,0,1,004q (1,3,1,0,0), r,5, p,q Joloos v nedegenerovanych smérech.

(e) U:10,2,50,014+r2,1,3,5,3)+s5(0,3,1,4,-2)
+r(1,2,4,0,3), t,s,r € R,
V:10,0,0,0,0]+ p(—1,1,1,-5,0)
+q(1,5,1,13,-4), p,q eR;
®U:,1,1,1,114+¢1,0,1,1,1)+s(1,0,0, 1, 1), ¢, s €
R,
Vi, 1,1, 5,1]1+pA,1,1,1,1)+¢9(1,1,0,1, 1)
+r(1,1,0,1,0), p,q,r € R.

ReSeni. Nejdiive pfipomeiime, e odchylka afinnich podprostori je
definovéna jako odchylka jejich zameéfeni, a proto pfi pocitani ¢ ne-
zohledfiujeme posunuti vyjaddiend pfictenim bodu (pfip. pravé strany
soustav rovnic).

Varianta (a). Nebof oba podprostory U a V jsou jednodimenzio-
ndlni, odchylka ¢ € [0, 7/2] je ddna vzorcem

1(1,02,-2,0-2,0,-21,-D) | _ 5
11(1,0.2,=2,D I 2,0,-2,1,-D I = J10-/10"

Je tedy cosp = 1/2,tj. ¢ = 7/3.

cos@ =

Varianta (b). Zndme smérovy vektor (2, 0, 0, 2, 1) podprostoru U
anormdlovy vektor (1, 1, 1, 0, 1) podprostoru V. Snadno mtizeme sta-
novit dhel ¢ = 7/3, ktery sviraji, a to ze vztahu

2,0,0,2,1)-(1,1,1,0,1) — 3

COSY = 1a002. 0 I L0 — 32°

Nyni si staci uvédomit, e je ¢ = /2 — ¥ = m/6 (odchylka ¢ je
doplitkem dhlu ).

Varianta (c). Nadroviny U a V jsou zaddny pomoci normalovych
vektoriu = (2, —1,2,0,1)av = (1, 2,2,0, 1). Zfejmé je odchylka ¢
rovna thlu, ktery sviraji ptfimky se smérovymi vektory u a v. Plat{ tudi
(viz variantu (a))

_ | (2,—1,2,0,1)-(1,2,2,0,1) | _ l .
COSY = [z -120.0 M (122007 — 20 U

=73

Varianta (d). Ozna¢me
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4.24. Afinni pohled. V piedchozich dvou odstavcich jsme
hledali podstatné vlastnosti a standardizované analytické po-
pisy objektd zaddvanych v euklidovskych prostorech kvad-
ratickymi rovnicemi. Hledali jsme pfitom co nejjednodussi
rovnice v mezich danych volnosti vybéru kartézskych sou-
fadnic. Geometrickd formulace nasSeho vysledku pak miZze
byt takovd, Ze pro dva rtizné objekty — kvadriky, zadané v
obecné riiznych kartézskych souradnicich, existuje euklidov-
skd transformace na &, (tj. afinni bijektivni zobrazeni zacho-
véavajici velikosti) tehdy a jen tehdy, pokud vySe uvedeny al-
goritmus vede na stejny analyticky tvar, aZ na potadi sourad-
nic. Navic miiZeme pfi naSem postupu piimo ziskat kartéz-
ské soufadnice, kterych jsou naSe objekty dany vyslednymi
kanonickymi tvary, a tim i explicitni vyjddieni euklidovské
transformace, kterd naSe objekty na sebe prevadi (jak vime
bude vZdy sloZena z operaci posunuti, otoCeni a zrcadleni
vic¢i nadroving).

Pochopiteln€ se miZzeme ptat, do jaké miry umime po-
dobnou véc v afinnich prostorech s volnosti vybéru jakékoliv
afinni soufadné soustavy. Napf. v roviné to bude znamenat,
Ze neumime rozliSit kruZnici od elipsy, samozfejm& bychom
ale méli odlisit hyperbolu a vSechny ostatni typy kuZelosecek.
Hlavné ale splynou mezi sebou vSechny hyperboly atd.

UkaZeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych for-
mach a k zéleZitosti se pak jesté vratime ve tieti Casti této
kapitoly.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém
prostoru V a jeji analytické vyjadieni f(u) = x” Ax vzhle-
dem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u = xjuq+- - -+ x,u,
pak také zapisujeme formu f ve tvaru

fx1,n) = Zaijxixj,
ij
V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuZitim skaldrniho sou-
¢inu ukézali, Ze pro vhodnou bézi bude matice A diago-
ndlni, tj. Ze pro pfisluSnou symetrickou formu F bude pla-
tit F'(u;,u;) = 0 pfii # j. Kazdou takovou bdzi nazy-
vame poldrni baze kvadratické formy f. Samoziejmé si pro
takovy tcel miZeme vzdy skalarni soucin vybrat. Dokdzeme
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si ale toto tvrzeni znovu bez vyuZiti skalarnich soucint tak,
Ze ziskdme daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou
polarni bazi najit mezi vS§emi bazemi. Tim se zaroveii dovime
podstatné informace o afinnich vlastnostech kvadratickych fo-
rem. Nasledujici véta byva v literatufe uvadéna pod ndzvem
Lagrangeiiv algoritmus.

Véta. Necht' V je redlny vektorovy prostor dimenze n, f :
V — R kvadratickd forma. Pak na V existuje ppvhi Bass
pro f.

Dokaz. (1)Nechf A je matice f vbaziu = (uy, ..., u,)

na V a predpokladejme a;; # 0. Pak miZeme psat

X)) :a11x12 +2a12x1x2+~--+a22x§ + ...

[, ..

-1 2 « e
=ay, (anxy +apxy + -+ -+ apx,)” + Cleny neobsahujict x;

Provedeme tedy transformaci soutfadnic (tj. zménu baze) tak,
aby v novych souradnicich bylo

/ J /
X| =anXxy +apxy+ -+ amXp, X =X2,..., X, = X.

To odpovida nové bazi (spoctéte si jako cviceni piislusnou
matici pfechodu!)

v = al_llul, V) = Uy — al_llalzul, e Uy = U, — al_llalnul
a tak jak 1ze oc¢ekdvat, v nové bdzi bude prisluSnd symetricka
bilinerdni forma spliiovat g(v;, v;) = 0 pro vSechny i > 0
(ptepoctéte!). Ma tedy f v novych soufadnicich analyticky
tvar aj,' x| 2+ h, kde h je kvadratickd forma nezavisl4 na pro-
menné x;.

Z technickych diivodi byva lepsi zvolit v nové bazi v, =
uy, opét dostaneme vyraz f = f; + h, kde f; zavisi pouze
na xj , zatimco v & se x| nevyskytuje. Pfitom pak g(v;, vi) =
al.

(2) Predpokladejme, Ze po provedeni kroku (1) dosta-
neme pro 4 matici (fddu o jedni¢ku mensiho) s koeficientem
u x5 % riiznym od nuly. Pak miZzeme zopakovat pfesné stejny
postup a ziskdme vyjadieni f = fi+ fo+h, kde v h vystupuji
pouze proménné s indexem vét§im neZ dvé. Tak mliZeme po-
stupovat tak dlouho, aZ bud’ provedeme n—1 kroki a ziskdme
diagondlni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude prvek a;;
dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moZnost, ale pfitom existuje jiny
prvek a;; # 0s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s
Jj-tym a pokraCovat podle predeslého postupu.

(4) Predpoklddejme, Ze jsme narazili na situaci a;; = 0
pro vSechny j > i. Pokud pfitom neexistuje ani Zadny jiny
prvekay # 0s j > i,k > i, pak jsme jiZ GipIn€ hotovi nebot
jsme jiz doséhli diagondlni matici. Pfedpoklddejme, Ze a . #
0. Pouzijeme pak transformaci v; = u; + u, ostatni vektory

baze ponechdme (tj. x;, = x; — x;, ostatni ziistdvaji). Pak
h(l}j, Uj) = h(uj, l/lj) + h(uk, Mk) + 2h(lxtk, Mj) = 2ajk ;ﬁ 0
a miiZeme pokracovat podle postupu v (1). O

u= (090’0a 19_1)’
v, =1(0,1,3,2,0), v3=(,0,0,1,0),

vV = (15 _la 29 1’ 0) 9
vs = (1,3,1,0,0)
a jako p, ozna¢me ortogondlni projekci (kolmy primét) vektoru u do

zaméteni podprostoru V (do vektorového podprostoru generovaného

vektory vy, vy, v, v4). Uréime-li p,, ze vzorce

Al
el

pak totiZ obdrzime ¢ € [0, w/2]. Vime, e

4.2)

cos @

pu = avy + bvy + cvs +dvy  pro jisté hodnoty a, b, c,d € R
a Ze ma byt

(Pu—u,v1) =0, (pu—uv)=0,
(pu—u,v3) =0, (p,—u,vg)=0.

Odtud (dosazenim za p,) dostdvdme systém linedrnich rovnic

Ta + Tb + 2c = 1,
Ta + 14b + 2¢ + 6d 2,
2a + 2b 4+ 2¢ + d = 1,

6b + ¢ + 11ld = 0.

Resenim této soustavy je (a, b, ¢, d) = (—8/19,7/19,13/19, —5/19),
a tak

LAV > (0.0.0.1,0)
= —— — —UVU3 — — Uy = , U, U, 1, 5
Pe= """ T 19" T 19" T o™
10,00,1,00[| 1

cos @ =

V2
10,001, =11~ v2 2~
Je tedy ¢ = m/4.

Varianta (e). Stanovme prinik zaméfeni uvedenych podprostorti.

Vektor (x1, x3, X3, X4, X5) nale 1 do zaméteni U, pravé kdy je

(X1, X2, X3, X4, X5) =
[(Zv 17 39 Sv 3) + 5 (09 3v 1747 _2) +r(1723 47 07 3)

pro jistd t,s,r € R, a soucasné (x1, X2, X3, X4, X5) € V (V je svym
zaméfenim) tehdy a jenom tehdy, kdy je

('xlvx2’x3vx4ax5) - p(_la 1’ 17 _5’ 0) +q (lv 5a 1’ 13’ _4)
projistd p, g € R. Hledejme proto takova t, s, r, p, g € R, aby platilo
1(2,1,3,5,3) +5(0,3, 1,4, -2) +r (1,2,4,0, 3)

=p(-1,1,1,-50 +¢g (1,5,1,13, —4).

Jednd se o homogenni soustavu rovnic, kterou mil eme fe it v matico-

vém zdpisu jeji levé strany (pfi pofadi proménnych ¢, s, r, p, q)

2 0 1 1 -1 1 32 -1 =5
1 3 2 -1 =5 021 -1 =3
31 4 -1 -1 ~...~1 001 -1 1
5 4 0 5 -13 000 O O
3 =23 0 4 000 O O
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Ukézalo se, e vektory zadédvajici podprostor V jsou linedrni kombi-
naci vektorti ze zaméfeni podprostoru U. To ov em znamend, e V je
podmno inou zaméfeni U, a tudiZ je ¢ = 0.

Varianta (f). Opét naleznéme priinik zaméteni U a V. Analogicky

jako v pfedeslé varianté hledejme Cisla t, s, p, g, r € R, pro kterd je
t(1,0,1,1,1) +s(1,0,0,1,1) =
p(L,L,1,1,)+4q1,1,0,1,1) +r(1,1,0,1,0).

Resenim této soustavy je (¢, s, p,q,r) = (—a,a, —a,a,0),a € R.
Do priniku Z(U) N Z(V) zaméfeni U a V tak nélezi pravé vektory

0,0, —-a,0,0) =—-a(1,0,1,1,1)+a(1,0,0,1, 1)

=—-a(l,1,1,1,1)+a(1,1,0,1,1)+0(1,1,0,1,0),

kdea € R, tj. Z(U) N Z(V) je podprostorem generovanym vektorem
(0,0, 1,0, 0) a jeho ortogonalni doplnék (Z(U) N Z(V))* je zjevné
generovén vektory

(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1).
Zv14 té dostdvame
ZU)NZWV) #{0}, ZWU)NZV) # Z(U),
ZWU)NZV) £ Z(V).
Odchylka ¢ je tedy definovdna jako odchylka podprostorti
ZWUH)NEZWU)YNZWV)HE a Z(V)Nn(ZWU)NZWV))*

Dile je vidét, e je

ZWU)N(ZW)NZ(V)*t =((1,0,0,1,1)),

Z(V)N(ZW)NZ(V)* =((1,1,0,1,1),(1,1,0,1,0)).

Postacuje totiZ vyjadfit Z(U) jako linedrni kombinaci vektort

0,0,1,0,0), (1,0,0,1,1)
a podprostor Z (V') pomoci vektort
0,0,1,0,0), (1,1,0,1,1), (1,1,0,1,0).

Protoze dimenze prostoru Z(U)N(Z(U)NZ (V)*+ je 1, miZeme pou
it vzorec (B2), kde u = (1,0,0,1,1) a p, je kolm4 projekce u do
Z(V)N(ZWU) N Z(V))*. M4 byt
p.=a(1,1,0,1, 1) +5(1,1,0,1,0)
a ma platit
(py—u,(1,1,0,1,1))=0, (p,—u,(1,1,0,1,0)) =0,

coZ vede na soustavu rovnic
4a + 3b = 3,
3a¢ + 3b = 2

s jedinym feSenim a = 1, b = —1/3. Timto jsme urcili

pu=(550.51)
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4.25. Afinni Kklasifikace kvadratickych forem. Po vypoctu
polarni baze Lagrangeovym algoritmem midZeme jeSté vy-
lepsit bazové vektory pomoci nasobeni skalarem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadieni nasi formy vystupovaly v
roli koeficientd u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze ska-
lary 1, —1 a 0. Nasledujici véta o setrvacnosti fika navic,
Ze pocet jednicek a minus jedni¢ek nezdvisi na naSich vol-
bach v pribéhu algoritmu. Tyto poCty nyzyvame signaturou
kvadratické formy. Opét tedy dostdvame tplny popis kvad-
ratickych forem ve smyslu, Ze dvé takové formy jsou prevo-
ditelnd jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a
jen tehdy, kdyZ maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kazidou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r
na redlném vektorovém prostoru V existuje celé cislo 0 <
p < r a r nezavislych linedarnich forem ¢y, ..., € V*
takovych, Ze

F@) = (@) >+ ()’ = (9ps1 ) * = —(r ().

Jinak teceno, existuje poldrni baze, ve které md f analytické

vyjddreni
S,

Pocet p kladnych diagondlnich koeficientii v matici dané kva-
dratické formy nezavisi na volbé poldrni bdze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi
téZe kvadratické formy v riiznych bazich prave, kdyZ maji stej-
nou hodnost a kdyZ matice prislusnych forem v poldrni bdzi
maji stejny pocet kladnych koeficientii.

_ 2 2 2 2
caXp) =X X, X T

Dt¢kaz. Lagrangeovym algoritmem obdrzime
Fr, e X)) = MxF +- -+ Ax2, A # 0, vjisté bdzina V.
Ptredpokladejme navic, Ze pravé prvnich p koeficientd A; je
kladnych. Pak transformace y; = /Aix1, ..., ¥, = \/Apxp,

Yp+1 = _)"p+1-xp+la e Yr =N —ArXr, Yr+1 =
Xrils--.5Yn = X, jiZ vede na poZadovany tvar. Formy ¢;

pak jsou praveé formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni
bazi. Musime ale jeSt¢ ukdzat, Ze p nezdvisi na nasem
postupu. Prepoklddejme, Ze se ndm podafilo najit vyjadien{
téZe formy f v polarnich bazich u, v, tj.

f(xl,---,xn)=xf+---+x,2,—x,2,+1 —---—xf
fOL o) =R+t =y — = ¥

a oznac¢me podprostor generovany prvnimi p vektory prvé
baze P = (uy, ..., up),aobdobné Q = (vgy1, ..., v,). Pak
prokazdyu € P je f(u) > 0zatimcoprov € Qje f(v) <O0.
Nutné tedy plati P N Q = {0} a proto dim P + dim Q < n.
Odtud plyne p + (n — q) < n, tj. p < g. Opacnou volbou
podprostort vsak ziskime i g < p.

Je tedy p nezdvislé na volb& polarni baze. Pak ov§em pro
dvé matice se stejnou hodnosti a stejnym poctem kladnych
koeficientli v diagondlnim tvaru pfislusné kvadratické formy
ziskdme stejny analyticky tvar. (]

Pri diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o defi-
nitnich a semidefitnich zobrazenich. TatdZ diskuse ma jasny
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smysl i pro symetrické bilinearni formy a kvadratické formy.
Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém pro-
storu V nazyvame

(1) positivné definitni, je-1i f(u) > 0 pro vSechny u % 0

(2) positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u €
Vv

(3) negativné definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0

(4) negativne semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u €
Vv

(5) indefinitni, je-li f(u) > 0a f(v) < 0provhodné u, v €
V.

Stejné ndzvy pouzivdme i pro symetrické redlné matice, jsou-
li maticemi patfiénych kvadratickych forem. Signaturou sy-
metrické matice pak rozumime signaturu pifisluagné kvadra-
tické formy.

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementarnich textech o analytické geometrii
autofi kon¢i afinnimi a euklidovskymi objekty popsanymi
vySe. Na mnoho praktickych tloh euklidovskd nebo afinni
geometrie staci, na jiné bohuzel ale nikoliv.

Tak tfeba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou za-
chovavany dhly a rovnobéZné piimky se mohou (ale nemusi)
protinat. Dal§im dobrym diivodem pro hledani SirStho rdmce
geometrickych dloh a tvah je poZadovand robustnost a jedno-
duchost numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiZ
operace provadéné prostym ndsobenim matic a velice t€Zko
se totizZ od sebe odliSuji malinké dhly od nulovych, proto je
lepsi mit néstroje, které takové odliSeni nevyZaduji.

Zékladni ideou projektivni geometrie je roz§iteni afin-
nich prostorii o body v nekonecnu zplsobem, ktery bude
dobfe umoziiovat manipulace s linedrnimi objekty typu bod,
primek, rovin, projekci, apod.

4.26. Projektivni rozSifeni afinni roviny. Zacneme tim
nejjednodussim zajimavym piipadem, geometrii v roviné.
JestliZze si body roviny A, ptedstavime jako rovinu z = 1
v R3, pak kazdy bod P naii afinni roviny predstavuje vek-
toru = (x,y,1) € R atim i jednorozmérny podprostor
(u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R? protind nasi
rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou ddny soufadnicemi (x, y, z) jednoznaéné,
aZ na spole¢ny skaldrni ndsobek. Zadny prinik s na$f rovi-
nou nebudou mit pouze podprostory s body o soufadnicich
(x, 5, 0).

Projektivni rovina P, je mnoZina vSech jednorozmér-
nych podprostorii v R*. Homogenni souradnice bodu P =
(x : y : z) v projektivni rovin€ jsou trojice redlnych cisel
uréené aZz na spolecny skaldrni ndsobek a alesponi jedno z
nich musi byt nenulové. Pfimka v projektivni roviné je defi-
novana jako mnoZina jednorozmérnych podprostori (tj. bodt

v P)

a z (B2) jiz plyne

cos = LGBAZIBD| _ JT

I (1.0,0.1,1) | tji. ¢=0,49 (~28°).

C. Geometrie kvadratickych forem
4.38. Urcete polarni bazi formy f : R} = R, f(x1, X2, X3) = 3x12 +
2x1x2 + ;\’22 + dxrx3 + 61%

ReSeni. Jeji matice je
310
A=|1 1 2
0 2 6
Podle bodu (1) Lagrangeova algoritmu provedeme tpravy

1 2, 2, 2
fx,x2,x3) = 5(3361 +x2)" + 3% + 4x2x3 + 6x3

1 32

= - —(= 2v3)?
3y12+2(3y2+ ¥3)
1 3

=§Z%+§Z§

a vidime, Ze forma m4 hodnost 2 a matice pfechodu do piislusné po-
larni baze w se ziska posbiranim provedenych transformaci:
2 2
B=)3 =X 2= 30 +2y3 = 3% +2x3, z1=y1=3x1+x2

Pokud by ale napf. f(xi, x2, x3) = 2x1x3 + X3, tj. matice je

00
A=1]0 1
1 0

S O =

pak hned v prvnim kroku miZeme prehodit proménné: y; = x»,
Y2 = X1, y3 = x3. Aplikace kroku (1) je pak trividlni (nejsou tu Zadné
spole¢né Cleny), pro dalsi krok ale nastane situace z bodu (4). Zave-
deme tedy transformaci z; = yi, 22 = y2, 23 = y3 — »». Pak

1 1
[, x,x3) =21 +20(za +22) =277 + 5(222 +23)° — §z§

Matici prechodu do pfislusné polarni baze opét dostaneme posbiranim
jednotlivych transformaci (tj. vyndsobenim jednotlivych dil¢ich matic
prechodu). U

4.39. Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R® — R, kterd
je ve standardni bazi ddna predpisem

S (xr, x2, x3) = x1x2 + x1x3.

213



C. GEOMETRIE KVADRATICKYCH FOREM 3. PROJEKTIVNI GEOMETRIE

ReSeni. Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostdvame: Priklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé ptimky L; :
y—x—1=0al,:y—x+1=0.
Jestlize budeme body piimek L; a L, chépat jako konecné

provedeme substituci podle bodu (4) algoritmu y, = xp — x1, y| = X1, y3 = X3 body v projektivnim prostoru P, budou zjevné jejich homo-
genni soufadnice (x : y : z) spliiovat rovnice

f e, x2, x3) = 2x1x0 + x0X3

= 21 (x1 + y2) + (o1 + y2)as = 207 4 2x1 30 + X103 + yoxz =
Li:y—x—z=0, Ly:y—x+2z=0.

1 I 5, 1 1,
= E(le +y2+ §x3) - E)é g + y2x3 = Podivejme se, jak budou rovnice téchto pfimek vypadat v
substituce y; = 2x1 + y2 + Lx3 soufadnicich v afinni roviné, kterd bude ddna jako y = 1.
| | | | | | 3 Za tim dcelem staci dosadit y = 1 do pfedchozich rovnic:
2 2 2 2
=0~ 3% —gB AN =00 —2Gn - 58 +ox = L:1-x—2z=0, Ly:1l—-x+z=0
substituce y3 = % yo — %X3 Nyni jsou ,,nekonecné* body nasi ptivodni afinni roviny dany
1 3, vztahem z = 0 a vidime, Ze nase piimky L/ a L/, se protinaji v
= 53’12 - 2y32 + §x3 . bodé (1, 1, 0). To odpovida geometrické predstave, Ze rovno-

béZné piimky L, L, v afinni rovin€ se protinaji v nekone¢nu

V soufadnicich y;, y3, x3 mé tedy dand kvadratickd forma diagondlni .
(atovbodeé (1:1:0)).

tvar, to znamend Ze baze piislusnd témto soufadnicim je poldrni bizi

4.27. Projektivni prostory a transformace. Postup z ro-
viny se pfirozenym zplsobem zobectiuje na kazdou konec-
nou dimenzi. Volbou libovolné afinni nadroviny A, ve vek-
pfechodu jSOll pak jejf SlOllpCG bézovymi vektory pOlflI‘Ilf bazi. Matici torovém prostoru R”"‘l , ktera neprochézf poéétkem, muZeme
prechodu ziskdme tak, Ze bud vyjadiime staré proménné (xi, x,, x3)  Ztotoznit body P € A, s jednorozmérnymi podprostory,
které tyto generuji. Zbylé jednorozmérné podprostory vypln{
rovinu rovnobéznou s A, a fikdme jim ,,nekone¢né body* v
projektivnim rozsifeni P, afinni roviny A,. Zjevné je vzdy

dané kvadratické formy. Pokud ji mdme vyjidfit musime ziskat matici

pfechodu od této poldrni bize ke standardni bazi. Z definice matice

pomoci novych proménnych (y;, y3, x3), nebo ekvivalentné vyjadiime

nové proménné pomoci starych (coZ jde jednoduseji), pak ale musime

spocitat inverzni matici. mnoZina nekone¢nych bodi v P, projektivnim prostorem di-
Mime y; = 2x; + y, + %x3 = 2x; + (xo — x1) + %x3 ay; = menze olgedmc/l;lu niZsim. Abstrzﬁ:nejllh(,)vorlime 0{)7‘0]6](1‘1-
. v L1z vizaci vektoroveho prostoru: pro libovolny vektorovy prostor

%yz — %Xg = —%x 1+ %x3 — %x3. Matice ptechodu od standardni baze p P y yp

V dimenze n + 1 definujeme

ke zvolené polérni je tedy

5 P(V) ={P C V; P jejednorozmérny vektorovy podprostor}.
_ |

r=\-3

0

8=

Volbou libovolné baze u ve V dostadvame tzv. homogenni sou-

fadnice na P(V) tak, Ze pro P € P(V) pouZijeme jeho libo-

volny nenulovy vektor u € V a soufadnice tohoto vektoru v

bazi u. Afinni pfimka ma tedy ve svém projektivnim rozsifen{

pouze jediny bod (oba konce se ,,potkaji* v nekonecnu a pro-

jektivni pfimka vypada jako kruZnice), projektivni rovina ma
projektivni piimku nekone¢nych bodt atd.

Pti zvolenych homogennich soutfadnicich je moZné jednu

z jejich hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylouc¢ime vSechny

{(1/3,1/3,0),(=2/3,4/3,0), (=1/2,1/2, D}. U body projektivniho prostoru s touto soufadnici nulovou) a

ziskame tak vloZeni n—rozmérného afinniho prostoru A4, C

P(V). To je presné konstrukce, kterou jsme pouZili v opac-

ném sméru v piikladu projektivni roviny.

KaZzdé prosté linedrni zobrazenit : V; — V, mezi vekto-

ReSeni. Pomoci algoritmu tpravy na étverec postupné dostdvame: rovymi prostory samozfejmé zobrazuje jednorozmérné pod-

| 3 3 prostory na jednorozmérné podprostory. Tim vznikd zobra-

3¢ —3xi+x—1 = -Bx—=x)?—"x5 +xn—1= zeni na projektivizacich 7' : P(V;) — P(V,). Takovym zob-

3 2 4 razenim fikdme projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projek-

— lylZ — 4_1(% X — 1)2 + l 1= tivni zobrazeni je takové zobrazeni mezi projektivnimi pro-

3 34 2 3 story, Ze v kaZzdé soustavé homogennich soufadnic na definic-

_ lyz _ ‘_‘ yz _ % nim oboru i obrazu je toto zobrazeni zaddno ndsobenim vhod-

27t 373 nou matici. Obecnéji, pokud naSe pomocné linedrni zobra-

Podle uvedeného seznamu kuZelosecek se tedy jedna o hyperbolu. [J  zeni neni prosté, definuje projektivni zobrazeni pouze mimo

ONI— =
—
=

Pro inverzni matici pak mame

=

T—l

O W|—w|—
p— N =

Owis

Jedna z poldrnich bazi dané kvadratické formy je tedy napiiklad bdze

4.40. Urcete typ kuZelosecky dané rovnici:

3xf —3xix2+x— 1 =0.
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svoje jadro, tj. na bodech, jejichZ homogenni soufadnice se
nezobrazuji na nulu.

4.28. Perspektivni projekce. Velmi dobie jsou vyhody
projektivni geometrie vidét na perspektivni projekci
R3> — RZ% Bod (X, Y, Z) ,redlného svéta“ se promitd na
bod (x, y) na primétné takto:

X

X:—fE

To je nejen nelinedrni formule, ale navic pfi Z malém bude
velice problematickd presnost vypoctd.

Pfi rozsifeni této transformace na zobrazeni Pz — P,
dostavame zobrazeni (X : Y : Z : W) — (x : y : z2) =
(—fX :—fY : Z),tj. popsané prostou linearni formuli

£ y_ Z'

x —f 0 00 );
yl=(0 -f 00 5
z o 0 10/ |,

Tento jednoduchy vyraz zaddvd perspektivni projekci
pro viechny kone¢né body v R® C 7P, které dosazujeme
jako vyrazy s W = 1. Navic jsme odstranili problémy s body,
jejichZ obraz leZi v nekonecnu. Skuteéné, je—li Z-ov4 soufad-
nice skute¢ného bodu scény blizk4 nule, bude hodnota tieti
homogenni soufadnice obrazu mit soufadnici blizkou nule, tj.
bude predstavovat bod blizky nekonecnu.

4.29. Afinni a projektivni transformace. Invertibilni pro-
jektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe odpo-
vidaji v homogennich soufadnicich invertibilnim maticim di-
menze n + 1. Dvé takové matice zaddvaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se lisi o konstantni ndsobek.
JestliZe si zvolime prvni soufadnici jako tu, jejiZ nulo-
vost urcuje nekone¢né body, budou transformace, které za-
chovavaji kone¢né body, ddny maticemi, jejichZ prvni faddek
musi byt aZ na prvni ¢len nulovy. JestliZze budeme chtit pie-
jit do afinnich soufadnic kone¢nych bodd, tj. zafixujeme si
hodnotu prvni soufadnice na jednicku, musi byt prvni prvek
na prvnim faddku byt také rovny jedné. Matice projektivnich
transformaci zachovdvajicich kone¢né body tedy maji tvar:

1 o .. 0
by an --- ai
bn anl e App
kde b = (by,...,by))" € R"a A = (a;) je inverti-

bilni matice dimenze n. Pisobeni takové matice na vektoru
(1, x1, ..., x,) je pravé obecnd afinni transformace.

4.30. Projektivni klasifikace kvadrik. Zavérem jesté po-

vvvvvv

trii nejlépe prostiednictvim projektivnich rozsiteni. Jestlize
popiSeme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné

441.
body

Urcete rovnici kuZeloseCky (a poté jeji typ), kterd prochdzi

[—2,—-4], [8,—-4], [0,-2], [0,—6], [6,-2].

ReSeni. Do obecné rovnice kuzelosecky

a11x2 + azzyz 4+ 2apxy+aix +ay+a=0

postupné dosadime soufadnice zadanych bodid. Takto obdrZime sou-

stavu

4a;;, + 16ay + 16a;, — 2a — 4a, + a = 0,

64a;;, + 16ay — 64ap, + 8a; — 4a + a = 0,
46122 — 2612 + a = 0,
36(,122 — 6Cl2 + a = 0,

36a11 + 46122 — 24&12 + 6611 — 2a2 + a = 0.

V maticovém zdpisu provedeme Upravy

4 16 16 -2 —4 1

64 16 —64 8 —4 1

0 4 0 0 -2 1|~

0 36 0 0 -6 1

36 4 24 6 -2 1

4 16 16 -2 —4 1

04 0 0 -2 1

~10 0 64 -8 12 9| ~-.--

0 0 0 24 =36 27

0 0 0 O 3 =2
48 0 0 0 0 -1
0 12 0 0 0 -1

~]10 0 64 0 0 O
0 0 0 24 0 3
0O 0 0 0 3 -2

Hodnotu a mizZeme zvolit. Zvolime-li a = 48, dostaneme

an=1, an=4, ap=0, a =-6, a=32.

KuZelose¢ka ma tudiz rovnici
¥+ 4y —6x +32y +48 =0.

V této rovnici doplnime vyrazy x> — 6x, 4y*> 4+ 32y na druhé mocniny

dvojclenti, coz dava

(x =32 4+4(y+4)>-25=0,

resp.
(x—32 (+4>
2 532 I
. (3)
Vidime, Ze se jednd o elipsu se sttedem v bod¢ [3, —4]. ([
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4.42. Pomoci doplnéni na ¢tverce vyjadrete kvadriku
43V + 2+ 6xy —4z7=0
ve tvaru, ze kterého lze vycist jeji typ.

Reseni. Viechny &leny obsahujici x pfipojime k —x? a provedeme

doplnéni na ¢tverec. Tim ziskdme
—(x —3y)2+ 9y +3y* + 7 —4z=0.

Z4dné ,,nezadouci ¢leny obsahujici y nemdme, a proto postup opaku-

jeme pro proménnou z, coz ddva
—(x =30+ 12"+ (z—2)>—4=0.

Odtud plyne, Ze existuje transformace proménnych, pii které obdrZzime

(rovnici miiZeme nejdiive vydélit 4) rovnici

P+ +72-1=0.
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kvadratické rovnice, viz vyse, jejim prepsdnim v homogen-
nich soufadnicich dostaneme vZdy vylucné homogenni vy-
raz, jehoZ vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Divod je ten,
Ze pouze takové homogenni vyrazy budou mit pro homo-
genni soufadnice smysl nezavisle na zvoleném konstantnim
nasobku soutradnic (xg, x1, . .., x,). Hleddme tedy takovy, je-
hoz ziZenim na afinni soufadnice, tj. dosazenim xy = 1, zis-
kame ptivodni vyraz. To je ale mimotfadné jednoduché, prosté
dopiSeme dostatek xy ke vSem vyraztim — Zadny ke kvadratic-
kym ¢lentim, jedno k linedrnim a x3 ke konstantnimu ¢lenu.

Ziskdme tak dobie definovanou kvadratickou formu na
naSem pomocném vektorovém prostoru R"*!, ale jsme uz
vici libovolné volbé baze klasifikovali. Zkuste si samostatné
prevést tuto klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké
a naro¢né cviceni na zaver semestru!)
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ReSeni cviceni
4.3. Primka (2t, ¢, 7t) + [—5, 0, —9].
4.3. [3,2,1][8/3, 8/3,2/3].
4.10. 2,3,4,6,7, 8. Polohy rovin, které realizuji dané pocty si rozmyslete samostatné.
4.27. Pro normdlovy vektor (a, b, ¢) hledanych rovin mdme rovnice a + b = 0 (kolmost na p) a volbou
a = —b =1 (vektor (0, 0, 1) nevyhovuje podminkdm, takZe vhodnym prondsobenim miZeme dosahnout

podminky @ = —b = 1) pak dostdvdme z podminky pro odchylku ' = %, celkem pak hledané

C
V3242

rovnice piimek jsou x — y £ V6—1=0.
4.32. (-1,3,2).
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