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Uvod

Tento studijni text je urcen pro studenty kurzu Teorie jazykti a automatti II a nava-
zuje na obdobny studijni text pro pfedchozi kurz Teorie jazykt a automatt I.

Predpokladaji se znalosti v rozsahu pfedchoziho kurzu, pfedevsim z oblasti
bezkontextovych a regularnich gramatik. Samotny vyklad sestdva zejména z de-
tinic, vét a dlikaz{i, ovSem vétSinou nejde o diikazy v pravém smyslu slova, jsou
hodné zjednodusené. ,,Opravdovy” diikaz neni jen popis konstrukce, ale musi byt
dokéazano, Ze tato konstrukce je spravna.

Text je hojné doprovazen ptiklady, které maji zvysit nazornost vykladu.

V textu jsou graficky vyznaceny nékteré ¢asti:

Priklad 0.1
Takto jsou vyznaceny piiklady. Jsou ¢islovany v zavislosti na ¢isle kapitoly a je na

né v textu odkazovano pomoci tohoto ¢islovani.

Definice 0.1 (Definovany pojem) Takto je vyznacena definice jednoho nebo vice pojmi.
Definice jsou cisloviny v zdvislosti na cisle kapitoly.

Véta 0.1 Takto jsou vyznaceny véty, opét jsou cisloviny. Kapitola 1 jesté nebyla, proto zde
mdme jako Cislo kapitoly 0.

Lemma 0.2 Lemmata (pomocné véty) jsou vyznacena podobné jako véty, ¢islovini je si-

multinni s vétami. Lemma obvykle obsahuje torzent, které je pak pouZito v diikazu , vétsi
veéty.
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Dikaz: Takto vyznacujeme diikaz véty nebo lemmatu. Kazda véta by méla byt
dokéazana, zde vsak, stejné jako v pfedchozim studijnim textu pro kurz Teorie
jazykli a automatti I, jsou pod pojmem dtikaz obvykle minény spiSe konstrukce
naznacujici diikaz nebo vztah.

Ditikazy kon¢i symbolem prazdného ¢tverecku. O

Myslenka dikazu: Myslenka diikazu naznacuje, jak by mohl byt vytvofen dtikaz.
Narozdil od diitkazu samotného nekonci symbolem ctverecku.

Dusledek 0.3 Takto je vyznacen diisledek piedchozich vét. Obvykle je také uvedeno, ze
kterych vét tento diisledek vyplyvd, a nebo ndsleduje ditkaz stejné jako za kteroukoliv vétou.

Poznamka: Takto je vyznacena pozndmka, ve které je obvykle okomentovan di-
kaz, véta nebo definice.

[T 2




Kapitola 1

Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Tato kapitola dopliiuje znalosti ziskané v kurzu Teorie jazykii a automatii I. Zaméiime se
zde na dosud neprobrané vlastnosti bezkontextovijch jazykii, a to kritéria bezkontextovosti
(urcujict, zda jazyk neni bezkontextovy) a uzdvérové vlastnosti.

1.1 Kritéria bezkontextovosti

1.1.1 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Pumping lemma pro bezkontextové jazyky bude podobné obdobnému lemmatu
pro regularni jazyky probiranému v pfedchozim kurzu. Jde o to zachytit ,neko-
necné smycky”, tentokrat v potencidlni bezkontextové gramatice, a vyuzit toho
v dlikazu sporem (dokazujeme obvykle, Ze kdyZ dany jazyk nema tuto vlastnost,
pak nemiuiZe byt bezkontextovy).

Véta 1.1 (Pumping lemma) Necht’ L je bezkontextovyj jazyk. Pak existuji ptirozend ¢isla
pa q takovd, Ze kaZdé slovow € L, |w| > p, miiZeme rozloZit na pét dstiw =x-y-z-u-v,
pficemzZ

* |y-u| > 0 (valespori jedné z téchto dvou cdsti musi byt alespori jeden symbol),

* |yzu| < q (prostiedni st md omezenou délku),

® z-y'-z-u'-v € LprokaZdé i > 0 (po iteraci téchto dvou Cdsti slovo ziistdvd v jazyce).

Nejdfiv si vétu rozebereme a potom teprve uvedeme dtikaz.
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x oy z U v

(a) Odvozeni slova zyzuv (b) Odvozeni slova zy?zu’v

Obrazek 1.1: Nakres pouziti Pumping lemma

Myslenka diikazu: Podivdme se na obrézek 1.1. Véta se zaklada na této tivaze:

1.

Kdy?Z je jazyk bezkontextovy, pak pro néj musi existovat bezkontextova gra-
matika.

. V této gramatice musi pro kazdé slovo jazyka existovat derivace.

. Ozna¢me n = |N| pocet netermindlti gramatiky a d délku nejdelsiho pravidla

gramatiky, d = max <|a] ’ (A — «) € P) pronéjaké A € N). Pak v kazdém
kroku derivace se slovo prodlouZzi nejvyse o d znakd, a tedy po n krocich
odvozeni n - d se prodlouzi maximélné o n - d znak.

Derivace slov delSich nez n - d znak musi byt proto delsi nez n.

. KdyZ je derivace delsi nez n, tak to znamend, Ze alespon jeden neterminal

musel byt v pribéhu derivace pfepisovan vice neZ jednou (podle obrazku
1.1a je to neterminal A).

Kdyzrozdélime dostatecné dlouhé slovow € L podle obrazku 1.1ana pét ¢asti
w = x-y-z-u-v, tak vlastné zkouméme, zda v pfipadné derivaci existuje néktery
opakované prepisovany netermindl. Pokud jde o bezkontextovy jazyk, tak
takovy neterminal (cyklus) musi existovat, ale neni fec¢eno, Ze ho objevime
,Nahodné”, okamZité a napoprvé.

Kdyz se nam takovy cyklus podafi najit, pak (podle obrazku 1.1b) miizeme
v této derivaci ,pumpovat” — pfi prepsdni druhého zobrazeného vyskytu




KAPITOLA 1 VLASTNOSTI BEZKONTEXTOVYCH JAZYKU 5

symbolu A prosté pouzijeme to pravidlo, které jsme ptivodné pouzili pfi
pfepsani prvniho zobrazeného vyskytu symbolu A a tak pokracujeme v celém
podstromé. Krajni fetézce x a v a nejvnitinéjsi fetézec z zlistanou takové, jaké

byly, jen fetézce y a u se zdvoji.

Cestu mezi dvéma vyskyty symbolu A jsme vlastné zdvojili, ale mtizeme ji
opakovat kolikrat chceme, a nebo dokonce oba vyskyty symbolu A ztotoznit (pro
prvni vyskyt symbolu A pouzijeme to pravidlo, které jsme v plivodni derivaci
pouZili pro druhy), to odpovida hodnoté i = 0 ve vété 1.1.

Jesté zbyva ¢islo g. Jeho tikolem je zajistit, aby délka ¢ésti derivace mezi dvéma
vyskyty A nebyla nekonec¢na. Toto ¢islo mtiZe byt stanoveno zcela nahodné (sa-
mozfejmé nikoliv nekonec¢no), napiiklad si mizeme stanovit, Ze na obrazku 1.1b
v podstromé s kofenem ohodnocenym prvnim vyskytem A je pouze to jediné dalsi
A, tfeti se tam uz nevyskytuje (ale v derivaci mezi S a prvnim A klidné jesté néjaké
byt mtize).

Dtuikaz: Necht' L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje nékterd bezkontextova gra-
matika G = (N, T, P, S) takova, ze L = L(G). Pro zjednoduseni diitkazu pfedpo-
kladejme, Ze tato gramatika je v Chomského normélni formé (fj. na pravé strané
pravidla jsou bud’ dva neterminély nebo jeden terminal). Derivaéni strom grama-
tiky v CNF je bindrni (kromé p¥imych cest k listim). Ozna¢me n = | V.

Vezmeme si nyni nékteré slovo w € L takové, Ze v jeho derivaci je nejméné
dvakrét pfepisovan tentyZ neterminal (nazvéme ho tfeba A), to znamena, ze v de-
riva¢nim stromeé tohoto slova se na cesté od kofene k nékterému listu nachazi dva
uzly oznacené symbolem A, tyto uzly nazveme u; a uy (u; je bliZ kofeni stromu).
Pokud je na této cesté vice uzlt oznacenych symbolem A nez dva, zvolime uzel
tak, aby na cesté od u; k jakémukoliv listu v jeho podstromé byl jen jediny dalsi
uzel oznaceny symbolem A, tj. us.

Ptfi splnéni podminky z pfedchoziho odstavce je cesta od u; ke kterémukoliv
listu jeho podstromu dlouhd nejvyse n + 1 uzlli. ProtoZe jde o binarni strom, ma
podstrom uzlu u; nejvyse 2" listt. Touto hodnotou je tedy omezena délka slova
y - z - u, proto lze zvolit

q=2".

Hodnota ¢isla p udava, jak dlouhé musi byt slovo, aby v jeho deriva¢nim stromé
existovala cesta od kofene k nékterému listu takova, zZe nékteré dva uzly na této
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cesté jsou ohodnoceny stejnym neterminalem. Z pfedchozich odstavcti dikazu je
ztejmé, Ze vSechna slova nevyhovujici této podmince maji deriva¢ni strom, v némz
jsou vSechny vétve kratsi nez n (tj. dlouhé nejvyse n — 1). Takovy deriva¢ni strom
ma tedy nejvyse 2" listil (a tedy vygenerovanych terminala). Proto poloZime

p= on—1

P¥iklad 1.1
V tomto prikladu si ukazeme, Ze bezkontextovy jazyk spliiuje Pumping lemma.
Ly ={a"" | n>1}

ProtoZe pfedem nezname piesné hodnoty p a ¢ z véty 1.1, budeme pouzivat
symbolicky pfimo index p s pfedpokladem, Ze jde o ,,dostate¢né velké” ¢islo.
w = aPbP

T ‘ y ‘ 2 ‘ u ‘ v

apfl‘a‘s‘b‘bpfl

Zvolime toto rozdéleni:

Pak dostavame slova a?a’b'b?~t = aPt1pPT"1 coZ jsou pro jakékoliv &islo

i > 0 slova pattici do jazyka L. Cislo p zde Ize poloZit naptiklad p = 2 (nebo vyssi).
Tento jazyk generuje napiiklad gramatika s témito pravidly S — aSb | ab

Poznamka: Pumping lemma je pouze implikace (ve tvaru ,jestliZe je jazyk bez-
kontextovy, pak spliiuje tuto vlastnost”). Proto ji nelze pouZit tak, Ze po zjisténi, Ze
jazyk splniuje danou vlastnost, bychom tento jazyk prohlasili za bezkontextovy. Na-
pfiklad jazyk {a"0™ | n > 0} - {a"b"c" | n > 0} neni bezkontextovy, tfebaze spliiuje
podminky Pumping lemma. Obecné to Ize fici o vSech jazycich, které sice nejsou
bezkontextové, ale 1ze je napsat jako zfetézeni dvou jazyk, z nichZ alespori jeden
je bezkontextovy.

Poznamka: Pumping lemma se obvykle pouziva pro diikaz, Ze néktery jazyk neni
bezkontextovy, tedy dtikaz sporem. Vétu obratime:

A=B <= -B=-4 (1.1)

V prepisu:
Jestlize jazyk je bezkontextovy, pak md danou vlastnost.
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je totéz jako
Jestlize jazyk nemd danou vlastnost, pak neni bezkontextovy.

P¥iklad 1.2
Dokazeme, Ze jazyk L, = {a™b"c" | n > 0} neni bezkontextovy.

Zvolime slovo w = a?b?c? pro nékteré dostatecné velké ¢islo p. Mozna rozdéleni
tohoto slova jsou v tabulce. Musime brat v tivahu konecnost konstanty ¢, v ¢asti
yzu se proto nesmi vyskytovat ,potencialné nekone¢ny” index p.

x ‘ Y ‘ z ‘ u ‘ v H ry'zutv proi =0
aPPcPt | c el e | € aPbpP Pt aPbPcP~t ¢ Ly
a?Pt b fe| e |t arbhp—1ticp aPbP~LP ¢ Ly
a’P=t | b e | ¢ | P aPbPiTipTIN | qPppTicPTt ¢ L,
aPbP=2 | bb | € | cc | P72 || aPOPTRYHPTENE | qPpP2cPm2 ¢ [,

Pfi splnéni podminek Pumping lemma (Jyu| > 0, |yzu| < ¢) vidime na tabulce,

zil

Ze ,pumpujici” &ast yu muZe zachytit nejvyse dva druhy symboli (bud'jen symboly
a, nebo jen b, ¢, anebo jen a, b, b, c), tedy pribyvat (nebo ubyvat pro i = 0 nemohou
zaroven symboly a, b i c a proto pfi jakémkoliv moZzném rozdéleni vznikaji iteraci

slova nepatfici do jazyka L. Proto L, ¢ £(CF).

Ptiklad 1.3
Dokazeme, zZe jazyk L3 = {a”2

n > 0} neni bezkontextovy.

Opét zvolime né&jaké slovo w = a”* € L3 s ,dostate¢né velkym* indexem p. Toto
slovo rozdélime nasledovné: a?” = o™ a™a™*a™* a™
amusi platit xo + 24 > 0, xo + 23+ 24 < ¢

Pied iteraci:

p? =21+ Ty + 23 + T4 + T3
Po iteraci:
m*=z;+i-To+a3+i-xy+x5 =10 (T34 34)+ (71 + 23 + T5)

Ziskali jsme rovnici, v jejichZ obou ¢astech oddélenych rovnitkem jsou funkce.

z ¥z

Zatimco leva ¢ast rovnice roste exponencidlné, prava linedrné (je to linedrni funkce)

LC'F znati bezkontextové gramatiky, .2 (C'F) znamena tfidu (tj. mnoZzinu) jazyki generovanych
bezkontextovymi gramatikami, tj. bezkontextové jazyky.
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a tedy mnohem pomaleji. At’stanovime indexy z; a x4 jakkoliv, vZdy se najde ¢islo
i, pro které soucet indexti neni roven druhé mocniné zadného &isla. Ly ¢ Z(CF).

Ptiklad 1.4
Pomoci Pumping lemma dokazeme, Ze jazyk Ly = {a2" ‘ n > 0} neni bezkontex-
tovy. Diikaz bude podobny pfedchozimu.

Zvolime né&jaké slovo w = a?" € Ly s ,dostatetné velkym” indexem r. Toto slovo
rozdélime na a* = a™a"™2a"a™a® a musi platit zo + 14 > 0, 22 + 23 + 14 < g

Pted iteract:

2" =x1+ a9+ 23+ T4+ 25
Po iteraci:
M =z i T+ x3+1- Ty + x5 =10 (T2 +24) + (21 + T3 + T5)

Ziskali jsme rovnici, v jejichZ obou ¢astech oddélenych rovnitkem jsou funkce.
Zatimco leva ¢ast rovnice roste exponencialné, prava linedrné (je to linedrni funkce)
a tedy mnohem pomaleji. At’stanovime indexy x» a x4 jakkoliv, vZdy se najde ¢islo

i, pro které soucet indexti neni roven Zadné mocniné ¢isla 2. Proto L, ¢ 2 (CF).

P¥iklad 1.5
Dokézeme, Ze jazyk Ls; = {ww | w € {a,b}*} neni bezkontextovy. Tento jazyk se
sklada ze slov, ktera maji obé poloviny stejné.

Pro dtikaz si vybereme slovo w = aPbPa”l?, p > 4, ¢ = 4 a dokaZeme, Ze pro toto
slovo neexistuje Zadné rozdéleni, které by umoziiovalo ,pumpovani” dle Pumping

lemma.
x ‘ Y ‘ z ‘ U ‘ v H zy'zutv | pro: =10
a??"t b e | a | a7 | aPbP TP IR | qPOPaP P ¢ Ly
a?bPt e | b| a | atbP aPbPaP~tpp albPa?~1pP ¢ L

a?P~t | e | e | ba | a?71bP || aPbP7H(ba)'aPTIBP | aPOPTraPTIP ¢ Ly

Jak vidime, vétSinou nam tplné staci pro kazdé rozdéleni otestovat slovo pro
i = 0. MtiZeme pokracovat dalsimi fadky tabulky, ale vZdy dojdeme ke stejnému
Zaveéru.

Je to proto, Ze kdyZ je ¢ast yzu omezena konstantou, mtize zabrat nejvyse dvé
rizné ¢asti ze ¢tyt ¢asti vybraného slova w (a pfitom do yu musi padnout alespori
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jeden symbol slova), tedy po iteraci pro zaddné i kromeé i = 1 nedostaneme slovo,
jehoz obé poloviny jsou stejné. Proto Ls ¢ £ (CF).

Poznamka: Podobné by mohl vypadat diikaz, ze jazyk

Lg ={a™™a" | 0 <m < n}

neni bezkontextovy (kdyby v definici tohoto jazyka nebyly nerovnosti, $lo by o bez-
kontextovy jazyk). Tento diikaz ponechdvame na ¢tenéfi.

1.1.2 Parikhav vektor

Definice 1.1 (Parikhtv vektor slova) Necht’ L je néktery jazyk nad abecedou 3, kde
Y ={ay,aq,...,a,}, |X| = n. Parikhiiv vektor slova w € L je

¢(w) = (#al(w>a #GQ(w>a R #a'n(w)>
kde #a;(w) znact pocet symbolii a; ve slové w.

Definice 1.2 (Parikhav vektor jazyka) Necht' L je néktery jazyk nad abecedou ¥, kde
Y ={ay,aq,...,a,}, |X| = n. Parikhiiv vektor jazyka L je mnoZina Parikhovych vektorii
vsech slov tohoto jazyka, tedy

(L) = {¢(w) |we L}

Ptiklad 1.6
Vyzkousime si vytvofeni Parikhovych vektort pro slova i jazyky.
Ly ={a™" | n>1}

Y (aaabbb) = (3, 3)

(L) ={i-(1,1) |7 =1}

Ly = {a®"b" " 2a*c™ | n > 1}

P(abbtatc?) = (10,4, 2)

W(Ly) ={(Bn+4,n+2,n)|n>1}=
={n-(3,1,1) + (4,2,0) | n > 1}

Lg = {a*b" ' |n>1}

zde je problém konstanta (—1) v exponentu — poloZzme k =n — 1, tedy k + 1 = n:
U(Lg) ={(2-(k+1),k) [ k> 0} = {k-(2,1) +(2,0) | k > 0}
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Z algebry si urcité pamatujeme operace s vektory — s¢itani vektort a nasobeni

vektoru celym ¢islem:

(xlax%"'axn)+(y17y2a"'7yn) = ('T1+y17$2+y2a"'7xn+yn) (12)
k-(x1,,22,...,2,) = (k-21,k-22,...,k-1,) (1.3)

Dale budeme pouzivat toto znaceni:
N je mnoZina pfirozenych ¢isel (zde vcetné 0)

N" je mnoZina vSech n-prvkovych vektorti nad mnoZinou N

Definice 1.3 (Linedrni podmnoZzina mnoziny N") Linedrni podmnoZina mnoZiny N"
pro néjaké n € N je

{170+n1-271+n2-172+...+nk-27k]nieN,lgigk,ﬂj EN”,OSjSk}
(n; jsou Cisla, v; jsou vektory cisel)

Definice 1.4 (Semilinedrni mnozina) Semilinedrni mnoZina je konecné sjednocent li-
nedrnich podmnoZin mnoZiny N™.

Véta 1.2 Pro kazdyj bezkontextovy jazyk L je (L) semilinedrni mnoZina.

Diikaz této véty by byl sloZity, proto ho zde nebudeme uvadét.

Priklad 1.7
Ly ={a'bc* | i,j,k > 1, i = jnebo j =k}
Y1(Lo) ={i-(1,1,0) + k- (0,0,1) | 4,k > 1}
Ya(Lg) ={i-(1,0,0)+7-(0,1,1) | 2,5 > 1}
Y(Lg) = ¥1(Log) Utha(Ly)

Parikhtiv vektor jazyka Lg je jednoceni ,dil¢ich” linedrnich mnozin, a tedy
semilinedrni mnoZina.

Poznamka: Stejné jako Pumping lemma, i zde se jedna pouze o implikaci. Opét
budeme tuto vétu pouzivat v diikazu sporem - jestlize Parikhtiv vektor daného
jazyka neni semilinedrni mnoZina, pak to neni bezkontextovy jazyk.
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Pfiklad 1.8
Lyg = {a*bc} U{aPba"c | n > 0, pje prvocislo}

1(Lyo) = {i-(1,0,0) +(0,1,1) | : > 0}
Ya(Lyg) = {n-(1,0,0) +p-(1,0,0) 4+ (0,1,1) | n > 0, pje prvocislo}
Y(L1o) = ¥1(L1o) U ea(Lio)

Mnozina 1)2(L1) neni linedrni, a proto mnozina (L) neni semilinedrni. Ne-
existuje konecné sjednoceni linedrnich mnozin popisujicich mnozinu odvozenou
z prvocisel, to bychom museli postupné vyjmenovat vSechna prvocisla (a to by
nebylo konecné sjednoceni). Proto Ly ¢ £ (CF).

Lu — {an In> 1}

¥(L11) = {n*-(1,0)4+n-(0,1) | n > 1} neni semilinearni mnoZina (je zde kvadraticka
funkce). Proto Ly; ¢ Z(CF).

Ale pozor! Ly = {a”an |1<n< 8} ovSem je bezkontextovy jazyk, protoze
je kone¢ny (L1, € Z(FIN)) — Parikhtiv vektor tohoto jazyka by mohl byt slozen
z Parikhovych vektort jednotlivych (osmi) slov jazyka, coZ je sjednoceni kone¢né

mnoha jednoprvkovych linearnich mnozin.

Véta 1.3 Ke kaZdému bezkontextovému jazyku L existuje reguldrni jazyk R takovy, Ze

(L) = ¢(R).

Piiklad 1.9
Ly ={a™" | n>1}

(L) ={n-(1,1) | n>1}

Ry =ab(ab)*, Y(Ry) = (L)

Ly = {a®"b" " 2a*c™ | n > 1}

P(abbta*c?) = (10,4, 2)

W(Ly) ={(Bn+4,n+2,n)|n>1}={n-3,1,1)+ (4,2,0) | n > 1}
R; = (aaabc)*aaabeaaaabb, (Ry) = (Ly)

Diikaz: Ozna¢me abecedu, nad kterou je definovén jazyk, ¥ = {a,...,a,}, tj. ma
celkem r prvki. Véta vyplyva z véty 1.2 na strané 10 — kdyz je Parikhiiv vektor
jazyka semilinearni mnoZzina a tedy sjednoceni linearnich mnozin, tak postupné
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vSechny linedrni mnoziny ve tvaru
{Uo+mn1-01+n2 0o+ ...+n,-0 | n;, € N1 <i <k v, e N, 0O<j<k}
rozloZime na jednotlivé vekory nasobené ¢islem
ni -0 = ni(vi1,via, ..., Vip),
kde n; byva bud  konstanta nebo proménné pro danou mnozinu nabyvajici hodnot
n; > K;, 1 <n; <k.
Reguléarni jazyk pro n; - v; vytvofime takto:

v;,1-K; vi0-K; Vi K Vil Vi Vi | *
all 2(122 Z...arlr ‘. (all CL2Z ...arzr)

Tyto regularni jazyky vektorti linedrni mnoZiny spojime operatorem +. Vznik-
nou dil¢i reguldrni jazyky pro jednotlivé linedrni mnoZiny. Ty taktéZ spojime ope-
ratorem + (pro pfipomenuti — tento operétor odpovida sjednocent). O

Disledek 1.4 Nad jednoprokovou mnoZinou bezkontextovost neptidd na generativni sile,
tj. kaZdy bezkontextovy jazyk nad jednoprvkovou abecedou je ziroveri regularni. Kdyz
takovy jazyk neni requldrni, tak neni ani bezkontextovy (je kontextovy nebo typu 0).

Dikaz: Dtikaz je trividlni — v diikazu véty 1.3 jsme vlastné ,pfemistovali” jed-
notlivé symboly v definici jazyka. Kdyz vSak timto zptisobem prohazime symboly
v definici jazyka nad jednoprvkovou abecedou, generovany jazyk se nezméni (na-
pfiklad a'™" pro n > 0 je totéZ jako a(aa)*).

Ziejméji je mozné si tento postup ukazat na pravidlech — kdyz mame bezkontex-
tové pravidlo A — a'Ba’ pro A, B € N, T = {a}, indexy i,j > 0, pak ekvivalentni
regularni pravidlo vytvofime pfesunem: A — a'a’ B, piipadné fetézec symbolu a
rozdélime s pouZitim pomocnych neterminald.

Proto pro kazdou bezkontextovou gramatiku nad jednoprvkovou abecedou

existuje regularni, ktera je s ni ekvivalentni. O

1.1.3 Dyckav jazyk

Dyckovy jazyky se také nazyvaji dobre uzivorkované jazyky. Jde vlastné o jazyky nad
abecedou usporadanych dvojic znakt odpovidajicich levym a pravym zavorkam
rtznych typt.

Il 2
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Definice 1.5 (Dyckav jazyk) Necht’ 3, = {a1,a},as,aj, ... an,al}, |E.] = 2n je
abeceda, n > 1.
Dyckiiv jazyk nad touto abecedou je jazyk generovany gramatikou s pravidly

S — a1Say | axSay | ... | a,Sal | SS | e

Ptiklad 1.10
2= {(). L]} (=22 = 4)

SH(S))[S]‘SS‘g

=55 = () = (19)s = ([1NS = (IS = (1) []

Lemma 1.5 (Vlastnosti Dyckova jazyka) Necht' D, je Dyckiiv jazyk nad abecedou ¥,,.
Pak pro jakdkoliv dvé slova u,v € 3, plati
1. Jestlizew,v € D, pakw-v € D,,.
2. Jestlizew € D, pak a; - u-a; € D,,, 1 <i<n.
3. Kazdé slovo w € D,,, w # ¢ je ve tvaru a; - u - a;v pronéjaké 1 < i <n, u,v € D,,.
4. Jestlize a; - a) - w € Dy, pak u € D,,.

Diikaz: Diikazy jednotlivych tvrzeni z lemmatu ponechdvame na ¢tenéfi, jsou
trividlni a vyplyvaji pfimo z definice Dyckova jazyka. O

Véta 1.6 JestliZe L je bezkontextovyj jazyk, pak existuje requldrni jazyk R a homomorfismus
o takové, Ze L = (D N R) pro néjaky Dyckiiv jazyk D.

Ditikaz této véty zde nebudeme uvadét.

Piiklad 1.11
Ly ={a™" | n>1}

Vybereme vhodny reguldrni jazyk R, homomorfismus ¢ a Dyckav jazyk D:
R = aa*bb* (doda zakladni tvar slov — nejdfiv a a potom b)
¢ je identita,
D = ({5}, {a,b}, P, S), kde P={S — aSb| SS | ¢}

+
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Pak je zfejmé, ze L, = RN D.

Jiny mozny vybér:
D= ({8}, {L)} P. §), kde P = {5 —[5]| 55 | <}
e([)=a, »(])=0

Piiklad 1.12
Lg = {a*b" ' |n>1}

R = 230%1%, jazyk D ma pravidla P = {S — 051|253 | SS | ¢}
p(0) =aa, o(1)=0b, »(2)=a, ¢@B)=¢

Priklad 1.13
Dokazeme, ze jazyk Ly = {a™b"c" | n > 0} neni bezkontextovy.

V pfedchozich pfikladech jsme mohli pozorovat, ze regularni jazyk zajistuje
spravnou posloupnost symbolii a Dyckiv jazyk synchronizuje pocet symbolt v jed-
notlivych podskupinach.

Spravnou posloupnost symboli by mohl zajistit regularni jazyk R = a*b*c”,
ale nedokaZeme najit Dycktv jazyk tak, aby dokazal synchronizovat tentyZz pocet
symbolil na vice nez dvou mistech. Proto L, ¢ Z(CF).

1.2 Jak poznat zda je jazyk bezkontextovy

Nejlepsim zptisobem, jak urdit, Ze je jazyk bezkontextovy, a také prakticky jedinym
pfimym dtikazem, je sestrojeni bezkontextové gramatiky generujici tento jazyk.

V piedchozich sekcich jsme si ukézali tfi metody, které lze vyuZit pfi diikazu
sporem — Pumping lemma, Parikhtiv vektor jazyka a Dyckuv jazyk. Ve vSech tfech
pfipadech jde o implikace, proto nejsou pouZzitelné pro pfimy diikaz.

Existuje v8ak dal$i moznost — vyuziti uzavérovych vlastnosti bezkontextovych
jazykt. Bezkontextové jazyky jsou napiiklad uzavieny vzhledem k operaci sjedno-
ceni, a tedy pokud 1ze néktery jazyk napsat jako sjednoceni dvou bezkontextovych
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jazykti, pak jde o bezkontextovy jazyk. Uzavérovym vlastnostem bezkontextovych
jazykli se budeme vénovat v sekci 1.3.

1.3 Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazykt

Ve vétach a diikazech této sekce budeme pouzivat nasledujici znaceni (nesouvisejici
s pribéznym ¢islovanim jazykt v tomto dokumentu):
Ly =L(Gy), Gy = (N, Th, P, Sh)
Ly = L(Gs), Gy = (N3, T, P2, S2), NyUN; =10
vytvaiime L = L(G), G = (N, T, P, S)

Narozdil od regularnich jazykt, zde budou dtikazy postaveny na konstrukci
gramatik, ne automatd.

1.3.1 Reguldrni operace

Véta 1.7 Ttida bezkontextovijch jazykii je uzaviena vzhledem k operaci sjednocent.

Diukaz: Vytvofime gramatiku G takovou, ze L(G) = Ly U Lo:
G = (N.T,P,S),symbol S ¢ Ny UN, (nové pfidany), T' =T U Ty,
N =N, UNyU{S},
P=P UP,U{S — 5|5}

Prejimédme zde vSe z ptivodnich gramatik, zména je jen na zacatku derivace
— prvnim krokem derivace je rozhodnuti, zda bude generovéno slovo z prvniho
nebo z druhého jazyka. Pak je provedena simulace ¢innosti nékteré z ptivodnich
gramatik (resp. je pfedano fizeni nékteré z ptivodnich gramatik). O

Piiklad 1.14
Jazyk Lo = {a'bic* | i,7,k > 1, i = j nebo j = k} 1ze napsat jako sjednoceni dvou
bezkontextovych jazyka L, U L,, kde

Ly ={a'vic* | i,5,k > 1, i =j}

L,={a'¥/c*|i,j,k>1, j=k} (gramatiky viz piiklad 1.16 na strané 17)
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Véta 1.8 Trida bezkontextovijch jazykii je uzaviena vzhledem k operaci zietézent.

Dikaz: Vytvofime gramatiku G takovou, ze L(G) = L - Lo:

N =N, UN,U{S}, S ¢ NyUN,

P=PUP,U{S — S;-5}

T=T,UT} O

Véta 1.9 T7ida bezkontextovych jazykii je uzaviena vzhledem k operaci iterace (Kleeneho
uzdvéru, operace hvézdicka).

Dukaz: Vytvofime gramatiku G takovou, Ze L(G) = Lj:
N:N1U{S}, S%Nl, T:Tl,
P=PU{S— 55]c¢c} O

1.3.2 Operace, vzhledem k nimz je jesté tiida .2 (C'F') uzaviena

Véta 1.10 T7ida bezkontextovijch jazykil je uzaviena vzhledem k operaci pozitioni iterace.

Dtikaz: Vytvoiime gramatiku G takovou, ze L(G) = L7
N:N:LU{S}, S%Nl, T:Tl,
P:P1U{3—>5'15|5'1} O

Véta 1.11 T7ida bezkontextovych jazykil je uzaviena vzhledem k operaci zrcadleni (re-
verze).

Dtikaz: Vytvofime gramatiku G takovou, Ze L(G) = L
N=N,T=T,S=5,

Kazdé pravidlo z ptivodni mnoziny pravidel pfevratime — pfeneseme reverzi
napravidla: P ={A —aof | (A—a)e P, A€ N, a € (NUT)*} 0

Ptiklad 1.15
Pravidlo A — abbBcaCacb bude po reverzi A — becaCacBbba.

+

S
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Ptiklad 1.16
Reverzi si ukdZeme na tomto jazyce:
Ly = {a'tc* | i,j,k > 1, i =jnebo j =k}

Jazyk Lg 1ze generovat bezkontextovou gramatikou s pravidly

S — 51|85 A — aAb | ab X —cX|c
S; — AX B — bBc | be Y —aY |a
Sg—>YB

Ukézka derivace:
S =5 = AX = aAbX = aabbX = aabbc

Po reverzi:
S — 515 A — bAa | ba X —Xc|c
S — XA B — c¢Bb|cb Y —=Yala
52—>BY

Ukézka derivace:
S=5 = XA= XbAa = Xbbaa = cbbaa

Generovany jazyk je L = {*¥a’ | i,5,k > 1, i = j nebo j = k} a stejné jako
puvodni jazyk, i tento je bezkontextovy (existuje bezkontextova gramatika, ktera
ho generuje).

Véta 1.12 T7ida bezkontextovych jazykii je uzaviena vzhledem k operaci bezkontextové
substituce.

Dikaz: Bezkontextova substituce s je takové zobrazeni, které zobrazuje kazdy
symbol ptivodni abecedy na bezkontextovy jazyk a pfitom plati
s(e) =¢, s(a-v) =s(a) s(v),ac (NUT), ve (NUT)*

Necht' L, je bezkontextovy jazyk nad abecedou ¥ = {ay, as, ..., a,} ajsou dany
bezkontextové jazyky Ji, Js, .. ., J, nad abecedami X4, ¥, ..., ¥, tak, Ze s(a;) = J;
v kazdém jazyce S; je startovacim symbolem a;, 1 < ¢ < n. Pro vSechny bezkontex-
tové jazyky J; existuji bezkontextové gramatiky G, = (N, 3;, Py,, a;) a predpokla-
dejme, Ze mnoziny jejich netermindlnich symboli jsou po dvou disjunktni a taktéz
prinik kterékoliv z téchto mnoZin neterminal(i s mnozinou N, je prazdny.

Jazyk L = s(L1) sestrojime takto:

N = Ny U{ay,as,...,a,} U, Ny,
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T = U?:l 2
P=PU U?:l Pj. |
Piiklad 1.17

Postup si ukdZeme na bezkontextovém jazyku
Ly = {a'tc* | i,j,k > 1, i = jnebo j = k}
Gi=({S,A B X, Y}, {a,b,c}, P, S)avmnoziné P, jsou pravidla
S—AX|YB A — aAb | ab X —cX|c
B — bBc | be Y —-aY |a

Substituce:
s@) ={1"[n >0}, G, =({a}, {1}, {a = la e}, a)
s(b) ={1"0" | n > 1}, G, = ({b},{1,0},{b — 160 | 10},b)
s(¢) ={0"[n =0}, Gy = ({c}, {0}, {c = 0c e}, ¢)

Po provedeni substituce:
G=({S A B,X,Y, a,b,c}, {0,1}, P, S)avmnoziné P, jsou pravidla

S—AX |YB X —cX|c a—la|e
A — aAb | ab Y —aY |a b — 160 | 10
B — bBc | be c—0cl|e

Generovany jazyk je L = s(Lg) = 1* - {1"0" | n. > 1}* - 0*

Pozndmka: ProtoZe homomorfismus je vlastné specidlnim pfipadem substituce
(jde o jednoznacnou substituci, kdy jednomu symbolu pfifazujeme praveé jedno
slovo, tedy jednoprvkovy jazyk), znamena to, Ze tfida bezkontextovych jazykd je
uzaviena i vzhledem k operaci homomorfismu.

1.3.3 Operace, vzhledem k nimz tf¥ida . (C'F') neni uzaviena

Véta 1.13 Trida bezkontextovijch jazykil neni uzaviena vzhledem k operaci priiniku.

Dukaz: Najdeme dva bezkontextové jazyky, jejichz prinikem je jazyk, ktery neni
bezkontextovy.

L, = {a'b'd | i,j > 0} (pocet a je stejny jako pocet b)

L, = {a'tFc* | i,5 > 0} (pocet b je stejny jako pocet c)

S
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Priinikem téchto jazyktije L = L, N L, = Ly = {a"b"c" | n > 0}, o kterém jsme
jiz dfive dokézali, Ze neni bezkontextovy (v prikladech 1.2 na strané 7 a 1.13 na
strané 14).

Vsimnéme si, Ze sjednocenim téchto jazyk je bezkontextovy jazyk
LyU{e} ={a'¥c* |i,j,k >0, i=jneboj=k}. 0

Véta 1.14 T7ida bezkontextovych jazykii neni uzaviena vzhledem k operaci doplitku (kom-
plementu) nad danou abecedou.

Dikaz: VyuZzijeme jiz dokdzand tvrzeni z pfedchozich vét, konkrétné to, ze tfida
bezkontextovych jazykt je uzaviena vzhledem ke sjednoceni, ale neni uzaviena
vzhledem k prtiniku.

Podle DeMorganovych pravidel, ktera si jisté pamatujeme z teorie mnoZin nebo
algebry (jazyky vlastné nejsou nic jiného nezZ mnoziny slov), plati

LiNLy=L UL,y (1.4)

Predpokladejme, Ze tfida bezkontextovych jazyki je uzaviena vzhledem k ope-
raci doplriku (diikaz sporem). Pak na pravé strané rovnice (1.4) mame mnoZinu
bezkontextovych jazykt. JenZe na levé strané rovnice je mnoZina, ve které exis-
tuji i jazyky, které nejsou bezkontextové (priinikem dvou bezkontextovych jazykt
miiZze byt ijazyk, ktery neni bezkontextovy), coZ je spor. 0

1.4 Uzavérové vlastnosti jako kritérium bezkontexto-

vosti

Vétsina uzavérovych vlastnosti se da pouzit v pfimém dikazu:

Ptiklad 1.18
Zjistime, zda je nésledujici jazyk bezkontextovy:
Lz = {a™b™a™b™ .. a™b™ | k>0, n,>1,1<i<k}

Vime, Ze jazyk L, = {a"b" | n > 1} je bezkontextovy, a je ziejmé, ze L3 = L]
a proto ijazyk Li3 je bezkontextovy.
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Nesmime zapomenout, Ze vlastné ani uzavérové vlastnosti nejsou ekvivalence,
ale pouze implikace (jestlize L; a L, jsou bezkontextové, pak ...). Dasledky mi-
Zeme vidét na piikladu

Priklad 1.19
Vime, Ze jazyk L; = {a

n2

n > O} neni bezkontextovy (to jsme dokazali v ptikladu
1.3 na strané 7 pomoci Pumping lemma). Zvolime nasledujici bezkontextovou (do-
konce reguléarni) substituci:

s(a) = b*
Po uplatnéni substituce dostaneme jazyk {v* | i > 0}, coz je bezkontextovy (do-

konce regularni) jazyk. Proto neni pravda, Ze kdyZ je vysledkem operace bezkon-
textovy jazyk, tak by operandy operace mély byt také.




Kapitola 2

Zasobnikovy automat

V' této kapitole se podivime na vlastnosti zdsobnikového automatu, kteryj jsme si strucné
popsali jiz na zacatku kurzu Teorie jazyki a automatii I. Tento typ automatu si definu-
jeme, podivime se na jeho typy a budeme se zabyvat vztahem zdsobnikovych automatii
k bezkontextovym jazykiim a také deterministickou variantou.

2.1 Definice zdsobnikového automatu

Zasobnikovy automat dostaneme tak, Ze kone¢ny automat obohatime o zasobni-
kovou pasku a zajistime, aby vypocet byl fizen pfedevsim podle této zasobnikové
pasky.

Zasobnikovy automat pracuje takto:

¢ vyjme symbol na vrcholu zésobniku,

* muZe nebo nemusi precist jeden symbol ze vstupni pasky, pokud precte,
posune se o policko dal,

¢ déle se rozhoduje podle

— svého vnitiniho stavu,
— symbolu, ktery vyndal ze zasobniku,

— pokud ¢etl ze vstupni pasky, pak i podle pfecteného symbolu,

¢ akce automatu spociva v pfechodu do nékterého dalsiho stavu a v uloZeni
fetézce znakt do zasobniku.

21
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Definice 2.1 (Zasobnikovy automat) Zdsobnikovy automat je definovin jako
A= (Q> 27 Fv 57 qo, ZO> F)/ kde

* () je konecnd neprizdnd mnoZina stavii,

* 3 je konec¢nd neprdzdnd abeceda,

* T’ je konecnd neprizdnd zdsobnikovd abeceda (symboly, které mohou bijt v zdsobniku),

d je prechodovd funkce definovand niZe,

* (o je pocitecni stav automatu, gy € @,

* Z, je pocitecni zdsobnikovy symbol, Z, € T,

* F je mnozZina koncovijch stavii, F' C Q) (miiZe byt i prazdnd).

Prechodovd funkce 0 je zobrazeni § : Q x (X U{e}) x I' — Q x I'*, Ize zapsat také

jako 6(¢i,a, Z) 3 (¢;,7), ¢i,q; € Q, a€ (XU{e}, Z €T, yeTI™
Zdsobnikovyy automat je obecné nedeterministicky.

Definice 2.2 (Konfigurace zasobnikového automatu) Konfigurace vijSe definovaného
zdsobnikového automatu Aje () x ¥* x I'* (také (¢, o, ), ¢ € Q, a € ¥, v € I').

Pocitecni konfigurace je (qo, w, Zy), kde w je slovo, které bylo dano na vstup automatu.
Koncovd konfigurace zdvisi na typu zdsobnikového automatu.

Prvni ¢len konfigurace je stav, ve kterém se automat pravé nachazi, druhy je
nepfectend ¢ast vstupni pasky a tfeti momentéalni obsah zasobniku.

Definice 2.3 (Pfechod mezi konfiguracemi) Prechod mezi konfiguracemi zdsobniko-
vého automatu je relace

(Qiaaa>Zﬂ) - (Qj70477ﬁ) <~ (qjaﬂ) € 5(Qi>a7 Z)
kdea c YU {c}, ZeT U{e}, acX*

Symbol F* znadi reflexivni tranzitivni uzaveér relace *, symbol -7 je tranzitivni
uzavér této relace (jakykoliv pocet pfechodi, alespori jeden), symbol - znamena

pfesné i pfechodi mezi konfiguracemi.
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Definice 2.4 (Zakladni typy zasobnikovych automatt) Rozezndvime tyto zikladni
typy zdsobnikovyjch automatui:

Zasobnikovy automat kon¢ici pfechodem do koncového stavu je Ar s koncovou
konfiguract

<Qf767/y)7 qf € F7 ’YGF*

a rozpozndvany jazyk je
L(AF) = {UJ ex” | (qO7wsz) H* (Qf,f:,’}/), qf € Fv Y e F*}

Zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem je Ay s koncovou konfigu-
raci (q,e,¢€), q € Q a rozpozndvany jazyk je

L(Ag) ={w € X" | (qo0,w, Zo) " (q,€,¢), q € Q}

Zasobnikovy automat kon¢ici pfechodem do koncového stavu a prazdnym za-
sobnikem je Ay s koncovou konfiguraci (qs, €, €), qr € F' a rozpozndvany jazyk je

L(AF,Q)) - {U) S | (QO7w7 ZO) == (qf7575)7 qr € F}

Jak vidime, tyto tfi zakladni typy se lisi pfedevsim svou koncovou konfiguraci:

¢ zasobnikovy automat koncici v koncovém stavu ukonéi vypocet ve chvili, kdy
ma pfectenou celou vstupni pasku (prostiedni ¢len konfigurace je ) a nachazi
se v nékterém koncovém stavu,

* zasobnikovy automat koncici s prazdnym zasobnikem konéi vypocet, kdyz
ma prectenou celou vstupni pasku a zaroven je prazdny zasobnik,

e tfeti typ je kombinaci (priinikem) obou pfedchozich — musi byt splnény obé
podminky.

Vsechny tii typy zasobnikovych automatt konc¢i samoziejmé vypocet i tehdy, kdyZ
nejsou v Zadné koncové konfiguraci, ale do Zadné dalsi se nemohou dostat (pfecho-
dova funkce neddva moZznost reagovat v daném stavu s danym obsahem zasobniku
a vstupni pasky).
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Priklad 2.1
Sestrojte zasobnikovy automat (dale ZA) kon¢ici s prazdnym zasobnikem rozpo-
znévajici jazyk

Ly = {wew® | w € {a,b}*}

Vytvofime zasobnikovy automat rozpoznavajici prazdnym zasobnikem:
A@ = ({q()? QI}’ {CL, b}7 {Cl, bv Z0}7 qo, Z()7 57 (D)

Automat bude pracovat takto:

e v prvni fazi bude &ist obsah vstupu (prvni polovina slova) a uklddat do
zasobniku (vzdy co v kazdém kroku vyjmeme, vratime do zadsobniku zarover
se symbolem ze vstupu, tedy ukladdme dva symboly), jsme ve stavu gy,

¢ diky principu zdsobniku (¢teme v opacném poradi, nez jak byly symboly
uloZeny) je uklddand prvni polovina slova zaroven zrcadlové pfevracena,

* kdyZ na vstupu narazime na c (hranice, polovina slova), pfejdeme do stavu
¢1 a tim zménime zpusob préace automatu,

¢ kdyZjsme ve stavu ¢, nic do zadsobniku neuklddame, symbol, ktery v kazdém
kroku vyjmeme, porovname s tim, co je na vstupu — kdyZ souhlasi, mtizeme
pokracovat (tj. v kazdém kroku se posuneme na vstupu a zaroven ubereme
symbol ze zasobniku).

3(qo, a, Zy) = (qo, aZy) na zacatku vypoctu, slovo zac¢ina a

3(qo, b, Zo) = (q0,b02p) na zacatku vypoctu, slovo zacina b

3(qo, a, X) = (qo,aX), X € {a,b} zatim jen nac¢itime a ukladame do zasobniku
3(qo, ¢, X) = (1, X), X € {a,b}  jsme na hranici

Mg, a a) (q1,¢€) shoda a v obou polovinéch slova

3(q1,b,0) = (qu,¢) shoda b v obou polovinéch slova

a1, e, Z0) = (q1,¢€) skon¢ili jsme na vstupu i v zdsobniku

Ukézka vypoctu automatu na slovo abcba:

(qo, abeba, Zy) F (qo, beba,aZy) = qo : pFenasime do zasobniku obsah vstupu

= (qo, cba, baZy) + hrani¢ni bod, pfejdeme do médu ¢;

F (q1,ba,baZy) - (q1,a,aZ) - ¢1 : jen vybirame ze zasobniku a porovnavame
F(qi,6,20) - (q1,€,€) konec
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Poznamka: Zasobnikovy automat koncici v koncovém stavu (a vlastnéi, hybridni”
typ) bychom z pfedeslého vytvofili jednoduse —staci posledni ¢ast definice 6 funkce
pfepsat takto:

3aqr,e,Zy) = (q2,€) s tim, ze Q = {qo, ¢1, @2}, F = {2}

P¥iklad 2.2
Vytvofte zdsobnikovy automat koncici v koncovém stavu reprezentovany stavo-
vym diagramem pro jazyk z pfikladu 2.1
Ly = {wew® | w € {a,b}*}.

Narozdil od kone¢nych automatti, u zasobnikovych ndm nestac¢i ohodnotit Sipky
pouze symbolem nacitanym ze vstupni pasky. Musime vzdy zadat tfi adaje (ve

spravném poradi!)
* symbol nac¢teny ze vstupu (nebo ¢, kdyZ ze vstupu nic nenacitadme),

* symbol, ktery vyjimame ze zasobniku (nesmi zde byt ¢!, v kazdém kroku
musime né&jaky symbol vyndat),

* fetézec, ktery ukladame do zasobniku.
Diagram vytvofime podle ¢ funkce v pfikladu 2.1, jen navic zakomponujeme

zménu zahrnutou v pozndmce nad timto pfikladem. Vysledny diagram vidime na
obrazku 2.1.

a, X,aX a,a, €
b, X,bX b,b, e
— >
@ c, X, X €, 20, € ‘
X €{a,b, Zo}

Obrazek 2.1: Diagram z&sobnikového automatu

2.2 Vztah mezirtaznymi typy zasobnikovych automatua

Zde se podivame na vztahy mezi tfidami jazyka generovanych zasobnikovymi
automaty koncicimi v koncovém stavu, prazdnym zasobnikem a nebo obojim.
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V dal$im textu budeme pouZzivat toto oznaceni:
Zr ={L| L = L(Ap) pro néaky zasobnikovy automat A}

................... Ttida jazykt generovanych ZA konc¢icimi v koncovém stavu
2y ={L| L = L(Ap) pro néjaky zasobnikovy automat Ay}

.............. Ttida jazykt generovanych ZA koncicimi prazdnym zasobnikem
Lrp={L | L = L(Apyp) pro né€jaky zasobnikovy automat A}

...... Ttida jazykt generovanych ZA kon¢icimi v koncovém stavu s prazdnym
zasobnikem

Véta 2.1 Necht' A = (Q, %, T, qo, Zo,0,0) je ZA koncici vijpocet prazdnym zdsobnikem.
Potom existuje ZA A" = (Q', X, 1", q;, Zy, 0", F') koncict vijpocet v koncovém stavu takovy,
Ze L(A') = L(A). To znamend, Ze pro tridy jazykii generovanych jednotlivymi typy ZA
plati relace

2 C Lr (2.1)

Dikaz: Budeme postupovat takto:

* do zasobniku ddme pomocnou ,zardzku” (pocatecni zasobnikovy symbol
ptavodniho automatu Z;) a déle budeme simulovat vypocet ptivodniho auto-

matu,

e simulovany vypocet probihd nad vlozenou ,zardZkou” a kon¢i ve chvili,
kdy je tato zarazka vyjmuta (v té chvili ma simulovany automat prazdny
zasobnik), v zésobniku je pouze Z| (pocate¢ni zasobnikovy symbol nového
automatu),

* pak jen piejdeme do koncového stavu; pokud je celd vstupni paska prectena,
pak konci vypocet s ispéchem, slovo je pfijato.

Q' =QU{dg,qr}, @ ¢ Q.ar ¢ Q
F={q}
I'=TuU{Z}

Funkci ¢’ definujeme takto:

* na zacatku vypoctu pfidame do zasobniku pocéateéni zdsobnikovy symbol
ptvodniho automatu, abychom mu pro simulaci pfipravili vhodné pracovni
prostfedi:

5 (qhs €. Zb) = (q0: ZoZ3)
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* potom simulujeme ¢innost ptivodniho automatu (tj. pfejmeme chovéani jeho
0 funkce):
8(q,a,2) =6(q,a,Z2)¥qg € Q,a e XU{e}, Z €T

* po ukonceni vypoctu ptivodniho automatu piejdeme do koncového stavu:
(g e, Z(/)> = (qf7 8)

Prechod mezi konfiguracemi bude nasledujici:
(g, w, Zy) F (qo, w, ZoZ}) F ... pavodni vypocet ... F (¢,¢, Z)) & (gf, €, €) O

Véta 2.2 Necht' A = (Q,%,T, qo, Zo, 0, F') je ZA koncict vijpocet v nékterém koncovém
stavu. Potom existuje ZA A' = (Q', X, TV, ¢}, Z}, &', 0) koncict vgpocet prazdnym zdsobni-
kem takovy, Ze L(A") = L(A). To znamend, Ze pro t¥idy jazykii generovanyjch jednotlivymi
typy ZA plati relace

S C %) (22)

Dtukaz: Abychom se v prtibéhu vypoctu ,ndhodou” nedostali na dno a tak pied-
¢asné neukoncili vypocet, tak stejné jako v pfedchozim diikazu do zdsobniku dame
pomocnou ,zarazku” (pocéatecni zasobnikovy symbol ptvodniho automatu Z)
a dale budeme simulovat vypocet ptivodniho automatu.

Nejdfiv si definujeme funkci §":

* na zacatku vypoctu pfidame do zasobniku pocéateéni zdsobnikovy symbol
ptvodniho automatu:
&'(q0,€, Zo) = (g0, ZoZy)
* potom simulujeme ¢innost ptivodniho automatu:
8(q,a,2) =6(q,a,Z2)¥q € Q,ae XU{e}, Z €T

* po ukonceni vypoctu ptlivodniho automatu vyprazdnime zasobnik, ale ne-
smime zapomenout na to, Ze simulovany automat by v koncovém stavu jesté
mohl chtit pracovat (stav, ve kterém bude mazan zasobnik, je d — delete):

'(ap,€,2) = d(qr.e, 2) U{(d,e)}
§(d,e, Z) = (d,e), VZ el

Q' =QU{g,d}, ¢ ¢ Q.d¢Q I"=TU{Z}
Prechod mezi konfiguracemi bude nasledujici:
(g0, w, Z{) & (qo,w, ZoZy) F ... pavodni vypocet. .. - (¢r, &, ZaZ)) F
F(d,e,aZ) ... F(d,e,e) O
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Dusledek 2.3 T¥idy jazykii generovanych zdsobnikovymi automaty koncicimi v koncovém
stavu a zdsobnikovymi automaty koncicimi s prazdnym zdsobnikem jsou ekvivalentni:

Zr =2 (2.3)
Dile z vlastnosti zasobnikovijch automatii generujicich jazyky z tridy Zr gy plyne, Ze
Lrp =4 =ZF (2.4)

MnozZinu vSech zdsobnikovych automati budeme souhrnné oznacovat ZA,
tfidu (mnoZzinu) jazykt rozpoznavanych zdsobnikovymi automaty .2 (ZA).

2.3 Vztah zasobnikovych automatt a bezkontextovych
jazyka

Nadale budeme pocitat s tim, Ze zdsobnikové automaty vSech tfi zdkladnich typt
jsou navzdjem ekvivalentni, a tedy generuji stejné tridy jazykd. Proto v diikazech
budeme volné tyto typy zaménovat.

Véta 2.4 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G lze vytvofit zdsobnikovy automat A takovy,
Ze L(G) = L(A), tedy
ZL(CF) C ZL(ZA) (2.5)

Dikaz: Mame bezkontextovou gramatiku G = (N, T, P, S) a chceme sestrojit za-
sobnikovy automat A = (Q, 3, T, qo, Zo, 9, 0) (automat kon&i s prazdnym zasobni-
kem). Budeme postupovat takto:

* v zasobniku mohou byt neterminély a terminaly, ze kterych se skladaji pravi-
dla, pravé strany pravidel ukladdme do zasobniku,

* pokud je na vrcholu zasobniku neterminal, vyjmeme ho a nahradime pravou
stranou nékterého pravidla piepisujiciho tento neterminal,

¢ pokud ze zasobniku vyjme termindlni symbol, na¢te symbol ze vstupu a po-
rovnd — pokud jsou stejné, mtize dal pokracovat (do zasobniku uz vyjmuty
symbol nevraci, a na vstupu se pfi precteni vstupniho symbolu posune na
dalsi).

[T 2
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Q ={q¢}, @0 = ¢, £ =T (termindlni symboly pouzijeme pro abecedu),
I' = NUT, Z, = S (startovaci symbol pouZijeme jako pocéate¢ni symbol zasobniku).
Pro kazdé pravidlo A — « vytvofime
3(q,e,A) 5 (q, @) (ze zasobniku vyjmeme A a nahradime ho fetézcem «)
Pro kazdy terminalni symbol a € T vytvofime
4(q,a,a) = (g, ¢, ¢) (tentyz symbol vyndame ze zdsobniku i pfe¢teme ze vstupu).
Shriime si celou § funkci:
0(q,6,4) = {(¢,0) [ (A — o) € P}
6(q,a,a) = {(q,e)}, VaeT
Vytvofeny zasobnikovy automat je nedeterministicky, protoze v gramatice je
obvykle vice pravidel pro stejny neterminalni symbol. Automat jednoduse simuluje
odvozovani v gramatice — na zdsobniku provadi ,odvozovéani” stejné, jako bychom
v gramatice pfepisovali postupné netermindly v pfepisovaném slové zleva. O

Piiklad 2.3
G = ({S}, {a,b,c}, P, S), kde P ={S — aSa | bSb | ¢}
Tato gramatika generuje nam jiz znamy jazyk Li4 = {wew® | w € {a,b}*}
Vytvofime zésobnikovy automat A = ({¢}, {a,b,c}, {S,a,b,c}, ¢, S, 0) gene-
rujici tento jazyk.
(g, ¢, 5) = {(g,aSa), (¢,b5b), (¢,0)}
0(q,a,a) = {(g,€)}
0(g,b,b) = {(g, )}
Ukazka rozpoznéni slova abcba:
(g, abcba, S) F (q,abcba, aSa) F (q,beba, Sa) F (g, beba, bSba) = (g, cba, Sba) -
- (g, cba, cba) = (g, ba,ba) - (q,a,a) F (g,¢,¢€)

Ukazka netspésného vypoctu (slovo acb bude odmitnuto):

(q,ach, S) F (g, acb,aSa) & (q,cb, Sa) F (q,cb,ca) - (q,b,a) F X

Nasledujici vétu vyuZzijeme v diikazu véty 2.6 na strané 33.

Véta 2.5 Ke kaZdému zdsobnikovému automatu A existuje jednostavovyj zdsobnikovy au-
tomat A’ takovy, Ze L(A’) = L(A).
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Dikaz: Pavodni a vytvafeny automat jsou:
A=(Q,%,T,6,q0, Z,0)
A = ({s},2, 17,8, s,2,0)

Zasobnikovy automat se v kazdém kroku obvykle rozhoduje podle tf{ kritérii —
stavu vstupni pasky, stavu zasobniku a svého vnitiniho stavu, ale kdyz méa k dispo-
zici jen jediny vnitini stav, musi se umisténi této informace nahradit né¢fm jinym.
Vstupni pasku nesmime pozménit, zbyva jen zdsobnik.

Tedy informaci ptivodné uloZenou ve vnitinim stavu pfesuneme do zasobniku
tak, Ze misto ,jednoduchych” zdsobnikovych symboli budeme pouZivat uspora-
dané trojice, jejichz druhy prvek je néktery symbol ptivodni zdsobnikové abecedy,
prvni a tfeti prvek jsou stavy:

* ¢ je stav, ve kterém je Z na vrcholu zasobniku ptivodniho automatu (a tedy

se v tom stavu vybira ze zasobniku),

* g;jestav, do kterého pfechazime p¥i vyjmuti vSeho, comtiZe byt vygenerovano
pomoci Z, ze zdsobniku v piivodnim automatu.

V zéasobniku tedy kromé ptivodnich zasobnikovych symbolii ukladame také in-
formaci o tom, v jakém stavu jsou tyto symboly zpracovavany a do jakého stavu
prechazime po jejich pIném zpracovani v ptivodnim automatu.

Nyni definujeme pfechodovou funkci:

1. Na zacatku vypoctu pfipravime simulaci ptivodniho automatu:
5/(37 g, Z(/)) - {(Sa [QO7 ZOvp]> ‘ p € Q}

2. Pro vsechny funkce automatu A ve tvaru 6(p, a, Z) > (g, <) (do zdsobniku nic
nevkladaji) vytvofime

9 (s.a.lp.Z.]) 3 (s.), aeTU{e}
3. Pro vSechny ostatni funkce ve tvaru §(p,a, Z) 3 (¢, B1Bs ... B,):

5 <s, a,p, Z, un]> ») {(s, [q, By, u1][uy, Ba, ug][ug, B3, us) ... [un,anun]) ‘

V kombinace staviiu; € Q,1 <i<n,ae€ XU {5}}
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Nejnarocnéjsi je urcité posledni bod. Nové zasobnikové symboly zde urcuji
vSechny mozné posloupnosti, jakymi lze v ptivodnim automatu dojit ze stavu ¢,
ve kterém vybirame ze zasobniku symbol Z, do nékterého stavu u,, do kterého
pfechazime po zpracovani posledniho zde vkladaného symbolu, B,,. Musi zde byt
vSechny mozné kombinace n-tic plivodnich stavii, protoze nemtizeme piedvidat,
jaka posloupnost zpracovavanych stavii bude v téchto n krocich pouZita.

Je ziejmé, zZe symbol Z je vyjmut ve stavu p a hned pfechazime do stavu g;
zaroven vkladdme do zasobniku symboly By, Bs, . . ., B, a to po¢inaje symbolem B,
(symbol B; pak bude na vrcholu zasobniku), proto ze stavu ¢ po vyjmuti symbolu
By prechazime do stavu u;, atd. AZ zpracujeme vSe, co bylo vygenerovéano ze
symbolu Z (tj. vSechny symboly By, ..., B,), dostaneme se do stavu w,,. O

Piiklad 2.4
Postup ukaZeme na jazyku
Lis = {a”cbnck |n>0, k> 0}

Tento jazyk rozpoznéavé zasobnikovy automat
A= ({O’ 1}7 {a’ b7 C}7 {Zo,a}, 5a 0, ZO; @)

5(0,0,X) = (0,aX), X € {a, Zo}

5(0,¢,X) = (1,X), X € {a, Z}

0(1,0,a) = (L,¢)

6(1, ¢, Zo) = {(1, Z), (1,¢)}
Vytvofime automat A":

5/

5/

5/
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Nové zasobnikové symboly jsou mozna piehledné z hlediska vytvofeni, ale

bude lepsi nahradit je krat$imi variantami podle nasledujici tabulky.

Dlouhé oznaceni — Kritké oznaceni

0,7,0] — A
0,Zy,1] — B
1,7,,0) — C
[]_,Z(),l] — D
0,a,00 — E
0,a,1] — F
1,a,00 — G
1,a,1] — H
Upravime ¢’ funkci:
8 (s,e,24) ={(s,A), (s,B)}
8 (s,a,A) ={(s, EA), (s,FC)} 8(s,c,A) ={(s,C)}
8 (s,a,E) ={(s, EE), (s, FG)} 8(s,c, B) ={(s,G)}
8 (s,a,B) ={(s,EB), (s, FD)} §(s,c,B) ={(s,D)}
5,(87 ) {(S7EF)7 (S’FH)} 5/(8767 F) = {(87H)}
0'(s,0, H) = {(s,€)} d'(s,c,C) = {(s,O)}
8(s,c, D) =A{(s,D), (s,e)}

Automat potom muiZeme urcit takto:
= ({s}, {a,b,c}, {Z;,A,B,C,D,E,F,G,H}, &, s, Z}, 0)
Ukazka rozpoznéni slova aacbbc automatem .A:
(0, aacbbe, Zy) F (0, acbbe, aZy) F (0, cbbe, aaZy) = (1, bbe, aaZy) F (1, be, aZy) +
- (17 ¢, ZO) - (17 &, 6)
Ukézka rozpoznani slova aacbbc automatem A’:
(s, aacbbe, Z}) = (s, aacbbe, B) F (s, acbbe, FD)
F (s, cbbe, FHD) += (s,bbc, HHD) & (s,bc, HD) & (s,¢, D) & (s,¢,¢)
Totéz, ale bez nahrazeni zasobnikovych symbolt krat$imi verzemi:
(s,aacbbe, Z§) = (&aacbbc, [0, Zo, 1]) + (&acbbc, 0, a,1][1, Zy, 1]> =
- (s, chbe, [0, a, 1][1, a, 1][1, Zo, 1]) - (s, bbe, [1, a, 1][1, a, 1][1, Zo, 1]) -
- (s,bc, 1,4, 1][1,20,1]) - (S,c, 1, Zo, 1]) - (s,e.€)
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Véta 2.6 Ke kaZdému zdsobnikovému automatu A existuje bezkontextovd gramatika G
takovd, Ze L(G) = L(A), tedy

PL(ZA) C L(CF) (2.6)

Diikaz: Kdyz jsme dokazovali, Ze ke kazdé bezkontextové gramatice Ize sestrojit
ekvivalentni zdsobnikovy automat (v diikazu véty 2.4 na strané 28), vytvofili jsme
jednostavovy zdsobnikovy automat. Zde vyuZzijeme piesné opacny postup — podle
jednostavového automatu vytvofime gramatiku.

Prvnim krokem tedy bude vytvofeni jednostavového zdsobnikového automatu
A’ k automatu A podle postupu popsaného v diikazu véty 2.5. V druhém kroku
vytvofime gramatiku, jejiZ neterminaly vytvofime ze zasobnikovych symbold.

KdyZ oba kroky shrneme, postup je nasleduyjici:

1. Inicializujeme vypocet:

quQ SH[QmZO;(Z]

2. Pro vSechny funkce automatu A ve tvaru d(p, a, Z) > (g, €) (do zdsobniku nic
nevkladaji) vytvofime
. Z,q] — a

3. Pro vsechny ostatni funkce ve tvaru (p, a, Z) > (¢, BBz ... By,):
[pa Z7 un] - a[Qu Bla ul][ulv BZJ u2] s [unflv Bnu un]

pro kazdou kombinaci stavii u; € @, 1 <7 < n.

Piiklad 2.5
Budeme pokracovat v pfikladu 2.4 na strané 31. V zadéani pfikladu byl automat
A= ({0’ 1}7 {a’ b7 C}v {Z07 a}, 5, 0, ZO; @)

5(0,a,X) =(0,aX), X €{a,Zy}
5(0,¢,X) = (1,X), X € {a,Z}

§(1,b,a) = (1,¢)
6(1,¢,Z0) ={(1, Z), (1,¢)}
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Podle popsaného postupu vytvofime gramatiku G = (N, T, P, S), T = %, s pra-
vidly
S — 10, Zy, 0] | [0, Zo, 1]
[0, Zo, 0] — a[0, a, 0][0, Zo, 0] ’aO a, 1)[1, Zo, 0]
0, a,0] — al0, a,0][0,a,0] | a[0,a,1][1,a,0]

0, Zo, 1] — a[0, a,0][0, Zo, 1] ’ al0, a, 1][1, Zo, 1]

0,a,1] — al0,a,0][0,a,1] | a[0,a,1][1,a,1]

[0,

[0,

[0 Zo, ]H C[l Z0,0]
[0,a,0] — c[1,a,0]
0, Zy, 1] — ¢[1, Zy, 1]
0,a,1] — c[l a, 1]
1,a,1] —

11, Zy,0] — ¢[1, Zy, 0]
[1 Zo, ]H C[l Zg,l]

Zjednodusime neterminaly a shrneme pravidla pfepisujici stejny neterminal:

S—A|B Odstranime nadbyte¢né symboly:
A—aFA|aFC | cC S B

B — aEB |aFD|cD B — aFD | cD

C —cC O o

D —c¢D|c D—e¢Dle

E —aFEFE | aFG | cG F — aFH | cH

F — aEF |aFH | cH 0

H—b

Netermindly: N = {S,B,C, D, F, H}

Ukazka generovani slova aacbbc:
S=B=aFD = aFHD = aacHHD = aacbHD = aacbbD =
= aacbbcD = aacbbcc

Da se jednoduse dokazat, Ze generovany jazyk je
Lis = {a”cbnc’c |n>0, k> O}
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Ditisledkem vét 2.4 na strané 28 a 2.6 na strané 33 je ekvivalence tfid jazyki:

Ddsledek 2.7
L(ZA)~ Z(CF) (2.7)

2.4 Zasobnikové automaty a uzavérové vlastnosti bez-

kontextovych jazykt

V sekci 1.3 na strané 15 jsme probrali téméf vSechny operace, vzhledem k nimzZ
je nebo neni tfida bezkontextovych jazykti uzavfena, a dokazali jsme (véta 1.13
na strané 18), Ze tfida bezkontextovych jazykh neni uzaviena vzhledem k operaci
pruniku. To v8ak neplati pro prinik s regularnim jazykem:

Véta 2.8 Trida bezkontextovijch jazykii je uzaviena vzhledem k priiniku s reguldrnim
jazykem.

Dtikaz: Narozdil od jinych uzavérovych vlastnosti bezkontextovych jazykd, zde
konstrukci nebudeme provadét na gramatikach, ale na automatech. Postup bude
podobny tomu, ktery jsme pouzili v kurzu Teorie jazykt a automatti I pro primik
dvou reguldrnich jazyki.

Vytvafime prinik bezkontextového jazyka reprezentovaného zasobnikovym
automatem A, a regularniho jazyka reprezentovaného kone¢nym automatem .A,:
A = (Qq, 21,11, 61, q(()l), Zél), Fy) (rozpoznava koncovym stavem)

Az = (Qo, 22,52,%()2)7172)

Sestrojime A = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F), L(A) = L(A;) N L(As).

Jeziejmé, ze ¥ = X, UX,, I' =Ty, Zy = Z,.

Vypocet v automatu .4 ma byt simultanni simulaci obou ptivodnich automatt,
slovo, které ma byt rozpoznano, prosté zaroveri dame na vstup obou ptvodnich
automat®i a pfijmeme ho, pokud v obou automatech bude existovat vypocet od
pocétecni k nékteré konecné konfiguraci.

Stavy automatu .4 budou uspofadané dvojice stavi ptivodnich automatt, prvni
prvek je stav automatu A; a druhy je stav automatu A,. Uspofddana dvojice za-
chycuje, v jakém stavu v ptivodnich automatech je pravé simulovany vypocet.
Q={lg @] | ¢ € Q1, g2 € Qa}

Mnozina koncovych stavi: F' = {[q1, ¢2] | ¢1 € [, 2 € F3}

Definujeme ¢ funkci:

Il 2
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1. Vkazdém kroku, ve kterém je ¢ten symbol ze vstupu, se posouvame v obou si-
mulovanych automatech, v tom zadsobnikovém také pracujeme se zdsobnikem
—prokazdéa € X, q1,p1 € Q1, @2, p2 € Q2, Z €T, y €T

(a1, q2)a, Z) 3 ([p1,p2],7) <= 6&i(qr,a,2) 2 (p1,7), 62(q2,a) 2 p2

2. Vytesime odliSnost ptivodnich automatti p¥i préci se vstupni abecedou. Za-
sobnikovy automat nemusi v kazdém kroku ¢ist ze vstupni pasky, kdeZto
kone¢ny ano. Proto umoZnime simulaci kone¢ného automatu délat e-kroky;,
pfi kterych nebude ¢ist ze vstupni pasky ani provadét zménu stavu — pro
kazdé q1,p1 € @1, g2 € Q2, Z €T, y €I

0(lq1; q2)s 6, 2) 2 ([p1s @2, v) = dilqr,&,2) 2 (p1,7)

Piiklad 2.6
Vezmeme bezkontextovy jazyk Lig = {ww” | w € {a,b}*} a regularni jazyk a".
Jejich prinikem je jazyk Ly7 = {a™a" | n > 0} = {a*" | n > 0}

Sestrojime automat A;, L(A;) = Lg:
A = ({0, @15 @2}, {a, b}, {Zo,a,b}, 61, qo, Zo, {q2}), kde

61(qo0, @, Zo) = {(qo0, aZo)} 61(qo; a, @) = {(qo, aa), (q1,¢)}
01(qo0, b, Zo) = {(q0,b%0)} 61(qo, b, 0) = {(qo0, bb), (q1,¢€)}
01(qo, a,b) = {(qo, ab) } 01(qr,a,a) = {(q1.¢)}
61(qo, b, a) = {(qo, ba)} 01(q1,0,0) = {(q1,¢)}

01(a. &, Zo) = {(q2,¢)}
Kone¢ny automat pro jazyk a* je velmi jednoduchy:
Ay = ({r} {a}, 02, r, {r}), kde ds(r,a) =1
Vytvofime A = (Q, {a,b}, {Zy,a,b}, 6, [qo,7], Zo, F).

3([qo, ], a, Zo) = {lq0,7], aZo])} Jesté doplnime:
5([%77"] ) {([qoﬂn]’aa)’([mvr]ag)} Q= {[QOaT]v [QLT]? [Q27T]}
0([q1, 7], a,a) = {{ar, 7], €)} F={[g,r]}

o([q1,7], €, Zo) = {([g2, 7], €)}

Jak vidime, je jazyk L7 prinikem bezkontextového a reguldrniho jazyka, proto
(i bez konstrukce automatu rozpoznavajiciho tento jazyk) mtzeme fici, Ze je to
bezkontextovy jazyk.
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Piiklad 2.7
Pomoci uzavérovych vlastnosti dokdZeme, Ze neni bezkontextovy jazyk
Lig = {w e {a,b,c}* | Jwla = |w]y = |w|c} (stejny podet a, ba c)

Predpokladejme, Ze jazyk L5 je bezkontextovy. Pak by priinikem tohoto jazyka
sjakymkoliv regularnim jazykem byl také bezkontextovy jazyk. Vezmeme regularni
jazyk R = a*b*c*. Jejich prinikem je
LisNR= Ly ={a"b"c" | n >0}

O tomto jazyce vSak vime, Ze neni bezkontextovy, proto Lis ¢ £ (CF).

2.5 Deterministické bezkontextové jazyky

2.5.1 Deterministicky zasobnikovy automat

Definice 2.5 (Deterministicky ZA) Zdsobnikovy automat A = (Q, %, 1,0, qo, Zo, I') je
deterministicky, jestliZe pro kazdé q € (), Z € T’ plati zdroveri

* §(q,a, Z) ma nejuyse jeden prvek pro kazdé a € ¥ U {¢}.

° je-lié(q,e,Z) # 0, pak 6(q,a,X) =0 Va € X.

To znamen4, Ze v deterministickém zasobnikovém automatu mame v kazdém
kroku pravé jednu moznost, jak reagovat (i véetné rozhodovani, zda mame cist ze
vstupni pasky).

Definice 2.6 (Deterministicky bezkontextovy jazyk) Jazyk L se nazyvi determinis-
ticky bezkontextovy jazyk, jestliZe existuje deterministicky zdsobnikovy automat (DZA)
Ap takovy, Ze L(Ap) = L.

Z definice vyplyvéa, Ze pro kazdé slovo patfici do jazyka existuje pravé jeden
vypocet v Ap. Deterministické bezkontextové jazyky budeme znacit DC'F a tfidu
jazyka, které generuji, Z(DCF).

Véta 2.9 Trida jazyk§ generovanyjch deterministickymi zdsobnikovymi automaty je vlastni
podmnozinou tiidy bezkontextovych jazykii:

Z(DCF) c Z(CF) (2.8)
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Diikaz: To, ze plati Z(DCF) C Z(CF), je zfejmé — vyplyva to z toho, Ze deter-
ministicky zasobnikovy automat je vlastné specidlnim piipadem (obecného) za-
sobnikového automatu, a vime (viz dtsledek 2.7), ze tfida jazykt generovanych
bezkontextovymi jazyky je ekvivalentni tfidé jazykt rozpoznavanych zasobniko-
vymi automaty.

Vlastni inkluzi (). podmnozinu, .Z(DZA) C Z(CF)) lze dokazat tak, Ze na-
jdemejazyk patfici do druhé, ale nepatiici do prvni tfidy. Bezkontextovym jazykem,
ktery neni deterministickym bezkontextovym, je napiiklad
Lig = {ww® | w € {a,b}*}

(zasobnikovy automat pro tento jazyk je v pfikladu 2.6 na strané 36).

Tento jazyk je velmi podobny jazyku L4, ale slova nejsou v poloviné rozdélena
znakem c.

Zasobnikovy automat pro tento jazyk je mozné sestrojit podobné jako pro jazyk
L4 v pfikladu 2.1 na strané 24, ale bude to rozhodné automat nedeterministicky
— nevime, ve kterém okamZiku vlastné pfechdzime do druhé poloviny rozpozna-
vaného slova (nemame mozZnost si pfedem tuto informaci zjistit a obé poloviny
slova maji podobnou strukturu), a proto v kazdém kroku pf#i nacitani prvni polo-
viny slova potfebujeme moZnost nedeterministicky zvolit bud pokracovani v prvni
poloviné slova, a nebo pfechod do druhé. O

2.5.2 Uzavérové vlastnosti deterministickych bezkontextovych ja-
zykt

Véta 2.10 T7ida jazyki £ (DCF) je uzaviena vzhledem k operaci priiniku s regquldrnim
jazykem.

Dikaz: Dtikaz je stejny jako u (obecné) bezkontextovych jazykt, viz véta 2.8 na
strané 35. 0

Véta 2.11 Ttida jazykii £ (DCF') neni uzaviena vzhledem k operaci priiniku.

Duikaz: Dtikaz je stejny jako u (obecn€) bezkontextovych jazyka, viz véta 1.13 na
strané 18. O

Dale budeme pottfebovat tuto pomocnou vétu (lemma):

+

S
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Lemma 2.12 Ke kazZdému DZA A lze zkonstruovat DZA A', ktery kazdy vstup docte do
konce.

Diikaz je sloZity, je tfeba vyfesit problém zacykleni v epsilonovych krocich (prace
se zasobnikem).

Véta 2.13 Trida jazykii £ (DCF) je uzaviena vzhledem k operaci doplitku.

Dukaz: Kazdy deterministicky zasobnikovy automat, ktery vstup doc¢te do konce,
dokéaze v kone¢ném poctu krokti rozhodnout, zda slovo patfinebo nepatii dojazyka
rozpoznavaného timto automatem (lemma 2.12). Proto je postup nasledujici:

* sestrojime k ptivodnimu automatu A zasobnikovy automat A’, ktery ¢te kazdy
vstup az do konce,

¢ zaménime koncové a nekoncové stavy.

|
Véta 2.14 Ttida jazykii £ (DCF') neni uzaviena vzhledem k operaci sjednocent.
Dtkaz: Vyplyva z De Morganovych zédkonfi:
LiNLy=L UL,y (2.9)

Predpoklddejme, ze tfida jazykt .Z(DCF) je uzaviena vzhledem k operaci
sjednoceni. Pak by na pravé strané vztahu (2.9) byla mnoZina deterministickych
bezkontextovych jazyki, jenZe v mnoZziné na pravé strané rovnosti se mohou vy-
skytovatijazyky, které nejsou deterministické bezkontextové (tato tfida jazykt neni
uzaviena vzhledem k operaci priniku). Proto tfida jazykd .2 (DCF) nemtize byt
uzaviena vzhledem k operaci sjednoceni. O

Ddsledek 2.15
Z(DCF)C Z(CF) (2.10)

[T 2




Kapitola 3

Jazyky typu O

V této kapitole se budeme zabjjvat nejoyssi tiidou jazyki Chomského hierarchie s (témér)
obecnym tvarem pravidel, jazyky typu 0. Strucné se podivime na gramatiky typu 0 a pak
se budeme vénovat predevsim zdikladni varianté Turingova stroje.

3.1 Gramatiky typu 0

Definice 3.1 (Gramatika typu 0) Gramatika typu O je takovd gramatika, jejiZ pravidla
jsou ve tvaru
a — B, ae(NUT)'N(NUT)", e (NUT)*

Definice 3.2 (Kurodova normalni forma pro gramatiky typu 0) Gramatika typu Oje
al <2, |6 <2.

v KNF, jestliZe pro vsechna jeji pravidla o — (3 plati

Véta 3.1 Ke kazdé gramatice G typu 0 Ize sestrojit ekvivalentni gramatiku G' v KNF.

Dukaz:

e pravidla v bezkontextovém tvaru: pouZijeme algoritmus pro pfevod na Chom-
ského NF.

* pravidla, kterd nejsou bezkontextového typu: upravime pravidla podle nésleduji-
ctho algoritmu.

Vstup: gramatika bez jednoduchych pravidel typu X — Y, X, Y e N

40

S

+
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1. Pro vSechna pravidla:

* VSechny terminaly (na levé i pravé strané pravidla) a € 7" nahradime
,pomocnymi” neterminaly N,.

* Pro vSechny neterminély vytvofené v pfedchozim bodu pfidame pravi-
dlo N, — a.

2. Pravidla A — ByB;...B,, n > 2nahradime pravidly

A — Ble
X1 — BQXQ

Xn—2 - Bn—an

3. Pravidla A1 A, ... A,, — B1B,...B,, m > 2nahradime pravidly

A1A2 — Ble
X1A3 — BQXQ

Xm—QAm - Bm—le

4. Nezkracujici pravidla A;A;... A,, — B1By...B,, 2 < m < n nahradime

pravidly
AAy — B Xy Xm-1 — BnXp
X1As — By Xy X — By X
Xm—2Am - Bm—le—l Xn—2 - Bn—an

5. Zkracujici pravidla A; Ay ... A,, — B1Bs...B,, n < mnahradime pravidly

AAs — B X, XoAnie — Xoia
X143 — By Xy :
: Xm3Am-1 — Xpmoo
X 1A — B X, Xm—2A,, — ¢
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Ptiklad 3.1

Postup si ukdZeme na gramatice
S — AaBC D

C — cBAa | bS 2,03
AaBec — d @

BA — abcd ©)

Provedeme nahradu terminélt a € T novymi neterminaly N,. Tyka se to pra-
videl @ a (5. Pravidlo Q) nemusime déle zpracovavat, uz odpovida Kurodové NEF,
po nahrazeni terminald je C' — N,,S.

Nejdiiv zpracujeme pravidla bezkontextového typu D a @.

S — AX, C — N.X3
Xl —)NaX2 X3—>BX4
X2 — BC X4—>ANa

Zbyvaji pravidla 3) a @ — jedno je zkracujici a druhé nezkracujici:

BA — N,X; AN, — Ny X7
Nan, — NbXG X7B — Xg
X6 — NcNg XgN, — ¢

Celé gramatika po pfevodu do KNF:

S — AX, X3 — BX, X — N.Ny N, — a
X, — N, X, X, — AN, AN, — Ny X7 Ny — b
X, — BC BA — N, X5 X7B — Xg N.— ¢
C — N.X3 N, X5 — Ny X XgN, — ¢ Ny —d

3.2 Stroje rozpoznavajici jazyky typu 0
Existuji dva typy stroji (resp. matematickych modelt), které rozpoznavaji jazyky

typu 0 — zasobnikovy automat rozsifeny o dalsi zdsobnik a Turingtv stroj.

3.2.1 Zasobnikovy automat se dvéma zasobniky

Obecné mtizeme mit jakykoliv pocet zasobnikti, ale da se dokézat, Ze k rozpo-
znavani jazykt typu 0 staci dva zasobniky, resp. ze ke kazdému zasobnikovému
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automatu s jakymkoliv poc¢tem zdsobnikii je mozno vytvofit ekvivalentni (rozpo-
znavajici stejny jazyk) se dvéma zasobniky.
Definice 3.3 (Zasobnikovy automat se dvéma zasobniky) Zdsobnikovy automat se
dvéma zdsobniky je Ay = (Q, 2,11, T2, 6, qo, Z1, Z2, F), kde
* 7y € I'y je pocitecni zdsobnikovy symbol proniho zdsobniku, abecedou proniho
zdsobniku je I'y,

* 7, € I'y je pocitecni zdsobnikovy symbol druhého zdsobniku, abecedou druhého
zdsobniku je I's,

* § funkce je definovina takto:
d: Qx(XBU{e})xTy xTy - QxT5xT%
0(q1;a,b1,02) € (q2,71,72), a € EU{e}, by €', by €T, 1 €T, 12 €173

* vse ostatni se piejimi z definice zdsobnikového automatu (s jednim zdsobnikem,).

Definice 3.4 (Konfigurace a pfechod mezi konfiguracemi) Konfigurace zdsobnikové-
ho automatu se dvéma zdsobniky je

(¢, w,v1,72) € Q@ x X* xI'] xI';

(stav, neptectend cdst vstupu, obsah proniho zdsobniku, obsah druhého zdsobniku).
Prechod mezi konfiguracemi zdsobnikového automatu se dvéma zdsobniky je relace

(gi, act, by, baye) = (Qj,ﬁﬂl,ﬁﬂz) < (qgi,a,by,b2) 3 (%‘751752)

Podobné jako u zasobnikovych automatt s jednim zasobnikem bychom mohli
definovat také reflexivni a tranzitivni uzavér relace a také jazyk rozpoznavany
automatem, to nechdvame na ¢tenafi, definice budou prakticky stejné.

P¥iklad 3.2
Vytvoiime zasobnikovy automat se dvéma zasobniky pro jazyk, o kterém vime, Ze
neni bezkontextovy:

Ly ={a™"c" | n >0}

A2 = ({q07Q17QZ}7 {Cl,b, 6}7 {a7 Z1}7 {b7 Z2}7 57 Z17 ZQa Q)

4 funkce pracuje takto:

* v prvni fazi (stav ¢p) nac¢itdime symboly a a uklddadme je do prvniho zasobniku,
druhy zasobnik zatim neni pouZivan,
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* v druhé fazi (stav ¢;) nacitdme symboly b, pfitom vyjimdme z prvniho z&sob-
niku symboly a (tak je zajistén stejny pocet a a b) a zaroveti ukladdme symboly
b do druhého zasobniku,

e v tieti fazi (stav ¢2) musi jiz byt prvni zasobnik prazdny, nacitame ze vstupu
symboly c a zaroven vyjimdme z druhého zasobniku symboly b (tak je zajistén
stejny pocet b a c).

3(qo, a, Z1, Zz) = (qo, aZy, Za) o(q1, ¢, Z1, b) = (g2, 21, €)
6(qo, @, a, Z2) = (qo, aa, Z) 0(q2, ¢, Z1, b) = (g2, %1, €)
5(qo, b, a, Z3) = (q1, &, bZy) 3qo, €, Z1, Zs) = (qo, €, €)
o(qu, b, a, b) = (q, e,  bb) a2, €, Z1, Zo) = (qo, &, €)

Ukézka rozpoznani slova aabbcc:

(qo, aabbce, Z1, Z5) b (qo, abbee, aZy, Z3) b (qo, bbee, aaZy, Zs) & (qu, bee, aZy, bZy)
'_ (q1a Cc, Zla beZ) '_ (QL C, Zl) bZQ) '_ (Q27 £, Zla ZQ) '_ ((I27 £, ¢, 6)

3.2.2 Turingtv stroj

Cinnost Turingova stroje jsme si jiz trochu osvétlili v kurzu Teorie jazykti a auto-
matti I. Shrneme si zdkladni vlastnosti:

* konecna (kone¢néstavova) fidici jednotka,

* nekonecna péaska (obvykle doprava nekonecna),

* (teci a zapisova hlava mtzZe ¢ist symbol z pasky, piepsat ho jinym symbolem,
pohybuje se o 1 policko doleva nebo doprava,
* vypocet konci ptfi pfechodu do nékterého koncového stavu, nemusi byt pre-

¢tend celd paska.

Definice 3.5 (Turingtiv stroj) Turingiiv stroj je usporddand Sestice
M= (Q, Z, F, 5, qo, F), kde
* () je konecnd neprizdnd mnoZina stavii,

* ¥ je konecnd neprdazdnd vstupni abeceda (symboly, ze kterjch se miiZe sklddat vstupni
slovo), X C T,
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o " je konecnd neprdzdnd pdskovd abeceda (symboly, které se mohou vyskytovat na
pdsce),

* ¢ € @ je pocdtecni stav,
* F C @ je mnoZina koncovijch stavii,

* § je pfechodovd funkce:
d: QxT — @xT x{-1,0,1},
jinak 5(qi>a) - (qj7ba P)a 4i,q5 € Q? a’b € F’ P e {_1707 1}

Podle definice ¢ funkce mitZeme odvodit ¢innost Turingova stroje — v kazdém
kroku, kdy je pouzito §(g;,a) — (g;,b, P), ¢;,q; € Q, a,b €', P € {—1,0,1}, jsou
provedeny nasledujici akce:

* jsme ve stavu ¢; a na pasce Cteci a zdpisova hlava pravé ukazuje na policko
oznacené a,

¢ prejdeme do stavu g,
¢ symbol a na pasce prepiSeme symbolem b,
* posuneme ¢teci a zdpisovou hlavu podle pfedpisu P.

Takto definovany Turingtiv stroj je deterministicky.

Prazdné policka pasky se obvykle oznacuji symbolem L (nebo pismenem B,
Blank), slovo je od prazdnych policek oddéleno (tedy obklopeno) symboly $, tyto
symboly v pfechodové funkci pomahaji zjistit, zda jsme na zacatku ¢i konci slova.
Je moZzné stanovit také dva rtizné symboly — jeden pro vymezeni zac¢atku a druhy
pro vymezeni konce slova (napifiklad $ a #). Hrani¢ni symbol (-y) je také soucasti
paskové abecedy.

Mnozina F' koncovych stavii byva ¢asto tvofena dvéma stavy, jednim pro pfijeti
a jednim pro odmitnuti slova: F' = {quccept; Greject }, pPrpadné misto g cjec: je nékdy
pouzito geyrop-

Definice 3.6 (Konfigurace Turingova stroje) Konfigurace Turingova stroje M, kde
M = (Q,%5,1,6,q,F), je (wy,q,ws), kde wy € T je Cast pdsky pred cteci a zdpisovou
hlavou, q € Q) je stav, ve kterém se 7idici jednotka nachdzi a wy € T je Cdst pdsky za ctect
a zdpisovou hlavou, cteci a zdpisovd hlava ukazuje na proni symbol fetézce ws.
Pocate¢ni konfigurace je (e, qo, wo) nebo (3, qo, wo$) (pokud chceme zahrnout do
konfigurace i hranicni symboly), wy € 3 je vstupni slovo, které md bijt zpracovino.
Koncové konfigurace je (w1, ¢f, ws) (resp. (Swi, g, w23)), ¢ € F, wq,wqy € T*.
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Ptiklad 3.3
Napftiklad konfigurace (abbca, ¢, daab) znamena, Ze se stroj nachazi ve stavu ¢, na
pésce je slovo abbcadaab a ¢teci a zapisova hlava ukazuje na Sesty symbol slova —d.

Definice 3.7 (Relace pfechodu mezi konfiguracemi) Relace prechodu mezi konfigu-
racemi je urcena takto:

(Oéaqiaaﬁ) - (Oéb, ijﬁ) < 6(%7&) = (Qj,b, 1) (31)
(a7Qi7a/6) = (O‘a%vbﬁ) And 5(Qiaa) = (Qj7bv O) (3.2)
(ac, qi,af) F (o, qj,cbB) < 0(gi,a) = (¢;,b, —1) (3.3)

V pronim ptipadé se Cteci a zdpisovd hlava posunuje doprava, v druhém ziistdvd na
misté (tj. v dalsim kroku bude &ist totéZ policko jako v tomto) a v tfetim pfipadé se posunuje
doleva.

Ptiklad 3.4
Sestrojime Turingtv stroj rozpoznavajici jazyk Ly = {a™0"c¢™ | n > 0}
M = ({QO7 qp,44,4B,4cC, qf, qaccept}7 {CL, b7 0}7 {CL, au b7 Z_)a C, Ea |—|7 $}7 57 {Qaccept})
Budeme postupovat takto: oznac¢ime prvni a (tj. pfepiSeme symbolem a), na-
jdeme prvni b, ozna¢ime ho, pak najdeme prvni ¢, taktéz ozna¢ime, potom pre-
jdeme na zacatek (postupujeme doleva, dokud nenajdeme nejbliz$i oznacené a),
posuneme se o policko dale na prvni neoznacené a, ozna¢ime ho, atd.
Jednotlivé stavy znamenaj:
* g, —oznatili jsme a, pfeskakujeme symboly a, b, hleddme prvni neoznacené b,
* ¢p—oznacili jsme b, pfeskakujeme symboly b, ¢, hledame prvni neoznacené c,
* gc —oznadili jsme ¢, vracime se na zacéatek k poslednimu oznacenému a, pti

pohybu doleva pteskakujeme vechny symboly ¢, b, b, a.

Definujeme ¢ funkci:

(40, %) = (qaccept, 0) (piijali jsme prazdné slovo)

(g0, @) = (qa,a,1) d(qp,b) = (¢5,b,1) 6(qc, a) = (qp,a,1)
d(qp,a) = (qa,a,1) 6(gp; €) = (¢5,¢,1) 3(g0,b) = (5,0, 1)
3(qa,a) = (qa.a,1) d(qp,c) = (4c,¢, —1) 0(ay,0) = (gr.,1)
6(qa;b) = (qa, b, 1) 6(gc, X) = (gc, X, 1), (qy, ) = (gr,¢,1)
§(qa,b) = (gB,0,1) X € {a,b,b,c} 6(qs,$) = (Qaccept: $,0)
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Ukézka zpracovani slova abe:
(57 4o, CLbC) = (&7 qa, bC) - (ELB, dB; C) - (da dc, EE) - (8’ qc, dl—)é) - (dv qo0, Bé) =
- (ab, qy, ) b (abe, qy, ) F (@be, qaceept, €)
JestliZe zaznamename i hrani¢ni symboly, zpracovani bude vypadat takto:

($, qo, abc$) = ($a, g4, be$) = ($ab, gz, c$) + ($a, qo, be$) - ($, g, abe$) -
- ($a, qo, bc$) - ($ab, qr,c3) (3 abe, qr, 9) ($abe, Qaccept, D)

Ukézka zpracovani slova aabbcc:

(¢, qo, aabbee) = (@, qa, abbee) = (aa, qa, bbee) = (@ab, qg, bee) F (aabb, gz, cc) =

= (
- (aab, qc, bee) - (aa, qo, bbec) & (@, qo, abbee) & (&, gc, aabbée) - (a, qo, abbec) =
(aab, qa, bec) = (aabb, qp, ec) & (aabbe, qp, ) = (aabb, qo, ¢e)
(a ) ) F (a@a, qo, bbee) & (aab, qy, bee)

(aabbe, qr,¢) & (aabbee, g, ) F (

aabbée, Qaccept; €)

(@, qc, abbee

(

- (aa, qa, bbece)
F( aa, qc, bbee
= (

l_
- (aab, qc, bee)
aabb, q,ce)

Ukazka zpracovani slova ac:
(¢,q0,ac) F (a, qa, c¢) chyba = slovo ac neni pfijato.

Ukazka zpracovani slova e:

(87 qo, 5) l_ (57 Qaccepta 5)

Poznamka: VSimnéme si rozdilu mezi ¢innosti Turingova stroje a dfive definova-
nych automat:
* Turingiv stroj nejen ¢te vstupni pasku, mtZe ji i zapisovat,
e (teci a zapisova hlava se miZze (nemusi) pohybovat riznymi sméry, nejen
doprava,

* nepotfebujeme zasobnik, ale pfesto miZeme uchovévat i jinou informaci nez
oznaceni stavu, ve kterém praveé jsme — kamkoliv na pasku si mtizeme cokoliv
poznamenat a pozdéji tuto informaci vyuZzit,

¢ na Turingové stroji 1ze provadét i vypocty.

Turingovymi stroji se budeme podrobnéji zabyvat v navazujicim kurzu Teorie

vydislitelnosti.
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3.2.3 Varianty Turingova stroje
Rekli jsme si, Ze Turingtiv stroj je v zdkladni definici deterministicky. Proto varianty
miiZzeme pfedevsim rozdélit podle tohoto kritéria:

* deterministicky — zdkladni varianta,

* nedeterministickyj — pro tentyZ stav a obsah pasky lze definovat vice rtiznych
akci.

Podobné, jako zasobnikovy automat mtiZze mit vice zasobnikt, Turingiv stroj
muZe mit vice pasek:
¢ jednopdskovy — zédkladni varianta,

* vicepdskovy —mame vice pasek, kazda ma vlastni ¢teci a zapisovou hlavu, tyto
hlavy se mohou pohybovat navzijem nezavisle (napiiklad prvni doprava,
druhd doleva a tfeti tfeba ztistane na misté v tomtéz kroku zpracovani).

Na jedné pasce mtize byt i vice stop (podobné jako na pamétovych médiich,
tfeba zalohovacich péaskach):
* jednostopy —na (kazdé) pasce je jen jedna stopa,
* vicestopyj — na pasce muZe byt vice stop, ale narozdil od vicepaskového auto-
matu zde vSechny stopy téZe pasky maji spolec¢nou ¢teci a zapisovou hlavu.

Dale mtZeme stanovit moZznost pohybu ¢teci a zapisové hlavy:

* mozZnost pohybu {—1,0,1} — ¢teci a zdpisova hlava se mtize pohybovat doleva
nebo doprava, a nebo zustat na miste,

e mozZnost pohybu {—1, 1} — ¢teci a zapisova hlava se musi pohybovat v kazdém
kroku, a to doleva nebo doprava, nesmi ztistat na misté.

Péaska mtzZe byt

* jednostranné nekonecnd — vstupni slovo je na zac¢atku vypoctu umisténo na
zacatek pasky, pred né jiz neni moZzné nic napsat,

* oboustranné nekone¢nd — zdkladni varianta.

Lze dokazat, Ze vSechny vySe uvedené varianty jsou navzajem ekvivalentni,
vSechny varianty 1ze pfevést na zakladni variantu — deterministicky jednopaskovy
jednostopy automat, jehoZz ¢teci a zapisova hlava se miZze pohybovat obéma sméry
nebo zlistat na misté a lze zapisovat i pfed vstupni slovo.
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3.3 Vztah Turingovych strojt k jazyktm typu 0

Zde ukazeme, Ze jazyky rozpoznavané Turingovym strojem jsou pravé jazyky typu
0. Pro tuto vlastnost se také jazyktm typu 0 fika rekurzivné spocetné jazyky, protoze

Turingtiv stroj vlastné pracuje na principu rekurze.

Definice 3.8 (Rekurzivné spocetny jazyk) Jazyk nazveme rekurzivné spocetnyj (rekur-
zivné vycislitelny, &istecné rekurzioni), pokud je ptijiman néjakym Turingovym strojem
(tento Turingiiv stroj se na slovo pattici do jazyka zastavi v akceptujicim stavu, na slovo ne-
pat¥ici do jazyka se bud’ zastavi v odmitajicim stavu nebo se dostane do nekonecné smycky).

Definice 3.9 (Rekurzivni jazyk) Jazyk nazveme rekurzivni, pokud je rozhodovin néja-
kym Turingovym strojem (tento Turingiiv stroj se pro jakékoliv slovo zastavi, a to na slovo
jazyka v akceptujicim stavu a na slovo nepatvici do jazyka v odmitajicim stavu, pro Zadny
vstup neprejde do nekonecné smycky).

Véta 3.2 Ke kazdé gramatice G typu 0 Ize sestroji Turingiiv stroj M takovyj, Ze plati
L(M) = L(G).

Dikaz: Podle gramatiky G = (N, T, P, S) sestrojime nedeterministicky dvoustopy
Turingtiv stroj M = (Q, X, T, §, qo, F'). Prvni stopa obsahuje vstupni slovo, nemént
se, slouzi pro kontrolu, druhd stopa simuluje derivaci v gramatice, obsahuje vétnou
formu, u které v derivaci pravé jsme (na zacatku to je 5).

1. Nedeterministicky zvolime nékteré pravidlo « — [ v gramatice.

2. Pokud se a nachazi ve vétné formé, zvolime néktery vyskyt a a prepiSeme ho
na f3;
pokud || # |a|, nejdfiv vhodné posuneme vSechny symboly za fetézcem o
doleva nebo doprava.

3. Porovndme vstup na prvni stopé s obsahem druhé stopy — pokud je stejny,
vstup pfijmeme, jinak zpét k bodu 1.

Dale v dtikazu nebudeme pokracovat, postup si ukdZeme na piikladu. O

P¥iklad 3.5
Vytvofime gramatiku typu 0 pro jazyk
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Lyg = Ly — {e} = {a™"c" | n > 1}
Gramatika: G = ({5, 4, B, X'}, {a,b,c}, P, S),kde v P jsou pravidla
S — aAbX
Ab — bA
AX — BXc
AX — ¢
bB — Bb
aB — aaAb
Ukazka odvozeni:
S = aAbX = abAX = abBXc = aBbXc = aaAbbXc = aabAbXc = aabbAXc =
= aabbcc

Podle této gramatiky sestrojime Turingtiv stroj. Vyznam jednotlivych stavii:

* q...nedeterministicky vybereme pravidlo,

® G1,42, .-, ..vybralijsme 1., 2., ..., 6. pravidlo, ted nedeterministicky vy-
bereme, kde ho chceme pouZit,

® (11...uzjsme sivybrali misto pro uplatnéni prvniho pravidla, zpracovali jsme
prvni symbol pravidla (prvni znak o pfepiSeme na prvni znak (),

® ¢i2...prepisujeme druhy symbol pravidla . ..

® (1...uz jsme si vybrali misto pro uplatnéni druhého pravidla, zpracovali
jsme prvni symbol pravidla

* qz...prepsali jsme celé pravidlo, vracime se na zacatek vétné formy, bude
dalsi pravidlo,

* (k. ..kontrola, jestli mame skoncit,
® g¢jn-..jesté ne (jesté neskoncit, stopy maji rizny obsah).
Postup sinejdfiv ukdZeme na prabéhu vypoctu slova, které bylo v gramatice pro

ukazku odvozeno. Na priibéhu vypoctu vidime, Ze horni stopa se neméni, zatimco
na dolni probiha simulace generovani tohoto slova v gramatice.

$ aabdcc$ $ aabdecc$
» 4o, l_ , 41, l_
$ S$uUUUUU $ S$uUUUUU
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|_$a abbcc$}_$aa bbcc$|_
$a ™ s LULLL $aA ™ LLLULL
$aabd bcc$ $aabdd cc$

- R R
$aAb’Ch3’|_|uuu> <$aAbX’QI4’uuu>
$aadbd b cc$ $aa bbecct$

- B 4z, s
$aAb’qz’X$uu> <$aqubX$l_ll_|>
$ a abbccs $ aabbcct

- - -
$a’qz’AbX$uu> <$’qz’aAbX$uu>
$ aabbcct$ $ aabdbcct

- E N -
$’QK’aAbX$|_||_|> <$qoaAbX$|_lu>
Definujeme ¢ funkci - prokazdé U e XU {U}, V €I
Nedeterministicky vybereme pravidlo gramatiky, které budeme uplatriovat na

obsah druhé stopy:

U U U U U
5 = O ) ) 70 ) b 70 7 b 70
<QO7 V) {(lha " > (fh e ) <Q3 v ) <% v ) }

Zpracovani prvniho pravidla — nejdfiv nedeterministicky vybereme, na kterém
misté fetézce pravidlo uplatnime, a pak pro o — 3 za¢neme pfepisovat o na 3

{6
AR
|
|
|

5 q1, M#S

J

<
[V
5<q13,g
o
<

U
M
U U
(qIQa A ) 1) (q12a > = <Q137 b ’ 1)
U U
(q14a X ) 1) (q14a > = <QZ> $ 7_1)

) (qZ, g , 1) ., V # § (jdeme na zacéatek vétné formy)

0\ qz, 2) = (qK, i,l) (jsme na zacatku)
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U U

) (qK, U) = (qK, 7 1> (kontrolujeme, jestli uz jsme na konci odvozeni slova)
$
$

5 _ $ (obé stopy maji stejny obsah = konec odvozeni, konec
i B préace)

-

U (jesté neni konec, pfejdeme na zacéatek
= | qIN; ’ -1 ’ vV 7é U 2 ; v .
pasky a zvolime dalsi pravidlo)

U $ $
O qin, ) (qJN, v 1) <QJN, $> (q(n g )

<QQ, v 1) , (qgl, (Z , 1) } (zpracovavame druhé pravidlo)

<

A Y

o4 o
421, ) = (qZ7 Z7_1>

Tteti pravidlo je typu |a| < |3], vSe za a posuneme doprava, aby se 3 vesla:

U U I (symbol 3 je zarazka, abychom po po-
qs, A) = { <q3, "N 1) : (qp, 5 ,1) } souvani védéli, kde mame zacit psat

U U
; - y ,1 ,M A
qs M) <QS M ) #

Funkce pro posun nésledujiciho fetézce o 1 policko doprava:

fetézec (3)

U U
qp. ) = (qP, v 1) , V # § (nejdiiv se pfesuneme na konec fetézce)
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U U (zapamatujeme si M, pfedchozi ¢asti § fce ho pak
0| aprz, = \apm, 51 _
M M zkopirujeme vpravo)

5 U U (zardZka 3 znamen4, Ze jsme pii uplatiiovéani 3. pra-
wz g | =" g7 ) vidla gramatiky posunuli ve za timto mistem o 1
politko doprava, ted' miiZeme zapsat pravou stranu pravidla, uz se vejde)

U U U U
5 ) = ) ) 1 5 ) = 3 3 -1
<Q31 e ) (932 X ) <Q32 v ) (QZ c >

5 Uy U (6. pravidlo gramatiky vyZaduje posun o 2 policka,
s g ) =\ g tedy musime funkci pro posun volat 2x)

U U U U
5 ) = 9 9 1 6 5 - 5 5 1
<QPZ 6 ) (%1 u ) <Q61 B ) (%2 a )
U U U U
) = 1 ) = -1
<QG27 Vv ) (QG37 A ) ) <Q637 Vv ) (q27 b 3 >

Ctvrté pravidlo gramatiky vyZaduje posun nasledujicich symbolii doleva (3 je

kratsi nez «):

U U
o ) = 5 ) 1
<Q4 A > (C]41 4 )

) <q41, )U; ) = (qR, )(é , 1) (kontrolujeme, zda je ve slové pfitomna celé «)

Funkce pro posun nésledujiciho fetézce o 1 policko doleva:

U U U U
) = 1 ) = 1
<QR7 1% > <QRV7 Vv ) ) <QRV7 M ) <QRD7 Vv ) )
U U U U
d = 1 5 = -1
<QRDa Vv > (CZRa 1% ) > <QRDa $ > <QRZ7 L ) )
U U U U
5 - 1) s - 1
<QRZ7 V) <QRZ7 e ) <QRZ7 4 ) (CIZ, ¢’ )

Pokud by 3byla del$ineZ 1 znak, museli bychom pro zpracovani celého pravidla

pouzit stavy qas, qus, . . .
atd. pro dalsi pravidla gramatiky.
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Véta 3.3 Ke kazdému Turingovu stroji M lze sestrojit gramatiku G typu 0 takovou, Ze
L(M) = L(G).

Dukaz: Budeme postupovat takto:

¢ vygenerujeme dveé kopie téhoz slova,

¢ prvni (horni) na konci generovani pouZzijeme jako vystup gramatiky, na druhé
(spodni) budeme simulovat ¢innost TS,

¢ vystup gramatiky bude sloZen pouze z terminalnich symboli jen tehdy, po-
kud simulace na druhé kopii skon¢i ve stavu ggccept-

Netermindly mame nékolika typt:

* netermindly ve tvaru sloupcového vektoru, jehoz horni prvek € T nebo je ¢,
* netermindly pro stav (zac. o) a zacatek a konec fetézce 3,

* dalsi netermindly bez pfimého vztahu k TS (S, 5).

Pro lepsi predstavu se podivame na fragment ukazky odvozeni:

=l [ LI BB ] = e

Postupné vytvoiime pravidla gramatiky.

1. Vygenerujeme dvé kopie téhoZ slova:

9
S’
|

S — [a]S’ prokazdéa € ¥

a

S — qo

S —$
2. Simulujeme ¢innost Turingova stroje:

(a) pro d(gi,a) = (gj,b,1),a,b €T, ¢;,q; € Q vytvofime pravidlo

i [x] — [:Z] g, proz € XU {e}

a
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(b) prod(gi,a) = (g;,b,0),a,b €T, ¢,q; € Q vytvoiime pravidlo

¢ [x] — qj [i],proxEEU{s}

a

(¢;,b,—1),a,b €T, g,q; € Qvytvofime pravidlo

— g [y] [i],prox,yEEU{a},ceF

(c) prod(g;

Bl

(d) prod(q, I_I) (gj,b,1), ptip.d(qi, 3) = (g;,b,1),b € ', ¢;,q; € Q vytvorime
£
5 — b Qj$

(e) prod(qi,U) = (g;,0,0), ptip. d(qi, $) = (¢;,6,0),b € T, ¢;,q; € Q vytvoiime

q2$_>QJ[]

(f) pro 5 Qza ) QJa y )/ Pf'ip 5(QZ7$) = (qjaba_l)/ b € F7 qi, 4 € Q
vytvorime pravidlo

[y] a8 — g [y] [81 $,proy e XU{e},cel
c c b

3. Zakoncime derivaci (vytvofi se terminélni slovo):

,a) =
X
a

C

(a) Posuneme ¢uccep: Na zacatek vétné formy:

M Qaccept — Qaccept M pro vSechny neterminaly M € N
(b) Tvorime terminaly:

a

Qaccept — a Qaccept
X

(c) MaZeme vSe, co nevytvoii terminal:
5

Qaccept — {Gaccept
T

(d) Konec derivace:  quecept® — €



Kapitola I

Jazyky typu 1

V této kapitole se budeme zabyjvat t¥idou jazykil generovaniich gramatikami typu 1 Chom-
ského hierarchie. Nejdiiv se podivime na tvar gramatik, které mohou generovat tyto jazyky
a vztah mezi nimi, dile se budeme zabyjvat modely — stroji rozpozndvajicimi tyto gramatiky
a také se budeme vénovat uzdvérovym vlastnostem jazykii typu 1 Chomského hierarchie.

4.1 Gramatiky typu1l

V kurzu Teorie jazykt a automatti I jsme si vysvétlili, Ze tfebaZe gramatiky typu 1
jsou nezkracujici, existuje jiny typ gramatik generujicich tutéz tfidu jazykt — gra-
matiky kontextové.

Definice 4.1 (Nezkracujici gramatika) Nezkracujici gramatika je takovd gramatika, je-
jiz pravidla jsou ve tvaru

a— (3, kde |a| <|B|, a e (NUT)*N(NUT)*, B & (NUT)x

Je pripustné také pravidlo S — ¢, pokud ¢ je slovo jazyka, ktery gramatika generuje, S se
nesmi vyskytovat na pravé strané Zddného pravidia.

Definice 4.2 (Kontextova gramatika) Kontextovd gramatika je gramatika s pravidly ve
tvaru
aAB — ayB, kde |y| >0, o, B,y € (NUT)"

Je pripustné také pravidlo S — ¢, pokud ¢ je slovo jazyka, ktery gramatika generuje, S se
nesmi vyskytovat na pravé strané Zddného pravidia.

56
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Je ztejmé, ze kazda kontextova gramatika je zaroven nezkracujici, vyplyva to
pfimo z tvaru pravidel. Plati vSak i opacna relace?

Véta 4.1 KekaZdé nezkracujici gramatice G lze sestrojit kontextovou gramatiku G' takovou,
Ze L(G") = L(G).

Duikaz: Kazdé pravidlo typu
AlAQ...Am — BlBg...Bn,

které nema kontextovy tvar, nahradime mnoZinou pravidel:

|A1| Ay A A, —|C1| A A5 Ay,
Ci|Ag]As.. Ay — C1[Ca| As. . Ay
C1 Cy|As]... Ap — C1 Cy|Csl.. Ay,

01 OQ...Om_1—> Ol CQ...Cm_llcm Bm+1Bn‘
Cl CZ~~-Cm—1@Bm+1-~-Bn_>Cl--~Cm—1@~-~Bn

0102---Cm71BmBerl---Bn_)Cl--- BmlemBn

(C1|Bs...B, —|Bi]..B,

Kde C; jsou nové pfidané neterminély, které se jinde nevyskytuji. O

Pfiklad 4.1
Vytvoiime nezkracujici gramatiku pro jazyk Ls = {ww | w € {a,b}*}

S — XZuZy | XZyZ | aa | bb | &
pokud w konéi na a, za¢indme prvnim pravidlem —-...Z, ... Z,

pokud w konéina b, za¢cindme druhym pravidlem -... 7, ... Z,

XZ, — aZ, X, | bZ, Xy | aaX, | ba Xy

v prvni poloviné jsme vygenerovali a, poSleme info do druhé -...aZ, X, ... Z,
v prvni poloving jsme vygenerovali b, poSleme info do druhé - ... b7, X, ... Z,
Xoa — aX, symbol X, nebo X, posilame doprava
X,b— bX,
Xpa — aX,

Xbb — bXb
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X Zy —YaZ, | aa info doputovalo k zardzce na koncislova—...aZ,...YaZ,
XpZy — YbZ, | ba b2, ... YbZ,
aY —Ya symbol Y posildme doleva — zprava ,,pokracuj v prvni poloviné”
bY — Yb

zZY — XZ, prekrocili jsme zarazku na konci prvni poloviny slova

Dale totéz pro Z, misto Z,:
X7y — aZpy X, | b2y Xy | abX, | b0X,
XoZy — YaZy | ab
XpZy, — YbZ, | bb
Y — X7,
Ukazka odvozeni:
S=X7Z,7,= al, X2, = aZ,Yal, = aXZ,al, = abZ,XpyaZ, =
= abZ,aXyZ, = abZ,aY bZ, = abZ,Y abZ, = abX Z,abZ, = abbX,abZ, =
= abbaXybZ, = abbabX,Z, = abbabba

4.2 Kurodova normalni forma pro gramatiky typu 1

(Kuroda normal form, KNF)

Definice 4.3 (Kurodova normalni forma pro gramatiky typu 1) Gramatika jev KNF,
jestlize vSechna jeji pravidla jsou ve tvaru

A — BC
AB — CD

A —a
A,B,C,D e N,aeT,pfipadné S — ¢
Véta 4.2 Ke kaZdé nezkracujici (i kontextové) gramatice G Ize sestrojit gramatiku G' v Ku-
rodové normdlni formé takovou, Ze L(G") = L(G).

Dukaz: Budeme postupovat takto:
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* pravidla v bezkontextovém tvaru: pouZijeme algoritmus pro pfevod na Chom-
ského NF.

e pravidla, kterd nejsou bezkontextového typu: upravime pravidla podle nasleduji-
ctho algoritmu.

Vstup: nezkracujici gramatika bez jednoduchych pravidel typu X — Y, X, Y € N
1. Pro vSechna pravidla:

* vSechny terminély (na levé i pravé strané pravidla) @ € T nahradime
,pomocnymi” neterminaly NV,,

¢ pro vSechny netermindly vytvofené v pfedchozim bodu pfidame pravi-
dlo N, — a.

2. Pravidla A — B B,...B,, n > 2nahradime pravidly

A — BIXI
Xl — BQXQ

Xn—2 - Bn—an

3. Pravidla A1 Ay ... A,, — B1Bs...B,,, m > 2nahradime pravidly

A1Ay — BiX,
X1A3 — B2X2

Xm—QAm - Bm—le

4. Nezkracujici pravidla A;A;... A,, — B1By...B,, 2 < m < n nahradime

pravidly
AAy — B X, Xmo1 — BnXp
X1As — By X, X — B X
Xm72Am e Bmlemfl Xn72 - anan
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4.3 Linearné ohraniceny automat

Tak jako jazyktim typu 0 mtZeme pfifadit Turingiv stroj a napfiklad kone¢ny
automat rozpoznava pravé regularni jazyky, k jazyktim typu 1 mtGZeme pfifadit
linearné ohrani¢eny automat (LOA, Lineary Bounded Automaton).

Definici LOA pfejimame z definice TS, jen pfidavame zdkaz pfepisu hrani¢nich
symbolt.

Definice 4.4 (Linedrné ohraniceny automat) Linedrné ohraniceny automat je jedno-
paskovy (nedeterministicky) Turingiiv strof M = (Q, X, T, 9, qo, F), ve kterém Ctect a zd-
pisovd hlava nesmi béhem vypoctu prepsat hranicni symboly $ pdsky (tj. slovo nesmi byt
béhem vypoctu prodluzZovino).

Definice 4.5 (Konfigurace linedrné ohrani¢eného automatu) Konfigurace linedrné
ohraniceného automatu je (c,q, 3), kde q je stav, na pdsce je fetézec a3, Cteci a zdpisovd
hlava ukazuje na proni symbol tetézce 3.

Prechod mezi konfiguracemi je definovan stejné jako u Turingova stroje, jen je
tfeba zohlednit nemoZnost pfepisu hrani¢nich symbold.

Véta 4.3 Pro konkrétni linedrné ohraniceny automat M a danyj vstup w, existuje konecny
pocet riiznyjch konfiguraci.

Dtuikaz: ProtoZe médme konecény pocet stavii, konecny pocet paskovych symbolt
a omezenou ¢ast vstupni pésky, plati:

jestlize oznac¢ime

d ... délka pouZivané ¢asti pasky,

s... pocetstaviav Q,

g ... pocet prvkl paskové abecedy I,

pak pocet viech moznych rtiznych konfiguraci je d - s - g (hlava miZe byt na d

riznych pozicich, nabyva hodnot s riznych stav{i, pocet vSech moznych fetézcti
nad abecedou I o délce d je ¢%). O

Poznamka: Rekurzivnijazyky jsme definovali v definici 3.9 na strané 49. Narozdil
od rekurzivné spocetnych jazyki je Ize zpracovat Turingovym strojem tak, Ze pro
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jakykoliv vstup vypocet skonéi pfechodem do nékterého koncového stavu, bez
pfechodu do nekonecné smycky, a vypocet probiha na principu rekurze (rekurzivné
uplatiiujeme ¢ funkci).

Dusledek 4.4 LOA Ize vZdy navrhnout tak, aby vyjpocet skon¢il nad jakymkoliv vstupem.
Proto jazyky, které jsou prijiminy néjakym LOA, jsou pravé rekurzivni jazyky.

Duikaz: Staci pii kazdém kroku vypoctu LOA zkontrolovat, jestli se nenachazi
v konfiguraci, ve které uz byl dfive. Pokud ano, vypocet v ptivodnim automatu
se dostal do smycky a my mtizeme skoncit v chybovém stavu ¢,¢jeq: (VStup nepfi-
jmeme).

Pokud pro kazdy vstup LOA najdeme pocet policek pasky, se kterymi béhem
vypoctu bude pracovat ¢teci a zdpisova hlava (tj. délka casti pasky pouZité pii
vypoctu, prostorova sloZzitost vypoctu automatu nad danym vstupem), zjistime,
Ze tato hodnota je linearné zavisla na délce vstupu, tedy existuje pfirozené &islo &
takové, ze délka pouzité ¢asti pasky je mensinez k - |w].

Odtud je odvozen také nazev tohoto automatu — automat s linearné ohranice-
nym pracovnim prostorem. a

Poznamka: V nékterych zdrojichje LOA definovan pfimo jako Turingiv strojs line-
arné ohrani¢enym pracovnim prostorem, a je tedy dovoleno pouzivat pro vypocet
kazdého slova w nejvyse k - |w| policek pasky (tedy nejen pro k = 1).

Véta 4.5 Jazyky typu 1 jsou pravé jazyky prijimané linedrné ohranicenymi automaty.

Dikaz: (,=")
Mame nezkracujici gramatiku G, ktera generuje zadany jazyk typu 1 L. Derivace
v této gramatice je ve tvaru
S = wy = wy = ... wy, kde |w;| < |w,;| proi < j.
Sestrojime LOA M takto:

1. Na vstupu je slovo, o kterém chceme zjistit, zda je generovano gramatikou G.

2. Na tento vstup budeme uplatiiovat pravidla gramatiky takto:

(a) nedeterministicky zvolime pravidlo gramatiky (o« — f3),

[T 2

S

+
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(b) najdeme v fetézci na pasce néktery vyskyt pravé strany tohoto pravidla
(B) — pokud je téchto vyskytt vice, nedeterministicky mezi nimi jeden
zvolime,

(c) vyskyt § pfepiSeme fetézcem o, pokud je o kratsi, posuneme to, co
nésleduje za 3, doleva, aby zbytek pracovniho slova navazoval na a.

3. Vypocet ukoncime:

¢ ve stavu akceptovani (quccept), pokud na pasce bude pouze startovaci
symbol gramatiky a nic jiného,

¢ ve stavu odmitnuti slova (¢reject; Gerror), pokud je na pésce néco jiného
a jiz nelze pouzit zadné pravidlo gramatiky.

Je ztejmé, Ze takto vytvoreny LOA vytvaii derivaci slova podle gramatiky G
zprava doleva (a tedy konstruuje deriva¢ni strom pro toto slovo zdola nahoru
ke kofeni stromu ohodnocenému startovacim symbolem) a ve stavu akceptovani
skonci pravé na ta slova, ktera generuje gramatika G. O

Dukaz: (,<")

Je dan LOA M. Vytvorime nezkracujici gramatiku G podobné jako v obdobném
diikazu pro Turingovy stroje a gramatiky typu 0, jen musime pravidla upravit tak,
aby byla nezkracujici.

1. V gramatice G nejdfiv vygenerujeme fetézec neterminald, ktery predstavuje
dvojici slov na vstupu simulovaného LOA. Oproti gramatice typu 0 musime
symboly pro zacatek a konec pracovni ¢asti pasky a také symbol pro stav
automatu umistit dovnit netermindli pro symboly slova, abychom nebyli
nuceni na konci vypoctu pouZit epsilonova pravidla.

S
$7q07$

[ ¢ ] pro kazdé a € X

a
S S’
- [$7q07a_

a]S,
a

Dostaneme fetézec neterminalt

aq (05} as Qe
$7Q07a1 a2 as o ak7$

S —

a,
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2. Simulujeme prabéh vypoctu LOA:
Nap#. pro kazdou ¢ast § funkce typu 6(¢;, a) > (g;,b,1)

[ T ] [y] _)[x][ Yy ]prokaidéCEF—{$}
qi, a ¢ b %> ¢

Podobné pro ostatni sméry pohybu c¢teci a zdpisové hlavy, navic musime
oSetfit praci s netermindly, které obsahuji hrani¢ni znaky $.

3. Ukonceni vypoctu:

K Yy . x Y
L a qg,CC? b Q(Lccaa’ b
[ @ Y Y

— T
MIRAEEA

K, a b,$

Posuneme ¢,.. dopfedu na zacétek fetézce, pak pfejdeme do ukoncujicitho
stavu K a postupné vSechny netermindaly pfepiSeme na terminaly.

4.4 Uzavérové vlastnosti jazyka typu 1

Véta 4.6 Trida jazykii typu 1 je uzaviena vzhledem k operacim sjednocent, zietézent,
iterace, pozitivni iterace, homomorfismu, substituce.

Duikaz: Stejné jako u bezkontextovych jazykti, pomoci gramatik. Naptiklad pro
sjednoceni pfidame navic pravidlo S — S; | Sy, kde S je nové pfidany symbol, S,
je startovaci symbol prvni gramatiky a S, je startovaci symbol druhé gramatiky. O

Véta 4.7 Trida jazykii typu 1 je uzaviena vzhledem k operaci priiniku.
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Dtkaz: Mame dva LOA M, M,. Sestrojime LOA M, ktery bude postupné simu-
lovat vypocet obou téchto automatti, a pokud oba skonéi s akceptovanim vstupniho
slova, toto slovo také akceptuje.

1. Na vstupni pasce pro akceptovani slova w bude fetézec $w#wS$.

2. Nejdiiv M simuluje na prvni kopii slova w vypocet stroje M s tim, Ze hrani¢ni
symboly jsou § a #.
3. Pokud simulovany vypocet skonci ve stavu akceptovéni slova, posune cteci

a zapisovou hlavu na prvni symbol za znakem # (tj. na prvni symbol druhé
kopie slova w) a simuluje vypocet stroje M.

4. Pokud tento vypocet skon¢i ve stavu akceptovani, M akceptuje slovo w.

Véta 4.8 Trida jazykil typu 1 je uzaviena vzhledem k operaci doplitku.

Diikaz 1ze provést pomoci DeMorganovych pravidel nebo konstrukéné. Diikaz
pomoci DeMorganovych pravidel mtiZeme nechat na ¢tenéfi, konstrukéni dikaz je
jednoduchy:

Dikaz: LOA lze vzdy sestrojit tak, aby jeho vypocet byl kone¢ny. Proto aby pfijimal
doplnék ptivodniho jazyka, pouze zaménime akceptujici a chybovy stav. O




Kapitola 5

L-systémy

V této kapitole si predstavime biologicky motivovany typ systému, kteryj nepatii do Chom-
ského hierarchie, L-systémy. Sezndmime se zde s pouZitim paralelismu v tomto formdlnim
systému, s jeho zdkladnimi typy a také s mozZnostmi praktického vyuZiti.

5.1 Paralelni odvozovani

Gramatiky Chomského hierarchie pracuji vzdy sekven¢né. Obecné vSak miizeme
pouZivat i paralelni méd odvozeni, kdy je za urcitych podminek dovoleno zpracova-
vani vice mist v pfepisovaném slové.

Mezi prvnimi, ktefi ve své praci pouzivali paralelni méd odvozeni, byl ma-
darsky biolog Aristid Lindenmayer (1925-1989). V roce 1968 publikoval ¢lanek, ve
kterém piedstavil moznost vyuziti matematickych modeli pro simulaci nékterych
vyvojovych procesti v pfirod€. Jeho model byl nazvan Lindenmayerovy systémy (L-
systémy) a jeho vlastnosti zaviseji pfedevsim na uréeni pro simulace déji v prirodé
— v pfirodé mnoho dé&ji probihéd paralelné (déleni bunék, spoluprace mravencd,
rlist travy na louce, apod.) a soucasti pfirody jsou i ,meziprodukty”, nejen kone¢ny
vysledek odvozeni.

Ucelem bylo shrnout do jednoho celku strukturu organismu a zarovei pravidla
pro jeho vyvoj tak, aby pravidla mohla ptisobit obdobné jako je bézné v piirodé,
paralelné (zarovern — butiky pfi svém déleni jedna na druhou necekaji). Jeho Zaci
onékolik let pozdéji vyvinuli zptisob vizualizace L-systému pfedevsim pro simulaci

rastu rostlin.

65
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Matematici pozdéji zacali L-systémy pouzivat pro studium sob&épodobnosti

(malé ¢asti objektu jsou podobné objektu celému, napt. vétvicka na stromé vypada

jako zmenSeny strom samotny).

L-systémy maji tyto vlastnosti:

pouzivéa se pouze jedina abeceda systému, nerozliSujeme termindlni a netermi-
nalni abecedu!,

vyvoj probihd v prostiedi, v prostfedi je pfepisované slovo — posloupnost
symbolti abecedy, kterou také nazyvame stav prostiedi,

pro kazdy symbol abecedy systému musi existovat alesporn jedno pravidlo
(obvykle bezkontextové), pravidlam se ¥ika vijvojovd pravidla,

vyvojova pravidla pracuji paralelng,

v kazdém kroku odvozeni jsou prepsiny vzdy vSechny symboly, které se
pravé v prostfedi nachdazeji, a to kterymkoliv (ndhodné vybranym) pravidlem
pro tento symbol,

axiom, tedy pocatecni slovo odvozovani, muiZe byt oproti startovacimu sym-
bolu Chomského gramatik jakkoliv dlouhé slovo,

odvozeni je teoreticky nekonecné, ale miiZeme si stanovit maximalni délku
odvozovani.

Pokud do definice systému nezahrneme axiom, ale pouze abecedu a mnozinu

vyvojovych pravidel, hovofime o L-schématu, po zahrnuti axiomu do definice jde

o L-systém.

5.2

OL-systémy

L-systémy maji hodné variant. Zakladni vySe popsana varianta s jedinou abecedou

a bezkontextovymi vyvojovymi pravidly se nazyva OL-systémy. OL-schéma pak ma

tvar G = (V, P), kde V je abeceda systému a P je mnozina vyvojovych pravidel,

OL-systémmaétvar G = (V, P,w,) —navicjeaxiomw, € V*. Do jazyka generovaného OL-

systémem jsou fazeny vSechny stavy prostiedi, tedy vlastné vSechny ¢leny kterékoliv

derivace z axiomu.

IExistujf vak odvozené modely, ve kterych je terminaln{ abeceda odliena.
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Definice 5.1 (OL-schéma) OL-schéma je definovdino jako uspotddand dvojice Sy = (V, P),
kde

* ¥ je neprdzdnd konec¢nd abeceda systému,

* P je mnoZina pravidel bezkontextového typu P C 'V x V* (napt. a — bac).
Definice 5.2 (OL-systém) OL-systém je definovin jako Gy = (V, P, wy), kde

* (V. P) je OL-schéma,

* wy je axiom (startovaci slovo).

Krok odvozeni zde nebudeme formélné definovat, ndm bude stacit zatim jen
informace, Ze se jednd o relaci =, takovou, Ze v kazdém kroku odvozeni pfepisu-
jeme vSechny symboly prepisovaného slova, kazdy z téchto symbolt kterymkoliv
pravidlem z mnoZziny P. Reflexivni a tranzitivni uzavér relace =, budeme ozna-
Covat =, .

Definice 5.3 (Jazyk OL-systému) Jazyk generovany OL-systémem Gy = (V, P,wy) je

L(Go) = {w € V" | wy =5, w}.

Priklad 5.1
Nasledujici OL-systém nad jednoprvkovou abecedou mtZeme chéapat jako jedno-
duchou simulaci déleni bunék.

Go=(V,P,wy), kde V ={a}, P={a — aa}, wo=a

Ukézka derivace:
a =qg, 00 =G, 4aaa =@, a® =Go al® =Go a3? =Gy -

Jazykem tohoto OL-systému je
L4:{a2n’n20}

Tento jazyk neni bezkontextovy, tedy nelze ho generovat Zadnou bezkontexto-
vou gramatikou.
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Priklad 5.2
Go = ({a}, {a — aa}, aaa}
Ukazka odvozeni:
aaa =g, aaaaaa =g, a'? =g, a®* =g, ...
Tento OL-systém generuje kontextovy jazyk
L(Gy) = Loy = {a®**" | n > 1}

MnoZinu vSech OL-systémt budeme oznacovat zkratkou 0L, tedy fakt, ze Gy je
OL-systém, mtizeme napsat jako G, € 0L. Tfidu (mnoZinu) jazyk( generovanych
OL-systémy znacime .Z(0L), jak je v téchto skriptech pro tfidy jazykt zvykem,
a tedy fakt, Ze jazyk Lo patti do této tfidy, 1ze zapsat jako Loy € -Z(0L).

Véta 5.1 Jazyk Loy = {a, aa} nelze generovat Zadnym OL-systémem, tedy Loy ¢ £ (0L).

Dukaz: Predpoklddejme, Ze existuje OL-systém Gy = (X, P,wp) generujici jazyk
Ly;. Pak axiomem wy musi byt nékteré ze slov jazyka (protoZe mame jen jednu
abecedu Y).

Kdyz zvolime jako axiom fetézec a, musime mit moznost vygenerovat fetézec
aa, tedy musi existovat derivace a =, aa. To ale znamena, Ze 1ze symbol a zdvojit,
a proto by dojazyka musely patfitifetézce aaaa, aaaaaaaa, . .. = axiomem nemize
byt fetézec a.

Kdyz zvolimejako axiom fetézec aa, musime mit moZnost vygenerovat fetézec a,
tedy musi existovat derivace aa =, a.To ale znamena, Ze musi existovat moznosti
derivace
a =g, 0
a=g, €
a proto by do jazyka musel patfit i fetézec ¢, tedy axiomem nemtize byt fetézec aa.

Axiom musi vZdy pattit do jazyka, tedy nenasli jsme OL-systém, ktery by gene-
roval tento jazyk, Ly ¢ Z(0L). O

Dusledek 5.2 Generationi sila OL-systémii je neporovnatelnd s generationi silou bezkon-
textovych gramatik, i kdyZ pouZivd stejny typ pravidel — existuji bezkontextové jazyky, které
nepatii do tridy £ (0L) a existuji jazyky generované OL-systémy, které nejsou bezkontex-
tové. Proto paralelni zpiisob price zdsadné mént vlastnosti gramatik.

Il 2
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Zapisujeme

Z(0L) @ Z(CF) (5.1)

OL-systémy maji nékteré zajimavé vlastnosti tykajici se vypoctt — v piikladu do
téchto vlastnosti trochu nahlédneme:

Piiklad 5.3
Gr = ({a,b}, {a — ab, b — a}, b)
Ukézka odvozeni:

b=¢, a =q, ab =¢, aba =¢, abaab = ¢, abaababa =, abaababaabaab =¢,. ...

Pro délky slov plati:
lwo| =1
jwi] =1
lwe| = 2
lws| =3
lwg| =5
lws| = 8
lwe| =13 ...

Prvky derivace jsou fetézce s délkou Fibbonacciho ¢isel, tedy

|wi| + |wit1| = |wita], @ > 0.

5.3 EOL-systémy

EOL-systém méa oproti OL-systému navic termindlni abecedu A C V. Do jazyka
generovaného EOL-systémem fadime pouze ty Cleny derivaci, které se sklddaji jen
z termindlnich symbold.

Termindlni slovo se miize ddle vyvijet, soucésti jedné derivace byvé i vice ter-
mindlnich slov. Z biologického hlediska 1ze roli terminéIni abecedy chépat jako filtr
vybirajici pouze ty stavy prostfedi, které nas z n¢jakého dhavodu zajimaji - ¢leny
derivace, které obsahuji pouze prvky terminalni abecedy, patfi do jazyka genero-
vaného systémem, kdeZto ty ¢leny derivace, které obsahuji nejméné jeden symbol
nepatfici do terminalni abecedy, do jazyka generovaného systémem nepatii.
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Definice 5.4 (EOL-schéma) EOL-schéma je definovino jako Sp = (V, A, P), kde
* V je neprizdnd konecnd abeceda systému,
* A je neprizdnd termindlni abeceda systému, A C 'V,
* P je mnoZina pravidel bezkontextového typu P C V x V™.
Definice 5.5 (EOL-systém) EOL-systém je definovin jako G = (V, A, P,wy), kde
* (V,A,P) je EOL-schéma,
* wy je axiom (startovaci slovo).
Krok odvozeni je stejné urcen jako u OL-systém.

Definice 5.6 (Jazyk EOL-systému) Jazyk generovany EOL-systémem G uréenym jako
Gp = (V,A, P,uw) je
L(Gg) ={w e A" | wy =" w}.

Priklad 5.4
Nasledujici EOL-systém G generuje jazyk
Lig =Ly —{e} = {a™"c" | n > 1}

Stejné jako v piikladu 5.1 jde o jazyk, ktery neni bezkontextovy:.
Gg=(V,A, P,wy), kdeV ={A, B,C,A",B',C" F,a,b,c}, A ={a,b,c},
wo = ABC, mnozina P obsahuje tato vyvojova pravidla:

A — AAa A — Ala a — F F — F
B — BB'|b B — B'|b b — F
C — CC'|c C'— e c — F

Ukéazka dvou derivaci, z nichz jen prvni vygeneruje terminalni slovo:
ABC =¢, AABB'CC' =, AAABB'B'CC'C’' =¢, aaabbbcce =¢, F® =¢, ...

ABC =¢,, AA'BB'CC' =¢, AA'aBB'B'CC'C"' =¢,, aaFbbbcce = ¢,
—¢, FFFFFFFFF =, ...

V druhé derivaci se nikdy nedostaneme ke slovu, které se sklada pouze z termi-
nalnich symbold, tedy ke sloviim jazyka generovaného timto systémem se dosta-
neme jen tak, Ze pravidla generujici néktery terminalni symbol (a, b, ¢) pouZijeme
pro vSechny symboly v pfepisovaném slové zaroven. Symbol F' zde slouZi pro syn-
chronizaci generovani termindlnich symbolti a, b, c tak, aby jich byl ve slové vzdy
stejny pocet.
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Véta 5.3 EOL-systémy jsou silnéjsi nez bezkontextové gramatiky, tj.
Z(CF)C Z(EO0L) (5.2)

Dikaz: Algoritmus vytvoreni EOL-systému ekvivalentniho k zadané bezkontex-
tové gramatice zde nebudeme piesné probirat, ale ¢tenaf si ho jisté sam cely domysli
s malou ndpovédou — kazdou sadu pravidel pro stejny netermindl A — a; | as | ...
v bezkontextové gramatice nahradime sadou pravidel v EOL-systému A — A | a; |
as | ..., ¢Imz zajistime moznost ,,sekven¢niho” odvozeni i pfi pouziti paralelismu.

Napiiklad jazyk generovany EOL-systémem v pfikladu 5.4 neni bezkontextovy;,
plati L1y € Z(E0L) — Z(CF). Proto plati, Ze EOL-systémy jsou silnéj$i nez bez-
kontextové gramatiky, tfebaze se od nich lisi vlastné jen postupem derivovani
(paralelnim). O

Ptiklad 5.5

GE = ({Aaa}a {CL}, {A — a, A — aa, a — a}’ A)
Ukazky odvozeni:

A =G @

A=q, aa

Generovany jazyk je
Ly ={a,aa}

Véta 5.4 EOL-systémy jsou silnéjsi nez OL-systémy, tedy plati
Z(0L) C Z(EO0L) (5.3)

Duikaz: OL-systémy muZeme brat jako specidlni pfipad EOL-systémfti, kde A = V.
Tim je dana relace £ (0L) C £ (E0L). Fakt, Ze jde o vlastni podmnoZzinu (tj. Ze exis-
tuji jazyky generované EOL-systémy, které nelze generovat Zadnym OL-systémem),
dokazuje jazyk Ly € Z(E0L) — Z(0L). O
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54 TOL-systémy

TOL-systém ziskame z OL-systému, kdyZ pravidla rozdélime do tabulek a stano-
vime, Ze v jednom kroku derivace se pouziji pravidla z jediné vybrané tabulky.

TOL-systém je tedy urc¢en abecedou, sadou tabulek 7 obsahujicich pravidla (ta
nahrazuje mnoZinu pravidel P).

Definice 5.7 (TOL-schéma) TOL-schéma je definovino jako Sy = (V, T ), kde

* V je neprdzdnd konecnd abeceda systému,

* T je mnoZina tabulek obsahujicich pravidla bezkontextového typu P C V x V*.
Definice 5.8 (TOL-systém) TOL-systém je definovin jako Gy = (V, T ,wy), kde

* (V,T) je TOL-schéma,

* wy je axiom (startovaci slovo).

Krok odvozeni znaceny =, se provadi nasledovné:

¢ vybereme si nékterou tabulku z mnoZiny tabulek 7,

* pfi odvozeni postupujeme stejné jako u OL-systému (tj. vS8echny symboly
pfepisujeme), pouZijeme vSak pouze pravidla z jediné vybrané tabulky.

Definice 5.9 (Jazyk TOL-systému) Jazyk generovany TOL-systémem Gg = (V.7 ,wy)

]e
L(GT) = {U) eV” | Wo :>Z~T w}
Piiklad 5.6
Gr = ({a}, {11, T2}, a), kde
Ty = {a — aa},
T, ={a— ¢}

Ukéazka odvozeni:
a4 =Gr 00 =G, AGA4G =G €
(pouzili jsme dvakrét prvni tabulku, pak jednou druhou tabulku).

Generujeme tento jazyk:
L22:L4U{€}: {azn ‘ nZO}U{&‘}
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Kdybychom shrnuli obé tabulky TOL-systému z ptikladu 5.6 dojedné a vytvorili
tak pouhy OL-systém, vygenerovany jazyk by byl a*.

Poznamka: D4 se dokazat, ze Ly ¢ £ (0L) (tfebaze jazyk bez pfidani ¢ by pro OL-
systém nebyl problém), protoze axiom musi obsahovat alespori jeden znak a tedy

pridani prazdného slova do abecedy by vyzadovalo ,zkracujici” pravidlo a — ¢,
které by ovsem udélalo v odvozeni paseku — vznikl by jazyk a*.

Véta 5.5 Ke kazdému OL-systému Ize sestrojit TOL-systém, ktery generuje tentyZ jazyk,
navic, TOL-systémy jsou silnéjsi nez OL-systémy:

Z(0L) C Z(TOL) (5.4)

Dikaz: Postup pfevodu OL-systémuna TOL-systém jejednoduchy —prosté vSechna
pravidla OL-systému shrneme do jediné tabulky, ta se pouZije v kazdém kroku
odvozeni.

Vlastni podmnozinu Ize dokazat napfiklad pomoci jazyka Lo, € Z(T0L) —
Z(0L). O

Véta 5.6 Generativni sila TOL-systémii je neporovnatelnd s generationi silou bezkontexto-
vych gramatik:
Z(TOL) () Z(CF) (5.5)

Dikaz: Do mnoziny .2 (T0L) — £ (CF) patfi napiiklad jazyk
L4:{a2n’n20}
(v ptikladu 5.1 na strané 67 je generovan OL-systémem, a tedy je moZno ho generovat
i TOL-systémem).

Do mnoziny .Z(CF) — Z(T0L) zase mtzeme zafadit jazyk
Ly ={a"b" | n>1}
(kdyZ pocet znakti roste pomaleji neZ exponencialné, potfebovali bychom e-pravidlo
a — ¢,atotéZipro b, tfeba i v jiné tabulce nez exponencialni pravidlo a — aa; jenze
kdyz existuje e-pravidlo, pak se do jazyka dostane i prazdné slovo, coz do L,
nepatii). |
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5.5 ETOL-systémy

ETOL-systémy jsou kombinace EOL a TOL-systémfi, tedy mame terminalni abecedu
a pravidla rozdélena do tabulek. Definici si ¢tendf mtZe vytvofit sim z definic EOL-
a TOL-systém1.

P¥iklad 5.7
Gegr = ({A,B,C,a,b,c}, {a,b,c}, {T1, T2, T3}, ABC), kde
Ty ={A— Aa, B— Bb, C — Cc¢, a—a, b—b, ¢c—c},
Th={A—a, B—b C—c,a—a, b—b c—c}

T3={A—¢, B—e C—¢c,a—¢e b—e c—e}
Ukazka odvozeni:

ABC =¢,, AaBbCc =¢,, AaaBbbCcc = ¢, aaabbbcce
Generovany jazyk je

Ly ={a™"c" | n >0}

Pfi generovani jazyka L, byly plné vyuZity vyhody ETOL-systému — oddéleni
terminalni abecedy pro rist délky slova, ktery neni exponencialni, a rozdéleni do ta-
bulek pro synchronizaci délky vSech tii ¢asti slova a navic pro vygenerovani prazd-
ného slova. Tento jazyk nelze vygenerovat Zddnym OL-systémem, EOL-systémem
ani TOL-systémem.

Dtikazy nasledujicich vztahti jsou pomérné jednoduché, proto je nechame na
¢tenafi (vlastné vyplyvaji z vlastnosti dfive definovanych jednodussich L-systém):

Véta 5.7
£(0L) C Z(ETOL) (5.6)
Z(EOL) c £ (ETOL) (5.7)
Z(TOL) ¢ L(ETOL) (5.8)
Z(CF) c £(ETOL) (5.9)

Existuji i dalsi varianty L-systémi véetné systémt pracujicich s kontextem nebo
stochastickych L-systém.
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5.6 Moznosti vyuziti L-systémi v grafice

L-systémy se v praxi vyuZivaji pfedevsim v grafice, kde slouZi k modelovéni a gene-
rovani tzv. fraktald?®. Pouzivaji se napiiklad ve filmovém pramyslu pro generovani
realistickych , hromadnych” vyjevi, jako je naptiklad les stromt nebo oblaka na
nebi. Aby tyto vyjevy vypadaly realisticky, 1ze do jejich generovani zanést i prvek
nahody - tak vznikly stochastické L-systémy, kde je kazdému pravidlu pfifazeno
¢islo z intervalu od 0 do 1 urcujici pravdépodobnost pouZiti tohoto pravidla, soucet
hodnot pravdépodobnosti pravidel se stejnou levou stranou musi byt 1.

Pti grafické reprezentaci L-systémti symbol F' urcuje ¢aru o zadané délce, ktera
se md vykreslita symboly + a — znamenaji pootoceni dopravanebo doleva o zadany
tthel. Podle axiomu a pravidel se provede urcity pocet odvozeni a vysledny fetézec
(stav prostiedi) se pak graficky interpretuje. Na obrazku 5.1 na strané 76 je ukéazka
nékolika jednoduchych fraktalt.

Priklad 5.8
Fraktal na obrazku 5.1d se nazyva Kochova vlocka a byl vytvoren L-systémem
s axiomem F' ++ F ++ F a pravidlem ' — F — F++ F — F postupné ¢tyfmi
prachody:

F++F++F = F—F4+F—F++F—F++F—-F++F—F++F—-F = ...

(uz tieti ¢len derivace se sklada ze 112 symbold, tedy ho neuvadime).

Tojsou ovsem jen jednoduché priklady. Existuje vice rtiznych zptisobtijak do ob-
razku zapracovat barvy, ndhodnost, kontext apod. Nékteré programy pro vytvareni
velmi ptisobivych fraktadlt mZeme najit také na internetu, sta¢i do vyhledavace

zadat napiiklad fetézec nebo|L-systémy|.

2Fraktél je sobépodobny utvar, ktery je velmi sloZité tvarovany a pfesto je reprezentovan velmi
jednoduchou formou (t¥eba nékolika pravidly OL-systému). To, Ze je itvar sobépodobny, znamena,
Ze detaily dtvaru v rtznych rozliSenich jsou podobné ttvaru celému.
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Obrazek 5.1: Nékolik fraktalti vygenerovanych pomoci L-Systémii



Kapitola 6

Formalni systémy

V této kapitole se podivdme trochu dile za pouhé zdiklady, kterymi jsme se dosud zaby-
vali. Nejdiiv probereme riizné typy derivaci v gramatikdch a potom si popiseme zdikladni
vlastnosti gramatik a gramatickych systémii, které nepatii do Chomského hierarchie.

6.1 Derivace v gramatikach
Existuje mnoho rtiznych typt derivaci v gramatikach, nejbéZznéjsi jsou tyto:

* Sekvencni postup — sekvencni gramatiky (napfiklad gramatiky v Chomského
hierarchii): v kazdém kroku derivace je vybrdno a pouZito jedno pravidlo
gramatiky na jeden neterminal.

* Paralelni postup — paralelni gramatiky (napf. Lindenmayerovy systémy): v kaz-
dém kroku derivace jsou najednou pfepsany vSechny neterminaly ve slové,
mohou byt paralelné pouzita riznd pravidla, jedno pravidlo i vicekrat na
riznych mistech.

* Sekvencné-paralelni postup — kombinace obou pfedchozich, napf. v gramatice
vybereme jedno pravidlo a to pouZijeme vSude v generovaném slové, kde je to
mozné (tj. na vice mistech), tedy pravidla vybirdme sekvenc¢né a pouzivame
je paralelné.

* Distribuované vyjpocty (vice spolupracujicich gramatik)

e Dalsi.

77
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6.2 Gramatiky pouzivajici fizenou sekvencni derivaci

Existuje nékolik typti gramatik, které sice pouZzivaji sekvenéni postup derivovani,
ale zaroven tento postup fidi (kdy, pfipadné kde se které pravidlo pouZzije). Jsou to
napftiklad maticové gramatiky.

Maticové gramatika je rozsifenim bezkontextové gramatiky z Chomského hie-
rarchie. MnoZinu pravidel nahrazujeme mnozinou posloupnosti, kterou nazyvame
matice. Jsou to posloupnosti pravidel s pevné danym pofadim (obdoba tabulek
u TOL-systém{i, az na pevné poradi).

Derivace probiha tak, Ze si v matici vybereme posloupnost, kterou v daném
kroku pouzijeme, a pravidla v posloupnosti uplatiiujeme v poradi zleva doprava.
Musime pouZit vSechna pravidla posloupnosti (a to pravé jednou), v daném poradi.

Definice 6.1 (Maticova gramatika) Maticovd gramatika je usporddand ctvetice Gy,
Gy = (N,T,M,S), M = {my,ma,...,my}, kde M je matice k posloupnosti pravi-
del.

Krok odvozeni =), probiha takto:

¢ vybereme si nékterou posloupnost pravidel m;, € M,

* na prepisovany fetézec pouzijeme prvni pravidlo z m,,

* pouZijeme druhé pravidlo z m; (to mtZe zpracovat i symboly vygenerované
prvnim pravidlem z m;),

* pouzijeme tfeti pravidlo z m;, atd.

Piiklad 6.1
Gy = ({S, A, B,C, D}, {a,b}, {my,ms, m3,my}, S), kde
my = (S — ABCD),

my = (A —aA, B— B, C —aC, D— D),
mg=(A— A, B—bB, C—C, D—0bD),
my=(A—a, B—b C—a, D—D)

Ukézka odvozeni:

S =y ABCD =y aABaCD =1 aAbBaCbD = aAbbBaCbbD =, aabbbaabbb

V derivaci jsme pouzili nejdfiv prvni matici, pak druhou, dvakrat za sebou tfeti
a nakonec ¢tvrtou, ktera ukoncila derivaci. Generovany jazyk neni bezkontextovy:
L(Gu) = Los = {a’Va’V | i,j > 1}
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Ptiklad 6.2
Gy = ({S,A,B,C}, {a,b,c}, {my,ma,ms3}, S), kde
my = (S — ABC),

me = (A — aA, B—bB, C — cC),

mg=(A—a, B—b, C—c)

Ukéazka odvozeni:
S =y ABC = aAbBcC =) aa AbbBcecC' =y aaabbbece

Generovany jazyk je
Lig = {a™b"c" | n > 1}

Véta 6.1 Maticové gramatiky jsou silnéjsi nez bezkontextové:
ZL(CF)Cc Z(MAT) (6.1)

Dtikaz: Pro kteroukoliv bezkontextovou gramatiku sestrojime maticovou grama-
tiku, ktera by generovala tentyZ jazyk, velmi jednoduse — pro kazdé pravidlo bez-
kontextové gramatiky vytvofime samostatnou (tedy jednoprvkovou) posloupnost,
matice tedy bude obsahovat tolik posloupnosti, kolik méla ptivodni gramatika
pravidel. Takto vytvofend maticova gramatika pfesné kopiruje sekvenéni postup
odvozovani ptivodni bezkontextové gramatiky.

Vlastni podmnozina je zfejma: Lig = {a™b"c" | n > 1} € L(MAT) — ZL(CF) (je
generovan maticovou gramatikou v piikladu 6.2). O

6.3 Gramatické systémy

Dosud uvedené modely pocitaji s jedinou gramatikou vybavenou (vyvojovymi)
pravidly, a sjedinym slovem, které je zpracovavano pravidly gramatiky. Toto slovo
miiZeme povaZovat za prostedi, do kterého gramatika zasahuje svymi pravidly.
Tento jednoduchy model 1ze rozsitit na gramaticky systém bud' tak, Ze pouZijeme
nékolik gramatik, které maji kazda vlastni prostfedi a mezi nimi probiha urcita
komunikace, a nebo tyto gramatiky nechdme spolupracovat na spole¢ném pro-
stfedi a pfipadné pfidame nékteré dalsi vlastnosti. Komunikace pak miize probihat
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tfeba pres prostiedi. Cinnost téchto gramatik byvéa synchronizovana univerzdlnimi
hodinami.

Prvni modely gramatickych systémt se objevily uz v roce 1978 a byly moti-
vovéany vyuzitim v distribuované umélé inteligenci. Slo o tzv. spolupracujici (co-
operating) gramatiky. VétSich moZnosti vyuziti se doc¢kaly tzv. CD (Cooperated
Distributed) gramatické systémy, které pracovaly metodou dnes naptiklad v soci-
alnich védach oznacovanou jako cernd tabule (blackboard architecture for problem
solving) — spole¢né prostiedi je jakousi tabuli, na kterou se ,divaji” gramatiky
a sleduji, zda se na této tabuli neobjevi néco, co dokdzou zpracovat svymi pravidly.

Podobné modely maji své praktické vyuzitinapiiklad v robotice nebo pii progra-
movani nezavislych softwarovych agent(i. Gramatickym systémem modelujeme
chovani robotii ¢i agentii (pfedstavovanych gramatikami, pravidla jsou mnoZina
proveditelnych akci) pohybujicich se ve spole¢ném prosttedi, at’uz softwarovém
(operacni systém ¢i pocitacovéa sit) nebo fyzicky redlném (mistnost). V takovém
pfipadé nékdy hovotime o agentovijch systémech.

6.3.1 Kolonie

Kolonie jsou velmi jednoduchy gramaticky systém, ktery mutZeme chéapat jako
spolecenstvi jednoduchych gramatik — komponent, které spolupracuji na sdileném
prostiedi.

V8echny gramatiky sdruzené v kolonii maji spole¢nou abecedu a termindlni
abecedu. Abeceda kolonie je mnozina symbolti, které se mohou vyskytovat v pro-
stfedi a se kterymi tedy lze pracovat, terminalni abeceda (je podmnoZzinou abecedy
kolonie) urcuje symboly, ze kterych se mohou sklddat termindalni slova, ktera pak
fadime do jazyka kolonie.

Kazda komponenta ma sviij startovaci symbol a jazyk. Startovaci symbol je né-
ktery prvek abecedy kolonie (mftiZe patfit i do terminalni abecedy systému), urcuje
,objekt”, se kterym komponenta dokaze pracovat. Jazyk komponenty je mnozina
slov nad abecedou kolonie neobsahujicich startovaci symbol komponenty, je to jakési
mnoZina ,akci”, které komponenta muZe s nékterym vyskytem svého startovaciho
symbolu v prostfedi provést.

Cinnost komponenty mtizeme tedy chépat tak, Ze hleda v prostfed{ svdj star-
tovaci symbol, a pokud najde kterykoliv jeho vyskyt (pfipadné nezabrany jinou
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komponentou, pokud komponenty pracuji paraleln¢), nahradi ho nékterym slo-
vem svého jazyka.

Komponenta sama o sobé je vlastné jednoduché gramatika generujici kone¢ny
jazyk (kone¢ny proto, Ze startovaci symbol komponenty se nesmi vyskytovat v jejim
jazyce), lze ji pfepsat na regularni gramatiku tak, Ze na levou stranu pravidel dame
startovaci symbol komponenty a na pravou postupné vSechna slova jejiho jazyka.

Prostfedi je zpracovdvdno pouze komponentami. MiiZze obsahovat jakykoliv
fetézec symbolu patficich do abecedy kolonie. Tento fetézec nazyvame stavem pro-
stredi, pocatecnim stavem prostiedi je axiom kolonie.

Definice 6.2 (Kolonie) Kolonie je uspotidand ctvetice C = (V, T, R, wy), kde

* V je konecnd neprizdnd abeceda kolonie,
* T neprizdnd termindlni abeceda kolonie, ' C 'V,

* R je kone¢nd multimnoZzina' komponent,
R=A{(S,F)|SeV), FC(V-{S}), Fjekonetndaneprizdnd}, S jestartovaci
symbol komponenty (S, F') a F' je konec¢ny jazyk této komponenty,

* wy je axiom.

Pro kolonie existuje hodné typt odvozeni, k zakladnim fadime tyto ¢tyfi:

e sekvencni mod (b, basic) — kolonie pracuje podobné jako gramatiky Chomského
hierarchie, tedy v kaZdém kroku odvozeni je ndhodné vybrana jedna kompo-
nenta, kterd v prostiedi zpracuje jediny vyskyt svého startovaciho symbolu
(nahradi ho nékterym slovem svého jazyka),

e sekvencné-paralelni mod (t, terminal) — v kazdém kroku odvozenti je sekvencné
vybrana jedind komponenta, ta pak zpracuje vSechny vyskyty svého starto-
vactho symbolu v prostfedi, kazdy z nich nahradi nékterym ze slov svého
jazyka (obecné kazdy vyskyt svého startovacitho symbolu miize nahradit ji-
nym slovem),

* slaby paralelismus (wp, weakly parallel) — kazda komponenta, kterd mtiZe pra-
covat, také musi pracovat, tedy kdyZ se v daném kroku odvozeni v prostfedi

'Pro ptipomenuti: v multimnoZziné se narozdil od mnoziny muze vyskytovat i vice stejnych

rvki, tedy v multimnoziné komponent miiZe existovat i vice komponent stejné definovanych.
y
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vyskytne startovaci symbol komponenty a neni zpracovavan jinou kompo-
nentou, komponenta tento symbol musi zpracovat,

e silny paralelismus (sp, strongly parallel) — podobné jako slaby paralelismus,
jen navic v piipadé, Ze komponenta by méla pracovat (jeji startovaci symbol
se vyskytuje v prostfedi), ale vSechny vyskyty jejtho startovaciho symbolu
zabraly jiné komponenty (se stejnym startovacim symbolem), je derivace za-
blokovéana, odvozovani kondi.

Piiklad 6.3
C= ({A7 B, CL}, {a}v R, A)/ kde R = {(Av {BB})v (A7 {a})v (37 {A})}

Ukézky derivaci s pouZzitim b a t médu odvozeni:

A:>bBB:>bAB:>bCLB:>bCLA:>bCLBB:>bCLBA:>b...
A:>t B2 ¢ A2 ¢ B4 :>tA4 ¢ B8 ¢ AS ¢ Cl8

S pouZitim médii odvozeni b a ¢ jsou generovany tyto jazyky:

L(C,b) ={a™ | n > 0}
L(C,t) =Ly = {aQn ‘ n > O} (také u OL-systému v piikladu 5.1 na strané 67).

Véta 6.2 Sekvencni kolonie jsou ve své generationi sile stejné silné jako bezkontextové

jazyky:
ZL(CF)~Z(COLy) (6.2)

Diikaz: Podle bezkontextové gramatiky G = (N, T, P, S) vytvoiime kolonii s b
médem odvozeni C = (V, T, R, wp) jednoduse takto:

* odstranime pfimou rekurzi (pravidla, kde na pravé strané je neterminél z levé
strany A — oA, pfepiSeme na dvojici pravidel A — A’, A" — aAf3), symboly
A’ jsou nové pfidané,

* pravidla se stejnou levou stranou shrneme vzdy do jedné komponenty (tj.
budeme mit tolik komponent, kolik neterminélt),

e V=NUTU{A | Ae N},

® Wy = S,

R:{(A,{A’})]AGN}U{(A’,{a](AHa)eP})‘AEN}.
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Odvozeni bude probihat prakticky stejné jako v bezkontextové gramatice, aZ na
mezikroky provedené pro odstranéni rekurze.

Opacny postup vyZaduje oddéleni termindlti od symbold, které 1ze prepisovat.
Z kolonie C = (V,T,R,wp) vytvofime bezkontextovou gramatiku G = (N, T, P, S)
takto:

* pro kazdy symbol terminalni abecedy a € 1" vytvofime novy (nové pfidany)
neterminal N,,
* v gramatice budou pravidla N, — a pro kazdy symbol a € T,

* pravidla gramatiky vytvofime z komponent tak, Ze v jazyce komponenty
vSechny termindly a nahradime novymi neterminaly N,, ozna¢me @ fetézec,

ktery vznikl z fetézce a timto nahrazenim,
N=V-TU{N,|aeT}U{S}, S¢V,
P={N,—alaeTYU{A= TR .. | (4 {fi,fo..}) € R}ULS — 5}

|

Mov s

Véta 6.3 Sckvencné-paralelni kolonie jsou silnéjsi nez bezkontextové jazyky:
Z(CF) C Z(COLy) (6.3)

Diikaz: Podle bezkontextové gramatiky G = (N, T, P, S) vytvofime kolonii s ¢
moédem odvozeni C = (V, T, R, wp) jednoduse takto:

* stejné jako v pfedchozim dtlikazu odstranime pfimou rekurzi (pravidla, kde
na pravé strané je neterminal z levé strany A — aAf3, pfepiSeme na dvojici
pravidel A — A, A" — aAf3), symboly A’ jsou nové pfidané,

pravidla se stejnou levou stranou shrneme vzdy do jedné komponenty (tj.
budeme mit tolik komponent, kolik netermin&lt),

V=NUTU{A'| A€ N},

L4 wO:S,

R:{(A,{A’})|A€N}U{(A’,{A}U{a|(A—>a)eP})‘AEN}.
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Rozdil oproti pfedchozimu dtikazu je v definici mnoziny R, kde musime zajistit
moznost simulace sekvenéniho odvozeni. Zatimco pfi pouZiti ¢ médu odvozeni
v kolonii se v jednom kroku odvozeni pfepisuji vSechny symboly, zde musi byt
moznost pfepsat jakoby jen jeden vyskyt symbolu A a ostatni nechat bez pfepsani
(v simulaci na jeden vyskyt symbolu A pouZzijeme doty¢né pravidlo, na ostatni
pouZijeme pfepis na A pies A’).

Vlastni podmnoZinu lze dokazat naptiklad jazykem L, = {aQ" ’ n > O} gene-
rovanym kolonii s t médem odvozeni v pfikladu 6.3 na strané 82. Tento jazyk neni
bezkontextovy, coz se da dokazat napiiklad pomoci Pumping lemma. O

Piiklad 6.4
C=({M,N,Pa,b}, {a,b}, R, MM), kde mnozina R obsahuje komponenty
(M,{PPNP,PNPP,e}), (P, {a}),

(N, {M}), (£, {b})

Ukazky derivace s pouZitim wp a sp médu odvozeni:

MM =, PPNPM =, baM P =, baa

MM =, PPNPM =, aPMb =, aaPNPPb =, aaaM Pbb =, aaabbb
MM =, PPNPM =, PaMb odvozeni je zablokovino

MM =, PPNPM =4, abM PPNPP =, abbaM PP =, abbaab

S pouzitim médh odvozeni wp a sp jsou generovany tyto jazyky:
L(C,wp) = Loy = {w e {a,b)" ‘]wla - \w|,,] <1,|w| =3n,n> o}
L(C, sp) = Los = {w € {a,b}*

W]y = |w]y, [w| = 6n,n > o} —{aib ba | > 1)

V pfikladu 6.4 vidime u sp médu vyuZiti blokovani odvozeni v pfipadé, Ze
v prostiedi je pravé jeden symbol P, pficemZ mame dvé komponenty s timto star-
tovacim symbolem. Zde je blokovani vyuZito pro zajisténi stejného poctu symboli
a a bv generovaném slové.

Kolonie s wp a sp médem odvozenijsou silnéjsi nez bezkontextové jazyky, dtikaz
by byl stejny jako u dtikazu véty 6.2 na strané 82.

Na piikladu 6.5 vidime vyuziti blokovani odvozeni nékterych slov, zde pouzito

k synchronizovani generovani obou stejnych polovin slova.
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P¥iklad 6.5
C=({P,A, B,a,b}, {a,b}, R, PP),v mnoZiné R jsou komponenty gl
(P, {aA,bB,¢c}), (A, {P}), (B,{P}),

(P, {aA,bB,e}), (4,{P}), (B, {F})
Ukazka derivace s pouzitim sp (silné paralelniho) médu odvozeni:

PP =, aAaA =, aPaP =4, acdAaaA =4, aaPaaP =, aabBaabB =,
=sp aabPaabP =g, aabaab

Tato kolonie s sp médem odvozeni generuje jazyk
L(C,wp) = Ls = {ww [ w € {a,b}"}

S wp médem odvozeni bychom vygenerovali jazyk {a, b}*.

Jistou moZnost blokovani nékterych odvozeni vSak lze pouZit i u wp médu
odvozeni (nekone¢nym cyklem), jak vidime na piikladu 6.6.

P¥iklad 6.6
C=({P,Q R XY B B ab} {a,b}, R, PP),vmnoziné R jsou komponenty
(P.{aQX,bRX,Y}),  (Q.{P}), (RAP}), (X{e}), (Yi{e}), (BAB}),

(P AaRY,0QY, X}),  (Q.AB}), (R{B}), (X, {B}), (Y, {B}), (B.{B})
Ukazka derivaci s pouZzitim wp (slabé paralelniho) médu odvozeni:

PP =, aQXaRY =, aPaP =, abRXabQY =, abPabP =, abXabY =,
= wp abab
PP =, aQXbQY =, aPbB =, aYbB' =, abB =, abB’ =, . ..

S pouzitim médu odvozeni wp je generovan jazyk Ls. Kdybychom zde pouZili
pfi odvozovani sp méd, ziskali bychom prazdny jazyk.




Seznam pouzitych jazyku

Li={a™"|n>1}

»  piiklad 1.1, Pumping lemma ...................ooo 6
» pfiklad 1.6, Parikhtiv vektor ............ ... ... o i 9
»  piiklad 1.9, Parikhtiv vektor areg.jazyky ................. ... 11
» pfiklad 1.11, DycktQvijazyk ........ ..o 13
» diukaz Véty 5.6, ¢ g(TOL) ............................................. 73
Ly = {a™b"c" | n > 0}

»  piiklad 1.2, ¢ Z(CF), Pumpinglemma ................................ 7
»  priiklad 1.13, ¢ Z(CF), Dyckavjazyk .............coooiiiiiiiiii.. 14
»  dikaz véty 1.13, ¢ Z(CF), Prinikjazykt ........................o... 18
»  ptiklad 3.2, Zasobnikovy automat se dvéma zasobniky ................ 43
» piiklad 3.4, Turingiv stroj ........... ..o 46
»  ptiklad 5.7, € Z(ETOL), ETOL-systém .............coooiiiiiiiiiian.. 74
Ls = {a“2 n > 0}

»  ptiklad 1.3, ¢ Z(CF), Pumpinglemma ......................oooiae.. 7
»  ptiklad 1.19, bezkontextova substituce .................. .. ... ... 20

L4:{a2n’n20}

»

»

»

piiklad 1.4, ¢ Z(CF), Pumpinglemma ..........................oo..L. 8
piiklad 5.1, € Z(0L), OL-systém ............ccooiiiiiiiiiiiiian... 67
pfiklad 6.3, € Z(COL;), kolonie s t médem odvozeni .................. 82

86



SEZNAM POUZITYCH JAZYKU

={ww | w € {a,b}*}

»  ptiklad 1.5, ¢ Z(CF), Pumpinglemma ............................. ...
»  piiklad 4.1, € £ (1), nezkracujici gramagika ...........................
»  ptiklad 6.5, € Z(COL;,), kolonie s sp médem odvozeni ...............
»  ptiklad 6.6, € Z(COL,,), kolonie s wp médem odvozeni ..............

L ={a"b"a" | 0 < m < n}
»  vpozndmce ¢ Z(CF), Pumpinglemma ...............................

— {a3nbn+2a4cn | n Z 1}
»  priklad 1.6, Parikhtiv vektor ......... ... ... .. i
»  piiklad 1.9, Parikhtiv vektor areg.jazyky ..................... .. ...

Lg = {a®b" ! | n > 1}
»  priklad 1.6, Parikhtiv vektor ......... ... ... . i
» pfiklad 1.12, Dycktvijazyk ........ ...

Ly ={a't’c* | i,j,k > 1, i=jneboj =k}

»  piiklad 1.7, Parikhtiv vektor ............. ... o
» pfiklad 1.14, sjednocenijazyka ............. ...t
»  priklad 1.16, uzavienost vzhledem k zrcadleni .........................
» piiklad 1.17, substituce ............ ... .. i

Lyy = {a*bc} U {aPba™c | n > 0, pje prvocislo}
»  priiklad 1.8, ¢ Z(CF), Parikhtiv vektor ................. ...,

Ln = {a”2b" | n Z 1}
»  ptiklad 1.8, ¢ Z(CF), Parikh@iv vektor ................ ... ... ... ...

Ly — {a”2b” 1<n< 8}
» Parikhiiv VeKEOr ...t

Ly = {a™b™am=b™ .. a™b™ | k>0, n; > 1, 1 <i <k}
»  ptiklad 1.18, € Z(CF), uzavérové vlastnosti ...........................



SEZNAM POUZITYCH JAZYKU 88

Ly = {wew® | w € {a,b}"}

»  ptiklad 2.1, € Z(ZA), zasobnikovy automat ........................... 24
»  ptiklad 2.2, zdsobnikovy automat — stavovy diagram .................. 25
»  ptiklad 2.3, pfevod gramatiky na zasobnikovy automat ................ 29

Lis = {a”cb”ck |n>0, k> O}
»  ptiklad 2.4, jednostavovy zasobnikovy automat ........................ 31
»  pfiklad 2.5, pfevod zasobnikového automatu na gramatiku ............ 33

Lig = {ww® | w € {a,b}*}
» ptiklad 2.6, € Z(CF), pranik s reg. jazykem ........................... 36
»  dtkaz véty 2.9, ¢ £(DZA), deterministické bezkontextové jazyky ..... 37

Liz ={a"a" | n >0} = {a*" | n > 0}
»  piiklad 2.6, ¢ Z(CF), pranik CFa REG ..., 36

Lis = {w e {a,b,c}* | |wlo = [w], = |w|c}
»  piiklad 2.7, ¢ Z(CF), prinik CFaREG ..., 37

Lyg =Ly —{e} = {a"b"c" | n > 1}

» pfiklad 3.5, pfevod gramatiky na Turingiv stroj ....................... 49
»  ptiklad 5.4, € Z(E0L), EOL-systém ..............cooiiiiiiiiiiaian.. 70
»  ptiklad 6.2, € Z(MAT), maticova gramatika .......................... 79

L20 = {a?"Qn | n Z 1}

»  piiklad 5.2, € Z(0L), OL-systém ..., 68
Lyy ={a,aa}

» diikaz véty 5.1, ¢ L(0L) ..o 68
»  piiklad 5.5, € Z(E0L), EOL-systém ..., 71

L22:L4U{€}:{a2"‘n20}u{5}

» pfiklad 5.6, € Z(T0L), TOL-systém ..., 72
» diikaz véty 5.5, ¢ Z(0L) ....ovniiii 73



SEZNAM POUZITYCH JAZYKU 89

L23 = {azbjalb] | Z,j Z 1}
»  ptiklad 6.1, € Z(MAT), maticova gramatika .......................... 78

L24 = {w S {a,b}*
» ptiklad 6.4, € Z(COL,,), kolonie s wp médem odvozeni .............. 84

‘\w|a — |w|b’ <1,|w|=3n,n> 0}

L25 = {U} € {(1,, b}*
» ptiklad 6.4, € Z(COLs,), kolonie s sp médem odvozeni ............... 84

lw]a = [wly, [w| = 6n,n > o} iV, b | i > 1)



	Úvod
	1 Vlastnosti bezkontextových jazyků
	1.1 Kritéria bezkontextovosti
	1.1.1 Pumping lemma pro bezkontextové jazyky
	1.1.2 Parikhův vektor
	1.1.3 Dyckův jazyk

	1.2 Jak poznat zda je jazyk bezkontextový
	1.3 Uzávěrové vlastnosti bezkontextových jazyků
	1.3.1 Regulární operace
	1.3.2 Operace, vzhledem k nimž je ještě třída L(CF) uzavřena
	1.3.3 Operace, vzhledem k nimž třída L(CF) není uzavřena

	1.4 Uzávěrové vlastnosti jako kritérium bezkontextovosti

	2 Zásobníkový automat
	2.1 Definice zásobníkového automatu
	2.2 Vztah mezi různými typy zásobníkových automatů
	2.3 Vztah zásobníkových automatů a bezkontextových jazyků
	2.4 Zásobníkové automaty a uzávěrové vlastnosti bezkontextových jazyků
	2.5 Deterministické bezkontextové jazyky
	2.5.1 Deterministický zásobníkový automat
	2.5.2 Uzávěrové vlastnosti deterministických bezkontextových jazyků


	3 Jazyky typu 0
	3.1 Gramatiky typu 0
	3.2 Stroje rozpoznávající jazyky typu 0
	3.2.1 Zásobníkový automat se dvěma zásobníky
	3.2.2 Turingův stroj
	3.2.3 Varianty Turingova stroje

	3.3 Vztah Turingových strojů k jazykům typu 0

	4 Jazyky typu 1
	4.1 Gramatiky typu 1
	4.2 Kurodova normální forma pro gramatiky typu 1
	4.3 Lineárně ohraničený automat
	4.4 Uzávěrové vlastnosti jazyků typu 1

	5 L-systémy
	5.1 Paralelní odvozování
	5.2 0L-systémy
	5.3 E0L-systémy
	5.4 T0L-systémy
	5.5 ET0L-systémy
	5.6 Možnosti využití L-systémů v grafice

	6 Formální systémy
	6.1 Derivace v gramatikách
	6.2 Gramatiky používající řízenou sekvenční derivaci
	6.3 Gramatické systémy
	6.3.1 Kolonie


	Seznam použitých jazyků

