Parametrické tlohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni

Mnoho nahodnych veli¢in, s nimizZ se setkavame ve vyzkumu 1 praxi, se fidi norméalnim rozlozenim. Za jistych ptedpokladi
obsazenych v centralni limitni vété se d4 rozlozeni jinych ndhodnych veli€in aproximovat normalnim rozloZenim. Proto je
zapotiebi vénovat velkou pozornost pravé nahodnym vybérim

z normalniho rozloZeni.

RozloZeni statistik odvozenych z vybérového priméru a rozptylu
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u, 6°). Pak plati

a) M ~N(y, "— ), tedy U=~ ~N(0, 1).
Vo
(Pivotova statistika U slouZi k feSeni tloh o p, kdyZ 6° zname.)
b) K=2795" _2qy,
(Pivotova statistika K slouzi k feseni tloh o 67, kdyZ p nezname.)
Y g
Q) ~ ()
(Tato pivotova statistika slouzi k feseni tloh o o, kdyZ p zname.)
d) T= ?~ t(n-1).

Jn

(Pivotova statistika T slouzi k feSeni tloh o p, kdyZ o* nezname.)



Vysvétleni
ad a) Vybérovy primér M je linedrni kombinace ndhodnych veli¢in s normalnim rozloZzenim, ma tedy norméalni rozlozeni
s parametry E(M) = p, D(M) = 6*/n. Statistika U se ziské standardizaci M.

ad b) Vhodnou upravou vybérového rozptylu S% kde pouzijeme obrat X; - M = (X; - p) — (M - p), Ize statistiku K vyjadfit
jako soucet kvadrati n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych veli€in se standardizovanym normalnim rozloZenim. Tento
soudet se fidi rozlozenim y°(n-1).

ad c) Tato statistika je soucet kvadratii n stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in se standardizovanym normalnim
rozloZenim, idi se tedy rozlozenim y*(n).

ad d) U ~N(0, 1), K ~ ¥*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M a S? jsou stochasticky nezavislé, tudiz statistika
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Priklad: Hmotnost balicku krystalového cukru baleného na automatické lince se fidi normalnim rozloZenim se stfedni hod-
notou 1002 g a smérodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor ndhodné vybira 9 balickll z jedné série a zjiStuje, zda jejich primér-
nad hmotnost je alesponl 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 000 K¢. Jaka je pravdépodobnost, Ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

Reseni:

X ~N(1002, 64), M ~ N[IOOZ %}

[ )
~ M~ 002 _ 999 ~ 002 2) /—9\ 79
PM5999,=P“ I -Z1=D -D Zi=1-D [125 = (- ).87076 = ).12924
| 64 64 | 8/ \8) 8
L Vo 9 )

Pravdépodobnost, Ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9%.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vyuzijeme toho, Ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce normal-
niho rozloZeni se stfedni hodnotou mu a smérodatnou odchylkou sigma. Tedy P 1 <999 = @ 099 _ kde ® je distribucni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménne a jednom piipadu. Dvakrat klikneme na ndzev proménné Proml. Do Dlou-
hého jména této proménné napiSeme = [INormal(999;1002;8/3).

V proménné Proml se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(1-a))% empirickych intervali spolehlivosti pro p a ¢”
(vyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m - Ujq2, M+ u
y: (d, h)=( \/; 102 \/; 1-02)
Levostranny: (d, ©) = (m - Uj_q, ©)
Vi
Pravostranny: (-0, h) = (-c0, m +2 Ujq)
Jn

(Vyuiiti pivotové statistiky T)

Oboustranny: (d, h) = (m - tienr(n-1), m + J_ t1.on(n-1))

JH

Levostranny: (d, o) = (m - % ti.o(n-1), )

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m + tio(n-1))

\/_



(vyuZiti pivotové statistiky K)

( — 1)s2 B

Oboustranny: (d, hy=1 _2"Ds° @ 7Ds’
2% 2 —1) %%a(m—1))

[ m-Ds> )
Levostranny: (d, o) = | — 2 DS |
(X’ -1 )

( s )

Pravostranny: (-0, h)= | - » (2" Ds |

2 _
\ X a(n—1))
Z ;(i b 'l,z
(vyuziti pivotoveé statistiky G—)

( |
Oboustranny: (d, h) = I L , }
| |
\ )

Levostranny: (d, «)

I
0T T T T TN
il

( !
Pravostranny: (-oo, h) = I -0 I
| |
L )



Priklad: 10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2.4 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného vybéru X, ..., X;o z rozlozeni N(y, 02), kde parametry p, o’
nezname. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti jak pro p, tak pro o” a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSeni: m = 2,06, s> = 0,0404, s = 0,2011, o = 0,05, t5,075(9) = 2,2622, t4.05(9) = 1,833 1, 1°0.075(9) = 19,023, %’0.025(9) = 2.7,

Y 095(9) = 16,919, y0.05(9) = 3,325

ad a)
— U (1/2( ) ,—1 9

h=m+ —= t 4n(n-1)=2,06 + 222!

Vn Jio
1,92 << 2,20 s pravdépodobnosti asponi 0,95.

2,2622 =2,20

€ s° 90,0404
L% _ 19,023
% 90,0404

A =D 2,7
0,0191 <o6><0,1347 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

d:

=,0191

h =),1347



ad b) Levostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

d=m- - t,_n-1)=2,06 - 221 1 8331 = 1,04
\/; 1( ) m

1,94 <p s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢°
€ - s 90,0404
d= = =J,0215
L k- _ 16,919

6> >0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

ad ¢) Pravostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

h=m+ —— t,(n-1)=2,06 + 222! 1 8331=2,18
\/; 1 ( ) \/ﬁ

u < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢

€- s> 90,0404
= = =,1094
X .h— _ 3,325

6’ < 0,1094 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

h




Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné X a 10 ptipadech. Do proménné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. prim. a Meze sp. smér. odch. (ostatni volby zru§ime) — pro oboustranny 95% interval spolehlivosti
ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pro jednostranné intervaly zménime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl o”:

Int. spolehl. Int. spolehl. Spolehliv ost Spolehliv ost NProm1 NProm2
-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3 "2 =v4 "2
Proménna -95,000% +95,000%
X 1,916136 2,203864 0,138329 0,367145 | 0,019135 | 0,134795

Vidime, ze

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0,1383 <0 <0,3671 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
0,0191 < 6” < 0,1348 s pravdépodobnosti aspoti 0,95.



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku 6 a rozptyl 6:

Int. spolehl. Int. spolehl. Spolehliv ost Spolehliv ost NProm1 NProm2
-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v 3”2 =v 4”9
Proménna -90,000% +90,000%
X 1,943421 2,176579 0,146678 0,330862 | 0,021514 0,10947

Vidime, ze

u> 1,94 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,

u < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

o > 0,1467 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0 < 0,3309 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
6> > 0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95,
6> < 0,1095 s pravdépodobnosti aspoi 0,95,



Jednotlivé typy testli pro parametry normalniho rozlozeni

a) Necht X,

b) Necht’ X,
se nazyva
c) Necht’ X,
se nazyva

..., X, je ndhodny vybér N(, 6°), kde o zname. Necht’ n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: p = ¢ proti H;: n # ¢ se
.., Xy je nahodny vybér N(i, %), kde o nezname. Necht’ n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: p = ¢ proti Hy: p # ¢

..., X, je ndhodny vybér N(, 6°), kde pn nezname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: 6> = ¢ proti H;: 6° # ¢



Provedeni testii o parametrech p, 6~ pomoci kritického oboru
a) Provedeni jednovybérového z-testu
m — 2

o . Stanovime kriticky obor W. Pokudt, € W, Hy zamitdme na hlading

Jn

Vypoéteme realizaci testového kritéria to ~

vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: pu # c. Kriticky obor ma tvar: W = =2, —u | > - \Vul, ] o
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma tvar: W =~ »,—u \ :

Pravostranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti Hy: u > c. Kriticky obor ma tvar: W = (ulf p s

b) Provedeni jednovybéroveho t-testu

_ m— >
to s - Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, H zamitame na hladiné

-

Vypocteme realizaci testového kritéria

vyznamnosti o a pfijimame H;.

- =

Oboustranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p # c. Kriticky obor mé tvar: W = “©,—¢,_ ., ¢ _1>U N €1~
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: p < c. Kriticky obor ma tvar: W =~ » —: ‘- )

-~

Pravostranny test: Testujeme Hy: 1 = ¢ proti H;: p > c. Kriticky obor ma tvar: W = (tl, €1



c¢) Provedenti testu o rozptylu

-~

2

.S
Vypocteme realizaci testového kritéria t, = ——— . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, H, zamitame na hladiné
C

vyznamnosti o a pfijimame H;.
Oboustranny test: Testujeme Hy: 6> = ¢ proti H;: 6°# c. Kriticky obor ma tvar:.

4 ~
W = O,qu/z‘l_l;u er‘./z‘l_l,,,oo

\ \
Levostranny test: Testujeme Hy: 6 = ¢ proti H;: 6” < c. Kriticky obor ma tvar: W = 0. % « { - ; :

-~

Pravostranny test: Testujeme Hy: 6° = ¢ proti H;: 6 > c. Kriticky obor ma tvar: W = (le— S W



Priklad: Podle udaji na obalu ¢okolady by jeji Cistd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal neékolik stiznosti od
kupujicich, ve kterych tvrdili, ze hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklarovanych 125 g. Z tohoto diivodu oddé€leni kontroly
nahodné vybralo 50 Cokolad a zjistilo, ze jejich primérna hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za ptredpokladu,
Ze hmotnost ¢okolad se fidi normalnim rozloZenim, miZeme na hladin€ vyznamnosti 0,01 povazovat stiznosti kupujicich za
opravnéne?

Reseni: X, ..., Xso je nahodny vybér z N(u, 6%). Testujeme hypotézu
Hy: 1 = 125 proti levostranné alternativé H,: u < 125. ProtoZe nezname rozptyl >, pouzijeme jednovyb&rovy t-test.
m~— > 122 — 25

Testové kritérium — S - 4667
Jn V50
Kriticky obor W =2~ §— J="» - €0 }="»-)4049),

Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,01. Stiznosti
kupujicich tedy lze povaZovat za opravnéné.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy primér vs. Stiedni hodnota a zvolime jednostr. — do policka Prl napiSeme 122,
do policka SmOd1 napiSeme 8,6, do policka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme 125 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni

(X)) (x.). , y oy UV
Necht’ !le )l ’!KY ! )l je nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni, pticemz n > 2. Ozna¢ime | = y, - |, a zavedeme
1 n

Z1=X1-Yy, ..., Z,= X,-Y,, 0 némz piedpokladame, Ze se fidi normalnim rozlozenim.
y 1< 1<
Vypodteme M= —2.7z.,8> =D z.-M_>.
o=y o
Vzorec pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfredni hodnotu rozdilového nahodného vybéru

Oboustranny: (d, h) = (m - —
g (@l = = ==

Levostranny: (d, 00) = (m - — t;_4(n-1), )

Jn

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m + — t;_(n-1))

In

tl_a/z(n-l), m+ — tl-a/2(n'1))

In



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se zjistoval obsah chemické latky v roztoku (v procentech). Bylo
vybréano 5 vzorki a proméieno obéma metodami. Vysledky méfeni jsou obsazeny v tabulce:

¢islo vzorku|l |2 |3 |4 |5
l. metoda [2,3{1,9(2,1|2,4|2,6
2. metoda |2,4(2,0(2,0(2,3/2,5

Za predpokladu, Ze data maji normalni rozloZeni, sestrojte 90% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot
vysledkli obou metod.

Reseni:

Ptfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru, jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1 0,1. Vypocteme m = 0,02, s2=0,012,
s = 0,109545. Pfedpokladame, Ze tato data pochézeji z normalniho rozloZeni N(u, 6%). Vypoéteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pro p pfi nezndmém o:

s « - ~0,109545 « - ~0,109545 o
d=m \/—_t]_ , 69— =002 7 t, 0, %= 0,02 7 2,1318 = —1,0844
n
s ~ 0,109545 ~ 0,109545
h=m+—t_ ,%— =002+ t, .. % = 0,02 + 2,1318 = 0,1244
= NG A

-0,0844 < <0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o 3 proménnych a 5 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
proménné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. proménné Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné¢ statistiky, OK - Proménné Z, Detailni vysledky — zaSkrtneme Meze
spolehl. Priim. — Interval 90% - Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka latka) I
Int. spolehl. Int. spolehl.

Proménna -90,000% 90,000

Z -0,084439 0,124439

Vidime tedy, Ze -0,0844 < < 0,1244 s pravdépodobnosti aspoii 0,9.



Parovy t-test

(X)) (x.) (s (6?2 o )
Necht | 1., ** | je ndhodny vybér z rozlozeni Ny| | 11 % %2 1]
kY1) kYn) \KMZJ kclz 62 ))

proti Hy: py - wp # ¢ (tj. u# ¢) nebo testujeme nulovou hypotézu proti jedné z jednostrannych alternativ. Tento test se nazyva

, piicemz n > 2. Testujeme Hy: 1y - b =c (). L =c¢)

Provedeni parového t-testu

m— °

Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = . Stanovime kriticky obor W. Pokud t, € W, Hy zamitame na hladiné

-

vyznamnosti a a pfijimame H;.

~

PR TS BISITE T B
¢« .

Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p > c. Kriticky obor ma tvar: w =t, $%-1.= |

Oboustranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: p # c. Kriticky obor ma tvar: w = » —¢
Levostranny test: Testujeme Hy: pu = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma tvar: w = - » —-

1- .



Priklad: V nésledujici tabulce jsou tidaje o vynosnosti dosazené 12 ndhodné vybranymi firmami pfi investovani do
mezindrodniho podnikani (veli¢ina X) a do domaciho podnikani (veli¢ina Y):
CAirmy|1(2(3|4[5|6(7|8|9|1011]12
X 10112{14{12]12|17| 9 |15|9 (11| 7 |15
Y 11{14{15[11]13|16{10{13|11{17/9 |19
(Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vlozenych investic za rok.)

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvourozmérného rozloZeni a jejich rozdil se fidi norméalnim rozloZenim, na hladiné
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistuje rozdil mezi stiedni hodnotou vynosnosti investic do mezinarodniho a
domaciho podnikéni proti oboustranné alternative.

Testovani proved’te

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kritick¢ho oboru.

7 W J4 . Ié v J4 o v - Ié v J4 2 - ’ J4 Jé Ja
(Pro tisporu ¢asu zname realizace vybérového priméru m = - |3 a vybérového rozptylu s” = 4,78 rozdilového ndhodného
vybéru Z;=X; - Y, i=1, ..., 12.)
ResSeni:

Testujeme Hy: =0 proti H;: pn#0
ad a) 90% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi neznamém rozptylu 6> ma meze:

S ~ = \I4,%
d=m- —=t,,, %~ =~ .3 17—1,7959 = - ,4677
vn Ji2
S ~ - \/4,%
h=m+ —t,,. %1 =- .3+ 1,7959 = - 1,1989
Vo " i
Protoze Cislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989), Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,1.
N~ 0 o r 0 o - [ {,3
ad b) Vypoéitame realizaci testové statistiky ¢, = — = —22_ = - 11085
S 44,78
o V12
Stanovime kriticky obor w = - »,—¢ € ;u Loos $12 = — 0, —1,7959 )V 17959, _

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy, zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o 2 proménnych a 12 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikani, do 2. proménné hodnoty pro domdci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-test pro zavislé vzorky, OK - Proménné X, Y — OK — Vypocet. Dostaneme
tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznag. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,05000

Pramér Sm.odch. N | Rozdil Sm.odch. t sV p
Proménna rozdilu
X 11,91667 2,937480
Y 13,25000 3,048845 |[12 | -1,33333 2,188122 | -2,11085 | 11| 0,058490

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0,1. Protoze p < a, zamitdme nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,1.



Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z alternativniho rozloZeni

Opakovani:
Nahodna veli¢ina X udava pocet tispéchi v jednom pokusu, pii¢emz pravdépodobnost uspéchu je
% . PiSeme X ~ A(9).
(1-9 pro x =0 -
| _ (9~ q-3 T~ -
n(x)=1{%prox=1  neboli m(x) = ! - prox = 0.1
| (0 jinak
(0 jinak
Nahodna veli¢ina X udava pocet uspéchit v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust, pii-
¢emz pravdépodobnost ispéchu je v kazdém pokusu ¢ . PiSeme X ~ Bi(n, 9 ).
(n)
IRES S e =
R(X):%'Kx) (1 ) pro x =0,...,n
L0 jinak
E(X)=n%,D(X)=n¥ (1-9)
(Alternativni rozloZeni je specidlnim pfipadem binomického rozlozeni pro n = 1.

Jsou-li Xj, ..., X, stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~ A(%),1=1, ..., n, pak X = Z X, ~ Bi(n, 9).)

i=1
Centralni limitni véta:
Jsou-li ndhodné veliCiny Xj, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem

2 , v v 9 . r1o s v 2 , v v
o, pak pro velkd n (n > 30) lze rozlozeni souétu 2. x . aproximovat normalnim rozlozenim N(np, nc”). Zkracend piseme
i=1
z . — oM

>, . ~Nfuno _Pokud soucet X x standardizujeme, tj. vytvotime nahodnou veli¢inu U, = =~ pak rozloZeni této

i= i=1 G /n

nahodné veliCiny lze aproximovat standardizovanym normalnim rozlozenim. Zkracené piSeme U,, = N(0,1)



Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vybérového primeéru.

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A( ) a necht je splnéna podminka n% €- % > 5 . Pak statistika U = |

-9
\/ss—si
n

konverguje v distribuci k nahodné veli¢ing se standardizovanym normalnim rozloZenim. (Rikame, ze U ma asymptoticky
rozlozeni N(0,1) a piSeme U = N(0,1).)

Vysvétleni:

Protoze X4, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A( 9 ), bude mit statistika Y,, = Z X, (vybérovy uhrn) rozlozeni Bi(n, 9). Y,

ma stiedni hodnotu E(Y,) =n$ arozptyl D(Y,) = n% -3 . Podle centralni limitni véty se standardizovan4 statistika

Y, —nd : s - . o o o - o
U= Tn}\asymptotlcky fidi standardizovanym normalnim rozlozenim N(0,1). Pokud ¢itatele 1 jmenovatele podélime n,
n [— —
Yn L ) i N }
c 71w 4 n n .- ' M — 3 7
dostaneme vyjadfeni: U = — == — ——_~N§I_




Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9 :
Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr ¢ jsou:

m(l - m m(l— m
d=m~— ( )ul,lz,h=m+ ( )ul,lz.
n n
Vysvétleni: .
- S ‘ — 3 - 14 M ‘ — w — /4 /4 * W W W W 14
Pokud rozptyl p &1 = nahradime odhadem , konvergence ndhodné veli¢iny U k veli¢ing s rozlozenim
n n

N(0,1) se neporusi. Tedy

| |
M -9
V e 1—x£pI—ul , < —<u, /2I:
| M({1~-M) |
\ n )
( — M) M) )
- pl M M({O—-M) <9 <M+ M (1 M)u |



Priklad: Nahodné bylo vybrano 100 osob a zjiSténo, Ze 34 z nich pouziva zubni kartd¢ek zahrani¢ni vyroby. Najdéte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana osoba pouziva zubni kartd¢ek zahranicni vy-
roby.

Reseni:

Zavedeme nahodné veli¢iny X, ..., X g, pii¢emz

X; =1, kdyz i-t4 osoba pouziva zahrani¢ni zubni kartacek a

X; = 0 jinak,

i=1,...,100.

Tyto ndhodné veli¢iny tvofi nahodny vybér z rozlozeni A(9 ).

n =100, m = 34/100, a.= 0,05, Uy =g 75 = 1,96.

Oveéreni podminky n (1- 9) > 9: parametr $ nezname, musime ho nahradit vybérovym prumérem.
Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.

m(l— m) m(l~ m)

Dosadime do vzorce: d = m - u,, ,,h=m+ u,_, ,,tedy
n n
0,34(1- ),34) 0,34(1—),34)
d=034- [———""2196 = 0,2472 ,h = 0,34 + |[————>1,96 = 0,4328 .
100 100

S pravdépodobnosti ptiblizné 0,95 tedy 0,2472 < $ < (,4328.
Znamena to, ze s pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy mizeme oCekavat, Ze v populaci je 24,7% az 43,3% osob, které pou-
zivaji zubni kartacek zahrani¢ni vyroby.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom piipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhé¢ho jména napiSeme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejitho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 2

d h
0,247155 | 0,432845
Vidime, Ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost pouzivani zubniho kartacku zahrani¢ni vyroby bude pohy-

bovat v mezich 0,2471 az 0,4328.

-

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 ptipadech ulozime 34 jednicek (indikuji pouzivani zubniho kartac-
ku zahrani¢ni vyroby) a 66 nul (indikuji pouZivani zubniho karta¢ku domaéci vyroby).

Statistika — Zéakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaskrtneme
Meze spolehl. prim. — ponechdme implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:
Popisné statistiky (Tabulka3)

N platnych Prdmeér Int. spolehl. Int. spolehl.
Proménné -95,000% 95,000
X 100 | 0,340000 0,245532 0,434468

Dospéli jsme k vysledku, ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se pravdépodobnost pouzivani zubniho kartacku zahranicni vy-
roby bude pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.



Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu — Jeden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozorovany podil p: 0,34,
Velikost vzorku: 100, Spolehlivost: 0,95 — Vypocitat.

Dostaneme tabulku:

Hodnota
Podil vzorku p 0,3400
Velikost vz ve skup. (N) 100,0000
Interv al spolehliv osti 0,9500
Meze spolehliv osti:
Pi (pfesné):
Dolni mez 0,2482
Horni mez 0,4415
Pi (pfiblizné):
Dolni mez 0,2501
Horni mez 0,4423
Pi (ptvod.):
Dolni mez 0,2472
Horni mez 0,4328

Zajima nas vysledek uvedeny v dolni Casti tabulky, tj. Pi (ptivod.). Zjistujeme, Ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se
pravdépodobnost nakupu v internetovych obchodech bude pohybovat v mezich 0,2472 az 0,4328.



Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob v populaci odhadli se spolehlivosti 90% a Sitka
intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, b) 0,01?

Reseni:
Sitka 100(1-a))% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9 :
_ I ( _ _ .
bt MO A [
n N n ) n
Pozadujeme, aby h— d < A, tedy 229", <o, Odtud vyjadfime o > 224 L
n

Ptedpokladejme, Ze nemame zadné predbézné informace o podilu modrookych osob v populaci. Musime tedy zvolit takové

m, aby Sitka intervalu spolehlivosti byla maximalni. Maximalizujeme vyraz m € n-m 0’ Derivujeme podle m a

14 1 w7 W 14 . v
polozime rovno 0: 1 = 2m = 0= n = 5 .V tomto ptipadé volime relativni ¢etnost m = 0,5.

4m€-nu, 0 _4°0505u,," 405051645
A 0,06° 0,06°

Uvedenou podminku tedy splnime, kdyZ vybereme asponi 752 osob.

ada) n =

= 751,67

adb)n24m1_n,ul_22:4'0,5‘0,5'u0,952 :40950,51,6452
A 0,01 0,01
Chceme-li dosdhnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat asponi 27 061 osob.

= 27060 ,25



Modifikace: Predpokladejme, ze v populaci je nanejvys 30% modrookych osob. Pak relativni ¢etnost m = 0,3.
4m€-na, 40307 u,," 403071645
A 0,06° 0,06°

V tomto ptipadé staci vybrat 632 osob.
Ve srovnani s predeslym piipadem vidime, Ze rozsah vybéru skutec¢né klesl.

ad a) n=

= 631,41

ad b)
_4m®-mu C 40307 u,, 40307 16457
n > = . = . = 22730 ,61
A 0,01 0,01

V tomto ptipadé musime vybrat aspon 22 731 osob.




Testovani hypotézy o parametru $

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni A(9 ) a necht je splnéna podminka n% -3 > 9.
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu

Hy: & =c proti alternativé H;: $ # ¢ (resp. H;: 8 <cresp. Hi: 8 >c¢).

Mo , ktera v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

/c(l— 2)
n

Kriticky obor ma tvar w = »,~u )V u, .,,® (resp. w="»—u ) resp. w = {u, ,* ).
(Testovani hypotézy o parametru ¢ lze samoziejmé provest 1 pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti ne-
bo pomoci p-hodnoty.)

Testovym kritériem je statistika 1, =




Piiklad: Podil zmetku pii vyrob¢ uréité soucastky ¢ini 8 = 0,01. Bylo nahodné vybrano 1000 vyrobki a zjistilo se, Zze mezi nimi je 16 zmetku.
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: S =0,01 proti oboustranné alternativé H;: S £0,01.

Reseni:

Zavedeme nahodné veli¢iny X4, ..., Xjoo0, pfi¢emz X; = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek a X; = 0 jinak, i =1, ..., 1000. Tyto ndhodn¢ veliCiny

tvoti nahodny vybér z rozlozeni A(9 ).
Testujeme hypotézu Ho: 9 = 0,01 proti alternativé Hy: $ #0,01.

16
Zname: n = 1000, m = IOF =2,016 ,¢=0,01,a=0,05, uj_q2 =975 = 1,96

Ovéfeni podminky n$ €~ 9 >9:1000.0,01.0,99 =9,9>9.

_ 0,016 —),01
Realizace testového kritéria: t, —— = 1,907 .
\f € [o,01-099
1000
Kriticky obor: W = = »,—u 975 L[ © = &0 —196) 1,96,% - Protoze 1,907 ¢ W, Hy nezamitime na asymptotické hlading

vyznamnosti 0,05.

m(l — m) 0,016 0,984
d=m- |[—u, , , =0,016 — |[———196 = 0,0082
n 1000
m(l— n) 0,016 - 0,984
h=m+ [—u,_,,=0,016 + [—— 196 = 0,0238
n 1000

Protoze ¢islo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, Hy nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativé, vypocteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 —0,97104 } = 0,05792.
ProtoZe vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hyp nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):
Statistiky — Zékladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do
policka P 1 napiSeme 0,016, do policka N1 napiseme 1000, do policka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2 napiSeme 32767

(veétsi hodnotu systém neumoZzni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0,05.

2[_1x

[ Starno
Fozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

4 (T = B T = oy dednost _Yipaie!

r2 (0,00 EI Mz (10 EI P {* Oboustr.

Rozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]
P [o. @smndt 1, |§| N1:|T|§| p: 1,0000 Vipodet
Pz [0 [Esmodzfi. [ nefin [F ¢ Jednost

)
[ “ibérow) primeér vi, stiedni hodnota Bzl

R ozdil mezi dvéma poméry

P [oreno [ wi:fioon [  Jodnost
p2 [momn [ wz[3zwEr [ OB G Dboust




Priklad: Novy lécebny postup povazujeme za uspésny, pokud po jeho ukonceni bude dosaZeno zlepSeni zdravotniho stavu
u alesponl 50% zucastnénych pacientli. Nova terapie byla vyzkousSena u 40 pacientli a ke zlepSeni doSlo u 24 osob, tj. u 60%.
Je mozné na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze tato terapie nedosahuje uspésnosti aspont 50%?

Reseni:

Zavedeme nahodné veliCiny X4, ..., X4, pfi¢emz

X; =1, kdyz terapie u i-t€ho pacienta byl ispésna a

X; = 0 jinak,

i=1, ..., 40.

Tyto ndhodné veliCiny tvoii nahodny vybér z rozlozeni A(9 ).

Testujeme hypotézu Hy: 8 < 0,5 proti pravostranné alternativé Hy: 9 >0,5.

24
Zname: n =40, m = 20 =326,¢=0,50=0,05,u;4=up95 = 1,645

Ovéfeni podminky n -9 > 9:40.0,6.0,4 = 9,6 > 9.

. z Sz o m 0,6~ ),5
Realizace testového kritéria: t, = = == =1,2649 .

\FT— .~ fos5-05
n 40

Kriticky obor: W = (u, . = {u,,..® = (1645, _

0,952

ProtozZe 1,2649 ¢ W, H, nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

[ Testy rozdili: r, %, priméry: Tabulka9 ?|-|x

™| Poslat/tisknout wislediy kadd, wipoétu do okna protokolu

— Bozdil mezi dvéma kareladnimi koeficienty

a: fooo [ owefio  Jednosy,  Yiposst |
2 o [ wzfin E PG st

— Rozdil mezi dvéma primény [narmalni rozdéleni]

P o, Esmoa:fi. F i [ et vipotet |
e (N = [ -2 EO = W :: Jednost.

[~ wibénow primér s, stiedni hodnota * Oboustr

— Rozdil mezi dvéma pomény

F1: IWE N1:|4D—E _ &+ Jednostr.
P2 IWE N2:|32?E? E A0 " Oboust.

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031, tedy vétsi nez asymptotickd hladina vyznamnosti 0,05. Hy nezamitame

na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



