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Kapitola 1

Uvod

1.6 Kritéria pro definici plazmatu
1.6.1 Kvazineutralita

Pokud nejsou pritomny néjaké vnéjsi poruchy je plazma makroskopicky neutrdlni, tzv. kvazineutralni. V opa¢ném ptipadé
vznik velkych Coulombovskych sil obnovujicich kvazineutralitu. Musely by byt vyvazovany enormné velkou kinetickou
(tepelnou) energii édstic.

Odchylky od kvazineutrality jen na vzdéalenostech, na kterych je mozné elstat. potencialni energii vyvazit tepelnou energii
castic &~ charakteristicka délkova mira v plazmatu, tzv. Debyeovska délka.

1.6.2 Debyeovské stinéni

Debyeovskad délka je dulezity fyzikalni parametr popisujici plazma: mira vzdalenosti, na kterou nabita ¢astice ” pociti” vliv
jiné nabité ¢dstice nebo plochy s nenulovym potencidlem. Odstinén{ je dusledkem kolektivniho chovéni ¢éstic.

Ap = <€0kT)1/2. (1.1)

Nnee?

Pokud je v plazmatu néjakd sténa, jim vytvorena perturbace se muze §itit do vzdédlenosti fadové Ap od tohoto povrchu.
Oblast v blizkosti stény, kterd se nedd povazovat za kvazineutralni se nazyva sténova vrstva (angl. sheath).

Ap je velmi malé
e vyboje v plynech T =10*K an, = 101m=2 = A\p = 107*m
e ionosféra T =10K ane =102 m—2 = A\p =103 m.

e mezihvézdné plazma = Debyeovska délka az nékolik metri

Definujeme Debyeovu kouli: koule uvniti plazmatu o poloméru Ap. Elstat. pole mimo tuto kouli je odstinéno = kazdy
naboj v plazmatu interaguje kolektivné pouze s nabitymi ¢asticemi v Debyeové kouli.

Pocet elektront v Debyeové kouli je roven

4,4 [ egkT \P?
ND = gﬂ')\D?’Le = 577' (m) . (12)

Debyeovské stinéni je charakteristické pro vsechny typy plazmatu = prond tii kritéria pro definici plazmatu:
1. V médium musi byt dostatek prostoru pro kolektivni stinici efekt
L> A\p, (1.3)
kde L jsou fyzikalni rozméry plazmatu.

2. dostatecné velky pocet ¢astic uvniti Debyeovy koule

neAp > 1. (1.4)
Definujeme plazmovy parametr
1
= 1.5
9= 0% (1.5)

a podminka g < 1 je tzv. plazmovd aprozimace.
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3. Ackoliv vztah (1.3) jiz vyjadiuje podminku kvazineutrality ¢asto se tato podminka zduraziuje nezédvisle:

Ne = Zm (1.6)

1.6.3 Plazmova frekvence

Dulezitou vlastnosti plazmatu je stabilita jeho kvazineutrality. Pokud je plazma vychylovano z rovnovaznych podminek,
kolektivnich pohybu ¢astic kvuli obnoveni ndbojové neutrality =. charakterizovano pfirozenou frekvenci, tzv. plazmovd
frekvence. Perioda oscilaci = pfirozené ¢asové métitko pro srovnani s disipativnimi mechanizmy potla¢ujicimi kolektivni
pohyby elektront.

Elektronova plazmova frekvence

2\ 1/2
Wpe = ("ee ) . (1.7)

MeEo
Cturtd podminka pro existenci plazmatu:
Srazky mezi elektrony a neutraly tlumi oscilace, ty nesmi byt potlacovany piilis
Vpe > Ven, (1.8)
kde ven je srazkova frekvence elektront s neutraly, vpe = wpe/2m. Alternativné
WpeT > 1, (1.9)

kde 7 = 1/ven vyjadiuje prumérnou dobu, kterou elektron putuje mezi dvéma srdzkami s neutraly. Ctvrta podminka
pro existenci plazmatu také vyjadiuje, ze prumérna doba mezi srazkami elektron-neutral musi byt velka ve srovnani s
charakteristickou dobou, béhem niz se méni fyzikalni parametry plazmatu.



Kapitola 2

Pohyb castic v elektromagnetickych polich

2.1 Uvod

Studium pohybu nabitych ¢astic v silovych polich umoznuje ziskat fyzikalni nahled na dynamické procesy v plazmatu,
protoze piirodni i laboratorni plazmata jsou ¢asto ovliviiovdna externimi silovymi poli. Zaroven to umoznuje ziskat
informace o nékterych makroskopickych jevech, které jsou vysledkem kolektivniho chovani velkého poctu castic.

Magnetické pole B udrzuje nabité ¢astice v plazmatu, a tim udrzuje samotné plazma. Elektrické pole E je v laboratoii
casto vyuzivano pro generaci plazmatu. Pohybova rovnice pro Lorentzovu silu F je

i—l;:F:q(EJrva), (2.1)

kde p je moment hybnosti ¢astice a v jeho rychlost. Rovnice je relativisticky spravné pokud
p=ymv, (2.2)
kde m je klidova hmotnost ¢astice a v je Lorentzuv faktor definovany

v = (1—1)2/02)_1/2. (2.3)

V mnoha ptipadech v8ak vystac¢ime s nerelativistiskym ptiblizenim

dv

"t

Reseni v homogennim elektrostatickém poli je trividlnim opakovanim. Struéné si tedy v nasledujici kapitole zopakujeme
feSeni v homogennim magnetostatickém poli a v kombinaci obou.

= q(E+vxB). (2.4)

2.2 Homogenni magnetostatické pole a plazma jako magnetikum
2.2.1 Formalni feSeni pohybové rovnice
V piipadé neexistence elektrického pole fesime pohybovou rovnici
v
dt
Je vyhodné rozlozit rychlost v na komponentu v paralelni se smérem B a v, kolmou na B. Pak pro tyto dvé komponenty
rychlosti dostaneme nasledujici formalni feseni

=q(vx B). (2.5)

v = konst (2.6)
v, = 2.xr.,
kde B B
Q-8B _ldBy _ga. (2.8)
m m

Vyslednd trajektorie ¢astice je superpozici pohybu s konstantni rychlosti podél B a kruhového pohybu v roviné kolmé
na B, takze ¢astice opisuje sroubovici. Uhel mezi B a smérem pohybu ¢astice (ihel sklonu)

a = sin~! (%) = tan~! (%) . (2.9)

Polomeér kruhové driahy nazyvany téz gyracni, cyklotronovij nebo Larmoruv polomér je
v muv,

oL _ L 2.10
Q. |qIB (2.10)

Te =
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2.2.2 Magneticky moment

Magneticky moment m asociovany s cirkulaé¢nim pohybem néboje, tj. proudem I, je kolmy k plose A, kterou definuje
trajektorie cirkulujictho ndboje a ma opa¢ny smér nez externé aplikované pole B. Jeho velikost je dana

Im=TA. (2.11)
Proud muzeme vyjadrit jako tok néboje:
gl _ lql€

kde T, = 27 /Q. je perioda orbitdlniho pohybu (cyklotronovd nebo Larmorova perioda). Velikost m muze tedy vyjadrit
i jako
gl 1
|m| = 27TC7TT§ = 2|q|ch3 (2.13)
nebo pouzitim vztahu Q. = |¢|B/m a r. = v, /. jako

1 2
§m’UL 1
= = — 2.14
mj = 274 = DL (214)

kde W vyjadiuje ¢ast kinetické energie Castice asociované s transverzalni rychlosti v, . Ve vektorové podobé pak muzeme
psat

Wi

m="p

B. (2.15)

2.2.3 Magnetizacni proud

Uvazujme nyni soubor nabitych édstic, kladnych a zdpornych ve stejném poctu (napf. ptipad plazmatu s malou hustotou,
kde muzeme zanedbat srdzky ¢dstic). Pak plati, ze stfedn{ doba mezi srdzkami je mnohem vétsi nez gyraéni perioda (tato
podminka je splnéna pro mnoho plazmat ve vesmiru). Pak magnetické momenty, které jsou spojené s pohybem ¢dstic
(hustotou proudu), vytvari vnitini magnetické pole, které muze byt tak silné, ze vyznamné meéni vnéjsi magnetické pole.

Abychom vyjadrili vyslednou hustotu el. proudu, uvazujme makroskopicky objem, ktery obsahuje velké mnozstvi ¢éstic.
Necht S je ¢ast plochy v tomto objemu a kiivka C tuto plochu ohrani¢uje. Na rozdil od &éstic na trajektoriich, které
protinajici plochu S jedenkrat (trajektorie 1 na obrazku), édstice na trajektoriich protinajici S dvakrdt (trajektorie 2
na obrazku) nepfispivaji k vyslednému proudu.

Oznac¢ime df element kiivky C. Pocet trajektorii, které obkrouzi d/ je nA - dl, kde n je pocet trajektorii odpovidajicich
proudu I na jednotkovy objem a A je orientovand plocha, kterou kazda trajektorie uzavira. Vysledny proud protinajici
S je pak dén integraci proudu kolem d/ pres celou kiivku C"

In:jé]nA~dI. (2.16)
Protoze m = I A je magneticky moment na jednotku objemu, je magnetizacni vektor M dan
M =nm=nlA, (2.17)
takze
Inzj{M-dI:/(VxM)-dS. (2.18)
S
Muzeme definovat prumérnou hustotu magnetizaéniho proudu protinajici plochu S:
I, = / Jy - dS, (2.19)
s
takze dostavame
Jy=VxM, (2.20)
kde -
nwi
M:nm:—(BQ)B. (2.21)

Hustotu naboje pps spojenou s hustotou magnetiza¢niho proudu Jy; muzeme vyjadfit z rovnice kontinuity

Opm
—_ . =0. 2.22
ot +V-Ju=0 ( )
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Protoze Jyy = V X M a protoze pro libovolny vektor a plati V - (V x a) = 0, je hustota ndboje pps konstantni v ¢ase.

V Maxwellové rovnici

V x B = po <J + 60%—f> (2.23)

muzeme rozdélit celkovou hustotu proudu J na dveé slozky: magnetizacni hustotu proudu Jy; a hustotu J' odpovidajict
jinym zdrojam, tj.
J=Jy+J. (2.24)

Kdyz vyjadiime Jy; pomoci M, dostaneme

E
VxBu0<VxM+J’+eO%—t), (2.25)

coz muzeme jeSté preusporadat jako

1 OE
\Y —B-M)|=J —. 2.26
- (Mo ) 0 (226)
Definujeme-li efektivni magnetické pole H vztahem
B = jio(H + M) (2.27)
muzeme rovnici (2.26) napsat jako
OE
VxH=J +¢e—. (2.28)
ot
Pokud je M timérné B nebo H
M = .. H, (2.29)

existuje jednoduchy linearni vztah mezi B a H. Konstanta y s se nazyva magnetickd susceptibilita prostiedi. Pro plazma
je vSak M o 1/B (viz rovnice (2.21)), takze nenf vyhodné popisovat plazma jako magnetické prostiedi.

2.3 Homogenni elektrostatické a magnetostatické pole
Provedeme opét formélni feseni pohybové rovnice

m%Y — o(E+ v x B) (2.30)
dt
El x B qEH
V(t) =Q.xr,+ T + Wt + VH(O) . (2.31)

Prvni ¢len piedstavuje gyracni kruhovy pohyb, druhy ¢len je drift vy gyracniho stfedu ve sméru kolmém na E; a B),
tfeti ¢len je konstantni zrychleni gyrac¢niho stiedu podél B a posledni ¢len je poc¢atecni rychlost rovnobézna s B. Rychlost
v nezavisi na hmotnosti ani znaménku naboje a ¢asto se nazyva plazmovd driftovd rychlost nebo elektromagneticky
plazmovy drift. Protoze E| x B = (0, mizeme psat

E x B
B2

vg = (2.32)

2.4 Drift zptisobeny externi silou

Jestlize je pritomna néjakd dalsi externi sila (gravitacni nebo inercidlni, pokud uvazujeme neinercialn{ soufadny systém),

musi se pohybova rovnice modifikovat:
dv
mE:q(EvaxB)wLF. (2.33)
Efekt této sily je formalné podobny pusobeni el. sily. Pfedpoklddejme, ze F je homogenni a konstantni v ¢ase. Potom
analogicky k elektromagnetické driftové rychlosti, tato sila zpusobi drift, jehoz komponenta kolma na B je
F xB

V piipadé homogenniho gravita¢niho pole F = mg

_mgxB

= 2.
Vg q BQ ( 35)
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2.5 Prostorové nehomogenni magnetické pole
Pro prostorové nehomogenni pole je integrace pohybové rovnice matematicky naro¢ny problém. Pokud néas vSak ne-
zajimaji detaily pohybu ¢édstice a muzeme predpoklddat, ze magnetické pole je silné a pomalu se ménici, zatimco el.
pole je slabé. Prostorovou skalou je v tomto piipadé gyracni polomeér:

VB

e <1, (2.36)

Reseni pohybu ¢éstic zalozeném na této aproximaci se casto rika aproximace gyraéniho stredu nebo Alfvénova aprozimace.

Pokud se muze libovolnd ze tii komponent vektoru B ménit v prostoru, mame celkem 9 parametru.

0B, /0x 0B,/0x 0B,/0x X
VB=(x y 2)| 0B;/0y 0B,/0y 0B,/0y y (2.37)
0B, /0z 0B,/0z 0B,/0z b4
Pouze osm jich je v8ak nezavislych, protoze
0B 0B 0B
V-B=—" 4 = =0 2.38
Or + dy + 0z ( )
V nasledujicim budeme predpokladat kartézsky systém soufadnic, v némz
B(0,0,0) = By = By? (2.39)

Devét komponent tenzoru VB muzeme seskupit do ¢tyf skupin:

e divergentni ¢leny 0B,/0z, 0B,/0y, 0B./0z
e gradientnf cleny 0B,/0x, 0B./dy

e cleny zakiiveni 0B, /0z, 0B,/0z

e smykové ¢leny 0B, /0y, 0B,/0x

2.5.1 Divergentni ¢leny

Abychom lépe rozumnéli prostorové nehomogenité magnetického pole, je dobré si zndzornit magnetické silocary pro
jednotlivé pripady. Diferencidlni element silo¢ary vyjadiime jako

ds = dzx + dyy +dzZ2 (2.40)
Pak musi platit, ze
ds xB=0 (2.41)
coz dava vztah d d d
o _ 4y _°& (2.42)
B, B, B,

Protoze nas nyni zajima jen divergentni clen a kolem pocatku sméfuje pole predevsim podél osy z, muzeme rozvést B,
a B, do Taylorovy fady:

0B, 0B,
0B 0B

Magnetické silo¢dry protinajici rovinu z = 0 v bodé (z1, y1,0) spliiuji ndsledujici rovnice

dz. By, 1 (0B,
dz B, B,

e ) n (y=0) (2.45)

dy
dz

sy |@U:J

S

(2 e .40
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2.5.2 Gradient a zakiiveni

Magnetické pole vyjadiené néasledujicim vztahem vykazuje gradient ve sméru x
B =DB.7z=By(1+ax)Z (2.47)

Musime si uvédomit, ze v oblasti, kde J = 0, by toto pole nespliiovalo Maxwellovu rovnici V x B = 0, takze musime
pridat i ¢len zaktiveni B, X = Bpazx a magnetické pole vyjadiime jako.

B = By [azX + (14 ax)Z] (2.48)

Veétsinou ovSem nastava situace, kdy jsou ptitomny vSechny ¢leny odpovidajici divergenci, gradientu a zakfiven{ (napf.
magnetické pole Zemé). Smykové ¢leny nevyvoldvaji v aproximaci prvniho fddu zadné drifty, a proto se jimi déle
nebudeme zabyvat.

2.6 Aproximativni feSeni pohybové rovnice v nehomogennim magnetostatickém
poli

Opét uvazujeme piipad

Blizko poc¢atku muzeme provést Tayloruv rozvoj
B(r)=By+r-(VB) + ... (2.50)

a predpokladame
0B =|r-(VB)| < |By]|. (2.51)

takze magnetické pole pusobici na éastici se 1isf velmi mélo od pole ve gyraénim stiedu. Clen prvniho fadu Taylorova

rozvoje r - (VB) muzeme explicitné zapsat jako

0 0 0
r-(VB) = (r-V)B - (x£+ya—y+z&)3_

OB, 9B, 0B\ . OB, 9B, 0B, .
T +y +z X+ xc’)x +y +z y+

Or dy 0z dy 0z
0B, 0B, 0B\ .
2.52
($8x+y8y+zaz)z (2:52)

pricemz derivace musi byt provedeny v poc¢atku souradného systému.

Jestlize dosadime aproximativni vyjddieni B (2.50) do pohybové rovnice, dostdvame

dv

may = q(v x By) + qv x [r- (VB)] (2.53)

Rychlost ¢astice je ptiblizné souc¢tem
dr(o) dr(l)

— v© 1 — 2.54
Vvt a T a (2:54)
kde vV je porucha prvnfho fadu
‘.,(1)‘ < }.,<o>‘ (2.55)
a v je fesenfm rovnice nulového Fadu
dv(©®
=g (v<0> x BO) (2.56)

které jiz bylo diskutovéno diive. Pokud dosadime rozvoj rychlosti do rovnice (2.53) a zanedbdme ¢leny druhého Fadu

dv

m-— = q(v x Bo) + v x [r . (VB)] (2.57)

Druhy ¢len piedstavuje jakousi dodatec¢nou silu k piipadu homogenniho magnetického pole. Tato sila vSak neni konstantni
a zavisi na okamzité poloze ¢astice. Proto se béhem jedné gyracni periody objevi malé oscilace. Pokud nés zajima jen
pohyb gyracniho stfedu, staci se zajimat o tuto silu vystfedovanou pies jednu gyraéni periodu.
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2.7 Pruameérna sila na castici v nehomogennim magnetostat. poli béhem gyracni
periody

Zavedeme soufadny systém, jehoz pocatek se pohybuje pocatecni rychlosti ¢astice ve sméru rovnobézném s B. V ho-

mogennim poli by pak ¢astice konala kruhovy pohyb. V uvazovaném slabé nehomogennim poli se trajektorie ¢astice

nebude pfilis lisit. Pokud by ale byly silo¢ary mg pole zakiivené, nebyl by nés zvoleny souiradny systém inercidlni, museli

bychom uvazovat inercidlni sily a v dusledku toho by se projevil dalsi drift. Prozatim budeme predpokldadat, Ze silocdry

zakriveny nejsou a tomuto problému se budeme vénovat v jedné z dalsich kapitol.

Vzhledek k vyse uvedenym predpokladiim se vektory nulového fadu, v(@ a r(® | nachézi v roviné (z,y). Silovy ¢len
F=qv x [r@) : (VB)} (2.58)

mizeme rozdélit na komponentu Fy podél By (osy z) a komponentu F) kolmou k By. Pouzijeme-li lokdlni vélcové
soufadnice (r, 0, z), jejichz osa z mii{ ve sméru By, méme

oB
© . (vB) = 0= 2.59
(0. (VB) = 022 (2.59)
Protoze -slozka mg pole je rovnobézna s v(®)| neprispiva k F, zatimco B,# prispiva k Fja B,z k F,. Proto
0B 0B
F. = ( (0) ) @987 _ 1,00, 92 5 9.
I g (v x F) = lg|v'™r 5, 2 (2.60)
B. B.
F, = ¢ (V(O) X 2) T(O)aﬁ—r = f|q|v(0)r(0)aa—rr, (2.61)
kde r(® je cyklotronovy polomér odpovidajici By
©) (0)
O L 2.62
r% = = . .
a. ~ TalBo (262
Pouzijeme-li vztah pro velikost magnetického momentu (2.14), muzeme vztahy prepsat
9B,
Fi = 2|m| 5 2 (2.63)
0B
F, = -2 =7 2.64
. m 22 (2.64)

Stfedn{ hodnoty F a F pfes jednu gyracni periodu jsou

2|ml|2 (%fagrde) _ 2|m|f((6£T)> (2.65)
—9|m| (%%‘iﬁz Fd9> _ 2|m|<<Fa£Z>>. (2.66)

Vlivem stfedni sily (Fj) dané vztahem (2.65) dochézi ke zrychleni gyracniho stfedu ve sméru paralelnim k By. Jde o
efekt divergentnich ¢lena B. Stfedni sila (F,) je odpovédnd za drift gyraéniho stfedu ve sméru kolmém. Jde o vliv
gradientnich clenu B.

(Fip)

(F1)

2.7.1 Paralelni sila

Budeme se snazit néjak 1épe vyjadrit <(B£ T)> Maxwellova rovnice V - B = 0 ve vélcovych soutadnicich:
10 10 0
-—(rB -— (B —(B,)=0. 2.
rar(r T)+7’89( 9)+8z( ) =0 (2.67)
Prvni ¢len muzeme rozepsat
10 0B, B,
-~ (rB,) = =, 2.68
r or (rBy) or + r ( )

Protoze pro r = 0 mame B, = 0 a protoze blizko poc¢atku se B, méni jen malo, muzeme psat

B, 0B,
_ 27 2.
r or (2.69)
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a vyuzitim ptfedchozich dvou rovnic méme z V- B =0

0B, 1 /10By 0B,
= — — —_— . 2'
or 2 (T 00 * 0z ) (2.70)
Nyni vyjadiime stfedni hodnotu pfes jednu gyracéni periodu:
0B, 1.1 (0By 1 /0B,
__ 11 1 _ 2.71
<( or )> 2<7’(89 )> 2<( 8z)> (2.71)
Dale plati
1 (0B 1 1 (0B
(=YW= — o ([ =) g9 = 2.72
<r<89>> 2#7{r<89> 0 (272)
a protoze 0B, /0z je uvniti trajektorie ¢dstice pomalu se ménici funkce, muzeme ji vytknout pred integral
9B, 1 OB, 0B, OB
— )= = do = =—. 2.
<< 0z >> 2#%(&2) 0z 0z (2.73)

Navic jsme nahradili B, polem B, protoze vSechny prostorové zmény jsou velmi malé. Konec¢né tedy dostavame

<(a£f)>=—% (%—lj) : (2.74)

coz vyuzijeme pro vyjadieni sttedni hodnoty paralelni sily

(F) = ~Im| 22z = —|mi(VB), (2.75)

nebo

(Fj)=(m-V)Bz=-""1((B-V)B], . (2.76)

2.7.2 Kolma sila

V roviné (z,y) budeme nyni uvazovat kartézskou soustavu soufadnic x = rcos(f) a y = rsin(6). Pak

F = cos(0)X + sin(0)y (2.77)
a
0 dr o dyo E ) E
el + oy COS(Q)az + sin(6) 9y (2.78)
Odtud
_(0B.\, o 0B,
( (W)> = {[cos(0)X + sin(0)y] cos(@)—x + sin() 9y )
— 2 % s : aBz Py
= (cos () 5 X) + (sin(0) cos(6) B )+
. 0B, . . 9, 0B,
+(cos () sin(0) 9y X) + (sin”(6) By y). (2.79)

Déle budeme aproximovat (0B, /0x) vyrazem (0B/0z) a (0B./dy) vyrazem (0B/0y). Protoze jde o pomalu se ménici
¢leny, miizeme je vytknout pfed integral stfedni hodnoty a s vyuzitim (sin(f) cos(d)) = 0, (sin®(0)) = (cos?(0)) = 1/2
dostaneme

0B, 10B, 10B,
P =3t g, (2.80)
Tento vyraz dosadime do (2.66) pro silu
0B . 0B
(FL) =—|m| <%x + a—yy) = —|m|(VB), . (2.81)
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2.7.3 Celkova stiedni sila
S vyuzitim vysledku pfedchozim dvou odstavci muzeme napsat vyslednou stiedni silu
(F) = —=|m|(VB)) — |m|(VB)L = —|m|VB. (2.82)

Alternativné muzeme vyuzit vektorové identity

(VxB)xB=(B-V)B-V (332) (2.83)
a psat
(F):—%[(B-V)B—(VXB)XB] . (2.84)
Protoze m = —|m|B/ B, dostdvame
(Fy=(m-V)B+mx (V x B). (2.85)

Toto je obvykly tvar pro silu pusobici na maly prstencovy proud vnofeny v nehomogennim magnetickém poli. Prvni
¢len na pravé strané udava silu pusobici jen na magneticky dipdl.

2.8 Gradientni drift VB
Ze vztahtu (2.34) a (2.81) vidime, ze sfla (F) ) zpusobi drift gyra¢niho stiedu s rychlosti

(F.)x B |m| (VB) x B
_ _ B)x B 2.
Vg q 3 q 3 ( 86)

Tento gradientni drift je kolmy na B a jeho gradient. Jeho smér zavisi na znaménku naboje, coz muze zpusobit elektricky
proud.

Fyzikalni duvod gradientniho driftu: gyra¢ni polomeér klesd, kdyz se pole zvétsuje — polomér zakiiveni drahy se zmensuje
v mistech se silnéjsim B. Kladné ionty rotuji po sméru hodinovych rucicek pro B sméfujici k pozorovateli, zdporné naboje
opaé¢né (viz obr. 7?) — kladné ionty driftuji vlevo, elektrony vpravo.

V ptipadé bezsrazkového plazmatu je hustota magnetizacéniho proudu Jg zpusobend gradientnim driftem dédna vztahem
1
Jo = 5V Z qiVaGi , (2.87)
K3

kde sumace bézi pfes viechny nabité ¢dstice ve vhodné zvoleném objemovém elementu 6V. Z predchozich dvou vztahu

mame
B 1 (VB) x B
Jo=— <_5v S :|ml|> — (2.88)

i

2.9 Paralelni zrychleni gyrac¢niho stredu

V piipadé existence divergentnich ¢lenu nehomogenity magnetického pole, tj. jeho podélné zmeény (divergence nebo
konvergence silocar ve sméru osy z) urychluje sila (F) ¢astice ve sméru klesajictho pole nezavisle na znaménku naboje
(viz obr. ??). V ndsledujici ¢dsti budeme diskutovat nékteré dusledky tohoto odpuzovani gyraéniho stiedu od oblasti
konvergujicich magnetickych silocar.

2.9.1 Invariantnost magnetického orbitalniho momentu a magnetického toku

Vyjdeme ze vztahu (2.75) pro (Fj)

dv 0B
I R

Jestlize vynasobime obé strany rovnice v = dz/dt a nahradime [m| = W, /B dostaneme

d
Y| d<1 2> Wy 0B dz (2.90)

g T @ \2™) T T B ez @t
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Protoze v magnetostatickém poli plati
WH + W, = konst. (2.91)

neboli q q 4 /1
— - = —— | Zm? 2.92
dt(WL) dt(W”) dt (2mU|) ) (2.92)
dostaneme za pomoci (2.90)
gy, WeoBd: W, dB
a T B 9zdt B dt’
kde dB/dt predstavuje zménu B, jak ji vidi pohybujici se ¢dstice. Srovname-li tento vysledek s nésledujici identitou

(2.93)

d d (W.B W, dB d (W,
el - [— )| =——4+B— [ — 2.94
") dt(B) Bdt+dt(B)’ (2.94)
dojdeme k zavéru, ze
d (W,
— =) = 2.
” ( 5 > 0 (2.95)
neboli W
Im| = f — konst. . (2.96)

Jestlize se tedy castice pohybuje do oblasti konvergujictho nebo divergujictho B, méni se jeji gyrac¢ni polomér, ale
magneticky moment zustava konstantni. Magneticky moment se oviem zachovavé pouze v pouzité aproximaci, tj. pokud
jsou prostorové zmény B uvniti uzaviené ¢asti trajektorie malé ve srovnéni s velikosti B. Proto se fik4, ze v tomto piripadé
je orbitalni magneticky moment adiabatickym invariantem, obvykle se mluvi o prunim adiabatickém invariantu.

Magneticky tok ®,, plochou uzaviené ¢asti trajektorie Castice je

292 2mm (W
O,= [ B-dS=mB=r"2Llp— LEN 2.
/s S = 7mr ™ D2 Z 5 (2.97)
Proto d 5 d
™m
—(®,) = — =0 2.98
3 (Pm) 7 3 Iml (2.98)

a Céastice pohybujici se v oblasti konvergujiciho pole B bude obihat po draze se stdle mensim polomérem, aby magneticky
tok uzavieny touto orbitou zustal konstantni.

2.9.2 Efekt magnetického zrcadla

Céstice pohybujici se smérem ke konvergujicim magnetickym silo¢aram ziskdva W, v dasledku adiabatické invariance
|m| a ®,, (W, /B = konst. a B roste). Protoze celkova kinetickd energie je v magnetostatickém poli konstantni, klesa
W, = pro dostatecné silné mg pole se muze castice zastavit a pohybovat zpét = odraz céstice

Pokud méme dvé mg zrcadla, ¢astice je uvéznéna mezi nimi =  magnetickd nddoba. Toto zachyceni ale neni tplné
perfektni. Jeho G¢innost se udavé jako ”pomeér zrcadla” By, /By, kde By, je intenzita mg pole v bodeé reflexe (zde je whel
sklonu sroubovice 7/2) a By je mg pole ve stfedu mg nddoby.

Uvazujme nabitou éastici, kterd ma ve stfedu nddoby thel sklonu «g. Nechf v je rychlost ééstice, kterd v magnetosta-
tickém poli zustdvd konstantni. Protoze se ani magneticky moment |m| = W, /B neméni, plati

1 1
§mv2(sin2 a)/B = §mv2(sim2 ap)/Bo, (2.99)

kde « je tihel sklonu ¢astice v misté s mg indukei B. Proto pro tuto ¢éstici v libovolném bodé mg nadoby plati

sina(z)  sin® ag
= ) 2.100

Piedpoklddejme nyni, ze ¢dstice se odrazi u usti zrcadla, tj. & = 7/2 pro B(z) = By, a proto

(sin? ag)/Bo = 1/By, - (2.101)
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To znamend, ze ¢astice majici ihel sklonu aq ve stiedu nadoby rovny
ap = sin"[(Bo/Bm)'?] = sin" (v /v)o (2.102)

je odrazena v bodé, kde je mg indukce By,. V mg nddobé s pomérem B,,/By se ¢dstice majici thel sklonu ve stredu
nadoby vétsi nez ayy odrazi pred koncem mg nadoby. Na druhou stranu, jestlize ma ¢éstice hel sklonu ve stfedu nadoby
mensdi nez oy, nedosdhne tento thel nikdy hodnoty /2 =  Cdstice unikne = existuje tedy ztrdtovy kuzel se
stfedem ve stfedu nddoby a s vrcholovym dhlem 2¢ danym podle vztahu (2.102) pomérem By,/By.

Kvuli vySe uvedenym zavérum maji zafizeni bez otevienych koncu, tj. s mg silo¢arami uzavienymi do sebe, podstatnou
vyhodu pfi udrzeni plazmatu. Jednou z moznosti je torodidlni geometrie. Zde ovSem ¢ini problémy v udrzeni radidlni
nehomogenita pole. Proto je superponovano poloiddlni magnetické pole, coz dava spirdlové silocary jako v tokamaku.
Bohuzel nestability a malé fluktuace opét ztézuji udrzeni horkého plazmatu.

Dobrym ptikladem mg néddoby je magnetické pole Zemé, které zachycuje nabité ¢astice z vesmiru nebo vzniklé ionizaci
atmosféry. Tyto ¢dstice tvori Van Allenovi radiaéni pdsy (viz obr. 7).

2.10 Drift zakiiveni

A7z doposud nebyly diskutovany jevy zpusobené zakiivenim mg silocar. Zde budeme studovat pouze drift zpusobeny
zakfivenim silo¢ar (Eleny 0B, /0z a 0B,/0z), ale je dobré si uvédomit, ze v tomto pfipadé pole nespliuje podminku
V x B =0, takze drifty zptusobené zakfivenim a gradientem pole se vyskytuji pohromadé.

Budeme ptedpoklédat, ze ¢leny 0B, /0z a 0B, /0% jsou tak malé, ze zakiiveni silo¢ar je velmi velké ve srovnani s gyra¢nim
polomérem. Zavedeme lokélni systém souradnic pohybujici se podél silocar rychlosti v. Jednotkové vektory systému
budou B ve sméru silo¢ary, f; ve sméru hlavni normaly k silo¢aie a iy ve sméru kolmém na silo¢aru. Protoze nejde o
inercialni systém, objevi se odstiediva sila. F

mvﬁ A
Fc — 7_R n, (2103)
kde R oznacuje lokdlni polomér zaktiveni mg silocar a v
F.x B mvﬁ X
Vo = q32 = 7RqBQ (n1 X B) . (2104)

Chceme vyjddrit jednotkovy vektor m; pomoci vektoru B (podél silocar). Uvazujme element tseku silo¢ary ds svirajici
thel d¢ s B:
ds = Rd¢. (2.105)

Jestlize dB oznaéi zménu B diky posunu o ds, pak dB mii{ ve sméru i a jeho velikost je
|dB| = |B|d¢ = dé. (2.106)

Nasledneé
dB = mdo. (2.107)

Kdyz podélime tuto rovnici rovnici (2.105) dostavdme

dB
—_— = . 2.108
ds R ( )
Derivaci d/ds podél B muzeme zapsat jako (B - V), takze tuto rovnici muzeme dédle upravit
n « -
& =(B-V)B. (2.109)

Posledni rovnici muzeme dosadit do rovnice (2.103)

F. = —mvi(B-V)B. (2.110)
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Protoze sila F, je kolm4 ke sméru mg indukce B (jeji smér je dén vektorem —ny), zpusobi drift s rychlost{

mvﬁ ~

vc:quQ[ B-V)B] x B (2.111)

Protoze B = BB, muzeme piedchozi dvé rovnice zapsat také jako

2W||

Fo=——3[(B-V)B]L. (2.112)
ve = _EZQ (B-V)B] x B. (2.113)

Protoze pro nédboje opa¢ného znaménka je drift zakiiveni opa¢ného sméru, objevi se elektricky proud

Jo = % ;(QiVCi) = *2($ ;Wz)[(BVBw : (2.114)

2.11 Kombinovany drift gradient-zaktiveni
Drift zakfiveni a gradientni drift se vzdy objevuji spole¢né a oba mifi stejnym smérem, protoze VB mifi opa¢nym
smérem nez F.. Proto mohou byt tyto dva drifty jednoduse secteny:

Ime?
qB?

msz

qB*

vge = Vg + Vo = — (VB)x B — [(B-V)B] xB. (2.115)

Jestlize neexistuji objemové proudy (napi. ve vakuu), takze V x B = 0, umoziuje vektorova identita (2.83) zépis v
kompaktnéjsi podobé

_om s 1, Lo
Voo = —qﬁ(?)” + E’UL)(viB ) x B. (2116)

V zemské magnetosfére blizko rovniku gradientni drift (B kless s vyskou) a drift zakiiven{ zptisobuji pomaly drift kladné
nabitych ¢astic zdpadnim smérem a zdporné nabitych ¢astic vychodnim smérem, tzv. prstencovy proud.

2.12 Pohyb nabitych ¢astic v pomalém casové proménném el. poli

V nésledujicich kapitoldch budeme analyzovat pohyb nabitych ¢astic v pfitomnosti ¢asové proménnych poli. V prvnich
dvou pripadech budeme uvazovat kombinaci homogenniho ¢asové proménného el. pole a homogenniho magnetostatického
pole B. Tento pfedpoklad je splnén pokud je toto magnetostatické pole mnohem vétsi nez magnetické pole indukované
casovou zménou E. El. pole muzeme povazovat za homogenni, pokud jsou jeho prostorové zmény zanedbatelné vzhledem
ke gyracnimu poloméru.

2.12.1 Pohybova rovnice a polarizacni drift

Na okamzik budeme predpokladat, ze charakteristicky ¢as zmény el. pole je mnohem vétsi nez gyracni perioda. Slozka
rychlosti ¢dstice modél mg silocar je ddna vztahem mdy/dt = ¢E, takze mizeme obecné psat

VH(t) -V (0) = %/0 E” (t/)dtl, (2.117)

coz nam zatim nepfindsi zidnou novou zajimavou informaci.

Protoze pole E je pomalu se ménici, necekame, Ze slozka rychlosti kolma na mg silo¢ary se bude ptili§ lisit od stacionarniho
pfipadu. Proto je rozumné hledat analogické feseni k feseni ve tvaru v, = v| + vg, tj.

v, =V +vg+y,, (2.118)
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kde vip = E x B/B? je elektromagnetickd driftova rychlost, kterd se s casem pomalu méni. Dosazen{ tohoto vztahu do
kolmé slozky pohybové rovnice dava

d
ma(viqLvEJrvp):q[EJ_Jr(viquEJrvp) x B]. (2.119)

Protoze také vp = E; x B/B? muzeme vztah piepsat jako

dv/, d E, xB dv,
Jestlize polozime
m ,0E |

= —(—— 2.121
= (05, (2121)

muzeme rovnici (2.120) pfepsat jako
Wi 3% B (2.122)

m=—= tm—S = qv) . .

Pokud by se druhy ¢len na levé strané dal polozit roven nule, jde o rovnici, kterd popisuje kruhovy pohyb kolem mg
silocar. Porovname-li relativni velikosti druhého ¢lenu nalevo s pravou stranou rovnice, dostaneme

Imdwv,/dt|  |(m?/qB?)(9*EL [0*t?)]|
lgv| x B| lqv', B

=(EL/B)/VL[(w*m?)/(¢*B) = lup/v) |(w/Qe)?, (2.123)

kde jsme pfedpoklddali, ze E; je harmonicky ¢asové proménnd veli¢ina s kruhovou frekvenci w. Bude-li tato frekvence
mnohem mensi nez cyklotronova frekvence g, tj.
w <K £ (2.124)

a pokud je ¢len |vg /v’ | rovnéz maly, muzeme ¢len m(dv,/dt) ve srovnéni s jinymi ¢leny rovnice (2.122) zanedbat a
ziskdme rovnici
v’
dt
kterd je identickd pfipadu statickych poli. Z toho duvodu odpovidd v/, obvyklému kruhovému pohybu kolem mg silocar
a nezavisi na zméndch el. pole. Nasledujici dva typy rychlosti tento kruhovy pohyb dopliuji:

m =qv| x B, (2.125)

EJ_ x B
m OE,|
= —(—=). 2.12
wo= () (2.127)

Pomalé zmeény el. pole tedy zpusobi drift s rychlosti v, nazyvany polarizacni driftovd rychlost.

Protoze v, mé opacny smér pro ¢astice opacného znaménka, ¢asové zavislé el. pole produkuje ¢isty polariza¢ni proud
v neutralnim plazmatu a plazma se tedy chova jako dielektrikum. Hustota polarizacniho proudu Jy je rychlost toku
kladnych a zdpornych ndboju skrz jednotkovou plochu a je ddna vztahem

1 1 1 OE| Pm OE |
Jp:WZ%V’”:(WZW)E(W):E(W)’ (2.128)

kde s¢itame pres vSechny kladné a zaporné naboje nachazejici se v malém objemovém elementu 6V a py je hustota
hmotnosti plazmatu.

2.12.2 Dielektricka konstanta plazmatu

Polarizaéni vlastnosti plazmatu souvisi s ¢asovou zmeénou el. pole. V konst. poli se totiz mohou elektrony a ionty nerusené
pohybovat, a tedy zachovavat kvazineutralitu. Protoze se plazma chovd jako dielektrikum, muzeme vzit do Gvahy hustotu
polariza¢niho proudu J, tak, Ze zavedeme dielektrickou konstantu plazmatu. Za tim dcelem muzeme rozdélit celkovou
hustotu proudu J na hustotu polariza¢niho proudu J, a hustotu proudu zpusobenou jinymi zdroji Jy

Kombinaci J,, se ¢lenem egdE/0t, ktery se objevuje na pravé strané Maxwellovy rovnice V x B, dostaneme

OE,  pm OEL
St 1 = 2.1
05 T g — ot ) € ) (2.130)
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kde 0
m
€ =coer = €o(l + 6032) (2.131)
je efektivnd elektrickd permitivita ve sméru kolmém na mg pole. V nékterych pripadech muzeme byt relativni permitivita
€, velmi vysoka.

Vysledna hustota ndboje pp, kterd se akumuluje jako dusledek polariza¢nfho proudu Jp,, musi spliiovat rovnici kontinuity

9pp

oLtV Ay =0. (2.132)
7 (2.132) a (2.128) méme
ppz—%V-EL. (2.133)
Celkova hustota naboje muze byt rozdélena na
= po+py, (2.134)

kde pg odpovida Jy. Za predpokladu, ze paralelni slozka el. pole zmizi vidime, ze

1 Po Pm
E= B ‘E. 2.1
v oot =" sV (2.135)
Odtud s pomoci (2.131) mame
v.E=2. (2.136)

€
Hustotu naboje p, mizeme tedy vzit korektné do tvahy zavedenim efektivni elektrické permitivity e.

Spravnost zavedeni efektivni elektrické permitivity plazmatu muzeme dédle ovérit vypocétem celkové hustoty energie
odpovidajici poli E, kterd je pro dielektrické médium o efektivn{ permitivité e ddna eE?/2. Hustota energie el. pole je

déana jako
1
Wg = 560E2 (2.137)

Abychom vyjadiili dodate¢nou driftovou kinetickou energii ziskanou ¢astici v dusledku polariza¢niho driftu, uvédomime
si, ze vychyleni gyracniho stfedu Ar pro zménu AE ;| za ¢as At je

m OE m
(a;)At T AEL (2.138)

Ar = v,At =
Piislusna prace vykonand el. polem je pak
AW = qE, - (Ar) = %EL (AEL) = A(%mEi/BQ) . (2.139)
Kinetickou energii ¢dstice odpovidajici polarizaénimu driftu pak vyjadiime s vyuzitim (2.126) jako
AW = A(= mvE) (2.140)
Secteme-li pfes vSechny ¢astice v jednotkovém objemu prispévky, dostaneme celkovou zménu energie systému

1 1
AWy = A(§me12E) = A(ﬁmeJQ_/B%' (2.141)

Hustota kinetické energie odpovidajici kruhovému pohybu ¢astice neni ovlivnéna zménami el. pole. Celkova hustota
energie Wpr = Wg + Wy odpovidajici el. poli je
1 1

1
WT = —60E2 + 2pm’UE = —60E2(1 + 32

1
)= §eE2 (2.142)

za predpokladu, Ze neexistuje paralelni slozka el. pole. Tento vysledek dokonc¢uje ovéfeni spravnosti zavedeni efektivni
el. permitivity plazmatu.



Kapitola 3

Zaklady kinetické teorie plazmatu

3.1 Uvod

Plazma je systém obsahujici velké mnozstvi interagujicich ¢astic, takze je vhodné vyuzit pro jeho analyzu statisticky
pristup.

3.2 Fazovy prostor
V kazdém casovém okamziku je ¢astice plazmatu lokalizovana pomoci polohového vektoru r

r=zxx+yy+zz, (3.1)
kde X, y a z oznacuje jednotkové vektory ve sméru os x, y a z. Rychlost tézisté ¢astice je ddna vektorem
V =0xX + U,y + 0,2, (3.2)
kde vy = dz/dt, vy = dy/dt a v, = dz/dt.

Analogicky ke konfiguraéni prostoru definovaném soufadnicemi poloh (x,y, z) zavedeme rychlostni prostor (v, vy, v,)
(viz obr. 3.2).

3.2.1 Jednocasticovy fazovy prostor
Klasickd mechanika - dynamicky stav kazdé ¢astice uréen polohovym vektorem a vektorem rychlosti = zavadime fazovy

prostor (z,y, 2, Ux, Uy, V) (u-prostor).

Dynamicky stav kazdé ¢astice reprezentovan jednim bodem. Kdyz se ¢astice pohybuje, jeji reprezentativni bod opisuje
trajektorii ve fazovém prostoru. Systém N Céstic je v kazdém okamziku popsan N body fazového u-prostoru.

3.2.2 Vicecasticovy fazovy prostor

I-prostor: systém N Castic bez vnitinich stupiit volnosti reprezentovan jednim bodem v 6 N-dim prostoru, 3N soutadnice
poloh (1, r,...,ry) a 3N soutradnice rychlosti (vq, vo, ..., vx). Jeden bod v I'-prostoru koresponduje s mikroskopickym

NG

vy

Obrazek 3.1: Konfiguraéni a rychlostni prostor.
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d"3r d*3v

s

dn3r

O Vv d"3v

Obrazek 3.2: Schematické zndzornéni objemového elementu dr d3v se souradnicemi r a v v Sestirozmérném prostoru.

stavem celého systému ¢astic.

3.3 Objemové elementy

Maly objemovy element v konfiguraénim prostoru je dan jako d3r = dxdydz. Zde koneéné velky objemovy element
obsahujici dostatecné mnozstvi castic. Na druhou stranu dostateéné maly ve srovnani s charakteristickymi rozméry
prostorovych zmén fyzikalnich veli¢in. Pokud v plynu obsahujicim 10'® molekul/m? vezmeme v tivahu napi. dr = 10712
m? (bod), nachizi se v objemu dr stale jesté 106 molekul.

Ve fdzovém prostoru (u-prostoru) je diferencidlni objemovy element zobrazen jako 6D kostka:
d®r d®v = dx dy dz dvy dvy dv,, (3.3)

Pocet bodii uvniti objemového elementu d>r d>v je obecné funkei ¢asu a polohy objemového elementu ve fazovém pro-
storu. Soutadnice r a v fazového prostoru jsou navzajem nezavislé, protoze predstavuji polohu individuélnich objemovych
elementu ve fazovém prostoru.

3.4 Rozdélovaci funkce

d°N,(r,v,t) pocet ¢dstic typu a uvnitt objemového elementu d*r d>v kolem soutadnic fizového prostoru (r,v) v case t.
Rozdélovaci funkce ve fazovém prostoru je hustota bodu reprezentujicich ¢astice o

d° N (r,v,t)
d3r d3v

fa(r; v, t) = (34)

fa(r, v, t) je kontinudlni, kladnd a koneénd funkce svych argumentu. Klesd k nule, kdyz se rychlost bliz{ k nekonec¢nu.
Rozdélovaci funkce je obecné funkei polohového vektoru r = nehomogenni plazma.

V rychlostnim prostoru muze byt rozdélovaci funkce anizotropni, pokud zavisi na orientaci vektoru rychlosti v, nebo
izotropni pokud nezdvisi na orientaci v, ale pouze na jeho velikosti, tj. na rychlosti ¢dstice v =| v |.

Plazma v termodynamické rovnovaze je popsano homogenni, izotropni a ¢asové nezavislou rozdélovaci funkei.
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Jeden ze zakladnich problému kinetické teorie je uréeni rozdélovaci funkce daného systému.

3.5 Hustota a pramérna rychlost

Hustota nq(r, t)
1
nalr.t) = g [ ENo(rv.t (3.5)

nebo za pouziti definice (3.4)

na(r,t) = /fa(r, v,t)d%v. (3.6)

Prumeérnd (driftova) rychlost u,(r,t) je definovand jako makroskopickd rychlost toku édstic o v okoli bodu s polohym
vektorem r v Case t

u,(r,t) = ! & / vdSN(r,v,t). (3.7)

N (r,t

Pouzijeme-li definici rozdélovaci funkce (3.4) dostdvame

! / vfo(r,v,t)dv. (3.8)

u,(r,t) = m

Tento vztah reprezentuje obvykly statisticky postup pro vyjadrovani prumeérnych hodnot velicin.

na(r,t) a uy(r,t) jsou makroskopické proménné, které zavisi pouze na soufadnicich r a t.

3.6 Boltzmannova kineticka rovnice

Zavislost rozdélovaci funkce na nezdvislych proménnych (r, v) a t se ¥id{ tzv. Boltzmannovou kinetickou rovnici (BKR).
Zde odvodime bezsrazkovou BKR i obecnou podobu BKR zahrnujici vliv interakci mezi ¢asticemi, aniz bychom explicitné
odvodili konkrétni vyraz pro srdzkovy clen.

3.6.1 Bezsrazkovda BKR

Pfipomeneme si, ze

d° Ny (r,v,t) = fo(r,v,t)d®r dv (3.9)

Piedpoklddejme, Ze na kazdou ¢astici pusobi vneéjsi sila F. Bez interakci bude ¢édstice za cas dt v bodé:
Ft+dt) = r(t)+ vdt (3.10)
VI(t+dt) = wv(t)+ adt, (3.11)

kde @ = F/m,, je zrychlen{ ¢4stice a m,, jeji hmotnost. = ¢4stice a nachézejici se v ¢ase t v okol{ (r, v) uvnit¥ dr d3v
budou za ¢as dt zaujimat objem d3r’ d®v’ v okolf bodu (r’, v’). Jde o stale stejné édstice a neuvazujeme zadné srazky:

fa(P' V4 dt) a3y v = fo(r, v, t)d*r dv. (3.12)

Objemovy element d3r d3v miize mit zdeformovany tvar v disledku pohybu &éstic:

dr' v =| J | d®r dv, (3.13)
kde J oznacuje Jakobidn transformace z (r, v) na (r/, v'). Plati | J |= 1, takze
d*r' &' = dPr d®v (3.14)
a z rovnice (3.12) dostdvame
[fu(r' v t+dt) — fo(r,v,t)]d®rd*v = 0. (3.15)

Prvni ¢len na levé strané rovnice (3.15) rozvineme do Taylorovy fady okolo f,(r, v,t):

_ Ofe , (, O Ofa
fa(r +vdt,v +adt,t + dt) = fo(r,v,t) + | o + (vx o + vy oy + (3.16)
dfa

Ofa dfa O fa
iy Do + ay +a, )]dt,

)+ (ax Ovy ov,
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piicem? zanedbavame ¢leny iadu (dt)? a vyssi. Pouzijeme-li operator nabla

0 0 0
V=x—+y—+z— 3.17
X x + y@y + Zaz ( )
a podobné definujeme nabla operator v rychlostnim prostoru
0 0 0
=X Y + 7 , 3.18
v X vx+y80y +Zavz ( )
dostavame z (3.16)
Ofa(r,v,t)
fa(r +vdt,v + adt, t + dt) = fo(r,v,t) + ~—a + v -Viu(r,v,t)+a-V,fo(r,v,t)| dt. (3.19)
Po dosazeni do vztahu (3.15) méme
Ofa(r,v,t
%+v-w&(r, v, t) +a- Yy falr, v,t) =0, (3.20)
coz je Boltzmannova kineticka rovnice v bezsrazkovém ptipadeé.
Tuto rovnici mizeme piepsat do tvaru
Dfa(ryv,t)
2L VY 3.21
= , (321)
kde operétor
D 0
= = . Vo .22
STy +v-V+a-V (3.22)

predstavuje iplnou derivaci vzhledem k ¢asu, ve fazovém prostoru. = zdkon zachovani hustoty bodu ve fazovém prostoru,
tzv. Liouvilluv teorém - srazky stejné jako radiacni ztraty a procesy vzniku a zdniku ¢astic nepovazujeme za dulezité.

3.6.2 Jakobian transformace ve faizovém prostoru

3.6.3 Vliv interakci mezi ¢asticemi

Vliv interakei mezi ¢dsticemi? = modifikace vztahu (3.20). Diky srdzkdm mohou béhem ¢asu dt nékteré ¢dstice o, které
byly ptvodné v d>r d3v, z tohoto elementu zmizet a obricené jiné ¢astice, které byly mimo tento objemovy element, se
v ném mohou objevit. Cisty zisk nebo tbytek ¢édstic o z d>r d®v zpiisobeny srazkami v priitbéhu ¢asového intervalu dt

oznacime
<5fa(r, v,t)

d*r d*vdt 3.23
ot )srazk: renen ( )

kde (6 fa(r,v,t)/0t)srazr predstavuje rychlost zmeény f,(r, v,t) diky srdzkdm. Pokud tedy uvazujeme sréazky, musime
vztah (3.15) piepsat jako

6 (e} b )t
[falF Wt +dt) — fa(r, v, t)]d*r dPv = (%) &r dPv dt (3.24)
srazk
a Boltzmannova rovnice modifikovana pro tento piripad mé tvar
6 (e} b )t 6 « b 7t
%—l—v-Vfa(r, V.t)+a-Vofa(r,v,t) = (%) . (3.25)
srazk

Za pouzit{ operdtoru tplného diferencidlu podle ¢asu definovaného vztahem (3.22) muzeme tento vztah piepsat do

kompaktni podoby
Dfa(r,v,t) Ofalr,v,t)
= . 3.26

Dt ( 5t srazk ( )

Pfesna podoba srazkového ¢lenu timto ale neni definovana.
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r A

(t + dt)

® 3 3’

d*3r d*3v
O Co

Obrazek 3.3: Schematické znazornéni pohybu objemového elementu ve fizovém prostoru a ¢astic vstupujicich nebo
vystupujicich z tohoto elementu v dusledku srazek.

3.7 Relaxacni model pro srazkovy clen

Uvazujeme velmi jednoduché vyjadieni srazkového ¢lenu, tzv. Krookuv model nebo relaxaéni model. Existuje i mnohem
propracovangjsi vyjadieni, napt. Boltzmannuv srazkovy integrdl nebo Fokker-Planckuv srazkovy ¢len.

Predpoklddd se, ze srazky obnovuji lokélni rovnovahu (lokdlné rovnovaznd rozdélovaci fece foo(r, v)). Pokud nepusobi
extern{ sily, systém, ktery ptivodné neni v rovnovéze a je popsan rozdélovaci funkei f,(r, v,t), doséhne v prubéhu ¢asu
diky srazkam lokalni rovnovahy podle exponencialniho zdkona. Doba charakteristicka pro tento proces je tzv. relaxacni
doba 7. Relaxac¢ni doba faddové odpovidé dobé mezi dvéma srdzkami a mtze byt rovnéz vyjadiena jako v~!, kde v je
relaxacni srazkova frekvence. Model byl puvodné vyvinut Krookem:

Sfu(r,v,t)  (fa = fa0)
(T)S’lek a 77. (327)

Podle tohoto vztahu pro srdzkovy ¢len plati, ze kdy7z fo = foo méme (§fo(r, v,t)/0t)srazk = 0, takze ve stavu lokdln{
rovnovahy se rozdélovaci funkce diky srazkam neméni.

Fyzikalni smysl relaxaéniho modelu? Uvazujme BKR se srazkovym ¢lenem bez vnéjsich sil a prostorovych gradientu,
fao @ T jsou na Case nezavislé:

afa o (fa - fao)
S (3.28)

coz muzeme piepsat jako
Ofa | fa _ fa0

W + 7 = T (3.29)

Reseni této jednoduché nehomogenni diferencidlni rovnice dostaneme pomoci feSeni piislusné homogenni rovnice, tj.
C e '/7 (C je konstanta). Kompletni fegeni rovnice je tedy

fa(v,t) = fao + [fa(v,0) = faole /" (3.30)

Tedy, rozdil mezi f, a foo exponencielné klesd v ¢ase rychlosti, kterd odpovidd relaxaéni srézkové frekvenci v = 1/7.
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Uzitetny srazkovy model, v mnoha piipadech vede k vysledku témér identickym s témi, které ziskdme pomoci Bolt-
zmannova srazkového integralu. Predevsim vhodny pro slabé ionizované plazma (pouze srdzky iontu s neutrdly). Ale
relaxa¢ni model se d4 pouzit pouze pro srazky ¢éastic priblizné stejnych hmotnosti.

3.8 Vlasovova rovnice
Aproximace - pohyb ¢astic plazmatu je fizen jednak vnéjsimi silovymi poli a jednak makroskopicky vystiedovanymi

Vlasovova rovnice je parcidlni diferencialni rovnice, ktera popisuje ¢asovy vyvoj rozdélovaci funkce ve fazovém pro-
storu a ktera primo vyuzivd makroskopicky vystFedovanych elektromagnetickych poli. Tuto rovnici muzeme ziskat z
Boltzmannovy rovnice (3.20), kdyz zahrneme do silového ¢lenu makroskopicka pole

a@ﬁ +v- Vfa + i [Fezt + Qa(Eint + v X ant)] : vvfa = 0. (331)
t Meq

Zde F.,; predstavuje vnéjsi sily véetneé sily Lorentzovi odpovidajici externé prilozenym elektrickym a magnetickym polim
a Ejnt, Bine jsou vystiedované vnitini{ elektrické a magnetické pole vznikajici v dusledku piitomnosti a pohybu vsech
nabitych ¢astic uvniti plazmatu. Aby byly vnitini makroskopické elmag pole E;,,; a By, konzistentni s makroskopickym
nabojem a proudy existujici v plazmatu, musi spliiovat Maxwellovy rovnice

p

V- -Emn = = (3.32)
€0
VB = 0 (3.33)
a]3int
E. - _ITwmr .34
V x int 815 (3 3 )
Ein
V xBine = po (J +€086t t) : (3.35)

kde hustota nédboje v plazmatu p a hustota proudu v plazmatu J jsou dany vyrazy

pr,t) = > qana(r,t) =Y aa / falr,v,t)d®v (3.36)

J(r,t)

anna(r,t)ua(r,t) = an /Vfa(r,v,t)dgv, (3.37)

v

kde sumace probihd pfes ruzné nabité castice v plazmatu a u,(r,t) je makroskopickd prumérnd rychlost pro ¢éstice
typu a dané vztahem (3.8).

Rovnice (3.31 a7 (3.35) predstavuji kompletni soustavu self-konzistentnich rovnic, které se mus{ fesit zdroven. Takze napf.
v iterativni postupu za¢neme s néjakymi pfibliznymi hodnotami E;,;(r,t) a By, (r, t). Vyfesime rovnici (3.31 a ziskdme
fa(r,v,t) pro ruzné typy ¢astic. Z rovnic (3.36) a (3.37) pak za pouziti vypoc¢itanych rozdélovacich funkef f, dostdvame
hustotu néboje a proudu (p a J) v plazmatu. Jejich velikosti pak substitujeme do Maxwellovych rovnic, které fesime pro
Ein:(r,t) a Bine(r, t). Nyni hodnoty vystiedovanych makroskopickych elmag poli opét dosadime do Vlasovovy rovnice a
pokracujeme v postupu znovu dokola, abychom ziskali self-konzistentni feSeni pro rozdélovaci funkce jednotlivych typu
castic.

Atkoliv Vlasovova rovnice explicitné nezahrnuje srdzkovy ¢len na pravé strané, tj. nebere v uvahu kratkodosahové
srazky, neni az tak v tomto sméru restriktivni, jak by se mohlo zdét, protoze cast efektu spojenych s interakci ¢astic je
uz zahrnuta v Lorentzové sile ptes vnitini self-konzistetni vystiedované elmag pole.



Kapitola 4

Stredni hodnoty a makroskopické veliciny

4.1 Stiedni hodnota fyzikalni velic¢iny

Ke kazdé ¢dstici v plazmatu muzeme pritadit néjakou jeji vlastnost x(r, v,t).
Celkov4 velikost veli¢iny x(r, v,t) pro &stice o uvnit¥ objemového elementu fizového prostoru d3r d3v je
x(r, v, t)d®No(r, v, t) = x(r, v, t) fo(r, v, t)d*r d*v. (4.1)

Velikost této veli¢iny uvniti objemového elementu d3r nezévisle na rychlosti

d3r/x(r, v, t)fo(r, v, t)d>v. (4.2)
Stredni hodnota
_ 1 3
(rvt)o = s [ xlevn s e i (13)

4.2 Driftova a tepelna rychlost

Necht x(r,v,t) = v = stiedni neboli driftovd (undsivou) rychlost u,(r,t)

1
u,(r,t) = (v), = m /J Vo (r, v, t)d, (4.4)
Pokud x(r, v,t) je nezavisld na rychlosti ¢astic
<X(r7 t))oz = X(ra t)7 (45)

takze napt. (U,) = u,.
Rychlost tepelného neusporddaného pohybu neboli ndhodnd rychlost je definovéna vzhledem k w,(r,t) takto
V,=v—u,. (4.6)

Nésledné vzdy plati, ze (V,) = 0, nebot (v), = ug,.

4.3 Tok

Makroskopické veliciny hustota proudu dédstic (nebo tok édstic), tenzor tlaku a vektor toku tepla (nebo tok tepelné
energie) zahrnuji vzdy tok néjaké mikroskopické veliciny x(r, v,t). Tok x(r,v,t) je definovan jako velikost veliciny
x(r, v,t) prenesené skrze dany povrch na jednotku plochy a jednotku casu.

Uvazujme povrchovy element

dS = dSh, (4.7
kde n je jednotkovy vektor ve sméru normadly povrchového elementu. Konveéni orientace normaly n:

e pro uzavieny povrch = kladna normaéla ven,

e pro otevieny povrch = postup obvodem se jevi proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek ze sméru normély.
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Céstice v plazmatu se pohybuji skrz povrchovy element dS nesouce s sebou vlastnost x(r, v,t). Pocet téchto ¢dstic typu
za Cas dt?

Céstice majici rychlost (v, v + dv) a projdou skrze dS v casovém intervalu (t,¢ + dt) musf lezet v objemu hranolu o
zakladné dS' a sténé vdt. Objem hranolu:
d*r =dS - vdt = - vdSdt. (4.8)

Pocet téchto ¢astic v tomto objemu:
fa(r, v, t)d®r d*v = fo(r,v,t)n - vdS dtd’v, (4.9)

= celkovd pTenesend velikost x(r, v,t) béhem ¢asu dt skrze plochu ndS:

/X(r, v, t)fo(r,v,t)in - vd®*vdS dt. (4.10)

v

Cisty zisk transportu (tok) veliciny x(r, v,t) ve sméru a:

Pon(x) = /X(r, v, t) fa(r,v,t)in - vd®o (4.11)
v
nebo za pouziti symbolt pro stiedni hodnotu
Do (x) = nal(r t)(x(r,v,t)i- v)q = na{XVn)a, (4.12)
kde v, = n - v oznacuje komponentu v ve sméru jednotkového vektoru n.
o x(r,v,t) je skaldrnd veli¢ina = ®,,,(x) je komponenta vektoru toku ®,(x) ve sméru a, tj.

Pan(x) = - Py (x), (4.13)

kde
P (x) = na(XV)a- (4.14)

o x(r,v,t) je vektorovd velicina = ®,(x) je tenzor (2. Fddu) toku:

?D.(x) = 1a(X ® V)a- (4.15)
o x(r,v,t) je tenzor 2. Fddu = tok ve tvaru tenzoru 8. Tddu a tak déle.

Muzeme oddélit piispévek diky driftové rychlosti u,(r,t) a piispévek souvisejici s ndhodnou tepelnou rychlosti Vy:
Don (X) = Na <Xvam> + Ng <Xuam>7 (4.16)

kde Vo, = n-V, a ugn, = n - u,.

Je-li u, = 0 nebo zvolime dS v soufadném systému, ktery se pohybuje driftovou rychlosti u,

(I)om(X) = na(XVan>7 (417)

4.4 'Tok castic

Tok ¢dstic: pocet Castic, které projdou danym povrchem na jednotku plochy za jednotku ¢asu. Vezmeme-li x(r, v,t) =1
ve vztahu (4.12):
Fﬂm(ra t) = Na <'Un>a = NaUan, (418)

protoze (Von) = 0.
Jestlize u, = 0, muzeme uvazovat tok pouze z kladného sméru misto celkového ¢istého toku
Iy (rt) = / -V, fo(r,v,t)dv, (4.19)
v(+)
kde integrujeme pouze ptes rychlosti n -V, > 0.

N4hodny tok hmoty v kladném sméru n je tedy dén vztahem m,I'} . kde m, je hmotnost &astic .

an?
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4.5 Tenzor toku hybnosti

-+ celkova hybnost prenesena skrze povrchovy element ndS na jednotku plochy a ¢asu.
Xj = maV -, (4.20)

kde j je jednotkovy vektor = slozka Tl,;n (r,t) tenzoru toku hybnosti

ojn(r,t) = na{(ma( - v)(1-V))o = 0malVjVn)a, (4.21)
kde 0na = name je hustota hmotnosti ¢astic a.

Plati ((u V) = u,(V,) =0)
Hajn(ra t) = Qmaﬂ/jVn) + Omaljun (4.22)

nebo v tenzorové podobé

M.,(r,t) = oma(Va @ Vo) + 0malla ® U,. (4.23)

V kartézskych soufadnicich definovanych jednotkovymi vektory x = (1,0,0), y = (0,1,0), z = (0,0, 1) muzeme tenzot
toku hybnosti zapsat

I,

l
1

@ X azz + X © Ylazy + X © 2oy, (4.24)
® )?Hozyz + y ® yHayy + y ® EHayZ
z2@ Xy + 2R yllyzy +2® 21, ;..

+ +
<

nebo podle pravidel maticového nédsobeni

Hazz Hazy Hazz
) ya 2) Hayz Hayy Hayz
II

f, = ( (4.25)

X
N <t X

Obvykle ovsem tenzor 2. fadu zapisujeme jen jako matici 3x3 obsahujici prvky Ilq;.

Ii; = o = matice 3x3 je symetrickd = pouze 6 prvki tenzoru toku hybnosti na sobé nezavislych.

4.6 Tenzor tlaku
4.6.1 Definice tlaku

Tlak plynu - sila na jednotku plochy vytvarena chaoticky se pohybujicimi se molekulami plynu diky srdzkam se sténou
nddoby obsahujici plyn. Tato sila je rovna rychlosti pfenosu hybnosti molekul na sténu nddoby diky tepelnému (chao-
tickému) pohybu.

Definici tlaku zobecnime na jakykoliv bod uvniti plynu (mysleny plosny element dS§ = fdS pohybujici se stiedni
rychlost{ toku uvnitf plynu). Tlak na dS - tok hybnosti na plochu dS diky ndhodnému pohybu ¢éstic.

Definujeme parcidlni tlak kazdého druhu ¢astic .
Vezmeme-li x(r, v,t) = mqaVs;, dostaneme prvek P,j, tenzoru tlaku
Pajn = 0ma(VajVan)- (4.26)

Tenzor tlaku je tedy dan jako

Po = 0ma (Vo @ Vo). (4.27)

7 (4.25) ziskdme vztah mezi tenzorem tlaku P, a tenzorem toku hybnosti F1,

Pa = na — Omala @ Ug. (428)
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4.6.2 Sila na jednotku plochy (zpusobena tepelnym pohybem)

Meéjme maly objemovy element ohrani¢eny uzavienym povrchem S a dS = ndS jako element povrchu patiici k .S, jehoz
normala n sméfuje ven.

Predpoklddejme na okamzik, ze vSechny ¢astice a maji stejnou rychlost V.

e V, svira tthel mensi nez 90° s n =
ne(V, - 1)dS je pocet ¢éstic, které opoustéji objem = pokles hybnosti plazmatu uzavieného povrchem S:
—namaVo(V, - 1)dS, protoze (M, - 7)) >0

e V, svird dhel vétsi nez 90° s n =
na(V, - 1)dS je pocet ¢astic, které prichdzeji do objemu = wvzrist hybnosti plazmatu uzavieného povrchem
S: —ngma Vo (W, - 7)dS, protoze (W, - n) <0

Zobecnénim, rychlost zmény hybnosti plazmatu v uzavieném objemu S, diky vyméné ¢astic « skrz povrchovy element
ndS: N
—ngMma (Vo (W, - 1))dS = —P, - ndS (4.29)

Stla na jednotku plochy £, pusobici na plodny element ndS jako vysledek ndhodného pohybu ééstic je

fo=—P,-1=—pna(Vo(V,-n)). (4.30)

Jestlize vezmeme n = x, mame .
—P, - = —XPuogy — YPoys — ZPuza, (4.31)

kde P,zs je normdla k ploSe = hydrostaticky tlak, zatimco prvky Pay. a Pa.. jsou tlaky diky tangencidlnim sildm.

4.6.3 Sila na jednotku objemu (zpusobena tepelnym pohybem)

Silu na jednotku objemu uvnitf plazmatu zpusobend ndhodnym pohybem ziskdme integraci (4.29)

. 1 o .
— &1210[? 745 P,ndS)|=-V-P, (4.32)
a z Gaussova teorému
fjé P,.ndS = 7/ VP, dr (4.33)
S 1%

4.6.4 Skalarni tlak a absoluti teplota

Dulezita makroskopické velicina je skaldrni tlak neboli stredni hydrostaticky tlak:
1 1 1
Pa =3 ZJ Paijdij = 3 Z Paisi = 3 (Paze + Payy + Pazz), (4.34)

kde ;5 je Kronekerovo delta.
Ze vztahu (4.26)

1
Protoze V2 = V2, + V(fy + V2., dostaneme
1
Pa = gpma<vj> (436)

Dalsim dulezitym makroskopickym parametrem je teplota. Absolutni teplota T, pro Céstice a je mirou stredni kinetické
energie ndhodného pohybu ¢éstic. Z termodynamiky: stfedni tepelnd energie kT, ;/2 ptislusi kazdému translaénimu
stupni volnosti (i = x,y, 2):

1 1 )

Jestlize je rozdéleni izotropni (napi. Maxwell-Boltzmannovo)

Pa = Poze = ayy — Py, = pmoz<Va?¢> (438)
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a tedy dostavame stavovou rovnici pro idedlni plyn

Pa = nakTa (439)
Pro Maxwell-Boltzmannovo rozdélelni
Po=(X@X+y®F+2®2)pa = Ipa, (4.40)
kde 1 je jednotkovy tenzor
X 1 0 0
1=1 010 (4.41)
0 0 1
V tomto piipadé
. 0 0
_V,Pa:_~_a ~_Ot ~_O¢ :—v s 442
(X5-p +Yg,P +25-pa) P (4.42)

takze pro izotropni rozdéleni rychlosti je sila na jednotkovy objem zpusobend ndhodnym pohybem déana gradientem
skalarniho tlaku.

V nékterych praktickych ptikladech predpokladame, ze

P, =X®XPowe + Y QY Payy + 2@ 2P, (4.43)
nebo
. Poze 0 0
P,=1| 0 Poyy 0 : (4.44)

0 0 P,

coz vyjadiuje anizotropii ndhodnych rychlosti, ale nepritomnost tangencidlnich sil, tj. viskozity. V tomto pfipadé mame
rozdilnou absolutni teplotu T ; pro kazdy smér.

4.7 Vektor toku tepla

Komponenta vektoru toku tepla g, je def. jako tok ndhodné neboli tepelné energie skrz povrch s normalou n. Vezmeme
x(r,v,t) = myV2/2 a dostaneme

1
don = Qo.N = 5pm<vj V,.n) (4.45)
Vektor toku tepla je tedy
1
G = 5pmwj V,). (4.46)

4.8 Tenzor toku tepelné energie

Standardné muzeme zavést tenzor 3. fadu toku tepelné energie

Qo = praVa @V @ V) (4.47)
a jeho slozky
Qa ijk = Pma <VoziVozjVozk> (448)
Za pouziti kartézskych souradnic X R . R
Qo=Qu:®@X+Quy®Y, +Qu- ® 2 (4.49)

kde kazdé Qa » (n ==, vy, z) je tenzor 2. rddu

Qammn Qamyn Qazzn
Oom = Qaymn Qayyn Qayzn (450)
Qazzn Qazyn Qazzn

Abychom ziskali vztah mezi vektorem toku tepla g, a tenzorem toku tepelné energie Oa, piepiSme vztah (4.45) jako

1
Gan = ipma(<vo?zvan> + <Va?yV0m> + <VG?ZVO‘">) (451)

a tedy
1
dan = i(Qazzn + Qayyn + Qazzn) (452)
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4.9 Tenzor toku celkové energie
Analogicky jako pfti definici tenzoru toku tepelné energie

Eaiji(r,t) = pma(vivivr)a, (4.53)
coz predstavuje jednu z 9 slozek tenzoru toku celkové energie l:-'a(r, t). Tato slozka je vlastné souétem t¥i vyrazu

<Uivjvk>a = <Vaivajvak + Uaivajvak + uajvakvai (454)
+ uakVaiVaj + Uoziuozjvozk + Uozjuozkvai

+ uakuaivaj + uaiuajuak>-

Nebot (uai) = tai a (Vi) = 0 a za pouziti (4.48) a (4.26)

pmoz<vivjvk>a = PmalailajUak + (ua; ’sa)ijk + Qaijka (455)
kde jsme pouzili zapis A
(uom Pa)ijk = uaiPajk + uajpaki + uakpaij- (456)

Takze vztah (4.53) muzeme zapsat ve tvaru tenzoru 3. fadu

Eo(r,t) = pma(Vv @ VR V) = pmalle @ Uy Uy + (U, Iba) +Q. (4.57)

Tenzor celkového toku energie je tedy souétem toku energie prenesené konvektivnim pohybem éastic (1. dva ¢leny) a
toku tepelné energie Q, zpusobeného ndhodnym tepelnym pohybem ¢astic.

4.10 Vyssi momenty rozdélovaci funkce

Prvni étyti momenty rozdélovaci funkce jsou hustota n.(r,t), driftovd rychlost wa,(r,t), tenzor 2. fddu toku hybnosti
IIai;(r,t) a tenzor 3. fadu toku celkové energie Eq;jx(r,t):

na(r,t) = /fa(r,v,t)d?’v (4.58)
3
) - N o= ) 4.
Uni(r,t) (Vi) o (e D) [Jvlfa(r,v,t)d v (4.59)
Hozij(r; t) =  Pma <Uivj>a = Mq / 'Ui'Ujfa(r; v, t)d3U (460)
Eaijk(r; t) =  Pma <Uin'Uk>oz = Meq / Uivjkaa(ra v, f)d3’U (461)

Jestlize uq;(r,t) = 0, mdme v, = V, = z tenzoru toku hybnosti ﬁa(r,t) se stane tenzor tlaku P, a z tenzoru toku
celkové energie E, (r,t) se stane tenzor toku tepelné energie Q.

Jako formélni rozsiteni vyse uvedenych definici, muzeme, pokud je to nutné, zavést vyssi momenty rozdélovaci funkce
N
Mo(tij.)..k(r’ t) = / U’ivj"'kaa(rv v, t)dgvv (462)
v

kde slozky rychlosti v; se v integrdlu objevi N-krat.



Kapitola 5

Rovnovazny stav

5.1 Rozdélovaci funkce v rovnovazném stavu
Predpokladejme

e pouze jeden druh ¢éstic
e Fur =0
e homogenné distribuované castice

e Casové nezavislé feseni BKR

Pozdéji odvodime vyraz pro rovnovdznou rozdélovact funkci pomoci Boltzmannova srazkového integralu, ale nyni budeme
jednoduse pracovat s obecngm principem detailni rovnovdhy tak, jak se pouziva ve statistické fyzice.

5.1.1 Obecny princip detailni rovnovahy a binarni srazky

Za rovnovaznych podminek je pravdépodobnost vyskytu jakéhokoliv fyzikalniho jevu rovna pravdépodobnosti jevu
inverzniho (kompenzace).

fhdPvdPvy = f' f]d*0 d®v) (5.2)
a protoze muzeme dokézat, ze d>vd3v; = d3v'd3v] dostaneme
fw) fi(v) = (V) fi(vy) (5.3)

Predpoklad, ze rychlosti ¢dstic nejsou korelované je tzv. predpoklad molekuldrniho chaosu. Dobie plati pokud hustota
plynu je tak mald, ze stfedni volnd draha je vétsi néz charakteristicky dosah sil mezi ¢asticemi. Ackoliv toto obecné neni
pripad plazmatu, experiment ukazuje, ze Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce je ¢asto pouzitelna.

5.1.2 Sumacni invariant

Je vyhodné zavést koncept sumaéniho invariantu srazky:

X(v) + x(v1) = x(v') + x(v{) (5.4)

Ze zakona zachovani hmotnosti, hybnosti a energie ziskdvame tyto sumaé¢ni invarianty:

m+m; = m+m (5.5)
mv+mvy = mv +myv] (5.6)

1 1
§mv2 + §m1v% = im(v/)2 + iml(v’l)Q (5.7)
(5.8)

5.1.3 Maxwell-Boltzmannovska rozdélovaci funkce

Pouzijeme pfirozeny logaritmus na rovnici (5.3)

Inf+Infi=Inf +Inf] (5.9)
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= In f je sumacni invariant srazkového procesu
= linedrn{ kombinace sumag¢nich invarianti m, mv a mv?/2:

Inf =m(ag+ ay - v — agv?/2), (5.10)

kde ag, @1 = a122 + a1yy + a1y a as jsou konstanty.

In f

mlao + (a3, + a3, + a1.)/(2a2)] — %maz[(vz — a12/a2)” + (vy — a1y/az)? + (v2 — a1./az)?
= mlag + a?/(2as)] — %mag(v — a1 /ay)? (5.11)

a definujeme konstanty

InC = mlag + a3 /(2az)] (5.12)
vo = a1/az, (5.13)

takze )
[= CeXP[*§ma2(V —v)?], (5.14)

coz je Mazxwell-Boltzmannovo nebo Mazwellovo rozdéleni.

5.1.4 Uréeni konstatnich koeficientu

Pii urceni péti neznamych konstantnich koeficientu v Maxwellové rozdéleni vychézime z

/desv (5.15)

n =
1 3
u = (v)y=—|[ fvd'v (5.16)
n v
3 1 2 1 2 53
—nkT = —nm(V*)=-m [ fV=d°v. (5.17)
2 2 2" ],
Nasledné dostavame , )
m \3/2 mV
fV)=n (27rkT) P <_ 2kT > ' (5.18)

Uvédomme si, ze n a T jsou konstanty nezavislé na r a t.

5.1.5 Lokalni Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Casto sice nejsme ve stavu termodynamické rovnovahy, ale velmi blizko. Dobrou aproximaci je pak zavedeni lokdin{
Maxwell-Boltzmannovy rozdélovaci funkce

Frov,t) = n(r,t) (%)w exp (—m[;k_T"r(rt)t)P) . (5.19)

5.2 Vlastnosti Maxwell-Boltzmannovy rozdélovaci funkce
Predpoklddame, ze u = 0 nebo se pozorovatel pohybuje stfedni rychlosti plynu = v = V:

3 m \3/2 7m1)2 3
fd>v=mn <—2ﬂ'kT) exp < ok T d’v. (5.20)
5.2.1 Rozdéleni komponenty rychlosti
g(vg)dv, :/ / f(v)dvgdvydv, (5.21)

a dosazenim M.-B. rozdélovaci funkce

mo N\ 3/2 mu? +oo mu; Foo mu?
g(vz)dvy, =n (W) exp (— 2kT) dv,, /_Oo exp (— SET dvy/_ exp (— 2kT) dv,. (5.22)

o0
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Kazdy integral je roven (27kT/m)/?, takze
2

m \1/2 mu2
g(vz)dv, =n (m) exp ( 2kT> dvy (5.23)

= kazd4 komponenta rychlosti ma Gaussovské rozdéleni, které je symetrické kolem (v;) = 0 pro i = x,y, z. Ale (v?) je

kladné a vyjadiuje disperzi

I kT
(v}) = —/ g(vi)vidv; = —. (5.24)
nJ_ o m
Tento vysledek je v souladu s ekviparti¢nim teorémem
1 1
5m<v§> = kT (5.25)
5.2.2 Rozdéleni velikosti rychlosti
Protoze M.-B. rozdéleni je izotropni, muzeme definovat rozdéleni wvelikosti rychlosti v = |v|. Prejdeme do sférickych
soufadnic
d®v = v? sin OdOdpdv. (5.26)
Rozdélovaci funkce velikosti rychlosti F'(v)
Fv)dv = // f(v)v? sin 0d@d¢duv (5.27)
0J¢
a tedy
m \3/2 mu?
F(v) = 4 ( ) 2 _mu 2
(v) = 4mn T v exp ( T ) (5.28)

5.2.3 Stredni hodnoty souvisejici s rychlosti molekul

Strredni hodnota velikosti rychlosti

(v) = % / foddy = L /0 " F(v)vdy (5.29)

n

a po vypoctu
) = (8/m)2 (kT /m)"/2, (5.30)

Stiedni hodnota ¢tverce rychlosti

(v?) = %///_:O fotdvedv,dv, = 4%/000 vt f(v)dv (5.31)

a tedy
(v?) = 3KT /m, (5.32)
coz odpovidd také vztahu v* = v3 + v 4+ 07 a (v2) = (v7) = (v2).
Nejpravdépodobnéjsi rychlost vy:
dF (v)
— =0 5.33
( dv )U_Up ( )
a tedy
v, = (2kT/m)/2. (5.34)
5.2.4 Nahodny tok castic
Tok castic
Ty, =nlv,) = /fv - nd*v (5.35)

je pro ndhodny pohyb ¢éstic roven nule. Jaky je tok na jednu stranu myslené plochy?

P=n <2’;—2>U2 - in<v> (5.36)
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5.2.5 Kineticky tlak a tok tepla

7 definice tenzoru kinetického tlaku

ﬁ:pm<V®v>:m/V®Vfd3u (5.37)
a vektoru toku tepla
1 1
q= §pm<V2V> = §m/V2Vfd3v (5.38)
dostaneme za pouziti M.-B. rozdéleni
P=pn(VHx@x+ (VAyoy+(V)202) =nkT(X@X+y0y+2®32) (5.39)
a
q=0, (5.40)

protoze integrély s lichymi integrandy jsou rovny nule. Skaldrni tlak je tedy

p =nkT. (5.41)

5.3 Rovnovaha za pritomnosti vnéjsich sil

Plyn za rovnovaznych podminek vlozeny do pole konzervativnich sil je popsan rozdélovaci funkei, kterd se 1isi od M.-B.
rozdélovaci funkce exponencidlnim tzv. Boltzmannovym faktorem. Pole konzervativnich sil popiseme pomoci potencidlni
energie U(r):

F(r) =-=VU(r). (5.42)

Protoze jde pouze o funkci r, predpokladame, ze feseni BKR je ve tvaru
f(ra ’U) = fo(”W(")v (543)

kde fo(v) je M.-B. rovnovéaznd rozdél. fee. Uréime nezndmou funkei ¢(r) z BKR za rovnovéznych podminek v piitomnosti
konzervativnich sil:

v I fow) ()] — - [VU(r)]. Y, [fo(0)(r)] = 0. (5.44)
Ze vztahu pro fo(v) mizeme ovérit
Vafolv) = =22 folv), (5.45)
takze rovnice (5.44) se zjednodusuje
Fol0)W-[Vi(r) + (P VU ()] =0 (5.46)
a odtud
Vq;ﬁx) - —% U(r). (5.47)
Protoze di = V) - dr, miizeme vztah (5.47) piepsat jako
Cff((rr)) = dU(r) (5.48)
a fegen{ této rovnice je
P(r) = A exp[—%], (5.49)
kde Ag urcime z
f(r,v)d*v = n(r), (5.50)
takze )
n(r) = Ag exp[— i(jf)] / Folv)do. (5.51)

Oznacime ng hustotu v oblasti, kde U(r) = 0 za rovnovaznych podminek, takze

noz/fo(v)dsv, (5.52)
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kde jsme museli zvolit Ay = 1. Za rovnovaznych podminek, pro u = 0 a v piitomnosti konzervativnivh sil mame tedy
rozdélovaci funkci ve tvaru

Fr.) = o) expl— 2] =y () expl- 22Oy (5.59)
Hustota ¢astic v systému s touto rozdélovaci funkei je popsana vztahem:
n(r) = ngexp[— 12(15)] (5.54)
Faktor exp[—U(r)/kT], ktery uréuje nehomogenitu f(r,v) je Boltzmanniv faktor.
Dulezitym pfipadem v plazmatu je pritomnost elstat. pole
E =—-V¢(r), (5.55)
kde ¢(r) je elstat. skaldrni potencidl. Potencidln{ energie je
U(r) = q¢(r) (5.56)
a hustota ¢astic s ndbojem ¢ v rovnovazném stavu
n(r) = no exp|— qZ(T’) I (5.57)

5.4 Stupen ionizace za rovnovazného stavu a Sahova rovnice

Ze statistické mechaniky miizeme uréit stupen ionizace plynu v termodynam. rovnovaze za teploty 1" bez znalosti detailt
ioniza¢niho procesu. Pouze musime rozumét pojmu ionizacni energie (potencidl), ktery se udévd v elektronvoltech.
Hodnoty 1. ioniza¢niho potencidlu nékterych atomu:

Element U(eV)
Helium (He) 24.59
Argon (Ar) 15.76
Nitrogen (N) 14.53
Oxygen (O) 13.62
Hydrogen (H) | 13.60
Mercury (Hg) | 10.44
Iron (Fe) 7.87
Sodium (Na) 5.14
Potassium (K) 4.34
Cesium (Cs) 3.89

Tepelna energie kT velikosti 1 eV ~ 11600 K = pouze pii velmi vysokych teplotdch tepelnd enrgie ¢dstice 3kT'/2
doséhne ionizacni energie. Presto muzeme dosdhnout zna¢ného stupné ionizace i pii nizsich teplotdch < ¢astice z ocasu
Maxwellova rozdéleni u vysokych energii maji dostatetnou energii!

Pouzijeme vztah (5.54), ale musime uvazovat kvantové-mechanicky:

a a Ua_U
Ma _ iexp[fg

m=t —], (5.58)

kde g, a gy jsou statistické vahy stavu s energiemi U, a Uy, tj. degenerace téchto stavi. Pro konkrétni piiklad systému
majicitho pouze tyto dva stavy je ¢ast o vSech ¢astic s vyssi energii Uy:

1
ye Ma T <E N 1) (5.59)

(na +mp)  np \myp
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nebo z (5.58) a pro U = U, — Uy
~ (9a/gv) exp(=U/ET)
‘T (9a/gv) exp(=U/ET) + 1 (5.60)

Pokud pii feSeni problému ionizace vezmeme stav a jako stav iont-elektronového paru a stav b jako stav neutralniho
atomu = U = U, — U, je ioniza¢ni energie a « je stupen ionizace.

Teplota, pfi niz je a = 0.5 =

Ja U
— exp(— =1, 5.61
" p( T (5.61)
tj.
U
Typp e — 2 5.62
Y2 K n(ga/g0) (5:62)

Procento ¢édstic v ionizovaném stavu se méni z témeéf nuly na téméi jednicku v izkém teplotnim intervalu, ktery muzeme
odhadnout. Aproximujme a(T') pfimkou a hledejme interval AT, na némz a« =0a a = 1:

(d‘;‘g))Tm - ﬁ. (5.63)

Ze vztahu (5.60) za predpokladu d(g./gp)/dT =0

<dZ(TT)>T1/2 - [T2(9a/gb)Uej;(_U/kT)]T1/2 N %12/2’ .

takze AT U
1/2
— — 5.65
Fin(ga/on) ~ n(ga/on)P (5.65)

odkud vidime, ze ¢im vySsi je g, /gp, tim mensi je AT. Degenerace ionizovaného stavu je mnohem vyssi = témeér skokovd
fce kolem T7 /5.

AT

Degeneraci (vdhy) g, a gp stavit musime uréit kvantové-mechanicky. Zde jen vysledek pro zanedbani malé interakce mezi
volnym elektronem a iontem a zanedbédni vnitinich stupnu volnosti vsech ¢éstic:

g_a - 27TmekT 8/2 i (5 66)
g h? n;’ '
kde h je Planckova konstanta a n; je hustota iontu. Dosazenim do (5.58) dostdvdme Sahovu rovnici
n; 2mmek\ >/ 1 U
A ¢ T3/2 ——=). .
. ( " ) ~ exp(— 1) (5.67)
Nebo vyjadienim konstatnich faktort, teploty T'v eV a n; v m~3
n; 1 U
— =3 102773/2 — exp(—=). .
- 3.00 x 10 o exp( T) (5.68)

= Pokud je celkova hustota n = n; 4+ n,, nizkd, muzeme i pti teplotdch hodné pod ionizaéni energii dosdhnout zna¢ného
stupné ionizace.



Kapitola 6

Interakce castic v plazmatu

6.1 Uvod

Slova srdzka a interakce mohou byt pouzivany v mikroskopickém svété jako synonyma. Srazky délime na

o clastické, tj. pruzné - plati zdkon zachovani hmotnosti, hybnosti a energie takovym zptusobem, ze nedochézi
ke zméndm vnitinich stavu ¢dstic, vzniku ani zdniku ¢astic.

e neelastické, tj. nepruzné - zména vnitiniho stavu nékolika nebo vSech zucastnénych ¢astic, moznost vzniku
nebo zéaniku ¢astic; rekombinace nabitych Castic za vzniku Castice neutralni; zdchyt nabité castice Castici
neutralni za vzniku vétsi nabité ¢astice; energie elektronu atomu se muze zvysit = excitace elektronu do
vyssiho stavu nebo dokonce oddéleni elektronu od atomu, tj. ‘onizace.

V plazmatu musi predevsim rozliSovat

e interakce mezi nabitymi ¢dsticemi: podle Coulombova zdkona, tj. zdvislost 1/r? = dalekodosahové interakce
= mmnohondsobné interakce

e interakce mezi nabitou Castici a neutrdlem nebo dvéma neutraly: silové pole neutrdlni ¢éstice dostatecné
silné pouze v oblasti elektronového obalu = krdtkodosahové interakce = neutralni ¢astice neinteraguji casto
s dalsimi ¢asticemi a naprosto ziidka s vice Casticemi zardz = predevsim bindrni srazky

Mnoha-¢asticové Coloumbovské interakce muzeme popsat také jako soucasné bindrni interakce, v praxi jako sérii
naslednych binarnich interakci s malym hlem. Tyto interakce jsou dulezité pro chovani plazmatu. Nicméné ve slabé
ionizovaném plazmatu nehraji nékolikandsobné interakce velkou roli a jednoduché binarni srazky adektavné popisuji
jevy v plazmatu. Nejvétsi roli v téchto typech plazmatu pak hraji elektrony, protoze rychle reaguji na el. a mg. pole.

6.2 Binarni srazky
Uvazujme pruznou srdzku dvou ¢dstic o hmotnosti m a my o rychlostech v a vy pred srdzkou a v/ a v po srazce. V
nasledujicim textu budou veli¢iny s édrkou oznacovat veli¢iny po srazce.

Muzeme pracovat v laboratornim systému soufadnic, ale konveéné spiSe v systému, kde ¢astice m je v klidu a c¢éstice
my se priblizuje relativni rychlosti
g=vi—v. (6.1)

Po srézce je relativni rychlost
/

g =vi—Vv. (6.2)
Zameérnd vzddlenost b je definovana jako definovana jako minimalni vzdalenost piiblizeni, pokud by nedoslo k interakci.
Uhel rozptylu je x a thel orientace orbitdlni roviny (nebo roviny srdzky) vzhledem k néjakému danému sméru kolmému
na orbitalni rovinu je €.

mv +miv
c=—1"1 (6.3)
m -+ my
a po srazce
mv' +mqv]
c(/) = # (6.4)
m -+ mq

Pocétecni rychlosti muzeme vyjadiit pomoci ¢y a g

v = co—%g (6.5)

v o+ g, (6.6)
mi
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kde p oznacuje redukovanou hmotnost

Podobné obdrzime i rychlosti po srazce

Ze zékona zachovdni hybnosti béhem pruzné srazky

nebo ze vztahu (6.3) a (6.4)

takze

mv +myvy = mv' +myv]

(m+m1)cy = (m+my)c),

¢ =c)

Ze zakona zachovdni energie béhem pruzné srazky méame

[m(v')? +ma (v7)?]

N | =

1
§(mv2 +miv}) =

a pifmou tpravou vztahu (6.5), (6.6), (6.8) a (6.9)

Protoze ¢y = ¢} dostdvame

1 1 1
5 (mv? +ml) = 2 (m+ma)eg + Sug®
1 1 1
S ) 4y ()] = 5 (m + ma)ef? + 5 g™,
/
9=9,

tedy wvelikost, ale nikoliv smér, je zachovana pfi bindrnich pruznych srazkach.

(6.7)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

Uhel x mezi g a g’ je uhel rozptylu nebo také deflekénd uhel. Abychom dostali vztah mezi vektory g a g’, zvolime napf.
kartézké soutadnice s osou z ve sméru g. Mame tedy

gx =9y =0
9.=9=g
g, = gsinycose
g; = gsinysine

g, = gcosx,

kde e urcuje relativni orientaci roviny srdzky. Pokud tedy zname pocédtecni rychlosti a thel rozptylu xy muzeme urcit
rychlosti po srdzce. Opac¢né, pokud zname koneéné rychlosti a x, muzeme uréit puvodni rychlosti. Tento fakt umoziuje
jednoduse uvazovat o inverzni srdzce, protoze x je stejné jako pro pfimou srazku (b, vzdjemnd sila a g jsou stejné).

Uhel rozptylu je jedind veli¢ina, kterd zavisi na detailech srazkového procesu. V pripadé vzajemné sily, kterd zavisi pouze

na vzdalenosti mezi interagujicimi ¢dsticemi, y zavisi na néasledujicich parametrech:

1. zékon vzdjemného silového pusobeni
2. velikost vzajemné rychlosti g

3. zameérna vzdalenost b.

6.3 Dynamika binarni srazky

Dynamika bindrni srdzky je fizena zdkonem vzdjemného silového pusobeni. Pro kazdé b existuje odpovidajici x a jejich
vztah je nezavisly na zékonu vzdjemnych sil. Tento vztah je obsazen v diferencidlnim ucinném prurezu definovaném v

odstavci 6.5.
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Uvazujme srdzku dvou castic m a my v soufadném systému castice m. Polohovy vektor cCastice my bude r.
Predpokladame, ze sila interakce je centralni sila, tj.

F(r) = F(r)i (6.22)

a potencialni energii 1ze tedy vyjadrit takto

F(r)=-VU(r) = — . (6.23)

Pro centralni silu je torze N = r x F(r) nulovd. Torze je ¢asovd zména momentu hybnosti L = r x p
dL

N=_—=0, 6.24

o (6.24)

= moment hybnosti je pohybové konstanta; r je stile kolmé na konstantni smér L = pohyb lezi v roviné.

Pouzijeme poldrni souradnice (r,6) a uvédomime si, ze jednotkové vektory ¥ a 6 zdvisi na 6:

dr dr_  dF _dr_ dFdf

- a VT E s w wa (6.25)
Protoze dF /df = 0
dr dr df ~
or _ary 9 2
AT (6.26)
nebo jinak zapsdno o
P =rF -+ 160, (6.27)

Trajektorii castice nalezneme ze zdkona zachovani energie a momentu hybnosti pomoci analogie s jednocasticovym
problémem. Kineticka energie relativniho pohybu je

1 1 :
B = gpb i = S +r76%). (6.28)
Ze 77E . .
GH( +126%) +U(r) = Spg”. (6.29)
Moment hybnosti vzhledem k pocatku je dan
L=rx(uk)=uw?0(F x0). (6.30)

Puvodni hodnota momentu hybnosti je bug, a tedy
20 = bg. (6.31)

Pomoci pfedchozich vztaht ziskdme diferencidlni rovnici pro dréhu r(6). Napiseme

dr  drdf
- .32
dt  dfdt’ (6:32)
pouzijeme (6.31) a (6.29) k eliminaci df/dt a dr/dt. Diferencidlni rovnice trajektorie:
2 4 2
2
dr\T_r v 200)] (6.33)
de b2 r? g
coz preskupime takto
b p2 o 2U(r)] 2

Vybér znaménka se musi udélat z fyzikalniho nahledu. Kladné znaménko se pouzije pro 6 > 0,,, zadporné pro 6 < 0,,,
kde 6, je tihel v bodé nejvétsiho piiblizeni (verteza trajektorie). Polohovy vektor v tomto bodé oznacime ry,.

Vzdalenost nejvétsiho priblizeni r,, dostaneme z (6.33), kdyz si uvédomime dr/df =0 a r = r,,:

=0 (6.35)
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Obrézek 6.1: Schematické zndzornéni srazky tuhych kouli.

tedy
2U(rm)] —1/2
rm=01—-——+% 6.36
{ pg? (6:36)
Abychom uréili whel rozptylu y, uvédomme si, ze
X =m—20n (6.37)
a integrujme vztah (6.34) od 6,, po jiny dhel 6:
" b o 2U()]
g_gm:i/ LN PO 101G dz, (6.38)
- 22 e
(stejnd konvence znamének). Pro r — oo mame 0(_y — 0, zatimco 01y — 20, takze
al o 20(r)]
em:/ bk 200, (6.39)
o 72 o pg?

a thel rozptylu je

2 pg?
Abychom mohli vypocitat y musime znat zdmérnou vzdalenost b, po¢ateéni rychlosti g a vzdjemnou potencialni energii
intergajicich ¢éstic U(r).

Tb [1 i QU(T)]_l/er. (6.40)

x(b,g):W*2/ o)

m

6.4 Vyjadreni ihlu rozptylu
Ukézeme si dvé konkrétni pouziti vztahu (6.40) k urc¢en{ dhlu rozptylu y pomoci zdmérné vzdélenosti b a pocatecni
rychlosti g.

6.4.1 Dvé perfektné elastické tuhé koule
Uvazujme srazku dvou perfektné elastickych tuhych kouli o poloméru Ry a Rs. Potencialni energie je dédna

U(r) = Opror > Ry + Re (6.41)
= oopror < Ry + Rs.
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Protoze koule nemohou do sebe pronikat je jejich vzdalenost » > Ry + Ra a tedy zjednodusime vztah (6.40) jako

[e'e] b b2 _1/2
X:ﬂ'—Q/T r_Q[l_r_Q] dr. (6.42)
Pouzijeme substituci y = b/r:
b/rm
X=m - 2/ (1—y*) " 2dy, (6.43)
0
coz dava
x =7 —2sin"(b/r). (6.44)
Pro b > Ry + Ry nedochazi k zadné interakci = r,, = b. Pro b < R + R se koule srazi = r,,, = R1 + Rs.
b
= -2 n(——— b<Ri+R 6.45
X T aurcsm(R1 +R2) proo < Ry + Ho ( )

Oprob > Ri + R

6.4.2 Coulombovsky interakéni potencial

Uvazujme piipad Coulombovského pole, jehoz interakéni potencidlni energie je

1 qq
(7") dmeg 1 ’ ( )

kde ¢ a g jsou elektrické ndboje ¢dstic o hmotnosti m a m;. Dosazenin do vztahu (6.40) dostaneme

o0 b b2 qql
boa)=m—2 O
x(b,g) == / r2 { 2 2mequg?r

r
T'm

—1/2
dr. (6.47)

Vzdalenost nejblizsiho pfiblizeni r,,, muzeme dostat z (6.36) a (6.46). Zavedeme konstantu

qq1

=11 6.48
O 4meopg? (6.48)

takze by vyjadiuje vzdalenost, na které je el. potencidlni energii interakce dvakrat vétsi nez relativni kineticka energie
nekoneénu. Substituci proménné y = 1/r a pouzitim by ve vztahu (6.47) dostaneme

1/rm
x(b,g) =m— 2b/ (—b%y? — 2boy + 1)"1/2dy. (6.49)
0
Pouzijeme standardni vztah pro integraci (Rektorys):
1 —2ax —
2 —1/2,9.. _ .
/(CYZC + ﬁw + ’y) / dQE = \/__a arcsin {W] (650)
kde v nasem pifpadé a = —b?, B = —2by a v = 1. Pouzijeme meze integralu, kde r,, je ddno vztahem (??):
(b,g) = 2 arcsi bo (6.51)
=2arcsin | —5———+= | - .
Tato rovnice se ekvivalentné da prepsat jako
fan(Ly) = 2 (6.52)
2X =7 .

e x=1=b=0

X=7/2=b=by

XxX=0=>b—00

e znaménko néboje ¢astic stejné = by a x jsou kladné

e znaménko naboje ¢astic ruzné = by a x jsou zaporné

6.5 Ucinny pruarez

Zatim interakce pouze dvou ¢astic ALE Ucinny prufez definovan ve smyslu svazku totoznych ¢éstic dopadajicich na terc
= meéjme svazek ¢astic o hmotnosti m; rovnomeérné rozprostienych v prostoru dopadajicich rychlosti g = v; — v na
castici m. Céstice se zameérnou vzdélenosti b se rozptyluji pod dhlem y, se vzdélenosti b+ db pod thlem y + dy. Pocet
¢éstic rozptylenych za 1s do (x, x + dx) zdvisi na toku ¢édstic I.
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6.5.1 Diferencialni Géinny pruiez

Pocet ¢astic rozptylenych za jednotku casu do prostorového ihlu df) vyjadieného pomoci thla x a e:
dN
dt

kde o(x,€) je diferencidlni wicinny prirez nebo whlovd rozdélovact funkce. Stejny pocet ¢dstic dopada pied sréazkou z

oblasti dané intervaly (b,b+ db) a (g,& + de):

= o(x,e)ldQ, (6.53)

dd—]:] =Tbdbde. (6.54)
A tedy
o(x,e)d2 =bdbde. (6.55)
Protoze d) = sin xdyde:
o(x,e)sinxdx = bdb (6.56)
a dale A
o(x.€) = S ldx | (6.57)

Absolutni hodnota je pouzita, protoze b klesa, kdyz x stoupa ALE dif. i¢inny prufez vyjadiuje kladnou veli¢inu - pocet
rozptylenych ¢dstic. Velicinu db/dx vyjadiime ze vztahu (6.40), jestlize budeme znét U(r). o(x,€) ma rozmér plochy.

6.5.2 Celkovy ucinny prirez rozptylu

oy je definovan jako pocet Castic rozptyleny za jednotku ¢asu a jednotku toku ¢éstic do wsech sméru od rozptylového
centra:

2m T
of :/o(x,s)dQ:/ ds/ o(x, €) sin xdx. (6.58)
) 0 0

<

Ijéinny prufez samoziejmeé zdvisi na relativni rychlosti g.
Ve specidlnim piipadé, kdy je interakéni poteciél izotropni (napt. Coulombovsky), mame

oy = 27r/ o(x) sin xdx. (6.59)
0

6.5.3 Ucinny prifez pro pirenos hybnosti
Ijéinny prufez lze definovat pro ruzné interakéni procesy. Jeden z dulezitych je pfenos hybnosti:

__ prenos hybnosti za sekundu

m —

6.60
dopadajici tok hybnosti ( )

kde hybnosti pred srazkou je I'ug. Po srézce je hybnost ve sméru dopadu pgcosy, takze prenesend hybnost je
1g(1 — cos x). Celkovy pfenos hybnosti vsemi dopadajicimi ¢dsticemi

I‘ug/Q(l — cos x)o(x, €)dS, (6.61)
a protoze celkovy tok hybnosti dopadajicich ¢astic je I'ug
Om = /9(1 — cos x)o(x, €)dQ. (6.62)
V piipadé izotropni interakce a vyuzitim df) = sin ydxde
Om = 2T /w(l — cos x)o(x) sin xdx. (6.63)
0

Protoze o(x) muzeme chépat jako tthlovou rozdélovaci funkci Ize ji brat jako vdhovou funkei pro vypocet stredni hodnoty
jakékoliv funkce F(x) z&vislé na thlu rozptylu:

(P = JapOOTOE, (6.60)
coz muzeme psat jako _
F00) = = [ Fegoty) sinxay (6.65)

a podle definice stfedni hodnoty
Om = 0¢{1 — cos x). (6.66)
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mg

Obrazek 6.2: Hybnost pied a po sréazce.

6.6 Dalsi srazkové parametry

Uvazujme tok I' = nv ¢éstic o hmotnosti m, hustoté n a konstantni rychlosti v dopadajicich z jedné strany na terc
slozeny z "nekoneén&” hmotnych ¢dstic o hustoté ng, které jsou v klidu. Pak g = v. Necht dn je pocet dopadajicich ¢astic
na jednotku objemu ve vzdalenosti x, které interaguji s ¢asticemi terce na vzdalenosti dx a jsou tedy odstranény ze
svazku dopadajicich ¢dstic (proto znaménko minus):

dn = —ognngdz, (6.67)

kde konstanta tmeérnosti oy je celkovy t¢inny prufez. Podobny vztah pro tok ziskdme vyndsobenim (6.67) rychlosti v

dl' = —o'ngdz (6.68)
neboli T4
n
T 7" —ngotdr (6.69)
a po integraci
I'(z) = Lo exp(—ngotx) = T'gexp(—z/A), (6.70)
kde .
A= (6.71)
Ng0t

je strednt volnd drdha Gbytku ¢astic v dopadajicim svazku. Stfedni doba mezi interakcemi je

S (6.72)

v
Jeji pfevracend hodnota je interakéni neboli srdzkovd frekvence
v=r1""1=ngow, (6.73)

coz je pocet interakci za jednu sekundu, které ma dopadajici ¢astice, s ¢asticemi terce. Muzeme také definovat srdzkovou
frekvenci na jednotku hustoty
K = oy, (6.74)

coz se nazyva rychlostni konstanta. Samoziejmeé

v = Kng. (6.75)

6.7 Ucinné prirezy pro srazku tuhych kouli
6.7.1 Diferencialni i€inny prifez pro rozptyl

Vyuzijeme vztah (6.45) pro hel rozptylu a b < Ry + Ro

b= (Ri+ R2) cos(%x) (6.76)
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a tedy

) = 2(Ry + Ra)sin(3)
—| == in(=x).
X! g TR sX

Dosazenim do vztahu (6.57)

1
o= Z(Rl + R2)2

6.7.2 Celkovy ucinny prifez pro rozptyl

™1
or = 277/ Z(Rl + Ry)?sin xdy = m(R; + Ry)?
0

(6.77)

(6.78)

(6.79)

Dva specidlni pifpady: elektron s molekulou o poloméru R, o = R?/4 a oy = nR?; dvé stejné molekuly o priuméru D,

o=D?/4a0,=nD>

Uvédomme si, ze pro srazku tuhych kouli existuje mezni hodnota b, nad kterou nedochazi ke srazce. Pravé toto zpusobi,

ze celkovy G¢inny prufez oy neni nekoneéna hodnota.

6.7.3 Utinny prirez pro pienos hybnosti

Ze vztahu (6.63) pro Gc¢inny prufez pro pienos hybnosti a ze vztahu (6.78)

™ 1 1 ™ ™
Om = 27r/ Z(Rl + R2)?(1 — cos x) sin xdy = §7T(R1 + R2)2(/ sin xdx — / cos x sin xdy).
0 0 0

Po integraci
Om = W(Rl + R2)2

Stfedni hodnota zmény hybnosti na jednu ¢éstici je ddna vztahem (6.65)

(ng(1—cosx)) = el /O” pg(1 — cos x)o(x) sin xdx

Ot

a dle vztahu (6.63)
Om
(ng(1 —cosx)) = pg—,
Ot

coz zjednodusime za pouziti vyrazu pro Gc¢inné prufezy (6.81) a (6.79)

(ng(1 —cosx)) = pg

6.8 Ucinné prirezy pro Coulombovsky potencial
6.8.1 Diferencialni Géinny pruiez
Derivaci vztahu (6.52)

¥
dx|  2bgcos?(x/2)’
takze diferenc. G¢inny prufez je
0= s
7N = 2bg sin x cos2(x/2)
nebo za pouziti tan x/2 = by /b
b
olx) = —F5—,
W= o2

coz je vztah pro Rutherfordovskij rozptyl. Protoze 2sin?(x/2) = (1 — cosy), mame

_ b
o) = (1 —cosy)?

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)
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6.8.2 Celkovy ucinny prifez pro rozptyl
Protoze dif. u¢inny prufez prudce roste pro x — 0, bude celkovy Géinny prufez oy nekoneény. Ze vztahu (6.59) a (27)

g . g sin y
oy = 271'/ o(x)sin xdx = 27rb2/ —=——dy, 6.89)
T " S (1= c03x)? (

min

kde xmin = 0. Integrovanim
1

sin?(Xmin /2)
coz jasné davé oy = 00 pro Xmin = 0. Prispévek ¢dstic s velmi malymi deflekénimi ihly ¢ini tedy celkovy uéinny pruiez
nekonec¢nym.

1], (6.90)

or = 7h3[

6.8.3 Utinny prirez pro pienos hybnosti
Substituci (??) do (6.63) dostdvame

sin y

Om = 271'/ (1 = cosx)o(x)sin xdy = 27Tb(2)/ dx, (6.91)
X

Xomin (1 —cosx)

min
kde opét xmin = 0 a integraci mame

1
O = 4mbE In[—

sm2(xmm/2)]’ (6.92)

coz opét dava oy = 00 Pro Ymin = 0.

6.9 Stinéni Coulombovského potencialu

Nekoneéné hodnoty pro oy a o, pro Coulombovsky potenciél jsou interpretovéany jako chybéjici mezni hodnota zdmérné
vzdélenosti b (malé x — velké b). Abychom tedy ziskali rozumné hodnoty oy a oy, musime néjak modifikovat nage ivahy
a na zakladé rozumného duvodu zavést max. hodnotu zadmeérné vzdéalenosti b = b,.

Ze vztahu o(x, €)dSt = bdbde a definice celk. G¢inného prufezu (6.58):
be
or = 277/ b db, (6.93)
0

kde jsem zavedli max. hodnotu b = b., takze

o = b2, (6.94)

Zavedeni max. hodnoty < nedochdzi k interakcim pro ¢astice ve vzdélenostech b > b,

Rozptyl pro thly (7/2, ), tj. (0,bo) se obvykle nazyva rozptyl pod velkymi whly nebo tésné srdzky. Pokud se budou brét
v uvahu pouze tésné srazky, mame
Ot,velke = Wb(% ; (7T/2 <x< W)v (695)

kde by = qq1/(4meopg?).

Vime, ze v piipadé nabitych ¢astic v plazmatu dojde k jejich stinéni oblakem ¢éastic s opa¢nym znaménkem. Mira
efektivnosti tohoto stinéni je Debyeova délka:
60/€T

)t (6.96)

Ap = (

Koule o poloméru A\p je Debyeova koule. Vezmeme-li do ivahy toto stinéni:

- 9 _r
U(r) = P exp( )\D) (6.97)

tedy pro r < Ap jde o potencidlni energii velmi blizkou Coulombovské, zatimco pro r > Ap je to téméf nula.

Vypocet oy za pouziti Debyovské potencidlni energie je velmi komplikovany a vyzaduje numerické feseni. Je ovSsem
mozné pouzit alternativni zjednodusujici pfistup, ktery vede k dobrému souhlasu s feSenim numerickym: vezmeme
Coulombovsky potencidl pro r < Ap a nula pro r > Ap = b. = Ap. Obecné plati

Ap > bo. (6.98)
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Rozptyl pro by < b < Ap vedouci k x < 7/2 se nazyva rozptyl pod malgmi ihly a jeho piispévek k celk. i¢innému
prufezu je

AD
Otmale = 27r/ bdb=m(\ —b3) ; (x <7/2). (6.99)
bo
Porovname-li ) )
Ot ,male )‘D )‘D
; 2D 1~ 2D 6.100
Ot ,velke bg b(Q) ( )

= dulezité jsou srazky zpusobujici rozptyl pod malymi ihly, nemuzeme je zanedbat a z integrace pro b, = A\p =

or =AY (6.101)

Zavedeme max. hodnotu b, = Ap i pro déinny prutez pro prenos hybnosti a ze vztahu (6.92) méme

)\2
O = 2mb2 In(1 + b—g), (6.102)
protoze
. b —-1/2
sin(zxe) = (14 -5) . (6.103)
2 bg
Pouzijeme oznaceni
A
A= b—z’ (6.104)
pricemz A > 1, takze
Om = 47b3In A (6.105)

Funkce A se méni relativné pomalu, pro vétdinu laboratornich typu plazmatu je In A = 10-20. Abychom mohli vypocitat
A uvazujme zjednodusSené:

¢ g=—-¢q =¢€

e 1 hustota elektronu a iontu

e T teplota obou

e Maxwell. rozdéleni pro oba typy ¢astic, zadna driftova rychlost

1 1 3T 3T
== fir(vi —v)*dPod® :—/e NP = —— 6.106
)= [ [ Setatn—opatuitn = - [Tt = 2 (6.106)
a tedy
62 62
by = _ 6.107
07 dreop(g?)  12megkT ( )
tj.
12meokT
A= %AD = 127no\3, = 9N, (6.108)

kde Np je pocet ¢éastic v Debyoveé kouli.
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Tabulka 6.1: Hodnoty parametru A pro teploty 7'v K a n, v.cm™

3

T/n,

103

106

107

10"

1015

10"

107!

107
103
10%
10°
108
107
108

12.8
16.3
19.7
23.2
26.3
28.5
30.9

9.43
12.8
16.3
19.7
22.8
25.1
274

5.97
9.43
12.8
16.3
19.3
21.6
24.0

5.97
9.43
12.8
15.9
18.1
20.5

5.97
9.43
12.4
14.7
17.0

5.97
8.96
11.2
13.6

5.54
7.85
10.1

o1



Kapitola 7

Makroskopické transportni rovnice

7.1 Momenty Boltzmannovy rovnice

Pokud zname rozdélovaci fci = makroskopické veli¢iny jako hustota, stfedni rychlost, teplota apod. V termodynamické
rovnovaze = Maxwell-Boltzmannova rozd. fce. V jiném pripadé musime fesit komplikovanéjsi BKR.

ALE rovnice pro ¢asové a prostorové zmény makroskopickych proménnych mohou byt odvozeny z BKR bez jejiho feseni
= makroskopické transportni rovnice

Makroskopické veliciny souvisi s momenty rozdélovaci fce a trasportni rovnice pro tyto proménné ziskame z momentu
Boltzmannovy rovnice. Prvni tfi momenty: vyndsobenim rovnice vyrazy me, mav a mav?/2 a integraci ptes rychlostni
prostor = zékon zach. hmotnosti, hybnosti a energie. Vzdy se nam ale objevi néjakd neznaméa makrskop. veli¢ina navic,
takze abychom mohli soustavu vyfesit, musime udélat néjaké vhodné predpoklady o nejvyssim momentu rozdél. fce.

V této kapitole se konstruuje pro kazdy typ Céstic vlastni transportni rovnice.

Existuje mnoho moznosti vytvofeni soustavy transportnich rovnic podle zjednodusujicich pifedpokladi, napt. model
studeného nebo teplého plazmatu.

7.2 Obecna transportni rovnice
Uvazujme fyzikalni vlastnost ¢dstic v plazmatu x(v) a vezméme obecnou BKR:

0fa

_ (3fa

ot

Kazdy ¢len BKR vynédsobime y(v) a z analogie vypoctu stiedni hodnoty x(v) udéldme totéz s celou BKR

Ofa 0 fa
Xa—J;dsv—l—/xv-Vfad%—i-/xavaadsv :/X (%) d>v- (7.2)

Daéle upravime kazdy ¢len rovnice zvl4st.

Ofa 9 )
[Jxa—f;td% == (/ xfad3v> - /Ufaa—fd% (7.3)

Posledni ¢len je nula a z definice stfedni hodnoty:

Pruni élen:

Ofa 5 0O
[t = G matn) (74)
Druhg ¢len:
/xv SV fad3v =V - (/ vy fad®v) — / favVxd3v — / faxV - vdv (7.5)
Clen V - v a Vy jsou nula:
/XV NVad®v =V - (na(xV)a) (7.6)

Treti ¢len:

/xa-VUfadsv:/Vv-axfad%—/faa-vvxd%—/faxvv-ad3v (7.7)
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Posledni integral vymizi pokud

1
Vy-a=—V, -F=0, (7.8)
M
slozka vektoru sily F; nezavisi na pfislusné slozce rychlosti v;, kde i = x, yz. Toto omezeni nevylucuje mg. silu
F, = quv X B:
Fw = (a (Usz - Usz) (79)

Prvni integral na pravé strané rovnice (??) je souctem tif{ trojnych integralu:

/va A(axfa)d®v = Z///_:O %(aixfa)dvxdvydvz. (7.10)

Pro kazdy z téchto ti{ integralu (i = x, y, z) mme

///+OO (azX fo)dvedvydv, = //+OO dvydv,(az X fal T2) = 0, (7.11)

protoze fo(r,v,t) — 0 pro v; — +oo. Protoze prvni a posledni integral vztahu (7.7) je roven nule, mame

/Xa Vo fad®v = —ngla-Vox)a (7.12)

v

Kombinaci predchozich vysledku dostavame obecnou transportni rovnici

5500 100) + 7 (10 (xvhe) = o Ve = | £ 000)] (7.13)

kde ¢len na pravé strané oznacuje rychlost zmeény veli¢iny y na jednotku objemu v dusledku srazek:
) 0fa 3
— (e {x)a = A d 7.14
|:6t (n <X> ):| sraz \/U X ( 6t )SI‘&Z ! ( )

7.3 Zakon zachovani hmotnosti
7.3.1 Odvozeni rovnice kontinuity z BKR
Rovnici (7.13) zde vyuzijeme pro x = m,. Vyjadiime
(X)a = ma (7.15)

<XV>0¢ = ma<v>o¢ = MulUy
V’UX =Vymae =0

a dostaneme rovnici kontinuity

pma
ot

0 fa dpma
Se :moz/(W)srazdsv = ( o7 ) (717)

vyjadiuje rychlost produkce nebo ztraty ¢dstic o na jednotku objemu v dusledku interakci. Pokud k nim nedochéazi

+ V- (pmati) = Sa, (7.16)

kde pma = naMme a srazkovy clen

Opma

*\Pmalla) = .1
ot +V: (pmalle) =0 (7.18)
neboli 5
O+ () =0 (7.19)
Rovnici zdkona zachovdni ndboje odtud dostaneme nisobenim nabojem ¢q:
8pa
V.-J, 7.20
o T (7.20)

kde po = naga je hustota ndboje a J, = po U, je hustota el. proudu.
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7.3.2 Odvozeni pomoci dynamiky tekutin

Uvazujme objem tekutiny V' uzavieny plochou S s elementem plochy dS = ndS. Stiedni pocet ¢astic opoustéjici objem
V skrz dS za jednotku casu je
Nl - dS (7.21)

= pocet ¢astic opoustéjici cely objem:
jénaua -dS. (7.22)
S
Celkovy pocet céstic v objemu:

/ Nad>r. (7.23)
%

Pokud nedochéazi k produkei nebo ztraté ¢astic v objemu, musi platit

0
Naly - dS = ——/ N d>r 7.24
f 5/ (7.24)

a za pouziti Gaussova teorému divergence

?{nauawiS:/ V(naty)d*r (7.25)
S 14

dostaneme

/v [aalto‘ +V- (naua)] d3r =0, (7.26)

coz musi platit pro libovolny objem V', takze dostdvdme rovnici kontinuity (7.19).

7.3.3 Srazkovy clen

Procesy spojené se zménou poctu ¢dstic = obvykle nepruzné srézky (ionizace, rekombinace, zachyceni ndboje). Jak je
muzeme reprezentovat v rci kontinuity:

e efekt ionizace - rychlostni koeficient pro ionizaci Kj, tj. pocet paru elektron/iont produkovanych za jednotku
¢asu je Kineng, kde n, je hustota neutrdlniho plynu. Ve slabé ionizovaném plazmatu je mozné povazovat ng
za konstantni a pocet vzniklych paru zapsat pomoci srazkové frekvence vine

e efekt rekombinace - rychlostni koeficient pro rekombinaci K, tj. ibytek paru elektron/iont za jednotku ¢asu,
za predpokl. jednoho druhu iontdi (n; = n.) je Kyn?

o cfekt zdchytu zdporného ndboje - rychlost ibytku elektronii K,n.ng neboli podobné jako pro ionizaci vane

—
Se = me(vine — Kyn? — vane) (7.27)

7.4 Zakon zachovani hybnosti
7.4.1 Odvozeni pohybové rovnice

Nahradime x(v) vyrazem mqv v (7.13). Vezmeme-li v dvahu, ze v =V, + u, a (V,) = 0, mizeme ¢leny transportnf
rovnice upravit takto:

0 . OJu, apmoz
g (PmalV)a) = Pma—g= + a0 (7.28)

V- (pma(vv)a) = V- [pma(Uatia + ta(Va) + Va)tua + (7.29)
+(Vo Vo)) = V- (Pmatlatio + pma (Vo Vy))

0 0 0
a—%“rFya—%-f—an—%)V)a— (7.30)

N (Fpx + Fyy+ Fy2)q = —na(F)a

—no(F - V) = —no((Fy
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A dosadime-li do (7.13), dostaneme rovnici zachovan{ hybnosti

a (07 a mao
Pma al:f + o gt + V- (pmatlatia) + V- (pma(VaVa)) = na(Fa = Aa, (7.31)
kde A, oznacuje srazkovy clen
1) a ) ma Ua
Aa = ma/ V( f )sraz dB'U = (p —U ) (732)
v ot ot sraz

Vyraz pma(VaVa) je tenzor kinetického tlaku Py:

V- (pma(VaVa)) = V- Py (7.33)

Tteti ¢len na levé strané rovnice (7.31) muzeme rozepsat takto

0 0 0
B Jduy, Jduy, Ju, I(pmatiar) . O(Pmaliay) | O(Pmaliaz),
= pmataz ox + tay dy T Yoz 0z + o ox + dy + 0z I=

pma(ua ' V)ua + ua[v ! (pmau&)]

Dosazenim (7.33) a (7.34) do (7.31) a za pouzit{ rovnice kontinuity (7.16) dostdvame

pma[% + (Ua . V)ua] +V- Pa — na<F>a = Aa — uaSa- (735)

Clen v hranaté zavorce muzeme zapsat pomoci totalniho diferencialu:

D 0]
== hu, Y, (7.36)

coz odpovida casové zméné pozorované ze souradného systému pohybujiciho se stfedni rychlosti u,,.
Jestlize uvazujeme elektromg. Lorentzovu silu a gravitaéni silu, je posledni ¢len rce (7.35)
—no{F)a = —Naga(E + ung X B) — ngmag, (7.37)

kde pole E a B piedstavuji vyhlazené makroskopické pole. Pohybova rovnice je tedy

Du,

Fyzikélni viznam: ¢asovd zména hybnosti v kazdém elementu kapaliny je zpusobena externimi silami, tFenim (viskozitou)
a tlakovymi silami samotné kapaliny a dale vnitinimi silami, které odpovidaji interakcim = z.z. hybnosti

=Nala(E + o X B) + pmag — V- Po + Aq — U,Sa (7.38)

Casto muzeme viskozitu zanedbat, tj. neuvazujeme nediagonélni ¢leny P,. Pokud je navic rozdélovaci funkee izotropni,
jsou diagonalni cleny P, stejné a rovné skalarnimu kinetickému tlaku p,. Zanedbame-li déle ¢len vedouci k tvorbé nebo
zéniku ¢astic, mame

Du,,

pmaTt = naQa(E + Uq X B) + pPma9 — Vpa + A, (739)

7.4.2 Srazkovy clen

Clen A, oznacuje rychlost zmény stiedni hodnoty hybnosti na jednotku objemu zptsobenou srazkami. Dusledek za-
chovani celkové hybnosti pii elastickych srazkach stejnych ¢astic = A, = 0. ALE pro kapalinu slozenou z ruznych ¢éstic
A, #0.

Casto pouzivany vztah pro pienos hybnosti srazkami (nemusi platit vzdy, predp. Maxwell. r. fce a relatiné maly rozdil
stfednich rychlosti ¢dstic):

A, = —pma Z Vo (Uy —ug), (7.40)
B
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kde konstanta imérnosti v,g je srdZkovd frekvence pro prenos hybnosti mezi ¢asticemi o a 5. Protoze béhem srazky se
musi zachovavat celkova hybnost

PmaVaps (U —ug) + pmpVpa(Us — ug) = 0. (7.41)

PmaVaB = PmpVBa (742)

7.5 Zakon zachovani energie
7.5.1 Odvozeni rovnice pro transport energie

Nahradime x(v) vyrazem mq,v?/2 v (7.13). Plat{

1 1
Na(X)a = 2pmoz<V )+ 2Pmau 5(317& + pmaui) (7.43)
1
Vox = §mavv(v.v) =mu(v-Vy)v =mgv (7.44)
Cleny na levé strané obecné transportni rovnice (7.13) jsou tedy
0 30pn . 0,1 9
il — o2l 4
ot (na(X)a) = 2 ot + at(2 Pmatly) (7.45)
1
V- (na(xv)a) =V- [§pma<(v “V)0)a] (7.46)
—no((F/ma) - VoxX)a = —Na(F - 0)q (7.47)
Souétem téchto ¢lenu ziskdme rovnici zachovdni energie
30p, O 1 1
e . — F . =M 4
e (5pmat) 4V [3pmal(v - v)v)a] — ma(F ) = M, (7.48)
kde M,, je rychlost zmény hustoty energie v dusledku srazek
1 2,0f 5(lpma<v2>a)
Ma = FMq = sraz d3 = |2 7.49
2mL (g e &0 [ 5t . (7.49)

Alternativné se muze rovnice také zapsat jinak, viz déle. Vezméme nejprve ¢édst tfetiho ¢lenu (7.48) a v =V, + u,:

([(ue + Vo) - (o + Vo) (ua + Va)
= ((u2 + 2ty - Vi + V) (uy + Vi)
=ity + (VHuy + 20V, Vo) -ty + (V2

(7.50)

)=

)
Vo).
Clen Pma{VaVy) piedstavuje tenzor kinetického tlaku P, a %pma(V§Va> je wvektor toku tepla q,. Ukéazali jsme, ze
2 Ppma(VZ) = 3pa/2. Proto

1 1
V- [Epma«v “V)U) o] =V - [meau u, + - (3pa)ua +Po o+ qo] = (7.51)
1 1 1
=V- (ipmauaua) + 5(3pa)(v Uy + 2( “V)(Bpa) + V- (Po - 1) +V - qa

Dosazenim do (7.48) a za pouziti oznaceni D /Dt pro tplny diferencidl, médme

D 3pa) 3Pa

0
o5 ) T (SV Ua+at(2pmau )+ V- ( Pmatiols) + (7.52)

V- (Py uy)+ V- qa—na(F-U)a:Ma
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Treti a ¢tvrty clen na levé strané muzeme psat jako

01 1
&(§pma"a “Ug) + V- [(ipma(”a U Ua| = (7.53)
1 5 0pma ou, 1
5“3 [‘;t + Pmaly - a—ut + §u(21v . (pmaua + Pmaley - [(ua : v)ua] =
1 2 8pma Dua
5“&[ ot + V- (Pmalla)] + pmalls - Dt

Za pouziti rovnice kontinuity (7.16) a pohybové rovnice (7.38) muzeme posledn{ vztah prepsat jako

1

iuiSa +Nally - (Fo =ty - (V- Po) + Uy - Ay — u2S,. (7.54)
Dosazenim zpét do (7.52)
D 3pa 3Pa
D5 )T Vota + V- (Pa - the) —tta - (V- Pa) = (7.55)

na<F'v>a+naua' <F>a+v'qa =
1
=My —uy - Ay + Euisa.

Tiet{ a ¢tvrty ¢len muzeme kombinovat jako

V- (Pa-ty) —ty - (V-Py) = (Pa-V)-ug, (7.56)
a podobné paty a Sesty:
_noz<F : U)oz + Naly - <F>oz = _na<F : Va); (757)
protoze
<F'U>a = <F (ua+Va)> = <F>a'ua+<F'Va>- (758)

V piipadé sily nezdvislé na rychlosti je vyraz (7.57) roven nule:
(F-Va)=F-(Va)=0 (7.59)
V piipadé mg. sily zjistime totéz:

(F-Va)=qa{(vxB)-Va)

Va) = (7.60)
= qoz(uoz X B) : <Va> + Qa<(va X B) : Va> =0,

kde oba ¢leny jsou rovny nule, protoze (V,) = 0 a (V, x B) je kolmé na V,. Dostdvame tedy tu alternationi formu
rovnice zachovdni energie

D 3pa.  3pa
E(p)+%V'"a+(Pa-V)-ua+V-qa= (7.61)

2
1
=M, —u,-Ay+ §uiSa

7.5.2 Fyzikalni interpretace

e Prvni ¢len levé strany rce (7.61) - celkovd zména hustoty tepelné energie v objemovém elementu pohybujicim
se driftovou rychlosti uy: 3pa/2 = pma(V2)/2.

e Druhy ¢len LS - zména hustoty tep. energie diky vstupu ¢astic o stfedni rychlosti u, do objemového elementu.

e Tteti ¢len LS - préce vykonana na jednotkovém objemu diky tenzoru tlaku, ktery ptisobi na povrch tohoto
objemu

e Ctvrty ¢len LS - zména hustoty tepelné energie diky toku tepla

e Pravi strana - zména hustoty tepelné energie diky srdzkdm (pro pouze jeden druh ¢dstic je ¢len roven nule)

Prvni dva ¢leny muzZeme jesté zkombinovat pomoci rce kontinuity (7.16), kde rozepiseme ¢len V - (pmatia)

0
(& + Uy V)pma + pmaV - Uy = Sa, (7.62)
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takze 1 D
pma
Vi ou, =——
! pma( Dt

Dosazenim (7.63) do (7.61) a pouzitim rovnosti pma = NaMa, Pa = NakT,, dostaneme dalsi alternativni tvar rovnice
energie vyjadiené pomoci teploty T,

— Sa)- (7.63)

3 DT 1 3 kT,
ek —% 1 (P, - u, Qo = M, — uy Ay + (Su2 — 22228, 7.64
5k + ( V) -u,+V-q u +(2ua 2ma) ( )

7.5.3 Zjednodusujici predpoklady
Podle okolnosti muzeme uplatnit ruzné zjednodusujici predpoklady
e srazkovy Clen je nula nebo zanedbatelny; driftova rychlost u, je nula; vezmeme vektoru toku tepla
g, = —KVT, (7.65)
= rce (7.64) se redukuje na difuzni rovnici pro T,

3 DT,
— —— =V - (KVT, .
Snak St = V- (KVTL), (7.66)

kde K je koeficient tepelné vodivosti (souvisi s koeficientem viskozity)

e srazkovy Clen je nula nebo zanedbatelny; neviskézni kapalina, tj. tenzor tlaku se redukuje na skalarni tlak;
neuvazujeme tepelnou vodivost (g, = 0); vztah (7.61) =

D 3pa,  3pa

E(T)‘i‘T(v Ua)+pa(v'ua) =0. (767)
Dosazenim (7.63) za V - u,, pro S, = 0 dava
D 3pa 5pa mea _
Dt( 2 ) 2Pma Dt 0 (768)
tedy
Dp. 5 Dpma
et R (7.69)
Pa 3 Pma
a po integraci
Do _ (Bmayg 7.70
Po (me) ’ (7.70)
kde po a pmo jsou konstanty, takze
Pap/® = konst. (7.71)

Toto je adiabatickd rovnice emergie pro plyn, v némz je pomér specifickych tepel pii konst. tlaku a konst.
objemu v = 5/3.

Parametr v fci poc¢tu stupnu volnosti N
v=(2+ N)/N. (7.72)

Pro ¢dstice, které nemaji vnitin{ stupné volnosti (jednoatomovy plyn), je N = 3. Adiabatickd rovnice energie
pouzivana v termodynamice je obecné ve tvaru

pp,,) = konst. (7.73)

perorinn P dp — 4T dpp = 0 (7.74)

e dp = ("2)dpm = V2 dpm, (7.75)
kde jsme definovali Ve " e 2

s =(w/pm)'" = (VKT /m)"/7, (7.76)

coz je adiabatickd rychlost zvuku v kapaliné.
e idedlni plyn; konstantni teplota kapalin = izotermdind rovnice energie. Vezmeme stavovou rovnici pro idealni
plyn p = nkT a pro T = konst
dp = kT dn = (p/pm) dpm = VE dpm, (7.77)
kde izotermdlni rychlost zvuku je
Vi = (p/pm)"/? = (kT/m)"/? (7.78)
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7.5.4 Model studeného plazmatu

e 1. moment BKR = rce kontinuity = hustota ¢dstic n, (nebo hustota hmotnosti p,) ve vztahu s driftovou
rychlosti u, = 2 makroskopické veli¢ciny = potiebujeme 2 makroskopické transportni rce

e 2. moment BKR = pohybovd rce (rce zachovéani hybnosti) = driftova rychlost u, ve vztahu s hustotou ¢dstic
N a tenzorem kinetického tlaku P, = 3 makroskopické veli¢iny = potiebujeme 3 makroskopické transportni
rce

e 3. moment BKR = rce energie = neznamé veli¢iny ny, u,, P, a vektoru toku tepla q,

— Z4dny koneény systém transportnich rovnic nemuze tvoiit uzavieny systém, takze musime zavést néjaké aproximace.
Nejjednodussi model je model studeného plazmatu. Model pouzivd pouze rovnici kontinuity a hybnosti. Tenzor tlaku
se polozi roven nule, tj. zanedbava se vliv tepelného pohybu ¢éstic a sila zpusobena zménou tlaku. Mame tedy dvé
transportni rce:

Ipma
*\Pmala) = Sa 7.79
5t + V- (Pmalls) (7.79)
Du,
T Naqa(E + ta X B) + pmag + Aa — UaSa (7.80)

Pokud muizeme navic zanedbat vznik a ztratu ¢dstic a = S, = 0. Vztah pouzivany pro srazkovy ¢len pro pfenos hybnosti
A, je dén vztahem (7.40).

Model vlastné predpokldadd, ze teplota plazmatu je nulovd, takze rozdélovaci fce je Diracova delta fce
fa(ryv,t) = 0|lv — u(r,t)].

7.5.5 Model teplého plazmatu

Zde se uvazuji tii transportni rovnice a ve tieti rci se zanedbava ¢len s vektorem toku tepla V- q, = 0. Tato aproximace
se nazyva adiabatickd aprozimace. Protoze tepelna vodivost je nula, neni plazma viskézni a nediagonalni ¢leny tenzoru
tlaku jsou nula. Déale s predpoklada, ze diagonalni ¢leny jsou stejné, a tedy V - P, =V - pg.

V modelu teplého plazmatu tedy mame tyto t¥i transportni rce

Opma
: = .81
5t TV (Pmalla) = Sa (7.81)
Du,
Pma —Dt = naqa(E 4+ Uq X B) + Pma9 — vpa + Ay —u, S, (782)
D 3p. OPa . 1 9
Dt( 2 )+ 2 (V ua) =My —u, - Ay + QUQSa- (783)

Pokud navic pFedpokldddme, ze zména energie v dusledku srézek je zanedbatelnd, redukuje se rovnice (7.83) na adiaba-

tickou rovnici
DaPmi, = konst. (7.84)



Kapitola 8

Makroskopické rovnice pro vodivou kapalinu

8.1 Makroskopické proménné pro plazma jako vodivou kapalinu
Uvazujme plazma jako celek a celkové makroskopické veli¢iny. Hustota hmotnosti:

Pm = mea = Znama, (8.1)

hustota naboje:

P = Zna(hm (82)

stfedni rychlost kapaliny w:
Pmll = meaua. (8.3)

Stiredni rychlost kazdého typu ¢astic uvazovana vzhledem k celkové stfedni rychlosti plazmatu u je difuzni rychlost w,,

1
W, =U,—U=U, — — meaua (8.4)
Pm

Hustota toku hmotnosti neboli hmotnostni tok

Jn = z:namauCY = pmt (8.5)

(e

a hustota el. proudu neboli tok naboje

J = z:naqauCY = pu + Znaana (8.6)

Tenzor kinetického tlaku jednotlivych komponent plazmatu jsme definovali jako
P. = pma(Va @ Vo), (8.7)

kde V,, = v — u, je ndhodna rychlost. Jde vlastné o pifenos hybnosti ¢asticemi skrze povrchovy element pohybujici se
driftovou rychlosti. Pro celé plazma definujeme alternativni ndhodnou rychlost V.o pro ¢éstice o vzhledem k celkové
stfedni rychlosti plazmatu u

V,o=v—u. (8.8)

Celkovy tlak je tedy definovéan jako rychlost pfenosu hybnosti vSemi ¢dsticemi plazmatu skrze element povrchu pohybujici
se celkovou stfedni rychlosti u. Tenzor celkového kineticého tlaku P je tedy

P = Z pma<va0 & Va0>- (89)
Plati
Voo = Vo + wy (8.10)
a tedy
P=> pmal(Va+ wa)® (Vo + wa)), (8.11)

[e3
coz roznasobime jako

P = pma((Va @ Vo) + (Vo ® wa) + (Wo @ Vi) + (Wo @ W), (8.12)
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Z definice w, vidime, ze (w,) = w,, a proto

P=> P.+> pmaWe® Wo. (8.13)

(0%

Celkovy skalarni kineticky tlak p je

Z Pu - Z Z pma aOz aOz - Z pma (814)

Pomoci (8.13)

1
P=D Ptz ) pmatl (8.15)
Definujeme vektor celkového toku tepla g
1
q=15 pma(VioVao) (8.16)
a hustotu tepelné energie
3p 1
? = 5 mea<va20> (817)
Je uzitecné najit vztah mezi
1
9o = §Pma<VjVa> (8.18)

a q. Takze pomoci Vg = V,, + w,, dostaneme
= %meaWjVa) +wg (Vo) + 2((Wa - Vo) Vo) + (8.19)
Ve ke +2() W),
pficemz (V,) = 0, takze

= Y V2V 2w (Vo Vo) + (V2w + e (5.20)

Ze vztahu (8.18), (8.7) a pa = pma(V,2)/3 prepiseme predchozi vztah jako

3 1
q-= Z Qo+ o Pt SpaWo + 5 pmatl W), (8.21)
Pro izotropni pfipad
) 1
qg= Z(qa + §paWa + §pmawiwa). (8.22)

«

8.2 Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity pro jednotlivé ¢astice sumujeme

> apm“ n Zv (Pmatia) = S (8.23)

(e

coz dava
Ipm _
LV (ppu) = 0, (8.24)
ot
nebot suma S, je nula diky zachovani celkové hmostnosti v systému. Rovnici mizeme také piepsat pomoci
D/Dt=09/0t+ u -V jako
Dpp,

m = 2
DterVu 0 (8.25)
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8.3 Pohybova rovnice
Podobné postupuje i v pripadé rovnice z.z. hybnosti:

du,
;pma[a—l; + (v - Vu,) = ;naan + ;naqa(ua x B) + (8.26)
2 pwag =D VPt ) Au=) uaSe
Protoze celk. hybnost vsech ¢astic se zachovava je srdazk. ¢len nula.

ou,, .

> pmal T+ (e V] = pE+ 7 x B+ pug — V- P+ (8.27)
+Zv : (pmozwa ® Wa) - Z uozSoz
Clen obsahujici S, muzeme eliminovat pomoci rovnice kontinuity. Zapiseme rovnost

a mao
D uaSa = Y w75 + V- (prnaua)], (8.28)

«

coz kombinujeme se ¢leny na levé strané rovnice (8.27) a ¢lenem ) uyS, na jeji pravé strané. Dostdvame vyraz

Z[W + V- (pmaiatia)], (8.29)

[e3

kde vyuzijeme vztah pro celkovou stiedni rychlost (8.3), druhy ¢len expandujeme nahrazenim u, = w, + u. Vidime, ze

meawa = mea Uy, — ) = pptt — ppu = 0. (8.30)

Vztah (8.29) upravime tedy jako

S (2matte) Gt © o)) = 22 0w w) + (8:31)
£ V(o ® W) = pl o (- V) + (22 4T ()] +

Du
+Zv . (pmaWaWa) = meIf + Zv(pmawa ® W&)v

kde jsme vyuzili rci kontinuity. Potom pohybova rovnice je

Du

pmﬁ:pEJerBanmngJ:". (8.32)

8.4 Rovnice energie
Vezmeme rovnici vyjadienou v rychlostech a opét sumujeme rovnici energie pro jednotlivé typy ¢astic:

th(;pma +Zv pma V2 V) Zna (F-v) (8.33)

kde srazkovy ¢len M, sumovany pfes vSechny ¢astice je nula. Nahradime v = Vg + u a expandujeme kazdy ¢len rovnice.
Pro pruni élen méame

gt (Z 1Pma<" V)a ) aat lz 1pma(<V50> +u? + 2w, - u)] (8.34)

Lol e e 2 (S, ) 2 () (L,
_at<§2pm<v“°>>+at<;2’)mu>_at(2)+at<pmu ’

kde jsme pouzili vztah (8.17) a fakt, ze > pmaWo =0
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Pted dpravou druhého ¢lenu si uvédomime, ze

Wv)o = (V4 u®+2Vag - u)(Vao + 1)) (8.35)
= <V30Va0> +ulw, + 2(Vo @ Vo) - u + <V§O>u +vlu + 2(wy - u)u,

protoze Voo = V., + w, a (V,) = 0. Proto
1
V- (; §pma<v2v>a) = (8.36)

= V(3 gomalViVen) V(3 Ve @ Veo) )+

(03

+ V. (Z;pma/) +V- Z Pmatiu)

(03

Kdy7 pouzijeme definici celkového toku tepla g a tenzoru celkového kinetického tlaku P, muzeme toto déle upravit jako

v.(Z%pm@?m):v.q+v.(i=.u)+ (8.37)
PV L) + V(G pmari’)
Pro treti élen mame
> nalF-v)a =3 nalgalE - v)a + qa{(v X B) - v)a +malg - v)al, (8.38)

kde jsme uvazovali elmag silu a sflu gravitaéni. Protoze (v), = u, a pro lib. vektor v plati (v x B) - v = 0, méme

Zna<F'V>a:J'E+Jm'97 (8.39)

kde E a g jsou vystiedovand makroskopicka pole.

Kombinovanim piedchozich vysledku dostaneme

0  3p 01 1 9
%) TV ( )+8t(2pmu )+ V- (Gpmutu) + (8.40)
V-q-i—V-( cu)—J-E—J,-g=0.

Treti a ¢tvrty clen zkombinujeme jako

1 1 9 1 ,.0pm Du
Z(= m (o m , 41
C(5omt) + V- (Gpmetu) = LR 4V (p)] + - (o) (3.41)
coz déle upravime za pouziti rce kontinuity a pohybové rovnice:
01 1 .
at(meu)w (zpmuu)=pu-E+u-(JxB)+J,-g—u-(V-P). (8.42)
Tento vysledek pouzijeme opét v rci energie a dostaneme tvar
D 3p .
Dt(2)+ Ly. u+V-q+(P-V)-u=J-E—u(JxB)—pu-E. (8.43)

e 1. ¢len - casova zména celk. hustoty tepelné energie vzhledem k referenénimu systému pohybujicim se celkovou
stfedni rychlosti u

2. ¢len - prispivéd ke zméné celk. hustoty tepelné energie diky prenosu tepelné energie v objem. elementu v
dusledku pohybu ¢éstic

e 3. clen - tok tepla
e 4. ¢len - préce vykonand na objem. elementu tlakovymi silami (normélovymi i te¢nymi)

e Cleny na pravé strané - prace vykonand na objem. elementu el. silami existujicimi v referenénim systému
pohybujicim se celkovou stiedni rychlosti u. Tento fakt je zifejmy po upravéach nize.
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Pfed dalsi dpravou si uvédomme, ze hustota el. proudu se sklddd ze dvou ¢asti

J = Z NaGalla = Z NaGoWa + Z Nagot = J + pu, (8.44)
(07 o o
kde pu je hustota el. proudu konvekénd, tj. tok prostorového ndboje s rychlosti u a J' je hustota el. proudu vodivostni,
tj. hustota el. proudu v systému pohybujicim se rychlosti u. Na druhé strané miuzeme psat
u-(JxB)=-J - (uxB)=-J-(uxB). (8.45)
Dosazenim obou hornich vyrazu do rce energie dostaneme

D 3 3 -
S+ LY usV g+ (PoV)u=JE (5.46)

kde E' = E+u x B je el. pole existujici v souf. systému pohybujicim se rychlosti u. Clen J' - E’ predstavuje tedy rychlost
zmény hustoty energie diky Joulovskému ohfevu.

8.5 Elektrodynamické rovnice pro vodivou kapalinu

Makroskopické transportni rovnice pro vodivou kapalinu netvoii uzavieny systém (podobné jako u transportnich rov-
nic pro jednotlivé typy ¢astic). Navic obsahuji elektrodynamické veliciny E, B, J a p = kromé hydrodynamickych
transportnich rovnic potifebujeme elektrodynamické rovnice.

8.5.1 Maxwellovské rovnice rotace

oB
E
VxB= ,UO(J + 60%) (848)

8.5.2 Zakon zachovani el. naboje

ziskdme z rovnice kontinuity pro jednotlivé typy ¢dstic vyndsobeni rovnice vyrazem q,/m, a sumaci pfes viechny ¢dstice:

Mea

%(Z naQa) +V- (Z naQaua) = Z(q_a)saa (849)

7 ¢ehoz 5
p _
En +V-J=0 (8.50)

Musime si uvédomit, ze tato rovnice se da odvodit i z Maxwell. rce (8.47) a z Maxwell. rovnice pro divergenci E

v.E=" (8.51)
€0
Vezmeme divergenci (8.48)
0
V-J—i—eoa(V-E):O, (8.52)

zkombinujeme s (8.51) a dostavame (8.50). = rovnice (8.51) tedy neni nezdvisld na rovnici (8.50).

Déle si uvédomime, ze udéldme-li divergenci vztahu (8.47), dostaneme

0
—(V-B)=0 8.53
(V- B) (8.53)
neboli
V - B = konst. (8.54)
Takze Maxwellova rovnice
V-B=0 (8.55)

je vlastné pocatetni podminkou rovnice (8.47).
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Postupujeme stejné jako u zdkona zach. el. ndboje - vezmeme pohybovou rovnici (zdkon zach. hybnosti) pro jednotlivé

typy Castic, vyndsobime g, /m, a sumujeme pies vSechny ¢édstice:

3 et G2 + 3 ottt Dt = Y (L) (F)

(e

VoGPl + D0 Aa = 3 S

Uprava druhého clenu na pravé strané rovnice (8.56):
Definujeme tenzor elektrokinetického tlaku PE pro éstice a

a pro plazma jako vodivou kapalinu mame analogicky
PP =S PP 3 nawe © wa
« «

Tedy

Uprava cturtého clenu na pravé strané rovnice (8.56):
Pouzijeme rovnici kontinuity a u, = w, + u

Y S = - Y W () Y w9 - e

Podobné proni a druhy élenu na levé strané rovnice (8.56) upravime jako:

oW, 3}
Znaqa% + Z(naana -V)w, + Z(naqau V) - w, + pa—ltl + (J.V)u

Zjednoduseni celé rovnice (8.56):
Pouzijeme nasledujici vztah pro dva vektory:

V- (ab)=b(V-a)+ (a-V)b,
vyuzijeme vyjddieni hustoty el. proudu (8.44) a predchozi zjednodusené vyrazy:

oJ - o o
5V (ud + Ju) +V - Pp = ;na(m—aﬂﬂa + ;(m—Q)Aa-

(8.56)

(8.57)

(8.58)

(8.59)

(8.60)

(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)

Rovnice (8.47), (8.48), (8.50) a (8.65) tvors soustavu deseti rovnic, které dopliujf rovnici zachovani hmotnosti, hybnosi

a energie pro vodivou kapalinu.

Rovnice (8.65) je ale stéle v obecném, pro praxi nepouzitelném tvaru. Jednoduchy a pouzivany tvar této rovnice muzeme

ziskat pro plné ionizované plazma s jednim druhem iontu:
Vyjadiime hustotu el. proudu a naboje jako

J= Znaqaua = e(n;u; — neu,)

[e3%

P = ZHQQQ = e(ni - ne)-
«

(8.66)

(8.67)
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Globalni stiedni rychlost je
1
u=—/(pmellc + pmilti, (8.68)

m

kde pm = pme + pmi- Zkombinovanim této rovnice s (8.66) dava

mtt
P e (8.69)
Pmi  Me €
po pmu J
e = —(E2— 4 2, 8.70
u pme(mi +2) (8.70)

kde p = mem;/(mem;) oznaéuje redukovanou hmotnost.

Déle pfedpoklddame, ze stiedni rychlosti elektront a iontt vztazené ke globalni stfedni rychlosti u, tj. difuzni rychlosti
W, a w;, jsou malé ve srovndn{ s tepelnymi. Pak zjednodusime vztah (8.59) takto

R L (8.71)

Silovy ¢len v rovnici (8.65) nahradime elekromagnetickym polem

do o
« Foz: « o E o B)] = 8.72
S (Fla = a1 an (B + o x B) .72
= 62(ﬂ + E)E+€2(ﬂui+ Eue) % B.
m; Me mg Me

V ném nahradime u, a u; ze vztaht (8.70) a (8.69) a zjednodusime

Zna(%)<F>a — QQ(E + E)EJreQ(ﬂ + E)u X B+ e(i - L)J x B. (8.73)

mg Me Me m; m; Me

Tento vztah déle zjednodusime za pouziti ndsledujicich aproximaci (m; > me, n. = n; = n):

_— ~ - (8.74)
m;  Me Me
Di e (8.75)
m;  Me Me
Bi e o 0 (8.76)
Me m; Me
takze méme PE = —(e/m.)P. a z (8.73)
2
G ne e
a(— ) F)o = E B)-—JxB 8.77
Do ) = (B B) = (8.7
Srézkovy ¢len v (8.65) napiSeme ve diive uvedeném tvaru
Ae = _pmel/ei(ue - ui) (878)
Ai = 7pmiyie(ui - u6)7 (879)
pricemz plati ppiVie = Pmelei, takze
qo 1 1
- Aoz = melei\Ue — Ui J\ — — )= eiJ; 8.80
S A = et~ ) = (550
kde jsem pouzili (8.66) pro J, n, = n; = n a aproximaci m; > me.
Nyni muzeme pouzit vysledky z (8.71), (8.77) a (8.80) a dosadit je do (8.65)
oJ .
V() + ) - v P = (8.81)
ot Me
2
= EtuxB) - S UxB-v.l
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Protoze jsme predpoklddali n, = n;, musi p =0 a J = J'. V urcitych situacich se d4 predpoklddat, ze J a u jsou malé
perturbace, a proto je jejich soucin zanedbatelny. Dale zavedeme oznaceni

neQ

gy = s (882)
Melei
coz predstavuje podélnou el. vodivost. Pak dostdvame z (8.81)
e 0J 1 - 1 1
e _V.P.—E+uxB-——JxB——J. (8.83)
ne2 Ot ne ne 00

Tato rovnice se nazyva zobecnény Ohmuv zdkon. V magnetohydrodynamice se obvykle ¢leny na levé strané zanedbavaji,
coz ovSem neni vzdy dost dobie zduvodnitelné.

Pokud se J neméni v case, tj. za ustdlenych podminek, méme 9J/9t = 0. Pokud déle pfedpokldaddme, ze jsou zanedbatelné
prostorové zmény tlaku, tj. V- P, = 0, pak dostavame zjednoduseni

J:JO(E+uxB)—%J>< B. (8.84)

Posledni ¢len v této rovnici vyjadiuje Halliv jev. Tento ¢len je maly pokud o¢|B| < ne. Pak
J=09(E+uxB) (8.85)

a bez pritomnosti mg. pole
J =oyE, (8.86)

coz je obecné znamy Ohmiv zdkon.

8.6 Zjednodusené magnetohydrodynamické rovnice

Rovnice kontinuity, zjednodusend pohybova rovnice, adiabaticka rovnice energie, Maxwellovy rovnice pro el. intenzitu a
mg. indukei (zde zenadbdvame cas. zménu el. intenzity) a zjednoduseny Ohmuv zdkon:

0pm B

5 TV (pmu) =0 (8.87)
Du
Py J x Vp (8.88)
dp = Vzdpy, (8-89)
oB
E=-— .
V x 5 (8.90)
V x B = poJ (8.91)
J=oy(E+uxB)—2JxB (8.92)
ne



Kapitola 9

Vodivost plazmatu a difuze

9.1 Langevin rovnice

Piedtim nez budeme diskutovat dva dulezité jevy v plazmatu, vodivost a difuzi, uvedeme si velmi jednoduchou pohybovou
rovnici pro slabé ionizované (n. < ny) studené plazma - Langevinovu rovnici. Pfedpokladdme, ze co se tyce interaked,
bude dominantn{ interakce nabitych ¢dstic s neutraly. Dale uvazujeme pouze el. a mg. silu (zanedbdvéame gravitacni pole
a silu zpusobené gradienty tlaku). Df{ve uvedend pohybové rovnice

Du,
pmaTl; =n0qa(E + ty X B) + pmag — Vo + Aa (9.1)
se tedy zjednodusuje jako
D € Ae
Me Dl; = 7€(E + u. X B) —+ n—e (92)

Makroskopicky srazkovy ¢len A./n. muzeme vyjadrit

A

== = _—v.meu,, (9.3)

e
kde v, je srdzkové frekvence pro pienos hybnosti mezi elektrony a tézkymi neutrdlnimi ¢ésticemi. V tomto vztahu
jsme zanedbali stfedni rychlosti neutrdlnich ¢dstic, protoze tyto ¢dstice jsou mnohem hmotnéjsi nez elektrony (ALE
nezanedbdvame jejich tepelnou rychlost). Dosadime srazkovy ¢len a dostdvame Langevinovu rovnici

Du,

i = —e(E+ u. X B) —vemeu, (9.4)

Me

Fyzikalni smysl srazkového ¢lenu? Pokud nepusobi el. a mg. sila

Du. (9.5)
Dt - VC"@? *
coz muzeme vyTesit
u(t) = u.(0)exp(—v,t). (9.6)

Tedy srazky elektronu s neutrdly snizuji stiedni rychlost elektront exponencielné rychlosti odpovidajici srazkové frek-
venci.
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Rovnici analogickou k (??) muZzeme napsat pro ionty

Dlli
Dt

kde Ze je naboj iontu. V mnoha pfipadech jako je napf. vysokofrekvenéni plazma, muzeme zanedbat pohyb iontt, tj.
u; = 0. Plazma, v nemz je dulezity pouze pohyb elektronu se obvykle nazyva Lorentzuv plyn.

m;

= Z@(E + u; X B) — VinM;u;, (97)

9.2 Linearizace Langevinovy rovnice

Langevinova rovnice ve tvaru (9.4) obsahuje nelinedrn{ ¢leny - sou¢in dvou proménnych. V mnoha piipadech muzeme
situaci zjednodusit linearizaci téchto ¢lenu, kterd je pouzitelnd v piipadé zmén o malych amplitudédch.

e Totalni diferencidl u, obsahuje ¢len (u, - V)u,. Zanedban{ tohoto ¢lenu je mozné pokud jsou stiedni rychlost
a jeji prostorové zmény malé nebo pokud je stiedni rychlost kolmd na sviij gradient (transverzalni viny)

e V nelinedrni ¢lenu u. x B budeme separovat mg. indukci B(r,t) na dva ¢leny

B(r,t) = By + B'(r,t), (9.8)
takze
q(E+u. x B)=¢q(E+u. x By +u., x B). (9.9)
Pokud muzeme predpokladat, ze
lue x B'| < |E| (9.10)

muzeme ¢len |ue x B’| v (9.9) zanedbat.

S vyuzitim dvou vysSe uvedenych lineariza¢nich zjednoduseni ziskdvame nasledujici Langevinovu rci

Ou,
mea—l; = —e(E 4+ u. X By) — vemeu, (9.11)

V mnoha praktickych problémech se proménné E, B’ a u. mén{ harmonicky v ¢ase i prostoru. Vyuzijeme rovinnych vin,
protoze jde o jednoduchy piipad a jakakoliv fyzikalné realizovatelnd vina se da vyjadrit jako superpozice rovinnych vin.
E,B’ u, x expli(k - r — wt)], (9.12)

kde w je kruhova frekvence, k vlnovy vektor ve sméru sifeni vlny. Diferencidlni operdtory V a /9t se pak transformuji
na ik a —iw. Dosazenim (9.8) do Maxwell. rce V x E = —0B/0t dostaneme

ik x E = iwB’, (9.13)
takze
g - k<E (9.14)
w
Nyni muzeme ovéfit nerovnost (9.10)
lue x (k x E)/w| < |E|. (9.15)

Velikost nelinedrniho ¢lenu |u, x B’| muze byt tedy rovna nebo mensi nez |(u.kFE)/w|. Nelinedrni ¢len muzeme zanedbat
pokud

ue(k/w)] < 1 (9.16)

nebo ekvivalentné
ue| < |w/kl, (9.17)

kde w/k piedstavuje fdzovou rychlost rovinné viny. Protoze tento ¢len obvykle dosahuje rychlosti svétla, zatimco ampli-
tuda stfedni rychlosti elektront u. je mnohem mensi, mizeme skute¢né nelinearni ¢len zanedbavat. Pokud ale dojde k
rezonanci, je w/k velmi malé, zatimco u. se stavd velké. V tomto piipadé se pak nelinedrni clen zanedbat neds.

9.3 Stejnosmérna vodivost a pohyblivost elektronii

Pouzijeme Langevinovu rovnici pro ustaleny stav, abychom odvodili stejnosmérnou vodivost plazmatu. V této kapitole
piredpokliaddme slabé ionizované homogenni plazma, ve kterém muzeme pouzit model Lorentzova plynu. Predpokladdme,
ze aplikované el. pole je konstantni a homogenni.
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9.3.1 Izotropni plazma

Pokud nepusobi mg. sila, muzeme Langevinovu rci pro ustaleny stav zapsat jako

—eE — mevou, = 0. (9.18)
Hustota el. proudu
J = —en.u,. (9.19)
Kombinaci pfedchozich dvou rovnic
2
J="=F (9.20)
Mele

Z Ohmova zdkona J = g9 E muzeme pak vyjadrit stejnosmérnou vodivost pro izotropni elektronovy plyn

2

oo = <. (9.21)
Mele
Pohyblivost elektronu y. je definovana jako
Ue
.= 2 9.22
He="F (9.22)
takze dostavame . -
M, = — S— (9.23)
Mele Ne€
9.3.2 Anizotropni magnetoplazma
V piipadé pritomnosti mg. pole se plazma stdva anizotropni. Langevinova rce pro ustaleny stav je
—e(E + ue x By) — meveue =0, (9.24)
kde By je konstantni a homogenni mg. pole. Pouzijeme (9.19)
Mele j = ¢(E + u, x By), (9.25)
Ne€
takze
J= O'Q(E + u. x By), (926)

coz je zjednodusend podoba Ohmova zdkona.

Chteéli bychom prepsat tento zakon tak, aby hustota el. proudu byla ptimo imérnda aplikovanému el. poli. Definujeme
tedy tenzor stejnosmérné vodivosti S
J=S-E. (9.27)

Abychom ziskali jeho vyjddieni, uvazujme kartézské souradnice a mg. pole rovnobézné s osou z, tj. By = Byz. Nahradime
u, = —J/(en.) v (9.26)

JoBO ~
J =o00gE — J . 9.28
mE - L2 x 2) (9.25)
Uvédomime si, ze
J x vecz = Jyx — Jyvecy (9.29)
a dostdvame tuto soustavu rovnic
QCE
X Jp =00F, — Jy (9.30)
~ ch
y Jy =ooby + I (9.31)
z J., =o0oFE., (9.32)

kde Q.. = eBy/m. oznacuje elektronovou cyklotronovou frekvenci. Z prnich dvou rovnic dostdvame

1/62 Z/ZQCS
b T ) ™ 933
v2Q¢e v?
- 7oba + (12 +Q2,) 7o 034

2+ )



9.3. Stejnosmérnd vodivost a pohyblivost elektronu 71

V maticové podobé tedy

v? 1200

T vy ez O B,
Jy, | =0 vz Qe ve E 9.35
7 eirary ez O )| (5:35)
® 0 0 1 %
Tenzor ss vodivosti je tedy
o, —og 0
S=\| og oL 0 |, (9.36)
0 0 0’”
kde
2
1%
= —c 9.37
T e 47
V2Q¢e
T wrra)” 933
Ne€?
o = do=_—-. (9.39)

Abychom pochopili fyzikalni smysl komponent tenzoru S je vhodné rozlozit el. intenzitu do sméru rovnobézného s By
a kolmého. Element o se nazyvéd kolmd nebo transverzdlni vodivost (rovnéz Pedersonova vodivost), protoze fidi tok
el. proudu ve sméru rovnobézném s E | a kolmém na By, zatimco oy (Hallova vodivost) tidi tok. el. proudu ve sméru
kolmém na el. i mg. pole. Element og je podélnd vodivost, protoze urcuje tok el. proudu ve sméru rovnobézném s mg.
polem.
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Déle odvodime vztah pro pohyblivost elektroni. Diky anizotropii pijde o tenzor
u.= M, -E. (9.40)

Protoze J = —en.u. = SE, mame
1
M, =— S. (9.41)

Ne€

9.4 Stridava vodivost a elektronova pohyblivost
Piedpokladejme nyni, ze el. pole E(r,t) a stfedni rychlost elektront u,(r,t) se harmonicky méni s ¢asem jako exp(—iwt).
Linearizovanou Langevinovu rovnici (9.11)

—iwmett, = —e(E + u, X By) — meveu, (9.42)
muzeme tedy prepsat jako

—e(E + ue x By) — me(ve —iw)u, =0 (9.43)

Tato rovnice je analogickd k rovnici (9.24) az na zménu ¢lenu srazkové frekvence, tj. misto v, na v, — iw. Takze podobneé
dostavame tenzor tlaku, kde frekvenéné zavisla kolma vodivost, Hallova vodivost a podélnéd vodivost jsou

(Ve — iw)?
LT w2 044
(Ve — iw)Qee
T e—iweztaz” _
Nee> nee?(ve. — iw)
= = 9.46
70 me(Ve —iw)  me(V2 + w?) (9.46)
Pohyblivost dostavame opét analogicky podle vztahu (9.41).
Pokud muzeme zanedbat elektron-neutrél srazkovou frekvenci (v, = 0), dostdvdme
2
w
1w Qee
o = e (9.48)
2
oo = z':;ew (9.49)
9.5 Vodivost pri uvazovani pohybu ionti
Vezmeme v tivahu pohyb iontu. Linearizovand Langevinova rovnice pro ¢astice typu «
du,
Mo 5t = ga(E + o x Bo) = Mavealla, (9.50)

kde v, je efektivni srdzkové frekvence neboli tlumici ¢len, jenz je vysledkem srazek ¢astic a s neutrdly. Langevinova
rovnice pro jednotlivé typy nabitych ¢astic jsou nezavislé. Celkovy proud je tedy dan jako

J= nagatla =Y Jo=(> Sa)-E (9.51)

a celkovy tenzor vodivosti je jednoduse

§=)Sa. (9.52)

Pro plazma obsahujici elektrony a nékolik typu iontu (index j) dostavdme ze vztahu (9.44), (9.45) a (9.46) pomoci
plazmové frekvence wpq a €

W2, (Vee — iw) w2 (Ve — iw)
pe ce DI c)
= 9.53
S v e -3 S e (9:33)
w2 Q) w2 Qs
pe® fee pj®ici
= — 9.54
OH EO[(%e _ iw)2 i Qge ; (ch _ iw)2 + Qg]] ( )
w? w2,
= pe PJ 9.55
o 60[(Vce — iw) + Z (ch — zw)] ( )
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9.6 Plazma jako dielektrikum

A7z doposud jsme ale uvazovali o nabitych ¢asticich pohybujicich se ve vlastnich vnitinich polich, takZe jsme brali v
tivahu tyto rovnice

D = «E (9.56)
B = puoH, (9.57)

které jsou pouzivané pro volny prostor bez naboju. Efekt existence plazmatu se pak projevoval pohybem a interakci
nabitych ¢astic uvniti plazmatu.

Pokud neuvazujeme vnitini pohyb ¢édstic, muzeme plazma popisovat jako dielektrikum charakterizované dielektrickym
tenzorem. Pak nés zajimaji pouze obecné makroskopické vlastnosti a nikoliv elementarni pohyb ¢édstic. Misto Langevinovy
rovnice vezméme Maxwellovu rovnici

E
VxB= ,UO(J + 60%) (958)

a zde zahrime efekt plazmatu pomoci tenzoru vodivosti S definovaném vztahem
J=S E. (9.59)

Dosadime do Maxwellovy rovnice a predpokladdme ¢asové proménné harmonické variace el. pole:

V x B = mugS - E — iwpgegE. (9.60)
Pokud 1 oznacime jednotkovy tenzor
S
V x B = —iwpgeo(1 + —) - E (9.61)
weQ
nebo ekvivaletné
V x B = —iwpe€ - E, (9.62)
kde S
£ =eo(1+-) (9.63)
WeEQ

se nazyva dielektricky tenzor plazmatu. Pouzivdni tohoto tenzoru predstavuje jiny ptistup pro popisovani plazmatu nez
jsme pouzivali doposud:
D=¢-E. (9.64)

Poznamenejme, ze £ zdvisi na frekvenci w a muzeme ho zapsat v maticové podobé

€1 €2 0
5 = €0 €2 €1 0 y (965)
0 0 €3
kde
)
c6 = 1+—o (966)
weQ
o = o (9.67)
WeEQ
e = 14+ ——wp (9.68)
weQ

9.7 Difuze volnych elektroni

Pritomnost gradientu tlaku v transportni rovnici hybnosti predstavuje silu, kterd vyrovnavé jakékoliv nehomogenity
hustoty plazmatu. Difuze ¢éstic je vysledkem této sily.

Zde dovodime difuzni koeficient pro elektrony v ”teplém”slabé ionizavaném plazmatu.

e trasportni pohybova rovnice pro elektrony s konstantni elektron-neutrdl srazkovou frekvenci

e odchylky od rovnovahy zpusobené nehomogenitami v hustoté jsou velmi malé
ne(r,t) =no +n.(r,t), (9.69)

kde |n.| < ng je veli¢ina prvniho fddu ”malosti”, takze tyto odchylky muzeme ve druhém fddu zanedbat
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e tenzor tlaku P, nahradime skaldrnim tlakem p,

pe(r,t) = ne(r,t)kT, = (ng + nL)kT, (9.70)
e E a B jsou nula, T, =konst

Protoze u. je veli¢ina prvnho faddu "malosti”, muzeme rovnici kontinuity zapsat

a !
g‘te t eV - u, =0, (9.71)

kde jsme zanedbali souc¢in n.u.. Podobné pro transportni rovnici hybnosti

du,
neme[a—l; + (Ue ' V)Ue] = 7vpe - neM e (972)
dostaneme po linearizaci
Jdu, kT,
no 81:5 =— e Vnl, — noved,. (9.73)
Vezmeme divergenci této rovnice
(V- u, kT,
no% = *m—eVQTLfi —nov.V - u, (9.74)
a dosadime za noV - >, z (9.71)
?n!, kT._, , on!
e _ — ve—=2, 9.75
o2 Y e Yy (9.75)
coz muzeme piepsat i jako
on! 1 9%n/
e _ De PN e e 976
ot Ve ve Ot2 (9.76)
kde jsme definovali koeficient difuze volnijch elektronu
kT
D= —=° (9.77)
Ml

Chceme ziskat odhad velikosti jednotlivych €lenii v rovnici (9.76). Necht 7 a L pfedstavuji charakteristicky ¢as a délku,

na které se vyznamné méni n., = prostorova derivace je velikosti fddu L~ a ¢asova derivace velikosti fadu 7 1:
€

on, n.,
2 n,
! e
Dev ne ~ Deﬁ (979)
1 9%n! n'
— ¢~ e_. 9.80
v, Ot? VT2 ( )

Porovname-li (9.78) a (9.80) vidime, ze je-li v,7 > 1, tj. prumérny pocet srdzek elektront s neutrdly béhem casového
intervalu 7 je dosti velky, muzeme posledn{ ¢len v (9.76) zanedbat a dostdvdme difuzni rovnici
on’,
ot

= D.V?n.. (9.81)

Takze pokud je rychlost zmény hustoty pomald ve srovnani se srazkovou frekvenci, je hustota elektronu fizena difuzni
rovnici, v niz je difuzni koeficient ddn vztahem (9.77).

Podminka v,7 > 1 znamend zanedbéni ¢lenu zrychleni v transportni pohybové rovnici, tj. zanedbani du,/dt. Pokud
zanedbdvdme ¢asové zmény u, dostdvame z linearizované pohybové rovnice (9.73)

kT,
NoVelly = — vnl, (9.82)
Me
coz muzeme napsat jako
r.=-D.Vn., (9.83)

kde I, = nou, je linearizovany tok elektronu. Vztah (9.83) je analogicky k jednoduchému Ohmovu zdkonu J = ooE,
takze tok elektronu zpusobeny gradientem hustoty je analogicky k el. proudu zpusobenému el. polem, pokud uvazujeme
ustédleny stav pro u..
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9.8 Difuze elektroni v mg. poli
Uvazujme nyni konst. a homogenni pole By. Udéldme podobné zjednoduseni jako v pfedchozim a zanedbame Ou./0t. Z
linearizované pohybové rovnice dostavame

r.=-D,vn, — —<

(Fe x Bo). (9.84)

Mele
Uvazujeme kartézskou soustavu soufadnic, osa z ve sméru By, tj. By = Byz:

QCE

€

.= -D.Vn., — —<(I, x 2). (9.85)

Tato rovnice je analogickd k (9.28), kde I, nahradime J, D, nahradime o, a —Vn, nahradime E. D4le
Qce/Ve = 00Bo/(en.). Takze analogicky s vyrazem J = S - E muzeme psét

F.=-D-Vn, (9.86)
kde D je tenzor difuze v mg. poli
D, Dy 0
0 0 Dy
pricemz
2
D, = —=—D, .
1 N (9.88)
py = ke p (9.89)
7R A |
kT,
Dy = D.= (9.90)
Mele

Podobné jako v predchozi kapitole muzeme odvodit difuzni rovnici pro n,. Nejprve zapiseme rovnici kontinuity (9.71)
jako
onl,

V.-r,=0. 9.91
5 T (9.91)
Dosadime (9.86) za I,
0 v (D vnl) (9.92)
5 ng). )
Za pouziti matice (9.87) a vypoctu v kartézskych soufadnicich dostaneme
on! on'’
D - "' =x(D ¢+ D < 9.93
Ve =%(D1—-= + Hay)+ (9.93)
on! on'’ on!
y(—Dy ey p, Dley 4 5p, e 9.94
y(=Du— =+ Lay)JrZ o (9.94)
Tento vysledek dosadime do (9.92)
on'’ 9?n.  9%*n! 9%n!
c_p e ey 4 p Ll 9.95
o~ PG T o) TP (9.95)

Protoze D, < D. a protoze D, klesd s rostoucim Q.. /v. (podobné jako o), je difuze ¢dstic ve sméru kolmém na mg.
pole vzdy mensi nez ve sméru rovnobézném.

Transportni pohybova rovnice pro elektronovy plyn, pokud zanedbame ¢len zrychleni ale vezmeme v ivahu elmag silu,
je obecné (konst. teplota)
r.=M.n.E+T.x B)— D.Vne. (9.96)

Vidime, Ze tok elektront je vysledkem obojiho, elmag sily i gradientu tlaku. Podil skaldrni pohyblivosti M, a difuzniho
koeficientu je znam jako FEinsteinova relace

M. e

D. kT,

(9.97)
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9.9 Ambipolarni difuze

Ukazali jsme si, ze Casové ustdlend transportni rovnice hybnosti v pfipadé nepfitomnosti elmag sil a konst. teploté dava
tuto difuzni rovnici pro elektrony:
r.=-D.Vn., (9.98)

kde difuzni koeficient volnyjch elektroni je definovan

kT,
D, = (9.99)

me Vce

Pokud budeme uvazovat podobnou rovnici pro ionty ve slabé ionizovaném plazmatu mame

I, = —D.Vn;, (9.100)
kde T
D; = — (9.101)
MilVe

oznacuje difuzni koeficient volnych ionti.
= neuvazovali jsme interakci mezi elektrony a ionty ALE elektrony difunduji rychleji a zanechdvaji za sebou kladny
naboj. Difuze, pfi které neuvazujeme prostorovy naboj, se nazyva volnd difuze.

V mnoha ptipadech ovSem nemuzeme zanedbat prostorovy naboj, vzniklé el. pole ja dano Maxwellovou rovnici
(9.102)

Odhadneme dulezitost prostorového naboje pro difuzi = pouzijeme bezrozmérnou analyzu: L je char. délka, na které se
podstatné méni hustota ndboje. Ze vztahu (9.73)

L
B~ (9.103)
€0
takze el. sila na jednotk. hmotnost
E 2nL
ey (9.104)
m meg
”Difuzni sila”na jednotk. hmotnost z (9.73)
kT kTn
=—|Vn|~ . 9.105
Jo mng vl mnoL ( )
= EL pole prostorového ndboje muze byt zanedbédno pokud fr < fp, tj.
GQkT 9
L? =\ 9.106
< TL0€2 D> ( )
kde Ap je Debyeova délka. To je splnéno ziidka a musime uvazovat tzv. ambipoldrni difuzi.
Ptedp., ze zmény hustoty elektronu i iontu jsou prvniho fadu ”malosti”
na(r,t) =ng +nl(rt), (9.107)
kde o = e, i an, < ng, a ze u, maji velmi malou amplitudu. Pouzijeme linearizovanou rovnici kontinuity
a I
g‘ta 1V -y =0 (9.108)
a linearizovanou rovnici hybnosti za predp. konstantnich teplot a bez mg. pole
Jdu, kT,
o _dop  Togy yu., (9.109)

ot Ma MaNo

kde pole prostorového nédboje spliuje rci (9.102). Rovnéz predp. ze stfedni rychlost neutralu je nulovéd a zanedbdvéme
srazky elektron-iont. Vezmeme divergenci (9.109) a pouzijeme rovnici kontinuity (9.108):

62nla da0 Klo o an/a
8t2 - — M (VE)—l—m—aV a_ycaﬁ' (9110)
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Nahradime V - E z Maxwellovy rovnice (9.102) a dostdvdme soustavu rovnic

?n/, 9 kT, _, onl,
atQ = wpe(n; — n/e) + m—eV Tl/e — VceE (9111)
9%n/, 9 kET; o onl,
atQ = —wpi(n; — n:i) + o V n; — Vceﬁ- (9112)

Musime provést dalsi zjednoduSeni. Podobné jako dfive jestlize v.7 > 1, kde 7 je charakteristickd doba difuze, muzeme
¢leny na levé strané rovnic zanedbat. Jejich zkombinovanim tedy dostavame

on'’ on':

(nj — nl)(Whe — wiy) + kT V?nl, + KT, V0] — meucea—te - miuCia—tZ =0. (9.113)
Pomoci dalsi aproximace n, = n; =n’
5 on'
k(T + T;)Vn' — (meVee + mchi)E =0, (9.114)
coz muzeme piepsat jako
on'
— =D, V?n/ 9.115
" . (9115)
kde o(T. LT
p, = FIe+T) (9.116)

MeVee + MilVei

je koeficient ambipoldrni difuze. 0



Kapitola 10

Nékteré zakladni jevy v plazmatu

10.1 Elektronové plazmové oscilace

Pro studium charakteristickych plazmovych oscilaci elektroni pouzijeme model studeného plazmatu, tj. nebudeme
uvazovat tepelny pohyb ¢astic a gradienty tlaku. Déle zanedbdme pohyb iontu a uvazujeme velmi malou perturbaci
v koncetrace elektronu:

ne(r,t) = ng + n,(r,t), (10.1)

kde ng je konstantni hustota elektront a |n/| < ng. Podobné uvazujeme, ze vzniklé el. pole E(r,t) a prumérnd rychlost
elektront u.(r,t) jsou perturbace prvniho fadu, takze muzeme pouzit linearizované rovnice - linearizovanou rovnici
kontinuity a rovnici hybnosti

/
% oV - ue(r,t) = 0. (10.2)
du(rt) e
o = Er) (10.3)

V rovnice hybnosti jsme predpokladali, ze zména momentu hybnosti elektronu v dusledku srézek je zanedbatelni. Za
piredpokladu jedenkrat ionizovanych iontu je hustota naboje

p(r,t) = —e[ng +nl(r,t)] +eng = —enl(r,t), (10.4)

kde jsme predp. konstantni a homogenni hustotu iont rovnou ngy. Proto
r,t e
v E(ry =20 gy (10.5)

Rovnice (10.2),(10.3) a (10.5) tvoi{ kompletni sadu, kterou je t¥eba vyfesit pro nezndmé nl(r,t), u.(r,t) a E(r,t).
Udéldme divergenci (10.3), abych ji mohli dosadit do (10.2)

0?nl(r,t)  eng

ot? Me

V-E(r,t)=0 (10.6)

Kombinujeme (10.5) a (10.6), abychom vylou¢ili V - E

Png(rt) o

92 + wpene(r,t) =0, (10.7)
kde 12
2
noe
= 10.8
“pe (mee()) ( )

se nazyvé elektronové plazmovd frekvence. Rovnice (10.7) ukazuje, ze n,(r,t) se méni harmonicky v ¢ase s plazmovou
frekvenci
/

ng(r,t) = n,(r) exp(—iwpet) (10.9)

Vsechny perturbace prvniho fadu se ménf harmonicky v ¢ase s plazmovou frekvenci wpe. Abychom to dokazali, je vhodné
zacit s predpokladem, Ze se tyto veli¢iny méni harmonicky v ¢ase jako exp(—iwt). Rovnice (10.2) a (10.3) jsou pak

n, = —ngV - u, (10.10)
w
u— ——5E, (10.11)
WMe
coz muzeme zkombinovat jako
n = — 7;06 V. E. (10.12)
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Nahrazenim tohoto vyrazu pro n, do (10.5) dostavéme

w2
(1 — p;) V-E=0. (10.13)
w

Netrivialni feSeni této rovnice vyzaduje w = wpe. Perturbace navic neméni fazi v prostoru, takze se nesifi zddnd vina a
oscilace jsou staciondrni a podélné (rychlost ve stejném sméru jako pole).

Elektronové plazmové oscilace maji také elektrostaticky charakter. Uvazujme Maxwellovy rovnice rotace

V x E = iwB (10.14)
V x B = g (4 — iwegE) (10.15)
Hustota el. proudu je
L2
J=—enou. = 2° E (10.16)
WM
kde jsme pouzili (10.11) pro u,. Proto
V X B = —iwpoepe E (10.17)
kde definujeme relativni permitivitu
2
1 Ype
a=1--1% (10.18)

V piipadeé el. plazmovych oscilaci w = wpe, takze e, = 0 a (10.17) se redukuje na
VxB=0 (10.19)
Protoze rotace gradientu je rovna nule, muzeme psét
B =V (10.20)
kde 1 je magnet. skaldrni potencidl. Dosazenim (10.20) do (??) a divergenci obou stran dostdvame Lablaceovou rovnici
V- (V) =V =0 (10.21)
Jediné teSeni této rovnice, které neni singularni a koneéné v nekonecnu je ¥ = konst., takze B = 0.

Elektronové plazmové (Langmuirovy) oscilace jsou tedy staciondrni, podélné a elektrostatické. Pokud by se uvazovala
existence gradientu tlaku a sada rovnic doplnila adiabatickou rovnici energie, staly by se tyto oscilace §ificimi se vlnami
(vlny prostorového naboje nebo také Langmuirovy viny).

10.2 Problém Debyeovského stinéni

Uvazujme vliv el. pole piidané nabité ¢astice. Testovaci édstice necht m4 kladny nédboj +@Q. Zvolime sférické soufadnice.
Zajima nés el. potencidl ¢(r). Blizko ¢éstice bude nq(r) a n;(r) mirné odlisné, zatimco ve velkych vzddlenostech elstat.
potencidl miz{ n.(oco) = n;(c0) = ng. Protoze jde o ustéleny stav a konzervativni pole

E(r)=—-Vo(r) (10.22)

a plati
ne(r) = ngexp [eﬁg)} (10.23)
ni(r) = ngexp [ ezg)] (10.24)

kde predpokladdame stejnou elektronovou i iontovou teplotu 7.

Celkové hustota ndboje p(r) véetné testovaciho néboje @
p(r) = —ene(r) —ni(r)] + Q4(r) (10.25)
kde d(r) je Diracova delta funkce. Pouzitim (10.23) a (10.24)

p(r) = —eng {exp {“Z(T’)] —exp {%gf)} } +Q4(r) (10.26)
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Substituci (10.22) a (10.26) do néasledujici Maxwell. rce

V-E(r) = %) (10.27)
" V2é(r) — % {exp {%(T’)] — exp [%(jf)} } = 7% 5(r) (10.28)

kterd umozni vyjadrit elstat. potencidl ¢(r).

Abychom mohli postupovat analyticky, predpokladdame, ze rusivy naboj je slaby, takze potencidlni energie je mnohem
mensi nez stiedni tepelnd energie

ed(r) < kT (10.29)
Za téchto predpokladu
exp [i eZ(T')] ~14 eigf) (10.30)
a tedy
V24(r) - f%sb(r) —-25) (10.31)

kde Ap je Debyeova délka

1/2 1/2
AD(%T) _ 1 <kT> (10.32)
0

Wpe \ Mle

Protoze problém m4 sférickou symetrii, elstat. potencidl zavisi jen na velikosti r. Vztah (10.31) se muze pfepsat (pro
r #0) jako

1df,d 2
—— — - — =0 0 10.33
T [ aron] - 5o (r #0) (1033)
Abychom to vyfesili, uvédomme si, ze el. pole izolované Céstice je
1 Q
E(r) = —r 10.34
(r) 4meq T2 r ( )
takze elstat. Coulombovsky potencial
1 Q
= = 10.35
9e(r) dmeg 7 ( )

Ve velmi tésné blizkosti testovaci ¢astice ma byt potencial priblizné stejny jako okolo textovaci ¢astice ve vakuu. Takze
je vhodné hledat feseni v tomto tvaru.

o(r) = gu(r) F(r) = -< )

dmeg T

(10.36)

kde F(r) — 1 pokud r — 0. Déle se vyzaduje, aby ¢ — 0 pro r — oco. Substituci pfedpoklddaného tvaru potencidlu
(10.36) do (10.33)

d*F(r) 2
o = gF(r) (10.37)

Tato jednoduchd diferencidlni rovnice pro F'(r) mé feseni

F(r) = Aexp (%) + Bexp ( KiT) . (10.38)

Podminka, ze ¢(r) vymizi pro velké hodnoty r vyzaduje A = 0. Podminka, ze F(r) se bliz{ jedni¢éce pro r jdouci k nule
vyzaduje B = 1. ReSeni rovnice (10.33) je tedy

¢(r) = de(r) exp (ﬁr> L %o ( ﬁT) : (10.39)

)\D - 471'60? B )\D

Tento vysledek je vSeobecné znamy jako Debyouvsky potencidl, protoze toto feSeni bylo poprvé ukdzano pany Debye a
Huckel v jejich teorii o elektrolytech. Z tohoto Feseni vyplyvd, ze ¢(r) je mnohem mensi nez Coulombovsky potencidl,
jestlize vzdélenost r prekroc¢i vzdélenost Ap, nazyvanou Debyova délka.
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Néboj @ je neutralizovén rozlozenim néboje v okoli. Z (10.26) a (10.30) dostdvadme hustotu néboje ve tvaru

2
o(r) = =270 L s, (10.40)
kT
Dosazenim ¢(r) Debyovského potencidlu (10.39) dostdvame
Q V2r
_ N _ 10.41
ple) = =g o (Y ) + Qi) (10.41)

Celkovy naboj zisame integraci pies cely prostor

= [f[ s =38 [ e () smrtars o fff sy (1042

Prvni integral je roven —@Q zatimco druhy davéa +@Q. Celkovy naboj je tedy ¢, = 0.

Meéli bychom si uvédomit, ze Debyevsky potencidl se stdvd zanéné velky pro r — 0 a podminka e¢(r) < kT jiz ziejmé
nen{ splnéna. Abychom ovérili platnost této aproximace a tedy vztahu (10.39), poznamenejme, ze za pouziti (10.39) pro
@ = e mame
ep e? exp (—\/ﬁr/)\D) _Ap exp (—\/57’/)\1)) 10,43
kT dmeqrkT ~ 3Np r (10.43)
kde Np je pocet ¢astic v Debyové sféfe. Protoze tento pocet je v plazmatu velmi velky, je zfejmé, ze pomér e¢/kT < 1
s vyjimkou r < Ap/Np. Musime se tedy omezit na vzdalenosti od testovaci ¢dstice vétsi nez Ap/Np

o(r) = 47360 g exp (—r/Ap) (10.44)

10.2.1 Debyova délka pomoci Vlasovovy rovnice

A er + i(V(b) ' vvfe =0
Me

VeVfi— ——(V6)- Vo fi =0

(2
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10.2.2 Sténova vrstva

Kdyz je néjaky pevny povrch vnofen do plazmatu, ziskava automaticky zaporny naboj, a tedy zaporny potencial
vzhledem k plazmatu. Blizko tohoto povrchu je tzv. sténova vrstva, v niz je rozdilnd hustota elektronu a iontu. Uvnit#
sténové vrstvy roste potencial monoténné ze zédporné hodnoty u stény az na hodnotu plazmového potencidlu. Tloustka
vrstvy, v niz neni splnéna kvazineutralita je fadové rovna Debyové délce.

Reseni problému silné zavisi na geomterii. Ukdzeme si aproximativni feSeni pro nekone¢nou plochu x = 0.

Fyzikalni mechanismus jejiho vzniku

Nabité castice, které dopadaji z plazmatu na sténu, jsou vétsinou ztraceny. Ionty rekombinuji a vraci se do plazmatu
jako neutraly. Elektrony bud rekombinuji nebo vstupuji do vodivostniho pasu pevné latky, pokud jde o kov. Jiz difve
jsme odvodili, ze tok ¢astic na jednu stranu desky, je v piripadé izotropni rozdélovaci funkce dan vztahem:

na (v),

Foz: )
4

(10.45)

kde (v) , je stfedni rychlost ¢astic a. Pro Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni jsme zjistili, ze

(), = \/g\/% (10.46)

kTn

2TMe,

a tok castic je tedy

Ty = ng (10.47)

Je zfejmé ze, pokud je hustota elektronu a iontu stejnd, tok elektronu na plochu znaéné prevysi tok iontu protoze clen
v/Te/m. je mnohem vyssi nez \/T;/m;. Pro nejméné hmotny iont, tj. iont vodiku, je m./m; = 1836. Proto sténa v
kontaktu s plazmatem rychle akumuluje zdporny naboj, protoze na pocatku na ni dopadne mnohem vice elektroni.
Zaporny potencidl zacne elektrony postupné odpuzovat az se tok elektronu a iontu vyrovnd a sténa ziskd zdporny
potencidl, ktery se nazyva plovouci.

Zaporny potencial na sténé

Chceme odhadnout potencidl na sténé v ustdleném stavu, kdy se vytvorila sténovéa vrstva. Tento potencidl pro x = 0
oznacime

6(0) = b (10.48)
Referencni potencidl v nekoneénu:

@(oc0) = 0. (10.49)
Elektrony a ionty budou v termodynamické rovnovaze, maji teplotu 1', a pusobi na né pole konzervativnich sil nabité
desky. V x — oo je plazma ne