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1 Zakladni principy

Hydrodynamika je teorii dynamiky tekutin. Tekutina je spoleény nazev pro
nasledujici faze latky:

e Kapaliny
e Plyny

Dalsi forma latky, Plazma se obecné odlisuje od neutralnich tekutin. Ukazuje
se, ze hydrodynamika je vhodnou makroskopickou teorii pouze v pripadé
slabé magnetizovaného plazmatu. Pro makroskopicky popis magnetizovaného
plazmatu existuje vlastni teorie znama jako magnetohydrodynamika. Je také
dulezité poznamenat, ze mikroskopické teorie neutralnich tekutin a plazmatu
jsou velmi rozdilné, coz vyplyva ze skutecnosti, ze nabité c¢astice interaguji
pomoci dalekodosahovych sil, zatim co v piipadé hydrodynamiky uvazujeme
pouze kratkodosahové sily.

Mechanika tekutin se zabyva popisem dynamiky kapalin a plynu. Protoze
z definice mechanika tekutin poskytuje makroskopicky popis, uvazujeme te-
kutinu jako spojité médium. Jinymi slovy fe¢eno, mechanika tekutin muze a
ma byt definovana bez ohledu na potencidlni mikroskopickou strukturu latky.
Na druhou stranu je uzitecné vyjit z predstavy o mikroskopické struktuie
latky, kdy predpokladame, ze libovolné maly element tekutiny je dostatecné
velky, ze obsahoval statisticky vyznamny pocet molekul. Jinymi slovy fec¢eno,
musime hovofit o fyzikdlnim infinitizemédlné malém objemu, ktery je maly
vzhledem k charakteristickym rozmérum télesa, ale dostatecné velky vzhle-
dem k charakteristickym vzdalenostem mezi molekulami. Pojmy jako cdstice
kapaliny a bod v kapaliné by mély byt chapany podobnym zpusobem. Napriklad,
kdyz hovofime o posunuti castice kapaliny, nemyslime samoziejmé posun
jedné individualni molekuly, ale to, ze objemovy element, ktery v hydrody-
namickém popisu obsahuje mnoho molekul, by meél byt uvazovan jako bod.

Tyto pojmy jsou intuitivné jasné, protoze kapaliny, jako naptiklad voda,
¢i plyny, jako naptiklad vzduch, muzeme za normalnich podminek skutecné
uvazovat jako kontinuum. Problém ovSem nastavéa v situacich, kdy mame
velice tidky plyn, jako jsou naptiklad slunecni vitr ¢i mezigalaktickda hmota,
ktera obsahuje nékolik ¢astic na krychlovy centimetr. Poté se muzeme ptat,
jaké jsou nutné predpoklady pro platnost hypotézy kontinua? Ukazuje se,



ze pro pochopeni této myslenky bychom méli byt schopni odvodit rovnice
hydrodynamiky z obecnéjsi a fundamentalnéjsi teorie.

1.1 Dynamické teorie

Jak jiz bylo fe¢eno, nasim cilem je formulovat hydrodynamiku jako teorii
dynamiky tekutin, kde Dynamickou teorii myslime teorii, ktera popisuje
casovy vyvoj systému. Prikladem takovych dynamickych teorii je naptiklad
klasicka mechanika, klasickd elektrodynamika, ¢i kvantova mechanika. Pro
kazdou z téchto dynamickych teorii je zékladni predpoklad néjakym zpusobem
charakterizovat Stav systému.

e Klasicka dynamika: stav systému N ¢astic je popsan jejich zobecnénymi
soutadnicemi ¢;,7 = 1,..., N a sdruzenymi impulsy.

e Klasickd elektrodynamika: elektrické a magnetické pole — F(x), — B(x)
, kde x = (2!, 22, 23) a kde E = (E\, Ey, E3), B = (By, By, B3).

e Kvantova fyzika: Stav systému je popsan s pomoci vinové funkce 1 (x).

Dynamické teorie umoznuji sledovat ¢asovy vyvoj daného systému pomoci
rovnic, které urcuji, jak se dané proménné vyvijeji v case. Jinymi slovy,
jakmile zname stav systému v pocateénim case, jsme schopni s pomoci téchto
rovnic urc¢it stav systému v néjakém pozdéjsim case. Tyto rovnice maji ruznou
formu pro ruzné dynamické teorie

e Klasickda mechanika: Hamiltonovy ¢i Lagrangeovy ¢i Newtonovy pohy-
bové rovnice

e Klasicka elektrodynamika: Maxwellovy rovnice
e Kvantova mechanika: Schrodingerova rovnice

Tedy, nasi otazkou je, jaké jsou vhodné proménné, které charakterizuji me-
chaniku tekutin a jaky je jejich ¢asovy vyvoj. Ukazuje se, Ze odpovéd na tuto
otazku zavisi na hloubce studia problému.

Ukazeme problematiku trovni ruznych popisu na prikladu systému N
kvantovych ¢astic, kde log N > 1. Fundamentalni popis, oznacme jej jako
Uroven 0, je ddn pomoci kvantové mechaniky, kdy stav dané¢ho systému je



charakterizovan vlnovou funkei ¢ (x1, ..., xy), kde ¢asovy vyvoj této vinové
funkce je dan Schré dingerovou rovnici

L0
o = Ay, H———Z V({x}) 1)

Druha droven, oznacime ji jako Uroven 1 je dan pomoci N klasickych céstic.
Stav je popsan pomoci zobecnénych souradnic ¢y a impulzu p*, jejichz casovy
vyvoj je dan Hamiltonovymi rovnicemi.
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(2)

Kineticky popis ¢astic je dalsi irovni popisu, kterou oznac¢ime jako Uroven
2.V tomto piipadé je stav systému popsan pomoci rozdélovaci funkee f(x, u),
ktera spliuje Boltzmannovu rovnici
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Od treti drovné jiz zbyva pouze posledni krok k popisu dané latky jako
spojitého prostiedi, coz je mechanika kontinua. Oznacime tuto uroven jako
Uroven 3 . Stav tohoto systému je popsan pomoci poli p(x), T(x), v(x) a
jejich dynamika je ddna hydrodynamickymi rovnicemi.

Pro plné pochopeni hydrodynamiky je dobré nastinit, jakym zpusobem
prechdzime mezi ruznymi urovnémi.

1.2 Uroven 0 — Uroven 1

Je mozné nahradit kvantovy popis klasickym v piipadé, kdy hustota ¢astic je
dostatecné nizka tak, ze kvantové interference jsou zanedbatelné. Uvazujme
de Brogliho vlnovou délku
A=—, (4>
P
Na druhou stranu typicka hybnost ¢astice o hmotnosti m a pii teploté T je

déna
EN@TN—:p VmkpT . (5)



Na druhou stranu ptredpokladejme, Ze mame hustotu c¢astic n definovanou
jako n = N/V kde V je objem, v kterém se dané ¢astice nachazeji. Poté je
jasné, ze veli¢ina, kterd charakterizuje vzdalenost éastic, je ~ n~'/3 (Rozmér
n je [m3].) Tedy pokud plati

hnl/3
vV kaT

muzeme zanedbat kvantovou interferenci ruznych c¢astic. Je jasné, ze tato
podminka je splnéna pro zredéné plyny. Otézka je, zda-li také plati pro
hustéjsi plyny. Pro vzduch pti pokojové teplote T' = 273 K a a standartnim
tlaku je prava strana nerovnosti rovna 0.015. D4 se ukézat, ze pro vodu pfti
teplotée T' = 293 K toto plati pfiblizné také.
Jestlize je tato podminka splnéna, pak vinova klubka ¢astic se §iti podle

Schrodingerovy rovnice pro volnou castici

. 8wl(xz,t) A A h2 2

ih 5 =Hyp;, H;= 2mvi + V(x;) . (7)
Poté stiedni hodnoty (x;) (t) a (p;) (t) maji casovy vyvoj, ktery je urceny
klasickymi pohybovymi rovnicemi, coz je zndmy Ehrenfestuv teorém.

A<n B 1>

(6)

1.3 Od Urovné 1 k Urovni 2

Na trovni 1 je stav systému N klasickych ¢astic popsan jejich souradnicemi
(X1,...,xy) a rychlostmi (uy,...,uy). Jejich dynamika je urcena Newto-
novymi pohybovymi rovnicemi.

Fézovy prostor I je 6N dimensionélni se soufadnicemi (X1, ..., Xy, Uy, ..., uy).

Kazdy bod v prostoru I' odpovidé rozdilnému stavu systému a zifejmé casovy
vyvoj systému odpovida kiivce ve fazovém prostoru I'. Pro velmi velké N je
nemozné prakticky tesit 6N pohybovych rovnic, které jsou diferencidlnimi
rovnicemi prvniho fadu. Pro tyto systémy je pravé vhodny statisticky popis
odpovidajici drovni 2. Na této irovni zavedeme distribuéni funkei f(x,u,t),
kterd udava hustotu ¢dstic v Sesti dimensiondlnim p— prostoru (x, u). Jedna
se tedy o jedno-casticovou distribucni funkci, obecnéjsi piipad bude disku-
tovan nize. Poté jediny bod v I prostoru je zobrazen do N bodu v u prostoru,
kde kazdé castici odpovida jeden bod odpovidajici jeji souradnici a rych-
losti. Jinymi slovy prevedli jsme problém popisu ¢asového vyvoje N bodu
na problém casového vyvoje distribucni funkce, ktery je dan Boltzmannovou
rovnici.



Obecné hovotime o N-¢asticové rozdélovaci funkei.

Dynamika tekutin je popsana klasickou teorii pole, jejiz pocatek saha az
do 19 stoleti. Je pozoruhodné, Ze sdili mnoho spolecného s Maxwellovou teorii
elektromagnetického pole.

Je uzitecné ukazat, proc¢ je studium hydrodynamiky tak zajimavé i z hle-
diska dnesni moderni fyziky. Je podstatné, ze mechanika tekutin muze byt
odvozena z konkrétni mikrospokické teorie pomoci vhodného vystiedovani.
Muzeme napiiklad uvazovat Boltzmannovu rovnici pro distribuéni funkci
f(X, P, 1), ktera splnuje rovnici

af af af

o m Pa op,~ W) ®)
kde X = (Xy,..., X, )aP=(P,...,P,)i=1,...,d jsou fazové souradnice
jedné ¢astice o hmotnosti m a kde F; je vnéjsi sila pusobici na tuto ¢astici.
Daéle, C(f) je srazkovy integral, ktery vyjadiuje zménu distribuéni funkce
zpusobenou srazkou s ostatnimi ¢asticemi. Bezsrazkovy pripad odpovida situ-
aci, kdy C'(f) = 0. V tomto pfipadé Boltzmannova rovnice je rovnici pro dis-
tribucni funkci céstice, ktera splnuje klasické pohybové rovnice. Ukazuje se,
ze najit feseni Boltzmnanovy rovnice je velmi obtizné. Obecné predpokladame
fegen{ ve formé f = fO 4 fU 4 . kde f© = n, je rovnovazna distribuéni
funkce, jejiz forma zavisi na skutecnosti, zda se jednd o bosony ¢i fermi-
ony. Transportni koeficienty a pohybové rovnice kapaliny jsou poté urceny
poruchovymi opravami.

Je dobré zduraznit, ze tento popis vystihuje podstatu problému, jak ziskat
rovnice hydrodynamiky z fundamentalni mikroskopické teorie, na druhou
stranu ma sva podstatna omezeni. Prvni je to, ze takto zjednodusena Bol-
tzmannova rovnice urcuje pouze distribuéni funkci jedné castice a druhé je
to, ze popis je cisté klasicky, nebere do tivahy kvantové jevy.

Co se tyka prvniho bodu, muzeme uvazovat obecnou N c¢ésticovou Liou-
villovu rovnici pro distribuéni funkei p(X,, P,),n = 1,2,... N. Jedno¢ésticova
distribu¢n{ funkee je poté déna integrdlem [ dun_1p(Xy, P,), dvoucdsticovd
distribu¢ni{ funkce je ddna integralem [ dun_op(X,, P,) kde dpy je objemovy
element N —dimensionalniho fazového prostoru. Poté Liouvillova rovnice vede
k hiearchii tzv. BBGKY (Bogoljubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) hiearchii,
ktera zahrnuje korela¢ni funkce vyssich radu. Naptiklad pro jednocasticovou
distribuc¢ni funkci dostavame Boltzmanovu rovnici, kde ale kolizni integrél je
urcen dvoucasticovou distribuéni funkei. Je jasné, ze vyslednd teorie je velmi
komplikovand a vétsinou se omezujeme pravé na studium jednocésticové
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rozdélovaci funkce.

Co se tyka problematiky fundamentalni kvantové formulace hydrodyna-
miky, ukazuje se, ze je opét v principu mozné najit takovouto formulaci. Na
druhou stranu abychom ziskali néjaké uzitecné informace, je nutné pristoupit
k semiklasické aproximaci, coz opét vede k formalismu, jenz ma limitovanou
platnost.

I kdyz predchozi diskuse odvozeni hydrodynamickych rovnic z funda-
mentalnich teorii vede k zjisténi, ze hydrodynamika by méla mit platnd pouze
pro klasicky popis systému, které jsou blizko termodynamické rovnovahy. Na
druhou stranu hydrodynamické rovnice mohou byt odvozeny z obecnych prin-
cipu, coz nas vede k zjisténi, ze tyto rovnice maji Sirsi oblast platnosti, a my
pod pojmem universalita mechaniky tekutin. Ukazuje se, ze dynamika teku-
tin ma své misto v sucasné moderni fyzice v pripadé popisu velkého mnozstvi
jevu. O nékterych z nich pohovoiime v této prednasce podrobnéji.

1.4 Od Urovné 2 k Urovni 3

Jedno-komponentovy plyn v termodynamické rovnovaze je plné popsan dvéma
termodynamickymi proménnymi. Obecné vzato tekutina jako celek neni v
termodynamické rovnovaze jako celek. Na druhou stranu maly element te-
kutiny v jeho klidové soutradnicové soustavé muzeme chapat jako element
v lokdlni termodynamické rovnovaze. Stav elementu tekutiny je dan dvémi
termodynamickymi veli¢inami (hustotou p a teplotou T') a rychlosti v. Poté
vechny elementy tekutiny tvoii kontinuum, kde nyni p(x), T'(x), v(x) popi-
suji cely systém.
Hydrodynamické rovnice poté urcuji ¢asovy vyvoj téchto proménnych.

Tyto rovnice mohou byt odvozeny z Boltzmanovy rovnice.

1.5 Hamiltonovsky popis Urovné 1

Nyni pfistoupime k podrobnéjsimu studiu prechodu od Urovné 1 k Urovni
2. Abychom toto plné pochopili, musime struéné shrnout nékolik zédkladnich
fakt tykajicich se hamiltonovské formulace klasické mechaniky:.

Uvazujme dynamicky systém popsany pomoci sdruzenych souiadnic (g, . . .

a Hamiltonovou funkei H(qs, p®,t). Pak

oH . oH
aqs ? qS - aps .

(9)

ps:
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Abychom uvedli néjaky priklad hamiltonovského systému, muzeme uvazovat
konzervativni systém N stejnych ¢astic, kdy hamiltonian ma tvar

H:T+V:§%2]ﬁf+v@y (10)

Pro tuto Hamiltonovu funkci dostdvame z (53)

QS = ps/mjps:mqs7
~ oH v
P 0 T T 0gs

(11)

kde prvni rovnice vyjadiuje zndmy vstah mezi impulsem dané céstice a jeji
rychlosti a kde druha rovnice neni nic jiného nez Newtonova pohybova rov-
nice. Presnéji, s pouzitim prvni rovnice dostavame

oV
dqs

mgs = — (12)

1.5.1 Dynamicka reverzibilita

Uvazujme systém, jehoz hamiltonian je invariantni vuci zméné sméru casu,
tedy vuéi zdmeéne ¢t — —t. Nyni predpoklddejme, ze {q(t),p(t)} je trajekto-
rie daného systému ve fazovém prostoru. Poté i {¢(—t), —p(—t)} je feSenim
pohybovych rovnic a tedy je také trajektorii ve fazovém prostoru.

Abychom dokézali toto tvrzeni, vyjdeme z Hamiltonovych rovnic

dp® OH(t) dgs OH

S = ) 1
dt dqs ~ dt  Ops (13)
Pomoci t' = —t dostavame
dt’ dt  0gs(t)
Kdyz vyjdeme z predpokladu, ze H(—t) = H(t') = H(t) a zavedeme ¢,(t) =
qs(—t) = qs(t') a také p*(—t) = p*(t') = —p°(t), pak rovnice (14) ma tvar
/ /
Cdt 8qs(t’ )

oo



coz je jedna z Hamiltonovych rovnic. Stejnym zpusobem budeme postupovat
i s druhou rovnici

da.(t) _ _da,(t) _ OH(t) _

dt v ops(t)
dgs(t') _ OH(') _ dgs(t') _ OH(t')
oAt aps(t) At dps(t)

(16)

Timto zpusobem jsme tedy dokazali, ze {q(—t), —p(—t)} je FeSenim Hamil-
tonovych rovnic a tudiz definuje trajektorii ve fazovém prostoru.

1.5.2 Kanonické transformace

Uvazujme transformaci souradnic ve fazovém prostoru
¢p—q,p . (17)

Aby tyto nové proménné davaly popis toho samého systému, pak musi zjevné
platit

to to

5/ dtL(q,q) =0, 6/ dtL(q',q')=0. (18)

t1 t1
V pripadé, ze je tato podminka splnéna, pak nazyvame transformaci od
necarkovanych k ¢arkovanym proménnym (17) jako kanonickou transfor-
maci. Je ziejmé, ze rovnost variaci danych v (18) je splnéna, pokud existuje
nasledujici vstah mezi odpovidajicimi lagrangiany

La. ) = L ) + TN0T) (19)

Abychom dokézali tento vstah, pouzijeme (19) v definici a akce. Nésledné
provedeme jeji variaci a ¢imz dostavame

to to
6/ L(q> q)dt = 0= 5/ L(q/7 q/)dt + 5G1(q7 q/)’tQ - Gl(q> q/)|t1 =
t

t1

to
_ q/ L(d, d)dt = 0
t1
(20)



kde jsme vyuzili skutec¢nost, ze pii odvozovani pohybovych rovnic pozaduje,
aby variace souradnic byly rovny nule v ¢asech t; a 5.

Je uzitecné prepsat vztah mezi lagrangiany pomoci odpovidajici hamil-
tonovského formalismu formulace

_ , . dGi(q,q,t)
L = Sg. — H = 'S¢’ — H'(v. o A\ iy 21
(¢,9) zs:p ds (p.q) Eszp q. (. q)+ 5 (21)

coz muzeme piepsat do ekvivalentniho tvaru

aG, , 9G, ) e

*dgs,—p'°dq.) — (H — H)dt = dqs d —dt . (22
S0 i)~ (1~ = 37 (a2

7 predchozi rovnice dostavame nasledujici dulezité vstahy

8G1 ’ 8G1 / 8G1
_ s _ H-H =21
ags 7 aq. ot

S

p

(23)

Analyzujeme nyni struktiru téchto transformaci podrobnéji. Rovnice (23)
budeme interpretovat jako vstah mezi (¢s, p°®) a ¢, p"*). Podrobnéji, levé rov-
nice v (23) muze byt feSena pro ¢, = ¢.(qr, p*). Samoziejmeé, podminka pro
existenci tohoto Teseni je
9*°Gy
0q,0q;,

Jakmile tedy najdeme ¢/ = q)(qx,p"), pak prava rovnice v (23) ddva p" =
! k
P'(qx, P*)-
Jako priklad spojité funkce ¢, ¢’ kterd negeneruje kanonické transformace,
uvazujme

det

£0. (24)

Gi(q,q') = flq) + h(q) . (25)

kde f and h jsou libovolné spojité funkce. Je ziejmé, zZe tato funkce nesplnuje
(24) a tedy negeneruje kanonické transformace. Na druhou stranu uvazujme
nasledujici funkci

Gi(q: ') = —4:0"q;. - (26)
Pro tuto funkci z rovnice (23) dostaneme
ps — _5srq; ,p/s — 557‘qs ) (27>

Vidime, ze soutadnice a impulsy si vyménily role pomoci této generujici
funkce. Z toho duvodu se tato transformace nazyva transformace vymeény.
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Je dobré védeét, ze muzeme najit dalsi formy funkci, které generuji kano-
nické transformace. Pro nase tcely je ale podstatné, ze kanonické transfor-
mace jsou zakladem Liouvillova theorému, ktery ma fundamentalni vyznam
v kinetické teorii.

1.6 Kanonické invarianty

Kanonickym invariantem nazyvame dynamickou veli¢inu, kterd zustava in-
variantni vuci kanonickym transformacim. Dulezitym piikladem kanonického
invariantu je Poissonova zavorka mezi dvéma funkcemi A, B. Tedy, jestlize
plati

Alp,q) S A'(dp)
Blg,p) < B'(d.p)
(28)
then o
{A7 B}q7p — {A/7 Bl}q’,p/ - {A7 B}q,p (29)

Uvazujme nyni piipad, kdy B je Hamiltonianem daného systému B = H.
Pak definice ¢asového vyvoje fyzikalni veliciny fika

dA(q,p)

L~ (A HY,, (30)

Na druhou stranu (29) ndm fika

% ={A,H}, ,={A.p), H(d,p)} =

dA'(¢',p")

PG

Jinymi slovy ¢asova zména proménné A je nezavisla na soutadnicich, které
jsou pouzity na popis daného systému.

1.7 Konstanty pohybu a symetrie

Zachovavajici se veliciny maji uzky vstah k symetriim daného systému. Uvazujme
systém, ktery je popsan souradnicemi (qi,qa,...,q,) a predpoklddejme, ze
plati g—f = 0. Pak z pohybové rovnice dostavame p; = const. Jinymi slovy,
jestlize szstém nezavisi na urcité souradnici, pak impuls sdruzeny s touto
soufadnici je konstantni. Takovéto souradnice se nazyvaji cyklické souradnice.
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Invariance Hamiltonidanu vzhledem k uré¢ité souradnici muze byt vyjadrena
pomoci Hamiltonovskych rovnic nebo pomoci Poissonovych zavorek. V tomto
piipade, jestlize H je nezavisly na soufadnici g, pak dostdvame

dp’

%:{pﬁ[—[}:o (32)

a tedy p’ je konstantni.

1.7.1 Liouvilluv theorém

V jedné svoji formulaci Liouvilliv theorém fika, ze jakobidan kanonickych
transformaci je roven jedné. Pro systém o N stupnich volnosti, mame

S(4PY _ o) _ uom o o . 43
T | LT

QJ p q? p aqﬁ aqé apll ap/N

8pN 8pN P (9pN e 8pN

Na tomto misté je vhodné zduraznit, ze existuje cela fada formulaci Liou-
villova theorému. V této ¢asti nasi prednasky dokazeme jeji ¢isté geometricky
vyznam zalozeny na vlastnostech kanonickych transformaci.

Liovilliv theorém mé nasledujici geometricky vyznam. Pro libovolnou
transformaci (¢,p) — (¢, p’) se integrél ve fdzovém prostoru transformuje

takto
/qudp = /, J (%) dq'dp’ (34)

kde © znaci objem ve fazovém prostoru, ve kterém provadime danou trans-
formaci. Nyni vidime, ze v pripadé kanonickych transformaci mame

/dqdp:/ dq'dp’ . (35)
Q !

Protoze tyto veli¢iny nejsou nic jiného nez objemové elementy ve fazovém
prostoru dostavame, ze tyto objemové elementy fazového prostoru jsou inva-
riantni vzhledem ke kanonickym transformacim.

1.7.2 Akce jako generator kanonickych transformaci

VVVVVV

je ten, ze samotna akce muze byt uvazovana jako generator kanonickych
transformaci.
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Uvazujme akéni integral odpovidajici pohybu v intervalu od ¢t do ¢t + T
t+T
S(tT) = / 4t L(q,d) =
t

t+T t
_ / at'[> " pd, — H] - / at'[3 " pds — H]
O S 0 S

(36)
Jestlize nyni provedeme derivaci vzhledem k ¢ dostavame
BUT) S wd,—pin) + (8~ 1) (37)
kde jsme zavedli znaceni
G =qt+T), p"=p(t+T). (38)

Jestlize budeme predpokladat, ze H je integréal pohybu, tedy H (t4+1) = H(t),
pak dostavame

dS = (p*dg, — pdq.) . (39)

Tento vysledek nam tika, ze akce je generator kanonickych transformaci.
Jinymi slovy fe¢eno casovy vyvoj systému muze byt uvazovan jako kanonicka
transformace. Skutec¢nost, ze ¢asovy vyvoj systému ve fazovém prostoru, jenz
je urc¢en pohybovymi rovnicemi, je jedna z forem kanonické transformace, je
fundamentalni predpoklad pro urc¢eni Liouvillovy rovnice.

1.8 Ansambl a fazovy prostor

Jak jiz vime, stav systému je reprezentovan bodem ve fazovém prostoru.
Tak, jak se systém vyviji s casem, tento bod se pohybuje po trajektorii
(1 (1), ..., qn(t),p'(t),...,p"N(t)) kde nyni predpokladame systém tvoreny z
N castic pohybujicich se v jedném rozméru. Zobecnéni na piipad pohybu ve
tfech a vyssich dimensich provedeme pozdéji.

Ansambl je definovan jako mnozina kopii téhoz systému, které jsou iden-
tické ve vsech svych vlastnostech az na to, ze odpovidaji rozdilnym stavium
systému v ur¢itém casovém okamziku. Z této definice je ziejmé, ze kazdy
prvek Ansdamblu muze byt reprezentovan bodem ve fazovém prostoru I' v

13



urcitém casovém okamziku a jejich casovy vyvoj je reprezentovan urcitou
trajektorii v tomto fazovém prostoru. Jinymi slovy feceno, kdyz budeme
predpokladat, ze mame N kopii daného systému v Ansamblu, pak stav to-
hoto Ansamblu v ¢ase t = 0 je reprezentovan A" body v prostoru I'. Necht
uvazujeme funkei pons = Pans(qs, p°, t) a uvazujme nésledujici ¢islo

Pans(qs,p°, t)d" qd™ p (40)

které budeme interpretovat jako pocet bodu ansdmblu v elementu fazového
prostoru d¥qd™ p v okoli bodu (qi, ..., qn,p1, - - -, Px). Pak muzeme definovat

Pans jako
i dN
Pans(qs,p°, 1) = ANgdNp (41)

Samoziejmeé je dobré predpokladat, ze body Ansamblu jsou husté a spojité
distribuovany ve fazovém prostoru I', coz umoznuje predpokladat, ze pans je
spojitd funkce na fazovém prostoru.

Jako priklad uvazujme systém N volnych harmonickych jedno-dimensiondlnich
oscilatoru. Tento systém m& Hamiltonian

1
H:ZHS’ HS _(ps)2+

mwoy o
2m

— B, 49
5 s (42)

Diky tomu, ze tyto oscildtory jsou volné, kazdy oscilator se nachazi ve stavu
se zachovavajici se energii Es. Mikrostav systému, je neznam. Na druhou
stranu statisticky reprezentativni ansambl tohoto systému ma hustotu bodu
danou jako

NN
puns(ge:p",8) = (52) [T0(Hilap") = E.) . (43)
ktera je normalizovand jako

/qusdpspans =1. (44)

Nyni muzeme interpretovat p,,s jako hustotu pravdépodobnosti, zZe najdeme
dany systém v daném bodé fazového prostoru ', tedy v daném bodée mikrostavu

(s, p°)
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1.9 Liouvilluv theorem

Louvilluv theorém ftika, ze fazova distribu¢ni funkce se zachovava podél
fazové trajektorie systému. Jak jiz bylo feceno, pans(q,p,t)dYqd¥p udava
pocet prkit Ansamblu,které se nachazeji v elementu fazového prostoru d” gd" p.

Dulezitou vlastnosti Ansamblu je to, ze trajektorie jeho prvku se ni-
kdy nektizi, coz vyplyva ze skutecnosti, ze pro systém o N stupnich vol-
nosti je jeho trajektorie jednoznacné urcena 2N pocatecnimi podminkami
51(0),-. ., ax(0), p(0), ..., p¥ (0)].

Uvazujme, ze v urcitém casovém okamziku body Ansamblu obsazené
v diferencidlnim objemovém elementu fazového prostoru jsou ohraniceny
uzavienou plochou. Diky tomu, ze rozdilné trajektorie se nemohou krizit
dostavame, ze vnitini body v daném objemu zustanou vnitinimi body, tak
jako kazdy hrani¢ni bod zustane hranié¢nim bodem. Jestlize tedy oznacime
pocet bodu v daném objemu jako dN, pak dostdvame

AN = AN . (45)

Oznacme df) maly element fazového prostoru, v kterém se nachazeji dané
prvky Ansamblu. Nyni pouzijeme dulezitou skuteénost odvozenou v predchozi
casti, ktera 1ika, ze Casovy vyvoj systému, ktery je uréen Hamiltonovymi rov-
nicemi, odpovida kanonické transformaci. Protoze ale pti kanonickych trans-
formacich se zachovava objemovy element fdzového prostoru, pak dostdvame

dQ) = dQY . (46)
Kombinaci (45) a (46) dostavame dulezity vysledek
AN dN
- 4
a dQ (47)
ktery nam tika, ze
Pans(D: 4,1) = pans(P, ¢ 1) - (48)
Jinymi slovy fec¢eno, Liouvilluv theorém ma tvar
Dpans
=0 49
Pz g, (19)

kde % oznacuje casovou derivaci podél trajektorie ve fazovém prostoru, coz
ma explicitni tvar

DpCLTLS 6)0ans al épans . 6)0ans N
—_= s —pS 5 50
9 + ;1 qs + b (50)

Dt 0qs op*
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kde casové derivace fazovych proménnych jsou urceny Hamiltonovymi rovni-
cemi.

Tento vysledek muze byt zapsan v nasledujicim elegantnim tvaru. Je
znamo, ze ¢asovy vyvoj libovolné fazové funkce u(p, ¢, t) muze byt vyjadien
pomoci Poissnovy zavorky

Du  Ou
- = 4 H 1
Dt Ot {w H} (51)

kde Poissnova zavorka je definovana jako

{f,g}:f;(af 99 _ 9/ @) | (52)

dg. Ip*  p* Dgs

S=
Vstah (51) vychézi ze skutecnosti, ze Hamiltonovy rovnice maji tvar

) ) |
Qs—a—ps7 p = 36]5' (53>

Jestlize nyni pouzijeme (53) v definici (51) dostaneme

Du du <L [Of of
Z 22 i 9 | . 54
Dt ot +; <8qsq * apsp) (54)
Pak je ziejmé, ze Liouvillova rovnice ma tvar
apans
ans; H}=0. 55
L 4 s H) (59)

1.9.1 Obecné teseni Liouvillovy rovnice

Zde bychom radi ukazali, jakym zpusobem je mozné najit nejobecnéjsi reseni
Liouvillovy rovnice.
Necht g(p,q,t) je zachovdvajici se velicina, t.].

Dg  9g
Dt ot

a tedy g je feSenim Liouvillovy rovnice.
Na druhou stranu predpokladejme, Ze g je feSenim Liouvillovy rovnice
99

E—i—{g,H}:O. (57)

+{9,H} =0 (56)
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Na druhou stranu vime, ze leva strana této rovnice ma tvar % =0 a

tedy libovolné teseni Liouvillovy rovnice je také integrdlem pohybu. Z to-
hoto vysledku dostavame, ze nejobecnéjsim feSsenim Liouvillovy rovnice je
libovolna funkce vsech zachovavajicich se velic¢in, tedy

ps:ps(gla'-'a.g?N) . (58>

Jinymi slovy Tec¢eno, znalost nejobecnéjsiho teseni Liovillovy rovnice je ekvi-
valentni znalosti vSech zachovavajicich se velicin

g1 =0q1(p,q,t)
g2 = 92(p, ¢, )

gan = gan (¢, p, 1)

1.9.2 Druhé odvozeni Liouvillovy rovnice

Radi bychom ukézali druhy zpusob odvozeni Liouvillovy rovnice.
Tento dukaz je zalozen na faktu, ze Liouvillova rovnice muze byt zapsana

5’pans Panss) 6’(/)155) B
+Z( 3. o) =0 (60)

ve tvaru

coz méa formu rovnice spojitosti, kde tok hustoty je dan 2N-dimensionalnim
vektorem ve fazovém prostoru

jans = (pansq17 s 7pans(jN7 panspla CIE 7panspN) (61)

Poznamenejme, ze rozdil mezi (50) a (60) je dan vyrazem

N . . N
dqs ~ Ops 0?’H 0’H
S () =% - —0 (62)
—~\dqs  9p*) = \9q0p°  9qs0p°
kde H je hamiltonian daného systému a kde jsme vysli z faktu, ze systém
splnuje Hamiltonovy rovnice.
Protoze Liouvillova rovnice ma tvar rovnice spojitosti, muzeme ji odvodit

nasledovné. Zakladnim bodem je predpoklad, ze pocet clenu daného ansam-
blu se zachovava. Nyni uvazujme urcitou oblast fazového prostoru Vr. Pak
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zjevné Casova zmeéna poctu clenu ansamblu v daném objemu je rovna toku
hranici daného objemu OVi

0 / i
— PansdV = — / ]}msti 63
ot Vi OVr ( )

kde dS; = n;dS je povrchovy element, jehoz normovany normélovy vektor
n; ,n;n’ = 1 sméfuje ven z daného objemu. Poté s pomoci Gaussovy véty

ov |4

muzeme prepsat rovnici (63) do tvaru

apans al a(pGHSQS) 8(pansps) .
/VF< o +) ) =0 (65)

—1 ds

Protoze tato rovnice musi platit pro libovolné V-, pak zjevné musi platit

8pans al a(parwés) 8(pansp's) _
ot +2 . T Tap o)

Tato rovnice, s pouzitim Hamiltonovych rovnic, davé Liouvillovu rovnici (50).

1.9.3 Druha interpretace distribuc¢ni funkce

Uvazume izolovany systém o N stupnich volnosti s hamiltonidnem
H(p,q) = E = const . (67)

Je jasné, ze systém se nachézi na podprostoru fazového prostoru €2, ktery
je vymezen podminkou (67). V predchozi diskusi jsme zavedli pocet bodu
Ansamblu N a pans jako funkei, kterd udava hustotu bodu v Ansamblu.
Celkovy pocet bodu v Ansamblu je dan vyrazem

N = / Pansd™ qd™ p . (68)
Q
Ztejmé v objemu A€ € Q) je pocet bodu dan intergdlem
AN: panstqup : (69)
AQ
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Podélenim téchto dvou vyrazu dostavame

N
N

coz muzeme intepretovat jako pravdépodobnost, ze libovolny stav je obsazen
v AS). Oznaéime tuto veli¢inu jako

(70)

fndVqd"p (71)
AQ
a tedy muzeme psat
/ dequNp _ fAQ panstQde ‘ (72)
AQ fQ panstqup

Vidime, ze muzeme psat
fN(p7 q, t) - Cpans<p7Q7t) (73)

kde C' je konstanta. Jinymi slovy feceno je zde jednoznacné souvislost mezi
funkcemi p.,s a fy. Presnéji receno, muzeme polozit otdzku, co znamen4,
7e fn(q,p)d™qd™p je pravdépodobnost, Ze stav daného systemu se nachézi
v objemovém elementu v okoli bodu (¢, p) kde nyni pouzivdme konvenci,
kde (¢,p) = (x1,X2,...,XN,P1,---,Pn), kde x = (2',... 2P) a kde p =
(p1,...,pn) Explicitné, jestlize stav (g,p) je obsazen, pak to znamend, ze
castice 1 je v objemovém elementu v okoli bodu xi,p;, druhd céstice je v
objemovém elementu dxadps v okoli (xa, po) atd. Jinymi slovy fy je hustota
pravdépodobnosti pro N— casticovy systém, zatim co p.,s je veli¢ina spo-
jend s Ansamblem ruznych systému, fy(q,p,t) je veli¢ina spojend s jednim
konkrétnim systémem. Je také dulezité pripomenout, ze fy je normovana
jako

!LM@®=1, (74)

kde se integrace provadi pres cely dosazitelny fazovy prostor. Jinymi slovy je
to prostor vymezeny podminkou konstantni energie. Jestlize nyni G(q, p, t) je
libovolna dynamicka veli¢ina, pak s pomoci znamé hustoty pravdépodobnosti
fn muzeme definovat nasledujici sttedni hodnotu dané veliciny

<G >= /fNqudp : (75)
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1.9.4 ResSeni Liovillovy rovnice s pocateé¢ni podminkou

Nyni se zaméfime na urcité moznosti, jak fesit Liouvillovu rovnice s urcitou
pocateéni podminkou.

1. Taylorav rozvoj

Predpokladejme, ze zname pocatecni formu distribucéni funkce fy

fn(a.p.0) = fa(a,p) - (76)

Nyni provedeme Tayloruv rozvoj fy(q,p,t) v okoli bodu ¢t = 0 pii pevnych
qap

. 50 = I, 0)+ 2200 p) A0+ 5T 0 g ) (B0 ()

2 0t?
Vime, ze fy spliuje Liouvillovu rovnici a tedy

o1y

ot - {vaN} )
Pfy 0 - Ofn |
o a{H’fN}—{H’W}—
= {Ha{HafN}} )

(78)

kde predpokladame, ze H nezavisi explicitné na case. S pouzitim téchto
vstahu dostaneme

fn(gp, A1) = fn(a,p,0) + At {H, fN(q,p,O)}—l—%(At)z{H,{H,fN(q,p,O)}}-|-...:

(At)?

_ <1+At{H}+ {H,{H,}}+.. )fN(q,p,O)-

Geometricky si muzeme predstavit jako ¢asovy vyvoj funkce fy v pevném
bodé ¢, p. Poznamenejme, ze pro koneény casovy interval muzeme tento vstah
prepsat do formy

n

fn(g,p, &t) = fn(g:p, 0 +Z T{H,"W{H, {H, fn(q,p,0)}}} - (80)

e n
nl
1

n—=

Priipad 2: Liouvillav operator
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Z predchoziho popisu je ziejmé, ze vyraz {H,} ma formu operdtoru
pusobici na fy. Proto je uziteéné prepsat Liouvillovu rovnici do tvaru

2N L, g = A (1)
kde
OH 0 0H 0
zA-z{H}—zZ(aq o 8p38_q3> : (82)

Je mozné ukazat, ze A je Hermiteovsky operator v prostoru spojitych nor-
movanych funkeci na fazovém prostoru tak, ze pro tuto funkci plati

9l = / B d¥qdVp < oo . (83)

Operator je Hermiteovsky, kdyz plati A = AT, kde Af je Hermiteovsky
sdruzeny operator. Z toho dostaneme, ze vlastni hodnoty A jsou redlné a
ze vlastni vektory daného operatoru jsou ortogondlni. Je dulezité, ze tyto
vlastnosti jsou zcela obecné a nezavisi na druhu interakce mezi molekulami.
Dalsi dulezita vlastnost je ta, ze vlastni hodnoty A jsou realné, pak vlastni
hodnoty {H,} = —iA jsou imaginarni, coz mé za nasledek, ze mohou existo-
vat feseni Liouvillovy rovnice, které osciluji v case.
Pomoci operdtoru A prejdeme k dalsimu zptusobu feseni poc¢atecni podminky

u Liouvillovy rovnice. PfepiSeme Liouvillovu rovnici do tvaru

% Kexpz' /0 t dt’]\) D(t)} =0 (84)

Abychom videéli, ze tato rovnice je ekvivalentni Liouvillové rovnici, provedeme
derivaci vzhledem k ¢

~

iA () D(t) exp(i /0 "arA) + expli /0 t dt’f\)%D(t) —0=

iexp(i/o dt' A)(A(t)D ()—%D() 0

(85)

a ekvivalence s Liouvillovou rovnici je zfejma. Nyni, jestlize zintegrujeme
rovnici (84) dostaneme feseni ve tvaru

D(p,q,t) = e o ®AD(q,p,0) , (86)
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kde opét je nutné zduraznit, ze uvazujeme pevné p, ¢, jinymi slovy, muzeme
si predstavit, ze p, q,t jsou nezavislé souradnice na 6/N 4+ 1 dimensiondlnim
prostoru.

Pro male intervaly opét mame

st R
/ dt' A ~ AtA (87)
0
a tedy (86) muze byt prepsana do tvaru
1 .
D(p,q,t) = [1 —iAtA + 5(—@&1\)2 +...]1D(gq,p,t) =

{1 NIV AN (At) (HAH}} +...| D(a,p.0)
(88)

coz souhlasi s Taylorovym rozvojem, ktery byl nalezen v predchozi kapitole.

Nyni pristoupime k analyze s pouzitim vlastnich vektoru a vlastnich hod-
not operatoru A. Opét musime predpoladat, ze pocatecni forma rozdélovaci
funkce fy je zndma fx(q,p,0) = fY(q,p). Dale musime predpokladat, ze
zname vlastni vektory a vlastni hodnoty operatoru f\, kdy budeme predpokladat
casove nezdvislé A )

Ad}n - wnqvbn . (89>

Jestlize predpokladame, ze 1), tvoii bazi Hilbertova prostoru, muzeme psat
pocatecni rozdélovaci funkci ve tvaru

kde koeficienty D,, je mozné urcit s pomoci predpoklddane ortogonality vek-
toru v,

D = (40l (0, p)) = / N ad g2 (q.p) 1@ ) |

/ & 4d" 0 (4, DY (05 P) = S
(91)

Pak ziejmé dostavame

f (q p,t) = ZtAZDn¢n . (92>
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Tato rovnice, s pouzitim faktu, ze i, je vlastnim vektorem L, ma feSeni ve
tvaru

N (g, p.t ZD e ", (93)

1.9.5 Rozdélovaci funkce idealniho plynu

Uvazujme idealni plyn, ktery je dan /N neinteragujicimi molekulami a jenz je
obsazen v krychli o velikosti hrany L. V tomto ptripadé Hamiltonian je dan

ve tvaru
N - 9
=35
2m
s=1

Vime, ze casovy vyvoj rozdélovaci funkce ma formu

<z <L (94)

of B OH of of
o ={H./}= Z o o ijvs ok (95)
Pak zfejmé operdtor A mé tvar
A " ps 0

A[):—Z

s=1

m Ox,

Vlastni vektory operatoru splnuji rovnici

Aot = wao¥ae (97)

kde (k) je posloupnost vlastnich vektoru
(k) E(klakZa"'7kN) : (98>

Pak dostavame

A g
Aot = —ZZ m ox,  Cwve -
(99)

Budeme ptredpokladat feseni ve tvaru

N
Yy = Aexp (Z > k- xs> (100)
s=1
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pak po jeho vlozeni do predchozi rovnice dostaneme

N
wgg =Y % Kk, . (101)
s=1
Dale, hrani¢ni podminky nam dévaji
2
ki = —n, , 102
" (102)

kde komponenty vektoru n jsou cela ¢isla. Konecné, konstanta A je zafixovana
normalizaci a tedy dostavame

Yoo = L3N/2 eXp< Zk xs> : (103)

Pak je ztejmé, ze obecna forma N — cCésticové rozdélovaci funkce funkce ma
tvar

= Do (P ) (XN )e 00t (104)
(k)
Abychom urcili konecny tvar rozdélovaci funkce fy, musime urcit koeficienty
Do (p™). Oznacime si hodnotu rozdélovaci funkee f v case t = 0 jako fo

= > Dug(P™ )i (xV) - (105)
(4

Protoze vektory ) jsou ortogondlni, dostavame

Do (p) L3N/2/Hd3XZ exp —sz -xX,)] Do(xN, p™) (106)

Tedy ze zname pocateéni hodnoty distribuéni funkce dostaneme obecné reseni
Liouvillovy rovnice pro idealni plyn ve tvaru

1 iSN - (xs—Bs
f(x,p,t) = D ZD(k)(pN)e Yoo ker(xs—B2t) (107)
(k)
Je uzitecné poznamenat, ze rozdélovaci funkce zavisi na 6 x N integralech
pohybu

P2 PN > (108)

P1
PPN, X1 — — 6, X0 — —1,..., Xy — —1
m m m
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coz je presné v souladu s predchoci diskusi obecného teseni Liouvillovy rov-
nice. Explicitné, je jasné, ze pi,...,pn jsou integraly pohybu pro systém
definovany hamiltonidnem (94). Dédle ukdzeme, ze g; = x; — 2t spliuje rov-
nici zachovani

d9; P al ox, 6H  16(—p;)0HY\
8t+{g“H}_ m+;(5xi ps m Ops O0%xs)
N
_ P JOH
n m ;5i ops 0

(109)

Je také uzitecné poznamenat, ze v pripadé idealniho plynu, muzeme operator
Ao napsat jako Ag = SN A3, kde {Ag, AJ} = 0. Pak je zfejmé, 7e muzeme
hledat teseni Liouvollovy rovnice ve tvaru fy = Hi,v:l fi(xs, ps, t), kde fi je
jednocasticova rozdélovaci funkce, kterda v ptripadé idealniho plynu je déna
vyrazem

J1(x1,p1,t) = exp (—tgi> f1(x1,p1,0) . (110)

m 0%,

1.10 Redukované distribuc¢ni funkce
Pro jednoduchost zapisu zavedeme nésledujici konvenci
dl = dx;dp; ,d2 = dxadps ,. .. (111)

ktera odpovida casticim 1,2, .. ..
Uvazujme nyni systém N stejnych Céstic a zaméime se na subsystém,
ktery je tvoten s < N casticemi. Pravdépodobnost, ze najdeme subsystém

ve fazovém prostoru d1d2...ds v okoli stavu (1,2,...,s) je
fs(1,...,8)dl. . .ds . (112)
Je ziejmé, ze muzeme ocekavat vstah mezi f; a fy. Poznamenejme, ze fy
uddva pravdépodobnost, ze se systém nachdzi v okoli bodu (1,...,s,s +
1,...,N). Poté je ziejmé, zZe jestlize se nazajimame o situaci v okoli bodu
s+1,..., N, musime provést soucet pravdépodobnosti, ze je systém v danych
bodech. Explicitné dostavame
fs(l,...,s):/fN(l,...,N)d(s+1)...dN (113)
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1.11 s-nasobna distribuc¢ni funkce

Tuto distribu¢ni funkci, kterou si oznac¢ime jako Fy(1, ..., s) definujeme nasledujicim
zpusobem. Vyraz
Fy(1,...,s)dl...ds (114)

reprezentuje pravdépodobnost, ze jedna z ¢astic je ve fazovém prostoru dl
v okoli bodu 1, jina je ve fazovém prostoru d2 v okoli bodu 2 atd v daném
casovém okamziku. Je zde dulezity rozdil vzhledem k distribuéni funkei f;,
protoze Fy nerozlisuje, kterda konkrétni cdstice se nachazi v okoli bodu 1
atd. Podrobnéji, f, urcuje s—casticovy stav specifické skupiny ¢astic. Na
druhou stranu F také odpovida stejnému specifickému stavu, ale je nezavisla
na tom, které ¢astice se nachazeji v tomto stavu. Napiiklad, f»(1,2) udéva
pravdépodobnost, ze ¢astice 1 je ve stavu 1 a ¢éastice 2 ve stavu 2, na druhou
stranu Fy(1,2) udava pocet dvojic ¢éstic, které se nachdzeji v daném stavu.
Abychom nagli vstah mezi F, a f, musime znat pocet zpusobu, jakym muzeme
vybrat s ¢astic z celkovych N

(f)IS'(NLLS), (115)

Jestlize predpokladame, ze dané céstice jsou identické, pak kazdy takovy
vybér dava stejnou funkci f,. Pak dostavame

E=()n (116)

kde cara nad F, dava, ze dany s—casticovy stav byl zapocitan pouze 1.
Je ziejmé, ze musime vzit do ivahy fakt, ze s—castic muzeme distribuovat
s! zpusoby tak, ze stdle davaji s—casticovy stav. Tento fakt dava koneény
vysledek

FS:S'FS:S'<JZ) :UVL"fS (117)

2 Analyza Liouvillovy rovnice

V této kapitole odvodime posloupnost rovnic znamou jako BBKGY rovnice.
Toto jsou rovnice pro redukované distribuce a hraji klicovou roli v kinetické
teorii plynu a tekutin. Zacneme s Liouvillovou rovnici pro N —casticovou
distribu¢ni funkci

Ofn

W—i—{fN,H}:O (118)
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a prepiseme ji do tvaru
LN fN )
kde

coz explicitné dava

kde

kde xél) je i—ta komponenta polohového vektoru [—té castice a p,

komponenta sdruzené hybnosti. Hamiltonian H ma tvar
N 2 N
T L2

kde
Dy = O(|x — x5])

je dvoucasticovy interakéni potencial. Poté dostaneme
N

) al 0 L9,
L:_lzl%'é_ ZZ@xlj'a_pl

Uvazujme nyni operator

7,] ¢ —_——
Z oxy 3p1

(@

(2

(119)

(120)

(121)

(122)

je i—ta

(123)

(124)

(125)

(126)

7 definice potencialu je ziejmé, ze tento vyraz je nenulovy pouze v piipadeé,

kdyz | = nebo [ = j. Tedy dostavame

0 0 0 0

8Xi / + / 8pj

Oi' —
! 8pl an
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Protoze potencidl ®;; zavisi na |x; — x;| zfejmé dostaneme

0 0
— P =——0;; . 12
aXi Y 8Xj Y ( 8)
Pak muzeme psat
O = G (i_i> (129)
v e ey )
kde jsme definovali
0
Gij = _G_Xi(bij (130)

coz je sila pusobici na i—tou ¢astici zpusobenou interakci s j—tou castici.
Pomoci téchto definici muzeme prepsat Ly do tvaru

N p a N
Ly=-> 2.2 Oy 131
N ' 8Xl+;z ; (131)

nebo ekvivalentné

ZKl + ZZOw (132)

1<j

kde jsme definovali K, jako kineticky operator. Protoze se zajimame o rovnici
pro distribuéni funkci f;, rozdélime Ly nasledujicim zpusobem

Ly =1L+ f/N,s+1 ) (133)
kde s—casticovy Liovilluv operator L, je dan
YA YN0, a3
1<J
Zbytkovy operator ZA}N7S+1 je dan predpisem
N
Lysi1i=— Z K+ Ry s+ (135)
l=s+1
a kde }A%N7S+1 muzeme lehce odvodit z definice f/N

Rys1 = ZZ WLZ Z Oij - (136)

i=1 j=s+1 i=s+1 j=s+1,(i<j)

28



2.1 Redukce Liovillovy rovnice

S pomoci takto definovanych operatorti muzeme pristoupit k integraci Liou-
villovy rovnice (119). Je jasné, ze muzeme provést integraci pres s+1,..., N
v rovnici (119), kde zfejmé muzeme zaménit integraci pres s + 1,..., N a
pusobeni operatoru L,. Konkrétné

/d(s+1)...dNﬁst:ﬁs/d(erl)...deN:ﬁsfs,

(137)
a tedy (119) m4 tvar
0 .
E—L fs = d(S—I—l)...dNLN,S_i_lfN =
N
= /d(s + 1) N dN(— Z Kl -+ RN,s—i-l)fN
l=s+1
(138)
Budeme se podrobné vénovat pravé strané rovnice (138)
p 9 s N N
!
[+, SRS 5D TS ol 30
l=s+1 i=1 j=s+1 z:s+1,(i =s+1
(139)

Prvni ¢len dava pouze povrchové integrdly a z definice rozdélovaci funkce
musi byt rovny nule. To vyplyva z faktu, ze

/dX1/dpl— —fN ~ /dpz%fN(Xl =00) — fn(x = —00) =0
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Stejnym zpusobem budeme analyzovat tteti piispévek

/d(s+1)...dNOiij:—/d(5+1) dNG-(a@%_ ?;N.)I
4 J

/dxs+1dps+1 dpz 1)dxz--dxjdp]+1 dXNdeC}zg><
X(fn(pi = 00) = [n(pi = —00) — [n(pj = 0) — fn(pj = —00)) =0

(141)
Vysledkem dostavame
0 S E
(a—L)fS:/d(squ)...dNZZOiij. (142)
i=1 j=s+1

S pouzitim explicitni formy O;; dostdvame, Ze prava strana rovnice ma tvar

P.S.R(142) = —/d (s+1). dNZ > NGy- (ap 7o

=1 j=s+1 J

) fv (143)

Opét vidime, ze derivace v proménné pj;,j > s + 1 davaji, pfi soucasné
integraci, povrchové ptispévky a tudiz jsou rovny nule. Vysledkem dostdvame

(%_L) - Za / 1)...dN2N:Giij. (144)

Jj=s+1

Toto je klicova rovnice urcujici casovy vyvoj redukované distribucni funkce.
Vidime, ze dynamika distribu¢ni funkce fs(1,...,s) se zbyvajicimi ¢dsticemi
v tekutiné je ddn pravou stranou rovnice (144).

Abychom pokrocili déle ve zjednoduseni rovnice (144) musime zavést
predpoklad, ze ¢éstice v tekutiné jsou identické a tedy fs(1,2,...,s) je sy-
metricka pri vymeéneé jednodlivych stavu ¢dstic. Jinymi slovy predpokladame,
ze

f3(17 2, 3) - f3(17 3, 2) - f3<37 2, 1) = f3<3a L, 2) = f3(2a 3, 1) = f3(2a L, 3) :
(145)
Abychom ukézali ekvivalenci integralu, kdyz provadime sumaci pres 7, musi
napiiklad platit

/d2d3...G12fN(1,2,3,...)_/d2d3...G13fN(1,2,3,...) (146)
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coz muzeme, pii provedeni integrace pres 4, ..., N psat jako

/d2d3G12f3(1,2,3) = /d2d3G13f3(1,2,3) . (147)

Jestlize nyni provedeme na levé strané integraci pres d3 a pravou stranu
pres d2 dostaneme (kde jsme vyuzili predpoklad (145), tedy f5(1,2,3) =
f3(]—7 37 2))

/d2G12f2(1,2) — /d3G13f2(1,3) . (148)

Jestlize nyni nahradime integracni proménnou na pravé strané 3 proménnou
2 dostaneme rovnost. Pak tedy vidime, ze kazdy ¢len v (N — 1)j sumé dava
identicky prispévek a tedy dostavame

<38t L) _SZE) / (s4+1)...dNGjsi1fn . (149)

Nyni vidime, ze pii integraci pres d(s + 2)...dN dostaneme fy.1, coz nam
dava fundamentalni rovnici

(G- L)oot

Tento systém N vazanych rovnice se nazyva BBKGY rovnice podle jejich au-
toru, kterymi jsou N.N. Bogoliubov, M. Born, G. Kirkwood, H. S. Green and
J. Yvon. Tyto rovnice se nazivaji hierarchie. V nasledujici diskuzi pouzijeme
notaci BY,, abychom oznaéili s— tou rovnici v této hierarchii. Necht uvedeme
nasledujici vlastnosti tohoto systému

/ s+ 1) zs+1fs+1 ,1 < S < N . (150)
op;

e Toto je systém N rovnic, kde N—ta z nich je Liouvillova rovnice pro

I

e Definujeme

Dfs _ 0fs

= — Lf, 151
= 5 f (151)
pak z (150) dostaneme pro podskupinu s ¢éstic, kde s < N
Dfs
f £0. (152)
Jinymi slovy, fs(1,2,...,s) neni konstantni podél trajektorie ve fazovém

prostoru podprostoru odpov1da31c1mu s—casticim, coz je dusledek in-
terakce mezi s—casticemi a zbyvajicimi ¢asticemi v souboru N c¢éstic.
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e Treti vlastnost ma specidlni vyznam pro kinematiku, ktera nas specialné
zajima. Tyka se prvni rovnice v daném systému BY;. Tato rovnice je
obecnou formou vsech kinetickych rovnic. Kinetickd rovnice je uzaviena
rovnice pro fi(x,p,t). Abychom vidéli puvod této rovnice uvazujem
prvni rovnici v (150), kterou prepiseme do formy

ofi ' p1 0 a2
o1 +m axlfl— A1 f>(1,2) (153)

kde 4, vyplyva z (150). Kinetickou rovnici dostaneme, jestlize budeme
schopni provést nasledujici operaci

A1f2(17 2) = j(fl) ) (154)

kde J se typicky nazyva koliznim integralem, zobrazuje funkci na funkei.
Nejjednodussi zpusob, jak takovy integral zavést, je predpokladat, ze
f2(1,2) je funkei f1(1). Napriklad, ve Vlasovové aproximaci uvazujeme
f2(1,2) = fi1(1)f1(2). V pripadé obecnéjsiho Bogoliubovova ansatzu
mame fs(1,2) = f5[1,2, f1].

2.2 Vlasovova aproximace

Uvazujme BY; rovnici v limité, kdy N > s

0 . R
(a - Ls) fs - Isferl ) (155)

kde

0
o / d(s +1)Giosr . (156)

fs = —Ni:
i=1

Predpokladejme, Ze tekutina je tvorena z N castic, které jsou obsazeny v
objemu N. Pak je mozné zavést charakteristicky pocet ¢astic

ng = — . (157)

Déle predpokladejme, ze muzeme zavést stfedni teplotni rychlost, C, a od-
povidajici teplotu T' v tekutiné, tak ze

mC? = kgT , (158)
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kde kg je Boltzmanova konstanta. Sila potencidlu a charakteristickd délkova
skéla rq jsou definovany jako

P _
Gy =—Gy , (159)
To

kde G; je bezrozmérnd veli¢ina. Déle provedeme renormalizaci funkce fs, tak
ze

Fe= Vo (160)
V pripadé prostorové homogenniho plynu dostaneme, ze
1
filx,p) = VFl(p) : (161)

Jestlize vime, ze fi(x, p) udava pravdépodobnost, ze jedna ¢astice se nachézi
ve fazovém objemu v okoli bodu x,p o velikosti dx, d®p, pak je jasné, 7ze
hustota poctu ééstic v bodé x, kterou oznacime jako n(x,t) je dana vyrazem

TL(X, t) = N/fldsp = TL()/Fldgp (162)

Abychom dostali reovnici pro Fj, vyndsobime obé strany rovnice (155) V* a

dostaneme
0 - A 1.
(a‘FZKl_Z;Ol]) Fszvl5F5+1 . (163)
V néasledujicim kroku zavedeme bezrozmérné velic¢iny, které ozna¢ime pruhem
nad danym symbolem

xr = rox,p=mCp,
= %Of, F, = (mC)*F, .

(164)

Poznamenejme, Ze je zde velmi mnoho moznosti volby charakteristickych skal
pro danou analyzu. Muzeme polozit rg, aby bylo rovno charakteristické délce
silového pusobeni, ¢i muzeme definovat ry jako

ro =ng ' (165)

nebo
ro = V3, (166)
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Pomoci bezrozmérnych veli¢in dostavame

o _oc
8t N 82?7“0
C

KElnm Za =k

A 8 a @0 = 8 a (I)O A
i = Gij - = Gy - — — | = ij s
OJ J (8p, 8pj> TQC J <(‘9pz 8pj) m?“()CO

a konecné mame

.9
= —NZ Op; '/d3Xs+1d3ps+1Gi,s+l =

1 ~
= _HOV%E Z /d Xs+1d p5+1G7, s+1 = (I)()T‘O(mC) I
(168)
Nyni vlozime tyto vyrazy do (163) a dostaneme
c, [0 . D, . .
— - K - i O SFS —
To (875 * Z ez = ]> (mC)
1 =
= Vnovq)org(mC)% (mC) B3R | =
9 LSk 0, % )i
3_[+zl: L 02 Z; ij nOT0> oz ) sttt
(169)
Nyni definujeme parametry
_ % P .
a= 75 = T = nory (170)

Poté berzormérna rovnice (169), kdyz nebudeme pséat ¢arku nad symboly,

ma tvar
<at+ZKl—aZZOw)F_ —I,F, 1 . (171)

1<)
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Uvazujme nyni koeficient
« norS(I)O
~  kgT
Jeslize nyni zvolime, ze ry odpovida charakteristické skale interakce, je vhodné
zavést velicinu N, nasledujicim zpusobem

No = nory (173)

(172)

ktera udava pocet castic ve sféte dosahu dané interakce. Pak dostaneme

@ _ N§ o _ (Ee)
v NoksT — (Ey)

kde (Eg) reprezentuje stiedni interakéni energy na jednotku dosahu dané
interakce, zatim co veli¢ina (E}) reprezentuje termélni energii obsazenou v
daném objemu. Je ziejmé, ze muzeme jejich podil interpretovat jako miru
pruméiné potencialni a kinetické energie v dané tekutiné. Poté je prirozené
definovat jako silné interagugici tekutinu, jestlize plati a/y > 1, pak hovoiime
o slabé interagujicim tekuting, jestlize plati a/y < 1.

Nyni pristoupime k diskuzi dulezitého pojmu, jakym je statistickd nezavislost
castic v tekutiné. Intuitivné je zfejmé, ze castice jsou statisticky nezavislé,
jeslize jsou nekorelované. Podrobnéji, definujeme korelacni funkci mezi dvéma
casticemi pomoci relace

f2(1,2) = [1(1) f1(2) + C5(1,2) . (175)

Jinymi slovy, v ptipadé, ze neexistuje korelace mezi dvéma césticemi, to jest
(C5(1,2) = 0, pak dané ¢astice jsou statisticky nezavislé a tudiz pravdépodobnost,
ze najdeme 1 ¢astici v urcitém bodé fazového prostoru a 2 ¢astici v dalsim
bodé fazového prostoru, reprezentovanou funkei fy(1,2), je ddnd souc¢inem
pravdépodobnosti fi(1)f1(2). Jestlize budeme pokracovat déle, dostaneme
vstah

(174)

(fl,fg, .. .,fN) — (f1702,03, .. .,ON) . (].76)

kde opakovanim predchozi iterace dostaneme
fo(1,2) = f1(1) f1(1) + C(1,2) ,
f3(1> 27 3) = f2<1> 2>f1<3) + f2(17 3>f1(2> + f2(27 3)f1(1) + 03(17 27 3) =
= HMARAG) + Y A(1)C(2,3) + C5(1,2,3)

P(17273)

(177)
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Pomoci téchto pojmu muzeme pristoupit k definovani tzv. Vlasovovy limity,
kdy predpokldddma, ze ®y/kpT < 1 a zaroven predpokladdme dalekodosa-
hové interakce, kdy zjevné i dosah danych interakei je velky, coz nam tika, ze
i rg je velké a tedy nord > 1. Jinymi slovy feceno, Vlasovova limita odpovida
pripadu

Y =nery > 1. (178)

@ k:BT

Je uzitecné zavést parametr malosti € < 1 s tim, ze definujeme Vlasovovu
limitu nasledujicim zpusobem

1
a—en, 1=yt (179)
€

Zjevné také mame /v = O(1). V piipadé, kdy kT > &y muzeme ocekdvat,
ze korelace mezi c¢astice v tekutiné jsou malé. Matematicky muzeme toto
vyjadiit tim, ze vlozime faktor € ke kazdé korela¢ni funkci. Explicitné mame

fo= fifi +eCy,
fs = fififved  HiC+€C
P

(180)

kde predpokladame, ze tyto rozdélovaci funkci jsou bezrozmérné a tedy f, =
F,. Pak dostavame

(gt Ml) o= S0 F(2) + eCy(1,2)]

Y
(% + ko — E&Olz) ) +eCa(l,2)] =
_ %]}[Fl( VF1(2)Fy(3) + eF1(1)Cy(2,3) +
+eF1(2)Co(3, 1) + eF1(3)Cy(1, 2)]

(181)

kde

»

(182)

x>
»

Il
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s/

radu, dostaneme

(% + gl) R() = ShRMAE),

(% + f%2> FI(1)F(2) = %j2F1(1)F1(2)F1(3) :

(183)

Ukazuje se, ze obecné dostaneme N rovnic pro jednu nezndmou funkei Fi, coz
nam logicky dava, ze N téchto rovnic musi byt reduntantni. D4 se ukazat,
ze tomu je skute¢né tak, neboli jestlize Fj(1) spliuje prvni rovnici v (181),
pak vSechny dalsi rovnice jsou také splnény. Nyni prepiSeme tedy tuto prvni
rovnici do plného tvaru s presné danymi rozmeéry fyzikédlnich velicin

9 9 _ ™ 9 3/ 13! ! I
<§+V'6_X) Fi(x,v,t)= Eg/d X' dV'G(x,x ) Fi(x,v,t)F1(x', v/, 1) .
(184)

kde jsme pouzili rovnost Fy(p)d®p = Fi(v)d*v. Tato rovnice se nazyva Via-
sovovou rovnici. Abychom ziskali vétsi fyzikalni nahled na tuto rovnici, je
vhodné pouzit hustoty poctu céstic

n(x',t) = N/dgp’fl(x',p',t) = g/d?’vFl(x’,v’,t) : (185)

Poté zavedeme stiedni hodnotu sily
G(x,t) = /d3x'n(x’,t)G(X,X’) : (186)
coz muzeme fyzikalné interpretovat jako silu od vSech ¢astic v daném objemu

pusobici na ¢astici v bodé x. Pak integrdl v (184) ma tvar

n 8 ’ ’ / / /
2 /d?»x PV'G(x, X )Fi(x,v, ) Fi (X, V', 1) =

a 3/ ! AN
= a—vFl(X,v,t)-/d x'n(x',t)G(x,x') =

0
= a—vFl(X,v,t) -G(x,1) .

(187)
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Vidime tedy, ze Vlasovovu rovnici (184) muzeme ptepsat do tvaru

(%%—V-%jL%-%)Fl(x,v,t):O. (188)
Fyzikaln{ interpretace této rovnice je nésledujici. Casovy vyvoj Fi(x,v,t) je
ovlivnén silovym polem, které je dané okamzitym pusobenim vsech ¢éstic v
dané tekutiné. Je velice zajimavé, ze Vlasovova rovnice (184) je velmi po-
dobnéa jednocasticové Liouvillove rovnici, ktera odpovida ¢astici pohybujici
se ve vnéjsim silovém poli. Hamiltonian pro tuto ¢astici ma tvar
2

p
H=" 1 189
7y (189
kde G = —a%q)(x) je vneéjsi sila. Liovillova rovnice pro tento system mé tvar
OF OoF OF O0H O0F O0H
Y {FH) = b o — =

ot ot ox op Op ox

oF OF or -
=— 4+ —. —-G=0
gt 0x 0
(190)
Je lehké dokazat, ze feseni jednocasticové Liouvillovy rovnice mé tvar
P
F=F—+® 191
) (191)
nebot oF oF
-2 - pG, (192)

op omox
v piipadé Vlasovovy rovnice mame
0P
ox

coz znamena, ze je mozné urcit ® za predpokladu, ze zname funkci F.

= —no/F(x',v',t)C‘w(x7 X d*x' d*v' (193)

2.3 Prigoginova analyza

V této kapitole strucné nastinime princip poruchové techniky feseni Liou-
villovy rovnice. Jednou z dulezitych aplikaci této metody je odvozeni Bolt-
Zmanovy rovnice.
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2.3.1 Poruchy Liouvillova operatoru

Uvazujme opét Liouvilluv operdtor

35;\/ =Lyt (194)
kde
Ly ={H,} (195)

nebo explicitné
LN_ZKZJrZZO”. (196)
1<J

Nyni pfepiseme tento operator do tvaru
Ly = Lo+6L , (197)

kde Lo je kineticky operétor volnych céstic a kde

=33 5% |5~ o] e

1<)

je porucha j}o.
Nyni se zamérime na kineticky operator volnych ¢éstic, které jsou obsazeny
v krychli o velikosti L. V tomto pripadé mame
N
> ps 0
K=-—
m 8XS

s=1

—~

0<zW <. (199)

— S

Vlastni vektory daného operatoru jsou

Ky = —iwuu)
bay = LN eXp[iZkzXz] = [(k))

Wk = Zkl %

(200)

kde v; = B a kde (k) = (ki,k,...,ky). Poznamenejme, Ze periodické
hrani¢ni podminky davaji



kde n; jsou cela cisla. Nyni pouzijeme tuto bazi pro hledani feSeni obecné
Liouvillovy rovnice, kde predpokladame teseni ve tvaru

vl Za 10 (P, 1)t (xN )~ (202)

Nyni ukazeme, ze toto feSeni muze byt prepsano do vhodného tvaru, kde
koeficienty maji specialni fyzikalni vyznam. Tento pfepis ma tvar

N

1 1 ' N
fN frd W @0(pj|...,t)+szak<p]v7t)elkg Je ]t+

j=1 k;

+ Z Z Z Z X Xak]’,kl (pj7 pl|07 t)ei[kj‘xj'i'kz'xl}e—iwjlt+

n k ki k;+k;#0

1 o
LSS el pl0. e
i 1 k
(203)

kde ¢arka nad sumacnim symbolem znamena, ze provadime sumu, kde dané
vektory jsou nenulové, v opacném piipade by tento koeficient mél byt zapocitan
do predchoziho radu. Koeficienty v tomto rozvoji maji tu dulezitou vlastnost,
Ze Gy, . k, (pN ,t) obsahuji n nenulovych vektoru, napiiklad a, x, obsahuje
2 nenulové vektory. Déle hybnosti, na kterych zavisi dana Fourierova kom-
ponenta, se rozdéluji na ddvé skupiny, rozdélené vertikalni carou. Vektory
na levo od ¢arky odpovidaji c¢asticim, jejichz vlnové vektory jsou nenulové a
napravo od ¢arky jsou uvedené viechny ostatni hybnosti. Koneéné, objem V'
je definovan jako V = V/(2r)3.

Cleny v druhé sume, kdy k; + k; = 0 jsou dulezité pti tzv. limité homo-
genity, ktera nam tika, ze systém je homogenni, pak fy je invariantni pfti
posunu soutadnic

(x:) = (x7) = (x; + b) (204)
pak dostavame
Z k) el kX — Z a) el L ki gib-3 ki (205)
(k) (k)
Tato rovnost je spliiena pro vSechna k; a x; za predpokladu, ze > k; = 0 pro

vechny (k) sequence.

40



Nyni muzeme pristoupit k interpretaci koeficientu, které vystupuji v (203)
Nejdiive provedeme integraci pies X ...Xy

/d3X1 Ce dngfN =

J

(206)

Nyni v limité velkého objemu muzeme nahradit sumu integraci
1
= d = / 4’k (207)
Kk

coz také dava )
@y / e *dPx = §(k) . (208)

coz ndm iiké, ze druhy ¢len v (206) ddva (k) pii integraci pres dx. Pak
dostavame, ze vSechny dalsi prispévky pfi integraci davaji nulu Jinymi slovy

/ d*xy ... dPxn fy = ag(p,t) (209)

kde z definice normovéani funkce fy plati
/d3p1 . dPpyag(pV,t) =1. (210)

Vidime tedy, Ze ao(p™,t) je distribu¢éni funkce rozlozeni hybnosti pro N
castic.
Hustota poctu castic je dand integralem
nq (X) =Nq (XZ) =N / de3p1 . dgde?)deSXQ . dSXl_ld?)XH_l ce d3XN
(211)
zatim co distribuce dvojic je dand integralem

TLQ(X, X/) - nQ(Xs,Xn) -

N(N -1
% /de3p1 . d3de3X1 . d3X5_1d3X5+1 . dSXn_ldSXn+1
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Nyni uréime hodnoty téchto funkei pro fy danou (203)

N
n1 (Xs) = W d3p1 R d3pN H dSXi .
i#S
(gl
o)+ L3 S autpn et 4

j=1 k;
(213)

V limité velkého integralu pfi integraci pres x;,7 # s dostavame d(k;), coz
nam dava k; = 0,7 # s. Pak tedy vSechny ¢leny, pro které plati, ze j # s jsou
rovny nule, protoze z definice méame a;(0, p,t) = 0. Déle, kazdy ¢len v sumé,
kterd obsahuje as(k;, k;, p,t) obsahuji bud d(k;) nebo d(k;) jako dusledek
integrace [ d*x; nebo [ d*x;. Pak dostdvdme, ze vSechny cleny v dané sumé
jsou rovny nule diky tomu, ze z definice mame

a2(0,k;) = as(k;,0) =0 . (214)

Stejné argumenty muzeme pouzit pro ¢leny vyssich fadu v rozvoji (203).
Vysledkem dostaneme

ni(x) = g

N

1 +/Hd3piak(p]...,t)eik’xd3k : (215)
i=1

V limité prostorové homogenity dostaneme k = 0, ax (0, p,t) = 0 a tedy

2.3.2 Pohybové rovnice pro koeficienty a )

Nyni ptejdeme k odvozeni pohybové rovnice pro koeficienty a). Jeslize
vlozime (203) do Liovillovy rovnice dostaneme

a — W1 / T 7 / —1W (1!
e D ae w0 |1)) = (Lo + L) 37 (1) ape w0t (217)
(k')

Provedeme derivaci vzhledem k ¢asu na levé strané rovnice, poté ji vynasobime
zleva vektorem ((k)| a s uzitim ortogonality vektoru dostaneme pohybovou
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rovnici pro a ve tvaru

a(k Z waol (k)| 6L |(K')) €0 ager (218)
(K’

Dalsi analyza této rovnice probihda podobnym zpusobem jako v pripadé po-
ruchového poétu v kvantové mechanice. Ukazuje se, ze ruzné cleny v po-
ruchovém rozvoji mohou byt reprezentovany graficky podobnym zpusobem,

jako Feynmanovy diagramy. Tato analyza je ovSsem velice slozita a nemuze

byt obsazena v této prednasce, pro podrobnéjsi popis odkazuji na I. Prigogine, Non-
equilibrium Statistical Mechanics.

2.4 Bogoliubova Hypotéza
2.4.1 Intervaly ¢asu a délky

V této kapitole se budeme strucné zabivat Bogoliubovou hypotézou tykajici
se dosazeni rovnovahy v puvodnim nerovnovazném plynu. Tyka se plynu
v uzavieném prostoru a definuje t¥i ¢asové intervaly, které oznacime jako
T1, T2 a 73. V Casovém intervalu 7, se dvé molekuly nachéazeji ve vzdajemném
interakénim dosahu. Interval 75 je stfedni doba mezi dvéma interakcemi.
Konecné 13 je prumérnd doba, za kterou molekula prekona vzdalenost mezi
dvéma sténami, které vymezuji oblast, kde se dany plyn nachézi. Je ziejmé,
ze mezi témimto casovymi useky existuje néasledujici souvislost

7'1<<7'2<<7'3 . (219)

K témto casovym intervalum muzeme priradit odpovidajici charakteristické
délky Aq, Ao and A3, kde A; je charakteristickd vzdalenost interakce, A\ je
stfedni volna draha a A3 je charakteristicka rozmeér oblasti, v které se nachazeji
¢éstice. Napiiklad pro plyn, kde stiedni molekulova rychlost je 300ms—! a za
standartnich podminek, kdy je plyn obsazen v nadobé o charakteristickém
rozméru A3 = 3cm dostavame

A Ao A3
cm | 3x 1078 |3 x107° 3

T T2 T3
sec | 10712 1079 o=

43



Bogoljubova hypotéza se tyka funkcionalni zavislosti N —césticové dis-
tribuéni funkce fy(1,...,N), kterd je zavisla na relaxaci plynu smérem k
rovnovazné konfiguraci. Tyto casové intervaly jsou definované nésledujici ta-
bulkou

0 <t<m | pocatecni faze
71 <t < 715 | Kineticka faze
Ty <t Hydrodynamicka faze

V pocateénim intervalu nenexistuje zadna srazky mezi molekulami a tedy
pocatecni nerovnovazny stav neni ovlivnén zadnou silou, kterda popisuje in-
terakci mezi srazkami. To znamend, ze v pocatecéni fazi musime pouzit celou,
N —casticovou distribucni funkci pro popsani stavu plynu.

Béhem kinetické faze dochazi ke kolizim molekul a tedy existuje tendence
k rovnovazné konfiguraci. V tomto pripadeé je vyslovena hypotéza, ze vsechny
s— Casticové distribucni funkce jsou funkciondly jednocasticové distribucni
funkce

fS:fS(lv"'787f1> (220)
kde explicitni casova zavislost vystupuje zcela v f;. Napiiklad, v piipadé, ze
molekuly jsou statisticky nezavislé, dostavame

fs = Hfl(i) : (221)

Konecné, béhem hydrodynamické faze se predpoklada, ze distribucni funkce
je funkci hydrodynamickych velicin n,u a T, kde n je hustota castic, u je
makroskopicka rychlost tekutiny a 7" je jeji teplota.

Jinymi slovy mame nasledujici popis. Jak systém relaxuje z puvodni ne-
rovnovazného stavu do kone¢ného rovnovazného stavu, dochazi k redukci
v urovni popisu, ktera je odpovidajici pro danou tekutinu. Na pocatku je
nutné znat obecnou N —casticovou distribuéni funci. V rovnovazném stavu
je dostatecné znat n,u a T

2.4.2 Bogoljubovy distribu¢ni funkce

Uvazujme opét distribuc¢ni funkci
F,=V°f, . (222)
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Poznamenejme, ze pro homogenni tekutinu, Fy je funkci pouze hybnosti.
Jeslize prepiseme s—tou Bogoljubovu rovnice pomoci této distribuce,dostaneme

o . N—s<~ [ -
(& — LS) Fo— = ; / Oisi1Fsprd(s +1) =0 (223)

kde Oij ma tvar

. o 0
=G = = = 2924
Oi; = =Gy ( 7o apj> : (224)

a kde, coz je fundamentalni fakt, L, mé tvar

is:_zkl‘i‘zoij ) (225)
=1

1<j

kde OAij specifikuje interakci mezi s— cCasticemi. Je dulezité, ze uvazujeme
castice, které spolu interaguji, Ze se nejednd o volné céastice. Je ziejmé, ze
tento interakcni ¢len také implicitné zahrnuje srazky mezi casticemi, coz
miuzeme modelovat pomoci interakéniho élenu velice kratkého dosahu, byt
matematicky popis je velice obtizny.

Termodynamickou limitu dostaneme, kdy N — oo,V — oo a soucasné

plati
N —s i N B 1
N—o00,V—o0 V - V - v

: (226)

kde v je specificky objem, ktery definujeme jako objem, jenz zaujima jedna
¢astice. V této limité rovnice (223) mé tvar

o - I~ [ A
(a - Ls) Fo—~ ; / Oist1Fspid(s +1) =0 (227)
Nyni predpokladédme, ze rozdélovaci funkce ma tvar
Fs=F,1,...,s,F) . (228)

Protoze explicitni ¢asova zavislost je zahrnuta do funkce F, dostaneme

OF, O0F,0F
ot OF, Ot

(229)
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Jako jednoduchy piiklad uvazujme statisticky nezavislé molekuly, kdy mame

F, =[] Fs) (230)
=1

kde (228) dava

8F5 8F1
o H Fi(l) . (231)
k £k

Je dulezité poznamenat, ze Bogoljubova analyza je relevantni pro tidké plyny,
kdy specificky objem v je velky. Pak je mozné pouzit nasledujici rozvoj

1 1
F(1,..., s F) :F£+;F§1)+EFS(2)+... : (232)

Jestlize vlozime tento rozvoj do BY) rovnice (227) dostaneme

1 A
<2 — Ll) F — —/d2012F2 =0=
ot v

OF, b 8F1 1. o  Lom
— = — + -1y | F -F o
ot m Oxl * v P + v 2 *

= A(O) + —A(l) =+ ... 7f12 = /d2012
v

(233)
Vlozenim tohoto vysledku do parcialni casové derivace Fs dostaneme
oF,  O0F,0F
ot §F Ot
SFY 1 (oFY SFY
= Q0 4 240 L TS A0 )
(5F1 i v 5F1 * (5F1 +
(234)

Nyni se vratime k rovnici (227) kde pouzijeme rozvoj (232)

oF, . 1 1
= = L {F§0>+;F§D+...1 ZLSH[ O 4= F(B1+ } (235)
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Jestlize nyni vlozime (234) do (235) a porovanme ¢leny stejného fadu v 1/v
dostaneme

(0)
5;; A0) ﬁst(O)
1
sFM o 6F© — ©)
0Fy A9 + 0Fy AY = L,F 3()+ZI”+1 s+l
=1

(236)

Tyto rovnice urcuji posloupnost {Fs(")} v rozvoji (232).
Nyni uvazujme opét rovnici pro F

0F, P1 ory 1 A (0)
e e = / 20,5 F9 . (237)

Nyni, kdyz najdeme FQ(O)(F 1), dostaneme uzavienou rovnici pro Fj. Z rovnice
(236) dostaneme

DOFY = L,F (238)
kde
. SFY
DOR® = =2 A0 239
2 5F1 ( )

Musime vyftesit tuto rovnici pro FQ(O) (F1) s odpovidajicimi hranié¢nimi podminkami,
které zvolime takovym zpusobem, Ze povazujeme Castice nekorelované v do-
statecné vzdalené minulosti.

Uvazujme nyni Liouvilluv operator L, pro izolovany systém s— Castic

OF,

p —{H, F,} = L,F, . (240)
ktera ma teseni A R
Fy(t) = e F,(0) = AP F,(0) (241)
kde operdtor A®) ma nésledujici vlastnosti
A*0 =1 )
A Atz - A1514*1‘/2 )
N,
= L.\, .
ot '
(242)
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Protoze operator A, propaguje s-casticovy systém v case, je prirozené s jeho
pomoci vyjadrit hraniéni podminku, ze pro dostatecné dlouhy ¢as v minulosti
castice nebyly korelované

lim APF(L... s F) = lim AP Fik) . (243)
t——o0 t——o0 1

Poznamenejme, ze tyto hraniéni podminky plati pro vSechny jednocéasticové
rozdélovaci funkce. Pak také plati pro jednocasticovou rozdélovaci funkci,
kterd vznikne z F) propagaci pomoci jednocasticového operdtoru Fj(k) =
limy AEUF 1(k). Vlozenim této podminky do predchoziho definice hrani¢ni
podminky, dostaneme

lim APF(,.. 5 F) = lim AP TTADR®) . (244)

t——o0
k=1

Poznamka: Rozdélovaci funkce idealniho plynu

Uvazujme idedlni plyn, ktery je dan N neinteragujicimi molekulami
a jenz je obsazen v krychli o velikosti hrany L. V tomto pripadé Hamil-
tonian je dan ve tvaru

H=Y"2 o<ai<r (245)

Vime, ze ¢asovy vyvoj rozdélovaci funkce ma formu

0 oH 0 0 .
8—{:{H,f}:—zs: f __zs:vs'_f ASfS‘ (246)

op, Ox, o,

Prvni krok je najit vlastni hodnoty operatoru f. Tyto hodnoty byly na-
lezeny v predchozim vykladu a tedy

1 .
Vi = Tangs XP(— ) ke X.) (247)

. . N . v - , o~ ’
s vlastni hodnotou wuy = i) ., v - k. Pak je zfejmé, Ze obecnd forma
N — c¢asticové rozdélovaci funkce funkce ma tvar

FEN DY) =) Do (pN) o (xN e ol e et (248)
(k)
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nebot

of
ot

i>_ Duol Z Vs - ks) Do (P™) s () 0900 = 0.
(i

+{fv. H} =

(249)

Abychom uréili koneény tvar rozdélovaci funkce fy, musime urcit koefi-
cienty D (p”). Oznacime si hodnotu rozdélovaci funkece f v case t =0
jako fo

ZD(k Yoy (xV) . (250)

Protoze vektory ) jsou ortogonalnl, dostavame

Tedy ze zname pocatecni hodnoty distribuéni funkce dostaneme obecné
feSeni Liouvillovy rovnice pro idedlni plyn ve tvaru

f(x,p,t) = L3N/2 ZD(k =3 ks (xs—B21) (252)

Vidime tedy, ze operator Agl)F 1 (k) muzeme interpretovat jako jednoc¢asticovou
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funkci v case ¢ jenz md tvar Fy(x — 2¢,p) a tedy dostaneme

t——o0

lim AP T AYFk) =
k=1

= lim AV H Fi(xy, + %t, Pr) =

t——o00
k=1

= lim []AIAY (x + %t), APpy] =

= HF1<XI(:)’ pl(:)) )
k=1
(253)
kde x,gs),mp,gs) jsou hodnoty fazovych proménych k—té ¢astice v case t =
—00, kdy jsme provadeéli ¢asovy vyvoj v opacném sméru od proménnycch
X + p—n];t a Pk-
Uvazujme opét tento vyraz

S SFY .
AO —— LFy (254)

DOFO1, . s F) = =
s (Lo siF) =~ 5

kde jsme vyuzili toho, ze Ag je rovno LF;. Nagim cilem je najit vhodnou
reprezentaci funkcionalni derivace ktera vystupuje v predchozimv vstahu.
Protoze tento vstah plati pro vSechna F;, musi platit i pro Agl)Fl. Pak tedy
muzeme psat

- A () SR
DOFO 1 s AVF) = ——LAVE (255)
s t (1) t
O[A; 7 FY]
€0z, s pomoci rovnice 88—%’& = LA, mizeme prepsat do tvaru

sEO AW E,

DOFO1, . . s AVF)=— (256)
t S[AVE] Ot
ktera nam rika
DOFO1, . s AVF) = %Fgmu, s AVR] (257)
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Pak dostavame z rovnice, kterou jsme odvodili vyse

(258)
7 definice operatoru AES) dostavame, ze feseni predchozi rovnice ma tvar
FOM, ... s, AVF(0)] = APV EOL, .. s F1(0)] (259)
kde F3(0) je jednocasticova distribuéni funkce vypocitand v case t = 0. Pak
je zejmé, ze muzeme psat
FOMU,..., 5 F(0)] = APFOL, ..., s; AYF (0)] (260)

Protoze leva strana je nezavisla na case, muzeme pristoupit k limité ¢ — —oo
a s pouzitim hrani¢nich podminek danych nahore dostaneme

ﬂ%L”wxﬂmﬂzﬂmlAﬁﬂmﬂ”waAgﬂ@ﬂz
——00

s

_Hlek 7pk;
(261)

Vidime tedy, ze F. 0 je dané jednocéasticovymi distribucemi s fazovymi proménnymi
x), p® . odpovidajici polohdm a impulstim ¢dstic, jenz se propaguji zpét v

case a jejiz evoluce je dana s—casticovym Hamiltonianem. Podrobnéji toto
uvidime, kdyz budeme studovat pohybovou rovnici pro souradnici ¢i impuls
s—té castice

dx, dps
- S5 H y = s H} . 262
=, )P = () (262)
Pak hodnota proménné v case t + /At muze byt uréena Taylorovym rozvojem
dx 1 d*x
s+ At) = x4(t SOt + = —=2(At)?
X6+ D) = x,(1) + TEOAL+ I (AP +
S pouzitim pohybové rovnice dostaneme
dx
;{ - {X57 H} )
d?’x, dx
=¢— H; = H} H
dt? { dt’ } o, H} H)

(263)
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a tedy

dx, 1 d*x,

dt 2! dt?
1

= x,(t) + {x.(t), H} At + o {{x,, H} H]} ) -

xs(t + At) = x,(t) + == (t) At + (A2 4 - =

:xgw-uaxgw}At+%{H;ULXAQH«A02+.“

—x,(0) + ST A, T (- At
N (264)

a tedy vidime, ze A skutecéné propaguje Xy zpét v case.

2.4.3 Odvozeni Boltzmanovy rovnice

Posledni krok k odvozeni kinematické rovnice je nalezeni operatoru Lo

~

LQ = —[A(l - [A(2 —+ 012 = —/%2 + 012 (265)

kde

. Pt 0 py O
2 m 00X + m Oxs (266)

S pomoci této rovnice dostaneme
O F = ity F\O + Ly R (267)

Nagim ukolem je najit formu vyrazu, které se vyskytuji na pravé strané
predchozi rovnice.
S pouzitim predchoziho vyrazu méame

R R 5F(0)
LyF© = DO — 222 40 268
245 2 5F, ) ( )
kde OF
A0 — _P1 g 269
m 8X1 ( )
Nyni pouzijeme explicitni formu FQ(O)
B = Rx?, p?) A, py) (270)
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a tedy dostaneme

(2)
2(0) (0 P 2 2 0 2 2
ox;
p(22) (2 (2 (2) (2
- Fl[ 1 P1 ] aX(Q)Fl[XQ » P2 ]

2 (271)

Nasim cilem je najit alternativni tvar operatoru k,. Zavedeme proménné
(X17 X2, P1, pQ) — (I', X1, 8, pl) kde

P2 —P1
r = Xo—X1,8=
m
p2 = mg+p;,Xo=r+Xxp,
(272)
dostaneme
A pi, 0  p1 d g,
fo =g+ ) ar m ( 8r+x1)_
0 p1 0 > >
=g-—+—-— =K K
& or - m  0x, Bt A1,
(273)
kde Kp = g - %. S pouzitim téchto vyrazu dostaneme
8F1 P1 6F1 1 A (0)
—— 4+ — - —— = — [ dpad F
ot m  0xy v/ PadxOrpFy " =
OFy ' p1 OFy 1 [ 5 5 0 | ; (0
ot m 0%y v/ Pod™xa(Rf3 " + Lo 137
1 - 1 . .
= 5 /d3X2d3p2KBF2<O) + ;/d?)Xngpg(LQ - Kl)Fz(O) .
(274)

Jestlize budeme ptredpokladat, ze F, je homogenni v interakéni oblasti, pak
neni funkci x; a x5 a tedy druhy ¢len v predchozim vyrazu na pravé strané
je roven nule. Pak srazkovy clen mé tvar

. 0
[ vtk = [ Exdps: LIBEDRED] @)
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kde g je relativni rychlost. Nasim cilem je vypocitat tento prostorovy integral,
ktery vystupuje v predchozim vyrazu. Poznamenejme, Ze pro pevné x; mame
Xy = r. Zavedeme vélcové souradnice, kdy osa valce souhlasi se smérem
vektoru g. Déle zavedeme projekci vektoru r na tuto osu

g-r
7= =. 276
J (276)
Pak dostaneme
d*r = bdpdbdz (277)
! o 0
g or 9& : (278)

kde jsme vyuzili faktu, ze vektor r muze byt rozlozen do sméru rovnobézného
s g a kolmého na g a skalarni soucin tohoto vektoru s g je roven nule. Pak
dostaneme

0
/d3p2d3rg : a[Fl(p?))Fl(pg )] =

_ / . / dbdb /_ h dzd%[Fl(pSQ’)Fl(p?))] =

[ @2 [ dobalFy o) F (087 (00) ~ Fi(p)F(pS) (o0)]
(279)
kde z = oo odpovida oblasti po kolizi. Poznamenejme, ze p§2),p§2) jsou
soufadnice ur¢ené pomoci Hamiltonianu popisujici interakci dvou ¢éstic, kdy
uvazujeme jejich evoluci zpét v case, tedy pred kolizi. To jest tyto céstice
musi mit takové hybnosti, které oznacime jako p’, pj, které vedou po inter-
akci ¢astic k jejich hybnostem pq, po.

Oblast z = —oo odpovida oblasti pred srazkou. Predpokladejme, ze v
této oblasti mame castice s danymi pq,p2 a chceme védét, jaké hodnoty
tyto Castice maji, jestlize je budeme sledovat s pomoci dvoucasticového Ha-
miltonianu zpét do minulosti. Protoze v této oblasti nedochézi k zadnym
interakcim, pohybuji se jako volné c¢astice a tedy jejich impulsy jsou stejné
pP1, p2- Pak tedy dostaneme

Fi(p7) R (pY)(00) — Fy (pP) Fi (p)) (—00) = Fy () Fi(Ph) — i (p1) Fa(p2) -
(280)
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Jestlize pouzijeme tento vstah dostaneme

oFy,  p1 OF

Tt 9%, = 2§/d3p2/bdbg[F1(P/1)F1(p/2) — Fi(p1) Fi(p2)] (281)

coz je slavna Boltzmanova rovnice. Jejimu dalsimu studiu a analyze srazkového
¢lenu budeme vénovat nasledujici kapitoly.

Alternativni odvozeni Boltzmanovy rovnice

Nyni podame vice fyzikalné intuitivni odvozeni Boltzmanovy rovnice. Dtive,
nez k tomuto pristoupime, provedeme alternativni odvozeni BBGKY hierar-
chie. Za¢neme s 1-nasobnou distribuc¢ni funkci

N
Fl(X7p7t) :N/Hdsxid3pif1\7<xux27"'7XN7p7p27"'7pN7t) . (282)
=2

kde jsme zavedli faktor V. Je dulezité védét, ze budeme od pocatku predpokladat,
ze vSechny c¢astice jsou identické a ze tedy funkce Fy je uplné symetrickou
funkci vzhledek ke svym argumentum, a tedy tim, ze jsme vybrali prvni
castici pro definici jednocasticové distribu¢ni neni mysleno, ze by tato céastice
byla nécim specialni. Poznamenejme, ze diky faktoru N v definici F} dostdvame

/ Pxd*pFi(x, p, ) =

N
= N/HdgxfidgpifN(X,XQ, XN, P P2y -, PN, ) =N
i=1
(283)
Funkce Fi hraje fundamentalni roli v kinetické teorii, protoze jeji znalost je
ve velkém mnozstvi pripadu dostacujici pro popis stavu systému. Napiiklad,
prumérnda hustota ¢éstic je
nx.t) = [ @pFixp. (284)
a prumérnd rychlost je dana vyrazem

v(x,t) = /d3p%F1(x,p,t) : (285)
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Vidime tedy, Ze je uzitecné znat pohybovou rovnici pro funkci Fi. Z jeji
definice dostavame

8F —l=N / Hdgxld?’pz =N / Hd3xzd3pl {H, [} . (286)

Uvazujme nyni Hamiltonian H pro N castic, kde vezmeme do ivahy moznost,
ze se dané ¢astice pohybuji ve vnéjsim poli

ZPHrZVxZ +ZZ% ) (287)

=1 1<y
Pak dostavame
N
of 3. 3
W = Ngd de P; X
N
pi Ofn 8V afN 3‘% Xp, — X)) afN
>< p— - —_—
YR Sy ol o sy duls ) O
i=1 1= =1 k<l
(288)
Pravou stranu muzeme zjednodusit integraci po ¢astech pro proménné x;, p;, i =
2,..., N a zanedbanim hrani¢énich prispévku. Pak dostavame
8F1 P 0 af ov of
=N d*x;d°p;
/ H [ m Ox T ox ox 8p+

8<I>1k X— Xk) 8fN .

+N / H d3xld3pl Z O (% — X) afN

~ 0x op
(289)

kde
H =—+V(x). (290)
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Vidime, ze jednocasticovy Hamiltonian zavisi na potencialu vnéjsiho pole,
zatim co nezavisi na interakci s ostatnimi ¢asticemi, ktera je popsana po-
slednim ¢lenem na pravé strané. Muzeme také prepsat rovnici pro F; do
tvaru

OF, OF,
=t () o

kde druhy ¢len je znam jako srdzkovy clen, ktery, jestlize vezmeme do tvahy,
ze vsechny castice jsou identické a tedy muzeme nahradit sumu ZkN:2 fakto-
rem (N — 1) ve tvaru

O\ v 3. s OPia(X — Xp)
< 8t )ST&Z = N(N 1)/d XQd P2 aX

0

N
.%/‘Hdgxidgpif]v(x?XZ: ... P,P2,-. .. ,t)

- (292)

coz, kdyz zavedeme 2—néasobnou distribuéni funkci ve tvaru

N
F2(X1>X27p1:p2at) = N(N— 1)/Hd3X¢d3pifN(X1,X2,-~',P1,p27---at> .
i=3

(293)
dostavame kolizni integral ve tvaru
8F1 861)12()( - XQ) 8F2
— = | &*xod’ : : 294

Srazkovy clen neméni rozdéleni ¢astic v prostoru, ktera je dand vyrazem
n(x,t) = [d*pFi(x,p,t). To je mozné vidét z pohybové rovnice pro Fi,
kdyz provedeme integraci ptes p

8F1 8Pwl
3 il — 3 it

W _ /d3p{H1,F1} —0

(295)
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protoze

0P1a(x — Xa) al
— N(N -1 BB 2\ T 2) 3. 3.
( )/d Xod Py - i|:3|dxzd pi X
X [fv(x,Xg,...,00,p2,...,t) — [n(X,X9,...,—00, P2, ..., 1) =0.
(296)

Na druhou stranu, kdyz bychom uvazovali sttedni hodnotu rychlosti, tak
zjistime, ze srazkové ¢leny hraji dulezitou roli pro jeji zménu.

Zaver této analyzy je ten, ze kdyz chceme znat pohybovou rovnici pro
Fi, méli bychom mit pohybovou rovnici pro F5. Tuto muzeme opét ziskat
pomoci integrace Liouvillovy rovnice s tim, ze nyni vystupuje srazkovy clen
s F3. Obecné, jestlize zavedeme s—nasobné distribuéni funkce

NI N
Fs(Xh o Xs, Py - >psat) = m/ H dSXidgpif(Xla <o XN, Py - 7PN,t)
1=s+1
(297)
tak zjistime, ze splnuji rovnice
OF. ® 0P, ; (X — X 1) OF. 1
5 _ HS FS d3 . d3 . 1,0+1\Ae s+ . s+
o {H,, }‘*';/ Xo41d Psi1 ax ap;
(298)

kde

s

1<j<s

Timto zpusobem jsme odvodili BBGKY hiearchii.

Domaci tkol Dokazte predchozi rovnici

Nyni pristoupime, pomoci téchto rovnic, k alternativnimu odvozeni Bolt-
zmanovy rovnice. Jako v pfedchozim ptipadé budeme predpokladat, ze kdyz
jsou castice dostatecné vzdalené, jejich distribuéni funkce nejsou korelované.
Pojem dostatecné vzdalené znamené, ze vzdalenost mezi nimi je mnohem
vetsi nez atomovy rozmeér d, ktery urcuje dosah interakce mezi jednotlivymi
molekulami. Pak ocekavame

Fz(X17X2,P17P2) — Fl(Xl7p1>F1<X27p2> , Pro ’rl - 1“2| >d . (300)
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Na druhou stranu kdyz napiseme rovnice pro F; a Fy

(a +& : )Fl(xlapht) :/al33’<2d?’p26(1>12(|X1 —xa) : oF, ;
1

ot ox 0%, op:
0 P1 0 P2 0 1 (9(1)12(X1 — Xz) 0 0 o
(615 i m  0xX + m  O0xe 2 X1 op1 5p2] =
0Pp(xy —x3) 0 0Pia(x9 —x3) O
_ 3 3 1241 3) 12 )
- / s ( 0%, op | % o)

(301)

tak vidime, Ze prava strana rovnice dava vyznamny prispévek pouze na
vzdélenostech, kdy M je nenulové, coz je pouze na vzdalenostech
Xy — X1 < d. Z toho duvodu je nutné porozumeét F, na vzdalenostech, kdy
castice jsou blizko sebe.

Abychom tomuto porozumeéli, musime provést urcité kvalitativni tvahy
zalozené na dimensiondlni analyze. Cleny, které zévisi na atomovém po-
tencialu, budou nutné mit co do ¢inéni s veli¢inou 7., ktera charakterizuje
casovy interval, po ktery jsou ¢astice ve vzajemné interakci

8@12 (9 P 1

—_—Y = Y

8r 8p d Teoll ’

kde p je charakteristickd hybnost, ktera urcuje skalu hybnosti v dané inter-
akci. Podle Bogoljubovy hypotézy toto je nekratsi casova skala, ktera se vy-
skytuje v daném problému. Z toho duvodu dostavame, ze L - je nejvyznamné;jsi

(302)

parametr, ktery vyustupuje v danych rovnicich a tedy 012 davap nejvyznamnéjsi
prispévky a urcuji, jak rychle se méni distribuc¢ni funkce

Vidime, ze funkce Fj je specidlni, protoze jeji pohybova rovnice neobsa-
huje kolizni ¢len (¢len imérny m’m . a%> na levé strané rovnice, na rozdil od
odstatnich rovnic pro funkce Vyssmh radu F,,, naptiklad F5 ma kolizni ¢leny
jak na pravé, tak na levé strané. je dulezité, ze pro fidké plyny, prispévek na
pravé strané je mnohem mensi nez na levé strané. Abychom tomu porozuméli,
musime porovnat Fj vzhledem k F5. Predné vime, ze

N
/d3X3d3P3F3 = /d3X3d3P3 [[&*xd’pify =

1=4

N
(N — 3)]

N - 3 3
- m Hd X d°pifn = (N —2)Fy = NF, .
=3
(303)
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Na druhou stranu na pravé strané rovnice (301) neprovadime integraci pres
cely prostor, protoze méame pouze nenulovy piispévek dmérny d*. To zna-
mend, ze srazkovy ¢len na pravé strané (301) je potlacen faktorem

Nd® |V (304)

kde V' je objem, v kterém se dany systém nachazi. Pro plyn za béznych
podminek dostdvdme, Ze tento faktor je piiblizné roven 1072 — 10~%. Pak
muzeme ukonéit hiearchii rovnic, tim, ze fekneme, Ze prava strana rovnice
pro F5 je rovna nule

((‘3 P1 0 +& 0 _16@12(X1—X2).|:8 8})1?2%0
2

§+Ea_><1 m.axg 2 0x, 8p1_8p

(305)
Vidime tedy, ze I3 se méni na vzdalenostech d a casové skale 7..,;. Pozname-
nejme, ze tuto rovnici muzeme prepsat do tvaru

OF, | {Fy, Hy} =0 (306)
ot
coz muzeme interpretovat jak pohybovou rovnici pro systém dvou téles, kde
X1, Xs, P1, P2 splnuji odpovidajici Hamiltonovy rovnice.

Na druhou stranu z rovnice pro F} stejnym argumentem dostavame, ze
prava strana rovnice je potlacena faktorem N7d3, a tedy F) se méni na vetsi
casové skale 7.

Necht studujme zménu F, podrobnéji. Je ziejmé, ze pouze relativni po-
hyb bude ovlivnén srazkovym clenem. 7 toho duvodu je vhodné prejit do

soufadnicové soustavy hmotného stredu

1
R:§(X2—X1) , r=X; —Xo . (307)
’ 1
P=pi+p2,p=5(P1—P2)- (308)

2

a uvazovat Fy = F5(R,r, P, p,t). Distribu¢ni funkce se bude pomalu ménit
s R a P, podobné, jak F} zavisi na soutfadnici a hybnosti. Na druhou stranu
predpokladame silnou zavislost na r a p, které se méni za c¢asovy interval
Teo- Jinymi slovy muzeme predpokladat, ze Fy dosdhne své ustalené hod-
noty, ktera pak ovliviiuje dynamiku Fj. Jinymi slovy, zanedbame casovy
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vyvoj funkce Fy, % = ( a nahradime rovnice pro F5 nasledujici rovnovaznou

rovnici 5 90 5
(R-———”-—)Fw . (309)

Pak pro srazkovy ¢len dostavame

aFl o 3 3 8@12(1‘1 - 1'2) 8F2 o
( at >s’raz B /d X2d P2 axl 8pl N

0D 15(r) 0 0
= Bxod? 1207, _ F, =
/ RO O )

1 OF.
= — d3X2d3P2(p1 —P2) - —2
M J sy —x1|<d or

(310)

kde v prvnim kroku jsme zavedli dodatecny c¢len 8%2, ktery dava nulovy

prispévek pii integraci po ¢astech a ve tretim kroku jsme pouzili (309) s
tim, ze % = 8%1 — aim. Také jsme explicitné vyznacili oblast, pfes kterou je
integrovano, kde nenulovy piispévek je pouze v oblasti |xs — x| < d.

Abychom pokrocili déle, musime uvazovat nasledujici situaci. Necht t je
casovy okamzik pted srazkou dvou castic, kdy céstice se nachazeji ve velké
vzdalenosti od sebe, |x19 — X20| > d, kde x10 = x1(t0), X20 = Xa2(tp). Statis-
ticka nezavislost ¢astic znamena, ze v tomto casovém okamziku dvoucasticova
funkce je dana souc¢inem dvou jednocasticovych funkci, to jest

F5(t, %10, X20, P10, P20; to) = F1(X10, P20, to) F1(X20, P20, t2) - (311)
pak ale skutec¢nost, ze F, spliiuje rovnici

d OF:
%FZ(taXhX??plapQ) - a_;+{F2aH2} =0 (312)

iikd, ze muzeme provést integraci této rovnice pres casovy interval ¢y do t a
dostaneme

Fy(t,x1, %2, P1, P2) = Fi(to, X10, P10) F2(to, X20, P20) - (313)

kde musime porozumét pocatecnim hodnotam (x39, p2o) a (X20, P20) jako hod-
noty soufadnic a hybnosti, které musi mit ¢astice v case ty, aby v case ¢t mély
hodnoty xi,p; a Xo, pe. Jinymi slovy souradnice a hybnosti v case ¢y jsou
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dény soutradnicemi a hybnostmi v case t, kdy provedeme zpétnou propagaci
v case pomoci dvoucédsticového hamiltonianu Hs, pricemz hybnosti p1g, P20
jsou konstantni béhem volné propagace castic.

S pouzitim (313) dostavame, ze srazkovy ¢len ma tvar

1

0
— d*x2d’pa(p1 — P2) - = Fi(to, X10, P10) Fa(to, X0, P20)
m Ix2—x1|<d 81‘

(314)

kde vSechny proménné pod derivaci r zavisi na r. Toto vyplyva z faktu, ze
funkce F} se méni na vzdalenostech, které jsou mnohem vétsi nez d, a tedy
v prvnim priblizeni muzeme uvazovat funkci, ktera vystupuje ve srazkovém
¢lenu, jako nezavislou na soutadnicich, a tedy Fy = Fi(to, pio). Pozname-
nejme ale, ze funkce nezavisi na soutadnicich Xgi, Xge, ale zavisi na x;, Xo,
kde tato zavislost vyplyva z faktu, ze kdyz mame zadané impulsy pig, P20 v
case tg, pak se propaguji volné do oblasti interakce, kde plati |x; — x;| < d.
Daéle, z homogenity prostoru vyplyva, ze tato funkce muze zaviset pouze na
r.

Po téchto tivahach muzeme jednoduse provést integraci ve srazkovém
¢lenu (314). Opét zavedeme vélcové sutadnice z,p, ¢ v prostoru r tak, ze
osa z je podél V... = %(pl — p2). Pak méme vy, - % = USMZ% a prove-
deme integraci pres z

OF
(8_751) = / dppdd®p Fi (to, P1o) Fi (o, P0) 22, (315)

kde z1, z5 jsou body pred a po srazce a kde je je nutné chapat jako vzdalenosti,
které jsou velké ve srovnani s d, na druhou stranu malé vzhledem ke stredni

volné draze molekul. Poznamenejme, Ze pig, p2o jsou pocatecni hybnosti v
case tg, které v konecném case maji hybnosti py, ps. Pak dostavame

Fy(z9) = Fi(x,p1,t)Fi(x, P2, t) , Fo(21) = Fi(X, P10, t) Fi(x, P20, t)  (316)
coz nam dava ocekavany vysledek.
3 Boltzmanova rovnice

3.1 Distribuéni funkce v y—prostoru

Nyni opét statisticky popis N klasickych ¢éstic, kde stav systému je repre-
zentovan bodem v 6 N— dimensiondlnim fazovém prostoru I' a jeho casovy
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vyvoj je representovan kiivkou v tomto prostoru. Stav tohoto systému muze
byt zobrazen v 6— rozmérném pu— prostoru (x,v), kde je reprezentovan N
body se soutadnicemi (x;, v;) a jeho ¢asovy vyvoj je popsan pomoci N-kiivek.
Distribué¢ni funkce v tomto prostoru je definovana jako

ON
= lim — 1
f(x,v,t) avmil)+ SV (317)

kde 0N je pocet ¢astic v malém objemovém elementu 6V p—prostoru v okoli
bodu (x,v). Limita 6V — 07 znamend, ze JV je velmi maly vzhledem k
celkovému objemu, ale ze je také dostatecné velky tak, ze obsahuje uvniti
velké mnozstvi castic. Pouze v pripadé, kdyz tato limita existuje, muzeme
prejit od trovné 1 k drovni 2.

3.2 Bezsrazkova Boltzmannova rovnice

Vime, Ze dynamika N — ¢éstic je popsana Hamiltonovskymi rovnicemi. Nase
otazka nyni je, zda-li je mozné ziskat rovnici podobné Liouvillové rovnici pro
distribuéni funkei f v p— prostoru.

Jestlize kazda z N ¢éastic ma Hamiltonidan H = H(x,p,t) s p = mu, pak
dostavame

: OH . OH .
mvi——axi, mxi—a—vi,Z—l,Q,?) (318)
a
D—fza—f—i-i’i of +1}iaf 0 (319)

Dt Ot ox; ov;
kde nyni je implicitné dand sumace pres i. Tato distribu¢ni funkce odpovida
N ne-interagujicich ¢éstic pohybujicich se ve vnéjsim potencialu. Tato rovnice
se nazyva bez srazkova Boltzmannova rovnice.

Je dulezité poznamenat, ze jakmile se ¢astice dostanou do blizkého kon-
taktu tak, ze interaguji, tento vstah neplati. Poté potencialni energie kazdé
castice je nejen funkei souradnice Castice, ale také zavisi na vzdalenostech
dané castice od ostatnich ¢astic. V tomto pripadé Hamiltonovska formulace
v p— neni mozna, samoziejmé, muzeme pouzit obecnou formulaci problému
v I'— prostoru.

Neutralni plyny jsou charakteristické tim, ze Céstice interaguji pouze na
kratké vzdalenosti, jinymi slovy pouze, kdyz dojde k jejich srazkam. Je pozo-
ruhodné, ze v tomto pripadeé je relativné jednodduché modifikovat Boltzman-
novu rovnici takovym zpusobem, ze efekt kolizi muze byt dodan na pravou
stranu této rovnice.
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3.3 Zakladni poznatky z rozptylu c¢astic

Uvazujme dvou ¢éasticovy hamiltonidan

pi 3
H(x1,X2,P1,P2) = 2_Tr1L1 + 2—7,22 + V(r) (320)

kde hmotnosti ¢astic jsou my a my a kde r = |xo — x1|. Provedeme transfor-
maci do souradnicové soustavy spojené s hmotnym stiedem

mip2 — M2P1

pu— e ’,:' 5
P my + mo K
r = Xy —Xp,
P = pi1+p2,
R — miry; + mely ’
mi + Mo
(321)
kde inverzni zobrazeni ma tvar
my
- P 5,
b1 ML+ 11y p
my
= P— _|_ ,
P2 mi + Mo p
x; = R-— LT ,
mi + mo
x» = R —1 1.
my + my
(322)
S pomoci téchto vyrazu dostaneme nasledujici hamiltonian
2 2
p
=—4+—+4V
(323)
kde p je redukovana hmotnost
mime
- 324
= (324)
a P2
Heg = — 325
os =5 (325



je kineticka energie hmotného stredu. Zbyvajici ¢ast

2
p
H. = Z + V(r) (326)
je hamiltonidn ¢dstice hmotnosti x4 v poli daném potencidlem V' (r). Protoze
zjevné hamiltonian nezavisi na R dostaneme, ze zdruzena hybnost P se za-
chovava. Jinymi slovy origindlni tloha se redukuje na problém studia pohybu
¢éastice o hmotnosti ¢ v centralnim poli V(7). Pro dalsi studium je vhodné

zavést sférické souradnice
ri =rsinfcos¢ ,ro = rsinfsing ,r3 = rcosf (327)

a tedy hamiltonian ma tvar

1
Hred = _p72~ +
24

1 2 L,
Vir) . 328
2412 sin? oho * 2,u7“2p9 Vi) (328)

kde p,,ps a pp jsou hybnosti kanonicky sdruzené s r,¢ a 0. Protoze hamil-

tonian nezavisi na ¢, dostaneme, Ze p, = const a pro jednoduchost budeme
uvazovat piipad p, = 0. Vidime také, ze pohybova rovnice pro py mé tvar

cos

Po = {po, Hrea} = P, =0, (329)

psin?
ktera, v pripadé p, = 0 dava py = L. Konecné, pohybova rovnice pro 6 mé
tvar I
: Po
0=40,H.eq} = —=—. 330
T (330)
kterd muze byt zintegrovana pii znalosti r = r(t). Pohybova rovnice pro r a
P mohou byt ziskany s pomoci H,
L? av
e = {pe Hu} = — — =,
P {p ot} 2ur3  dr

. Dr
r = {r,Hq}=—".
{ '} .
(331)

Na druhou stranu vime, ze Hamiltonian se zachovava a oznac¢ime jeho hod-
notu jako E. Pak muzeme vyjadrit p, s jeho pomoci jako

prz\/zﬁL(E_V)_f—j, f*:\/g(E—V)— Lj o (332)




S pouzitim posledni rovnice muzeme vyjadrit dt a vlozit do pohybové rovnice
pro 6 a pak dostaneme

0:/#&:/7«2\/2(15{1/)—&—5' (333)

Zajimame se o neomeozené trajektorie, kdy V(oo) = 0 a kdy £ > 0. Lépe
feceno nasim cilem je najit rozptylovy thel. Konkretné, rozdélime rozptyl
do tfi po sobé nésledujicich ¢asovych intervalu: pred, béhem a po inter-
akci. V intervalech pfed a po jsou castice volné a nejsou ve vzajemné in-
terakei. Samoziejmé, tyto pojmy tzce souvisi s vlastnostmi potencialu V (),
konkrétné s parametrem ry, ktery charakterizuje dosah interakce, napriklad
u interakci dlouhého dosahu rq — oo. Pak interval pred interakci odpovida
vzdélenosti, kdy r > ro,kdy V(r) = 0, po interakci oznacuje interval, kdy
r > rg. Je vhodné také zavést pojem relativni rychlosti pted a po interakci.
Predpokladejme, ze zvolime casovou osu takovym zpusobem, ze interakce
probéhne v okoli ¢asového okamziku ¢t = 0. Pak definujeme relativni rychlost
g nasledujicim zpusobem

g=7 ,prot=+4o00. (334)

Protoze pted a po kolizi mame potencial roven nule, dostaneme ze zakona
zachovani energie

2 2
E(r—)—oo):%:E(r%oo):'ug

coz nam Tika, ze velikost relativni rychlosti se zachovava pii srazkach.

V soutradnicové soustavé spojené s hmotnym stredem zavedeme tzv im-
paktni parametr s ktery je definovan jako L = pgs. Impaktni parametr a
také vektory relativni rychlosti g a g’ jsou vlastnosti, které se vstahuji k
asymptotickym stavum systému a které se zachovavaji béhem srazek,

Déle zavedeme vektor r,,;,, coz je bod odpovidajici okamziku, kdy % = 0.

Definujeme thel 1 jako

(335)

o L
P(reo) = ¢(rmin) =9 = / =dr . (336)
i v\ [2p(E = V) = 5
Pak rozptylovy thel je definovany vstahem
0+2¢=m. (337)
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Je uzitecné zavést proménnou v = r~1. Dale, L = ugs vyjadifme pomoci
energie

2 L2
SR (338)
2u  2us?
S pouzitim téchto vyrazu dostaneme
u d
)= - , (339)
0 1—s2u2—Y¥
kde . V()
i = 1 - 8272 — 2 =0. 340
u m— s*u z (340)
Pro potencial ve tvaru
V(r) = Kr ™ = ku (341)

dostavame
sdu

wz/o V1 - s2u? — (KuN/E) (342)

Je uziteéné zavést bezrozmérny inversni polomér

S = su (343)

a bezrozmérny impaktni parametr ([K] = kgm*™s72)

b=s (%)W : (344)

a pak dostaneme

B B
b — )
V) /0 Nk

15— (Bn)" =0.
(345)

67



3.3.1 Ijéinny prirez

Nyni zadefinujeme diferencidlni tcinny prufez. Uvazujme homogenni tok
castic o energii F, intensité I, které dopadaji na rozptylové centrum umisténé
v pocatku. Pocet castic, které jsou rozptylené do elementu d€2 v okoli pro-
storového thlu € je imérné dopadajici intensité I a df2. Faktor imérnosti je
o, coz je diferencidlni i¢inny prufez. Jinymi slovy feSeno, vyraz

[(Q)d) (346)

udava pocet castic, které jsou rozptyleny v thlu Q, Q+d2 za jednu sekundu.
Tento pocet je roven poctu castic, které projdou malym elementem vélce o
prufezu dssd¢ a tedy dostaneme

IodQ) = Idepsds . (347)

Prostorovy thel je roven df2 = sin 8dfd¢ a pak tedy dostaneme

dosds ds(E,0)
E.0)=——=5s(F,0)———= . 4
o(E.0) = =50 = B0 Bag (348)
Poznamenejme, ze s(FE, ) je ddn rozptylovym integralem
“ sdu
= ) 349
v /0 V1—s2u?— (V/E) (349)

Zatim co o urcuje pocet castic rozptylenych do daného prostorového thlu,
celkova ucinny prutez

or = / odQ = ) (350)
4m

udava celkovy pocet ¢astic rozptylenych z puvodniho svazku. Vime, ze dosah
interakce je dan parametrem 7, tak tedy castice, pro které plati, ze s >
ro, nejsou rozptyleny z daného svazku. Jinymi slovy feseno, celkovy ucinny
prutez reprezentuje plochu, ktera je vlozena do cesty nalétavajicimu svazku.
Pak pro homogenni svazek , ktery mé celni plochu A > o, velicina A/or
udava pomeérny pocet ¢astic rozptylenych do vSech sméru z daného svazku.
Uvazujme nyni faktor, ktery je vyznamnym prvkem srazkového ¢lenu

gosin0df = gsds . (351)
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Pouzijeme-li bezrozmérnou veli¢inu b = s(E/K)"" | dostaneme

BN 2 |4
go sin0df = gbdb (?) = (2uK)~g'""~bdb . (352)

Vidime, ze piipad N = 4 je specialni a tikame, ze molekuly, které interaguji
pomoci tohoto potencialu, jsou Maxwellovské molekuly. Pro tyto molekuly je
veli¢ina go sin 0df nezavisla na ¢, coz méa za nasledek zjednoduseni vypoctu
linearizované Boltzmanovy rovnice.

Coulombovsky tuc¢inny prufrez Vypocitdme nyni G¢inny prufez pro

Coulombovsky potencidl

K
V=" (353)

Provedeme-li integraci rozptylového ihlu pro N = 1, dostaneme

s d 1
(b) = / f = —sin”! | ————— | , (354)
o VT (5/h) N
s pouzitim
d + 5
/ 1—‘2 —gin L | (355)
V1—22— 1
x? —ax 1+ &
a také to, ze 3 je FeSenim rovnice
_ B _ 1 1
Pak dostavame 11
P —— 357
4 tan? v (357)
Zavedeme-li rozptylovy thel 8 pomoci vstahu ¢ = ”T_e dostaneme
1cos??
2 _ L 2
= 4 sin? g (358)
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Pak z definice u¢inného prufezu dostaneme
C(2KN\*1 b db
7= 1 grsinfdh

coz je Rutherforduv u¢inny prutez pro Coulombovské interakce.

Ijéinny prurez pro dvé pevné koule

Uvazujme srazky dvou idealnich kouli o polomérech ogq, 0go. Je jasné, ze
tyto dvé koule se nemohou srazit, jestlize vzdalenost mezi stredy téchto kouli
je r > (001 + 002)/2. Pak dostame pro G¢inny prufez

(359)

o 001 + 002
12 — )
2
§ = 0Op2siny

1
sds = o2ysincospdy = 10%2 sin 6d6 ,

(360)
a tedy mame
o2
o(0) = f : (361)
Pak tedy dostaneme
o7 = 2mas, . (362)

Kinematika
Uvazujme srazku dvou ¢astic o hybnostech pi, ps. Zakon zachovani hyb-
nosti a energie ma tvar

p1 + P2 =D+ Ps,

S R S
2m1 2777,2 2m1 2m2 ’
(363)
které se znatelné zjednodusi v pripadé, kdy m; = mo.
Vi + Vo :V11+V/2 ,
v 4 vs =0 0.
(364)
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Budeme ftesit tyto rovnice vzhledem k v/, v}

1
V,1:§(V2+V1+ga,

1
V/2:§(V1+V2—9€7>

(365)

kde € je libovony jednotkovy vektor, ktery vyjadiuje skutecnost, ze mame
Ctyfi rovnice pro Sest neznymych komponent vektoru v/, vi a kde g je velikost
vektoru g = vi—vs. Jestlize budeme uvazovat rozdil predchozich dvou rovnic,
dostaneme
g =g—2d(d-g). (366)
Ukazuje se, ze dvé symetrie, které se vyskytuji ve srazkach, hraji dilezitou
roli v kinetické teorii. Je vhodné mluvit o hybnostech (p1, p2) pred srdzkou, a
impulsy po srafce oznacime jako (p}, p5). Pak charakterizujeme srazku jako

[(ph p2) - (p/h pl2)]8 ) (367)

kde dolni index s oznacuje, ze impaktni parameter s je dulezitou veli¢inou,
ktera charakterizuje srazku. Je zfejmé, ze inverzni k této srézce je srazka,
kdy konecny stav je (p1, pz2). Jinymi slovy mame (pro pruzné srazky, kdy se
zachovava energie)

([(p1, p2) = (P1, PY]s) ™ = [(P1.P5) — (P1,P2) - (368)

Druhy typ srazek, které hraji dulezitou roli, jsou zpétné srazky. Zpétné srazky
jsou takové srazky, kdy konecny stav je (—p1, —p2), kdy p1, p2 jsou pocatecni
hybnosti vstupujici do srazky. Opét, pro pruzné srazky mame

R

([(P1,p2) = (P1, PR)ls)” = [(—=PY, —P2) = (—=P1,—P2)] - (369)
Je ztejmé, ze tyto srazky jsou kinematicky ekvivalentni a tedy i jejich ucinné
prufezy jsou stejné.
3.4 Srazky ve zredéném plynu

Uvazujme ziedénou tekutinu, kde celkovy objem kapaliny je mnohem mensi
nez objem, jenz zaujima tato tekutiny

na® < 1, (370)
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kde n je hustota castic a kde a je polomér jedné c¢astice. Budeme uvazovat
neutralni ¢astice, kde neexistuji sily dalekého dosahu (gravitaci muzeme
zanedbat), tedy pak muzeme predpokladat, ze k interakci mezi ¢asticemi
dochézi pouze v okamziku, kdy dojde k jejich srazce, jinymi slovy v okamziku,
kdy vzdélenost mezi ¢dsticeme neni o mnoho vétsi nez d = 2a. Céstice se po-
hybuji volné mezi dvémi kolizemi, kde prumérny vzdalenost mezi kolizemi je
déana stredni volnou drahou ¢éstice

N
- \2nrd?

Je zrejmé, ze ve ziedéné tekutiné plati A > d. Z toho vyplyva, ze bindrni
srazky jsou mnohem castéjsi nez srazky tii a vice ¢astic, které interaguji ve
stejny casovy okamzik. Je také zrejmé, ze srazky indukuji zmény v rozdélovaci
funkei f(x,v,t): Napiiklad, nékterd ¢éstice s poc¢atecni rychlosti v muze mit
po srazkéch jinou rychlost, coz znamend, ze §f(v) < 0. Druhd moznost je,
ze nékteré castice s jinymi pocateénimi rychlostmi mohou mit rychlost v po
srazce, coz si efektivné muzeme predstavit, jako zvysSeni pravdépodobnosti,
ze danou ¢éstici najdeme s rychlosti v. Jinymi slovy, mame 6 f(v) > 0. Z toho
duvodu je mozné predpokladat, ze casova zména jednocasticové distribuéni
funkce mé tvar

(371)

D
F{dgxdgu = _Cout + Czn s (372)

kde C,y; je dan prispévkem od ¢astic, které opusti interval rychlosti v okoli
bodu v zatim co Cj, je dan piispévkem od castic, které vstoupi do daného
intrevalu. Je jasné, ze pro dalsi studium kolizni Boltzmanovy rovnice musime
dat vice podrobnéjsi popis téchto prispévku.

Binarni srazky

Uvazujme srazku dvou stejné hmotnych ¢astic a predpokladejme, Ze jejich
pocatecni rychlosti jsou v,v; a konecné rychlosti jsou v’,v}. Poté zdkony
zachovani hybnosti a energie maji tvar

v+v, = v +v],
1 1
LI Y VT
(373)

Daéle budeme predpokladat, ze interakce mezi ¢asticemi ma centralni charak-
ter, relativni rychlost ¢astic po srdzce, g’ = v/ — v/ lezil v roviné pocatecni
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relativni rychlosti, g = u — u; a pocatecni relativni vektor mezi casticemi
r=X-—Xj.

Mame tedy pét podminek pro Sest neznamych velic¢in, kterymi jsou ¢arkované
vektory. Abychom tedy mohli tyto nezname veliciny urcit, musime zavést
Sestou podminku, kterd vychézi z puvodu interakce mezi ¢asticemi. Ukazeme,
ze tato Sestd podminka je ddna pomoci diferencidlnim ucinnygm prurezem
rozptylu.

Uvazujme molekulu M, kterd v ¢ase t ma rychlost v. Muzeme si nyni
vyznacit sféru okolo této molekuly o poloméru ry. Je ziejmé, ze nalétavajici
castice je ovlivnéna molekulou M za predpokladu, kdy bude prochazet touto
sférickou oblasti.

Nyni predpokladejme, Ze existuje casovy interval At, ktery splnuje nasledujici
dveé vlastnosti

e At je mnohem vétsi nez doba pusobeni interakce 7.

e At je mnohem mensi, nez relaxacni doba 7., coz je nutné pro zanedbani
zmeény rozdélovaci funkce béhem tohoto okamziku, pii pevném x a v.

Déle budeme predpokladat, ze dany systém je pouze lehce nehomogenni v
prostoru. Jinymi slovy, jeslize oznac¢ime v jako typickou molekularni rychlost,
pak predpoklddame, ze rozdélovaci funkce v bodé x + vAt je stejna, jako
rozdélovaci funkce v bodé x.

Uvazujme dva svazky srazejicich se ¢astic, kde oznac¢ime hustoty téchto
castic jako nq a m s rychlostmi vi a v. Muzeme piejit k souradnicové soustave
spojené s ¢astici v druhém svazku a pak se tento problém redukuje na problém
nalétavajicich ¢astic na castici M. Pak ¢astice v druhém svazku, tedy ¢astic o
hustoté n a rychlostmi v jsou ovlivnény tokem c¢astic z prvniho svazku. Pocet
castic, které maji pocatecéni rychlost g a které se srazi s centralni ¢astici za
cas At a nachdzeji se v mezikruzi o parametrech s a s + ds, je rovno

f(x, vy, t)d*v2mbdbg At . (374)
Jestlize nyni vyndsobime tento vyraz hustotou poctu ¢astic, které maji rych-

lost v, f(x, v, t)d®v, dostaneme pocet srazek, v bodé x, které probéhnou za
casovy okamzik At s casticemi, které maji rychlost v intervalu v, v + dv

/d3vlf(x, vi, 1) f(x,v,1)27|vy — v]21rbAt = C,ud*v AL . (375)
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Podobnym zpusobem muzeme urcit i hodnotu Cj,, ktera udava prirustek
poctu éastic v intervalu d®v. Jedna se o inversni proces k ptivodnimu procesu,
kdy castice, s pocatecnimi rychlostmi v/, v} a se srazkovym parametrem s.
Pak zjevné dostaneme

/d3v’dsf(x, Vi f(x, v 1)2rgbdv' At = Cyd®v AL . (376)

Je podstatné, ze pocatecni a konecné rychlosti jsou feSenim dynamického
problému a tedy jsou vstahnuty kanonickym zobrazenim. Pak Liouvilluv
teorém dava

Evdiv, = d&*V'd*V . (377)
Samoziejmeé, pro platnost tohoto teorému je dulezity predpoklad, ze muzeme
uvazovat srazku dvou castic jako izolovany proces, kdy nemusime brat do
uvahy vliv ostatnich castic. Jestlize tedy dame vSechny tyto vyrazy dohro-
mady, dostavame slavnou Boltzmanovu rovnici

Ohf(x,v,t)+v-Vf(x,v,t)=

= /dv1d327rgs (f(x, Vv, t)f(x,v],t) — f(x,v,t)f(x,V1,t)) .
(378)

K analogickému vysledku muzeme dojit s pomoci definice i¢inného prutezu,
kdy my vime, ze
dosds
TR
kde o(v,vy|v/,v}) je diferencidlni u¢inny prutez. Zdkony zachovani energie a
hybnosti s pozadavek, ze rozptyl se uskuteéni do daného prostorového ihlu
dS2 urcuje carkované proménné. Poznamenejme také, ze v procesech, kde
dochazi k rozptylu molekul, predpokladame, ze tyto procesy jsou reverzibilni,
tedy mohou probihat i opacnym smérem. Matematicky se toto vyjadiuje jako

(379)

o(V,vi|v,vi) = o(v,vi|V,V]) . (380)

Déle vime, ze element prostorového ihlu €2 je roven

dS) = d¢ sin 6db (381)
a pak tedy dostaneme
s(0) ds(0)
= 2
77 S0 do (382)



Pak je kone¢né ziejmé, ze muzeme vyjadrit sds pomoci diferencidlniho tc¢inného
prufezu a tedy integrace pres 2msds nahradime integraci pres prostorovy tihel
dS) a tim dostaneme Boltzmannovu rovnici ve tvaru

of F of

—+V-Vf+E'av =

ot / d*v, / dQo (Q)u—w|(f' fi — ffi) = C(f) (383)

kde pro jednoduchost zapisu jsme zavedli notaci

f:f(X,V,t) 7f1 :f<X,V1,t) ,f/:f<X,V/,2f) 7f{ = (X>V/17t) . (384)

a kde jsme nahradili x = v a F = mv. Je dulezité zduraznit, ze F zahrnuje
vnéjsi silu, jako napiiklad gravitaci, a ne mezicasticové interakce, které jsou
modelovany srazkami, a tedy srazkovym integralem.

V predchozim zapisu jsme také predpoklddali, ze diferencialni ucinny
prurez je funkei prostorového ihlu Q, tedy o = o(€2), coz plati za predpokladu,
kdy u¢inny prurez zavisi pouze na uhlu mezi relativnimi rychlostmi castic,
tedy na thlu mezi v — vy a v/ — v/|. Také poznamenejme, ze kdyz provedeme
integrély pres Q (urceny vektorem v) a pres vy, musime pouzit zékony za-
chovéni, abychom vyjadrili v/ a v} jako funkce v, coz je pevnd proménnad,
pres kterou se neintegruje a jako funkci vy, coz je integra¢ni proménna.

Zavérem teknéme, ze Boltzmanova rovnice s koliznim ¢lenem je nelinearni
integro-diferencialni rovnici pro rozdélovaci funkci. Je jasné, ze je netrivialni
ukol najit feseni takové to rovnice.

3.4.1 Predpoklady pouzité pri odvozeni Boltzmanovy rovnice

Nyni shrneme zakladni predpoklady, které byly pouzity pii odvozeni Bolt-
ZManovy rovnice.
Prvni dulezity predpoklad je existence ¢asového intervalu At, ktery splinuje

T, K Nt L 7, . (385)

kde 7. je doba pusobeni interakce mezi ¢asticemi, jinymi slovy je to interval,
béhem kterého dojde ke znatelnym zménam trajektorie ¢astic. je zfejmé,
Ze tento ¢asovy okamzik je umeérny efektivnimu poloméru interakce. Casovy
interval 47, je ¢asovy interval odpovidajici casu mezi dvéma srazkami, je
urcena druhym parametrem, ktery urcuje systém. Velic¢ina 7, je velkd, kdyz
je hustota ¢astic n mala, kdy zfejmé sttedni vzdalenost mezi dvéma ¢asticemi
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je velkd a tedy i srazky jsou méné casté. Pak je ziejmé, ze 7./7, je malé cislo,
kdyz plati
y=rin< 1. (386)

V pripadé, ze je toto cislo malé, pak muzeme opravdu najit ot tak, ze
splnuje (385). Déle, podminka (386) zarucuje, ze srazky jsou dobte defino-
vané udalosti v prostoru i ¢asu, nasledné castky, kde se ucastni dana castice,
se nepiekryvaji. Jinymi slovy predstavujeme si srazky, jako posloupnost jed-
notlivych dvoucasticovych srazek.

Predpoklad (386) vede k druhému dusledku. Pti uréeni poctu ééstic, které
nalétavaji na centralni, jsme implicitné predpokladali, ze rozdélovaci funkce
se neméni béhem casového intervalu At diky predpokladu At < 7,.. Pak
bylo mozné uvazovat funkci f(x,v,t) v ten samy casovy okamzik ¢, ktery
urcuje cas, kdy dojde ke zméné rozdélovaci funkce v dusledku srazky. V
opacném piipadé bychom museli pouzit pocet ¢astic ve fazovém bodé x, vy v
predchéazejicim casoém okamziku ¢ — 7, kde 7 je casovy internal nutny, aby
castice s rychlosti v; dostihla centralni ¢astici. Pak by rychlost zmény funkce
f by také zavisela na tvaru rozdélovaci funkce v minulosti.

Nyni budeme diskutovat dalsi predpoklad tykajici se stupné nehomoge-
nity daného plynu. Toto je predpoklad, ze rozdélovaci funkce se neméni na
na délkovych intervalech, kterymi projde nalétavajici molekula za cas Aft.
Kdyz by tento predpoklad neplatil, pak bychom museli uvazovat rozdélovaci
funkci ve srazkovém c¢lenu v misté, z kterého prichazi nalétavajici molekula.
Vysledkem bychom dostali nelokdlni tvar kinetické rovnice, protoze na rych-
lost zmény rozdélovaci funkce v bodé x by mély vliv rozdélovaci funkce de-
finované v okoli tohoto bodu. V prvnim pftiblizeni se tento fakt zanedbava
za predpokladku, kdy vlastnosti plynu se znatelné méni na vzdalenostech
prevysujici polomér interakéniho pusobeni.

Je také zminit dalsi podstatny predpoklad, ktery jsme implicitné pouzili.
Vidime, ze sréazkovy clen zavisi na souc¢inu jednocasticovych rozdélovacich
funkei f(x,v,t)f(x,vy,t). Na druhou stranu vime z predchozich kapitol,
ze tento predpoklad obecné neplati. Obecné pocet dvojic castic, které se
nachazeji ve dvou rozdilnych bodech fazového prostoru, je dano dvoucdsticovou
rozdélovact funkci fo(x,v,x,v1,t). Vime ale, Ze obecné neplati

fo(x,v,x,vy,t) # fi(x,v,t) fi(x,v1,t) . (387)

Jinymi slovy, jestlize budeme predpokladat rovnost téchto dvou vyrazu, tak
implicitné predpokladame, ze neexistuji korelace mezi ¢asticemi. Je zfejmé,
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ze i kdybychom byli schopni vytvorit systém, kde v ¢ase ¢ = 0 neexistuji
korelace, pak tyto korelace se objevi v dusledku interacke mezi casticemi.
Uvazujme nésledujici pripad. Mame dvé castice, které jsou na pocatku do-
statecné daleko od sebe. V pripadé, ze zde existuji interakce kratkého dosahu,
pak tyto castice navzajem o sobé¢ nevédi a tedy se chovaji jako nezavislé.
Jestlize se ale tyto céastice navzajem priblizi, pak dojde ke vzajemné inter-
kaci a tedy jejich trajektorie se vzajemneé ovliviiuji. V pripadé, kdy je jejich
interakce odpudiva, pak Castice po priblizeni k sobé se opét rozleti. Proto
pravdépodobnost, ze najdeme dveé ¢astice velice blizko u sebe je mensi nez
soucin pravdépodobnosti, ze danou castici najdeme kdekoliv uvniti systému.
Jinymi slovy, vzajemné pusobeni vede ke korelaci mezi ¢asticemi.

Predpoklad fo = f1f1 je velice znam a siroce diskutovan. Tento predpoklad
je také znam jako Hypotéza molekularniho chaosu. Je to velice silny predpoklad,
ktery byl Siroce diskutovan. Jednim z nejvyznamnéjsich dusledkia tohoto
predpokladu je, pti srovnani s formou BBGKY rovnic, ze Boltzmanova rov-
nice je uzavienou rovnici pro jednocasticovou funkci. Na druhou stranu tim,
ze jsme ukoncili sekvenci BBGKY rovnic, ktera ve své podstaté je systém
linedrnich rovnic, dostaneme Boltzmannovu rovnici, kterd je nyni nelinearni
rovnici. Na druhou stranu existuje mnozstvi metod, jak fesit tuto rovnici a
s nékterymi z nich se setkame v dalsim vykladu.

3.4.2 Multi-komponentovy plyn

V této kapitole zobecnime Boltzmannovu rovnice na pripad plynu, ktery je
tvoren ¢asticemi ruznych druhu. Pro tento cel prepiseme jedno-komponentovou
Boltzmanovu rovnici do tvaru

ovVof piof _
of Gsciapi—i_m&ci_
_ Fof  Of _

(388)

kde jsme zadefinovali

J(flg) = / o / 101V —vi|(f'd, — fon) (389)
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Poté pro systém z N riznych druhi méme

Dfi N~
B —;J<fi,fj>, (390)

kde naptiklad
J(fi f;) = /d?’uj/dﬂlui — w;|oydy; (fif; — fify) - (391)

Poté systém N svazanych rovnic tvori zobecnéni jednosloskové Boltzmanovy
rovnice na piripad N druhu ¢astic.

3.5 Momenty kinetické rovnice

V této kapitole zavedemé momentové integraly kinetické rovnice, které slouzi
k prechodu od mikroskopického k makroskopickému popisu tekutiny. Funda-
mentalnim prvkem tohoto popisu je pojem pole, to jest funkce B(x,t), coz
je velicina definovanda v kazdém bodé x, kterd se vyviji v case t. Typickymi
piiklady je hustota latky p(x,t) a lokdlni rychlost v(x,t) ! Tyto makrosko-
pické veliciny uréime jako stfedni hodnoty mikroskopickych funkei b. Casové
zévislost funkce B(x,t) je ddna rozdélovaci funkci, kterd je feSsenim kine-
tické rovnice, zatim co zavislost na x vyplyva ze zavislosti b na x jako na
parametru. Explicitné

B(x,t) = /dgyd3ub(y,u; x)f(y,u,t) . (392)

Dalsi krok je dan konkrétnim vybérem funkce b. V makroskopickém popisu
hraji vyznamnou roli hustota hmoty, hustota toku hybnosti, hustota energie.
Tyto funkce budeme definovat nasledujicim zpusobem. Vybereme jeden bod
fyzikalniho prostoru x pomoci delta funkce §(x — y). Jestlize se v bodé x
nenachazi ¢astice, pak tento bod davéa nutné nulovy piispévek do B, jestlize
se zde ale nachézi ¢astice, pak dava prispévek imeérny 5 (y, u), kde 5; bude
rovno bud m nebo u. Pak tedy dostaneme

by, u;x) = do(x —y)B(y,u) . (393)

TAbychom odligili tuto veli¢inu od rychlosti ¢éstic,kterd vystupuje v Boltzmannové
rovnici, budeme tuto jednocasticovou rychlost v dalsim oznacovat pomoci symbolu u.
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Funkce tohoto typu nazyvame lokdlnimi velicinami. Abychom nasli casovy
vyvoj této funkce, provedeme derivaci (392) podle ¢asu

O B(x,t) = /dgyd3u5(x —y)B(y,u)o.f(y,u,t) . (394)
Predpokladejme, ze kineticka rovnice ma nyni tvar

atf(ya u, t) = Of(y7 u, t) (395)

kde forma operatoru O vyplyva z konkrétniho tvaru kinetické rovnice. Pak
dostaneme

OB (x,t) = / Pydus(x — y)B(y, WOF(y.y.1) (396)

V dalsim kroku se budeme snazit prenést pusobeni operdatoru O na dyna-
mickou proménnou misto pusobeni na f. Obecné je vzdy mozné toto provést
s pouzitim integrace po cCastech, kdy predpokladame, ze funkce f je rovna
nule na hranici v nekonecnu, nebo jednoduchym preskladanim c¢lenu. Pak
dostaneme

OB (x,t) = / dPyduf(y, u, 1) (x — y)B(y, u)] (307)

kde O je sdruzeny operéator k operatoru O. Nyni zadefinujeme néasledujici
veli¢inu

c(x,y,u) = O'5(x — y)B(y. u) . (398)
kde je zfejmé, ze c(x,y, u) je formélné dynamickou funkei. Je dulezité ale tici,
7e tato funkce muze obecné zdviset na f(y,u,t), nebot operdtor O muze byt
nelinearni, jak naptiklad vyplyva ze struktury srazkového clenu. Pak tedy
konec¢né dostaneme

0 B(x,t) = /d3yd3uc(x,y,u)f(y,u,t) = C(x,t) (399)

kde C'(x,t) je stfedni hodnota veli¢iny ¢(x,y, u).Vyznam rovnice (399) je v
tom, ze ¢asova derivace makroskopické veliciny B(x,t) je uréena makrosko-
pickou veli¢inou C'(x,t). Jinymi slovy feceno, vidime, ze je mozne piejit od
mikroskopické rovnice k makroskopické rovnici, které se nékdy také nazyvaji
rovnicemi momentu kinetické rovnice.
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Je také jasné, ze z jedné kinetické rovnice muzeme dostat nekonecné
mnozstvi rovnic pro momenty odpovidajici ruznym funkcim 3. Tyto rovnice
maji hierarchickou strukturu: 0; B je dano novou funkci C, pak derivace 0;C
je déna novou funkci D atd. Ukézeme, Ze tento systém neni nikdy uzavieny,
coz je analogice BBGKY systému, na druhou stranu je zde urcity specificky
rozdil. Tento rozdil je znam z makroskopické teorie bez ohledu na formu ki-
netické teorie. V hydrodynamice dostaneme uzavieny systém rovnic, jestlize
zavedeme urcité fenomonologické predpoklady.

Budeme nyni podrobné analyzovat prenos operatoru O na funkci b. Nejdiive
pouzijeme tokovy ¢len —u -V, kde s pomoci integrace po castech dostaneme

a_yif(Y7u7t) -

_ / Byduf(y, u, t)us(0,6(x — y)B(y, u) + 5(x — ¥)0,B(y, ) -

F = —/d3yd3u5(x —y)B(y,u)u

(400)
7 definice delta funkce dostaneme
0yid(x —y) = —0,i0(x —y) (401)
a tedy
F= -V [ dydusix- ypusty.w) (e +
+/d3yd3Uf(y,u,t)ui5(X ~¥)9,8(y,u)) .
(402)
Dalsi krok se tyka clenu obsahujici interakce s vnéjsim polem
F(y) 9
2 _ 313 L — =
oy = [dviut XSy st - vy w)
F(y) 0
= — [ &Pydu—2~. H)o(x —y)— :
[yt iy it - y) L ovw)
(403)

Posledni krok se tyka analyzy srazkového clenu, ktery ma nejvice kompli-
kovanou zavislost na rozdélovaci funkci a jehoz forma zavisi na konkrétni
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kinetické rovnici. Jestlize oznacime tento srarkovy clen jako K f(y,u,t), pak
jeho ptispévek do momentové rovnice si oznacime jako

o) = [yt - y)aty.wKk sy (104)
Nyni zavedeme tok pole B
Bafx.t) = [ Pydustx - yuslyw(y.u.) (405)
. B
ag) = /d3yd3u5(x — y)%uiﬂy,u, t) . (406)

Pak dostaneme momentovou rovnici pro B ve tvaru
O, B(x,t) = —0;®'(x,t) + 0op (407)

kde
o= 4o 4ol (408)

je zdroj pole B. Rovnice (407) jsou znamy jako rovnice lokdlni rovnovahy,
které maji nasledujici interpretaci. Pii op = 0 se redukuje na rovnici, ktera
vyjadiuje lokalni formu zédkona zachovani veliciny B. Pak je zfejmé, ze ne-
nulovy clen o = 0 odpovida zdroji, ktery dodava ¢i ubira B do daného
objemu.

3.6 Boltzmannitv H teorém a nevratnost entropie

Predchozi obecny formalism pouzijeme pfi sledovani ¢asového vyvoje veliciny,
ktera je fundamentalni v nerovnovazné termodynamice, kterym je entropie,
coz je stavova velicina. Tato velicina se vyskytuje v druhém termodyna-
mickém zakoné, ktery je 1zce spojen s pojmem nevratnosti, kdy entropie
roste v izolovaném systému v dusledku nevratnych procesu. Tento rust se
zastavi v okamziku, kdy se systém dostane do rovnovazného stavu, kdy ent-
ropie dosahuje své maximalni hodnoty. V lokalni formé dostaneme, ze ¢asovy
vyvoj entropie, tak jako kazdé dynamické veli¢iny, je dan rovnici

Os(x,t) = =V - Oy(x,t) + 04(x,1) . (409)
Druhy termondynamicky zakon neni nic jiného, nez

oo(x,1) >0 . (410)
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Boltzmannova kineticka rovnice, kterd byla odvozena v roce 1872, byla tak
uspésna a je tak dulezitd, ze je z ni mozné zavést entropii a také to, ze entropie
roste s ¢asem. Jinymi slovy Boltzmannova teorie byla prvni teorii, ktera
vysvétlovala nevratnost na mechanické trovni. Tato teorie je také znama
pod pojmem H-teorem, protoze Boltzmann pouzil funkci H = —s(x,t). O H
teorému budeme hovorit dale.

Uvazujme homogenni systém, kdy rozdélovaci funkce f(x, u,¢) nenf funkei
x. V tomto piipadé zavedeme budeme pouzivat symbol ¢(v,t) pro homo-
genni rozdélovaci funkci. Presnéji, vime, ze rozdélovaci funkce f je normovana
nasledujicim zpusobem

N = /d3xd3uf(x,u,t) : (411)
V pripadé homogenni rozdélovaci funkce tato normovaci podminka dava
N = V/d3uf(u, t) (412)
a pak je tedy vhodné zavést funkci F'(u, t) definovanou jako f(u,t) = ne(u,t) ,n =
%, coz nam dava normovaci podminku

1= / d*ug(u,t) . (413)
Pro tuto funkci ma Boltzmannova rovnice tvar
Op(u,t) = 27m/d3u1dbbg (p(u, t)p(ul, t) — o(u, t)p(uy,t)) (414)
Definujeme nyni hustotu entropie ve tvaru
s(t) = —kpn / duo(u, £) Infné(u, )] + b (415)

kde kp je Boltzmannova konstanta a b je konstanta. Nyni provedeme derivaci
s(t) podle ¢asu

0s(t) = —kpn / Pud,(u, ) [In(né(u, 1)) + 1] =

— onkgn? / dPuduydbbg (1, D6, £) — d(w, )é(ur, 1) [In(ne(w, 1)) + 1]
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Je ziejmé, ze v daném integralu muzeme provést zdménu mezi u a u’ a tedy
dostaneme

2rkgn? / d*ud*u,dbbg (o(0', t)p(u), t) — ¢(u, t)o(ur, b)) [In(ne(u,t)) + 1] =
[ Pty (50, 06(0,.1) = 60,160, 0) I, ) + 1

(417)
Pak mame
Os(t) = —WanQ/d ud®u;dbbg (p(W', t)p(u), t) — p(u,t)p(uy,t)) x
X [In(ne(u,t)) + In(ne(uy,t)) + 2] .
(418)
Nakonec poznamenejme, ze posledni integral muzeme prepsat do tvaru
- / dPud®u,dbhy (', )b, £) — d(u, )b, 1)) X
X[In(ne(u,t)) + In(ne(uy, t)) + 2] =
—— / duld,dbbg ((u, Db, t) — (', )p(u}., 1)) x
x[In(ng(u',t)) + In(ne(uy, 1)) + 2]
—— / dPudu,dbhg ($(u, g (ur, £) — S, )d(ul, 1)) x
x[In(ng(u',t)) + In(ne(uj, 1)) + 2]
(419)

kde v poslednim kroku jsme pouzili vstah, ze d*ud®u; = d*u’d*u/. S pouzitim
této rovnosti dostaneme

o(u', )¢ (ul, t)
o(u,t)p(ur,t)
(420)

Oys(t) = /d?’ud?’uldbbg(@ﬁ(d,t)¢(ll'1,t) — ¢(u,t)p(uy, 1)) In

Konecné, pro libovolnd kladné cisla x a y mame

(x—mmgzo (421)
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: Dikaz Vidime, ze médme dvé moznosti. Prvni, kdyz © — y > 0 pak mame
% > 0 a tedy lni > 0 coz dokazuje tuto rovnici. Naopak, pro z —y < 0
dostavame, ze % < 1 a tedy lng < 0, coz opét dokazuje predchozi rovnici.
Pak dostaneme vysledek

Bys(t) >0 . (422)

Maxwellowo rozdéleni

Puvodni odvozeni této rozdélovaci funkce bylo provedeno Maxwellem
s pouzitim predpokladu isotropie.

Uvazujme rychlosti v z— smeéru, a predpokladejme, ze jejich rozdéleni
je dané rozdélovaci funkci F'(u,), kterd je normalizovana jako

/_ " F(u)du, = 1

o

Princip isotropie tika, ze zde neni nic specialniho, co se taka x— sméru,
rychlosti v y— a v z— sméru maji stejné rozdéleni. Pak dostavame, ze
pravdépodobnost, Ze najdeme castivic v intervalu du,du,du, je rovna

1
Ef(u)duwduyduz = F(uy)du, F(uy)du, F(u,)du, (423)

Na druhou stranu, jestlize f je isotropni distribuce, pak by méla zaviset
pouze na velikosti rychlosti, tedy

%f(U) = f(ul +ul 4+ u2) = F(ug)F(uy)F(u.) . (424)

Z toho dostédvame, Ze soucet argumentii u? v argumentu funkce f musf
odpovidat sou¢inu F'(u;)’, a to je mozné pouze kdyz funkce F(u,) je
exponencidlni funkef u?

F(u,) = ABeBuE f(u) = nAe Bluatuyul) _ p pe=Bu? (425)

Konstanta A muze byt dan podminkou normovani funce F' tak, aby byla
rovna jedné. Abychom nasli hodnotu parametru B, musime urcit stredni
hodnotu kinetické energie < %mu2 >= %HBT, které pak dava

- m_\"" Uy 426
f(u)_n(27r/<aBT) P <_2/<;BT) (426)
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Nyni ukdzeme, ze Maxwellovo rozdéleni je fesenim Boltzmannovy rovnice
jako jeji rovnovazné reseni. Uvazujme homogenni plyn bez externich sil. Aby
toto feseni bylo rovnovazné, pak d;s = 0 a tedy dostavame

B0 )P, 1) = B(u, )o(ur, 1) = no(w' 1) + I ¢(ul, t) = In o, ) + n é(uy, 1)
(427)
, Tento vyraz pro Maxwellovo rozdéleni dava
u? +uf = u? (428)

coz je samoziejmeé splnéno v ptipadé pruznych srazek.
Nyni budeme uvazovat obecnéjsi pripad nehomogenniho systému, kdy

f = f(x,u,t), kde ale pro jednoduchost nebudeme uvazovat interakci s
vnéjsim polem. Nyni zavedeme lokédlni hustotu entropie jako pole
s(x,t) = —kp / dud’yd(x —y)f(y,u,t)In f(y,u,t) +b. (429)

Pak zjevné dostaneme

Os(x,t) = —kB/d3yd3u5(x —y)[n f(y,u,t) + 1]0.f(y, u,t) (430)

coz odpovida obecnému predpisu provedenému v predchozi ¢asti, jestlize
identifikujeme

ﬁ(yv u) = _kB[lnf<y7 uat) + 1] . (431)
Samoziejmé ale vidime, ze toto neni dynamickd veli¢ina, protoze jednak
explicitné zavisi na case, a dale je to velicina, ktera je definovana pomoci
rozdélovaci funkce. Na druhou stranu jestlize pouzijeme Boltzmannovu rov-
nici, pak dostaneme

Os(x,t) = /dSyd?’ué(X —y)B(y,u, t)[—uiif(y, u,t)+ Kf(u,y,t) =

oy’
= — 0 P (x,t) + 0P 4oV
ot S ) s s
(432)
kde
ot) = [ dyauitx -y Iy )
Yi
oD (x,t) = / Pyd’yd(x —y)Kf(y, u,t),
(433)

85



a kde také budeme psat
P (x,t) = B, (x,1) + dy(x,1)
B, (x.1) = —kp / dydus(x — y)uln f(y,u, 1) f(y, u,1)

Gsi(x,t) = —k:B/dSyd3u5(x —y)u;f(y,u,t) .

(434)
Nyni vypocitame piispévek agl)
o0x,t) =~ [ yausie— ) LE Dy w0 -
— i [ dydusx -y (vt =
= —kgai/dgydgué(x —y)ui f(X,y,1)
(435)

a my vidime, Ze tento piispévek kompletné vyrusi divergenci ;¢ ;. Pak tedy
dostavame
o (x,t) = —Vd(x,t) + o . (436)

v . ;- 3 o« o - o . ,
Je zrejmé, ze o'¥ mizeme uréit stejnym zpusobem, jako v homogennim

pripadé, protoze kolizni clen se pocita pro pevné y. Pak tedy dostavame
o®(x,t)>0. (437)

Jinymi slovy, opét jsme dostali druhy termodynamicky zdkon v lokalnim
tvaru.

Mikroskopické procesy na molekularni iirovni jsou reverzebilni, tedy mo-
hou probihat i v opacné casové posloupnosti, na druhou stranu makrosko-
pické procesy nejsou. Kdyz napiiklad rozdéleni rychlosti relaxuje do Ma-
xwellova rozdéleni v dusledku srazek, pak je tento proces ireverzibilni. Je také
zajimavé, ze kdyz jsme odvozovali Boltzmanovu rovnici, tak jsme predpokladali
reverzebilitu na mikroskopické tirovni. Presto muzeme ukazat, ze vedou k ire-
verzibilnim procesum na makroskopické trovni.

7 odvozeni zakona rustu entropie aké ukazuje, ze pri¢inou rustu entropie
je pouze srazkovy clen, zatim co volny pohyb a piipadné efekty vyvolané
sttednim polem, jsou vratné procesy, které nemaji vliv na rust entropie.
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Je dobré podrobnéji popsat, co myslime nevratnymi procesy, které muzeme
rozdélit na dvé zakladni tridy.

Jako priklad procesu, ktery spada do prvni tiidy, uvazujme shluk vzajemné
neinteragujicich c¢astic, které jsou na pocatku lokalizovany v kouté krychle
s dokonale odrazejicimi sténami. Pfedpokladejme, ze ¢astice maji na pocatku
rychlosti distribuované kompletné nahodnym zpusobem. Je jasné, ze za néjaky
dostatecné dlouhy casovy interval castice, které jsou v daném shluku, jsou
rozprostieny spojité po célé krychli diky volnému pohybu ¢astic, kdy dopa-
daji a odrazeji se od stén. Zda se, ze se tento proces jevi jako nevratny. V
zavislosti na pocateénim stavu dany systém se blizi ke stavu s homogenni
hustotou ¢astic, kde cas, ktery je pottebny k dosazeni homogenni konfigu-
race, silné zavisi na pocatecnich podminkéch. Naptiklad, jestlize budeme mit
dostatecné Siroky interval pocatecnich rychlosti, pak homogenni stav dosta-
neme tim rychleji. Z mikroskopického pohledu je zifejmé, ze volny pohyb
¢astic nemé vliv na rozloZeni rychlosti, nebot édstice se spolu nesrdzi a je-
jich srazky se sténami jsou dokonale pruzné. Tento nevratny proces se také
nazyva proces s fazovym miSenim, které jsou charaktristické absenci urcité
casové skdly, jenz nezavisi na pocatecnich podminkach. Je zfejmé, ze v ta-
kovych procesech nedochézi k rustu entropie.

Polozme si nyni otazku, co se stane, kdyz pripustime srazky mezi ¢asticemi.
V takovém pripadé diky neregulérnosti a velkém mnozstvi srazech brzy dojde
ke ztraté informace o pocateénim rozlozeni rychlosti. V tomto pripadé proces
rozprostieni v prostoru m4 jiny charaktér (difuze), protoze je nyni urcen spe-
cifickymi vlastnostmi interakce mezi ¢dsticemi a také obecnymi vlasnostmi,
jako je hustota a teplota. Tyto specifické parametry udavaji relaxacni ¢as,
ktery je nezavisly od pocatecniho stavu systému. Rozdéleni rychlosti se blizi
k Maxwellovskému rozdéleni a dany proces je spojen s rustem entropie.Tyto
procesy se také nékdy nazyvaji jako procesu disipatického typu.

Je velice zajimavé, ze jsme vysli z predpokladu reverzibilni mikrosko-
pické fyziky, ale kon¢ime s veli¢inou H, ktera ma nesymetricky ¢asovy vyvoj.
Muzeme to interpretovat jako objeveni Sipky casu.

Je dobré poznamenat, ze H teorém nékdy neni interpretovan jako rust
entropie S. Zde, H je definovana pro jednosloskovy plyn, zatim co entropie
muze byt definovana pro komplikovanéjsi systémy, bézna definice entropie
je definovana pouze pro systémy v termodynamické rovnovaze ¢i ve stavu ji
blizké, zatim co H je definovana pro nerovnovazné systémy.

S existenci H theorému je spojen nasledujici paradox. Predpokladejme,
ze v jednom ¢asovém okamziku obratime rychlosti ¢astic v plynu. Pak céstice
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budou sledovat své puvodni trajektorie. To znamena, ze jestlize jsme puvodné
meli % > 0 tak v situaci, ktera probihd v opaéném pozadi, bychom méli mit
% < 0, coz je ztejmy paradox.

Vysvétleni tohoto paradoxu lezi v predpokladu tykajici se dokazovani H
teorému. Implicitné jsme predpokladali, ze neexistuje korelace mezi ¢asticemi
pred jejich srdzkami. Toto je zndmé jako molekularni chaos a tento predpoklad
je implicitné skryt ve statistické formulaci interakei pomoci sazkového ¢inného
prurezu. Je jasné, ze nemuzeme predpokladat, ze molekuly nejsou v korelaci
po srazkach. Tedy, v situaci, ktera by meéla probihat opaé¢nym smérem, mole-
kuly nejsou nezkorelované po jejich srazkach, a tudiz predpoklady, které jsou
skryté za odvozenim Boltzmanovy rovnice, neplati. Takze, ve skutecnosti,
Sipka casu v Boltzmanové rovnici byla implicitné zvolena predpokladem, ze
rychlosti ¢astic jsou nezkorelované pred srazkami.

3.6.1 Poincarého theorém

S pojmem nevratnosti tzce souvisi tz Poincarého rekurentni teorém, ktery
iikda, ze trajektorie systému ohraniceného izolovaného systému o konecné
energii se, po dostatecné dlouhé dobé, ptiblizi libovolné blizko své pocatecni
pozici.

Nastinime struény dukaz tohoto teorému. Uvazujme pocatecni stav systému
ve fazovém prostoru zg = (qo, po) a tento bod je obsazen v mnoziné fazového
prostoru §2y. Pak se systém vyviji na povrchu danym podminkou konstant-
nosti energie. Pak tento teorém iiké, ze za dostatecné dlouhou dobu se systém
opét dostane do mnoziny €2y. Necht” T je operator, ktery propaguje €1y za
jednotku ¢asu. Pak diky Liouvillovu teorému

Qo, T, T (438)

maji stejnou miru. Jestlize se tyto mnoziny neprotnou, pak povrch, na kterém
se pohybuji, by mél nekonecnou miru, coz je v rozporu s predpokladem. Pak
tedy muzeme psat

THQ (1" = Q #0 (439)

pro néjakd prirozena c¢isla k, n. Déle, diky jednoznacnosti trajektorii dostavame,
ze T je bijektivni zobrazeni, coz nam dovoluje psat

T(A(B)=T(A)(1(B). (440)
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Jestlize nyn{ budeme ptisobit s 77" na (439) dostaneme
T="(TF(\1"%) =T "Q # 0 (441)
a kdyz pouzijeme (440) dostaneme
T ()0 #0 . (442)

Jinymi slovy, za k — n ¢asovych jednotek mnozina €y méa konec¢ny prunik
sama se sebou. Nyni, jestlize vezmeme miru €2y libovolné malou, dostaneme
Poincarého teorém.

Je ztejmé, Ze tento teorém je zalozen na nasledujicich predpokladech.
Predné systém musi byt omezen, napiiklad v pripadé mechanického systému
musime pozadovat, aby tento systém byl v ohranicené prostorové oblasti,
jinymi slovy namuzeme dovolit, aby trajektorie ¢astic smérovaly do nekonecna.
A déle, musi platit Liouvillut teorém. Je také zrejmé, Zze systém nemusi
projit celym fazovym prostorem diive, nez se vrati do puvodniho stavu, kde
systémy, které pokryji cely fazovy prostor béhem svého vyvoje, se nazyvaji
ergodickymi systémy.

3.6.2 Boltzmannova a Gibbsova Entropie

V predchozi ¢asti jsme definovali entropii pomoci rozdélovaci funkce kinetické
teorie. Nyni strucné podame obecnéjsi definici.

Gibbsova entropie Hpy je definovana pomoci N —céasticové rozdélovaci
funkce fy jako

N
Hy = / fuinfy [[ d*xid’ps - (443)
i=1
Abychom urcili ¢asovy vyvoj této veliciny, vyjdeme z Liouvillovy rovnice
0
%Jr{fN,H}:o. (444)
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Pak casovy vyvoj této entropie je roven

dHy ! s, s Ofn —
7_/dezd Pzﬁ(l"“lan)—

N
—— [T i . 1} (14 1 ) =

i=1

N N
Ofn pi  Ofy 0OV
B+. 3D, R A =
— /Iizlldxld leE ( T m >(1—|—1an)

— opi  0x;
[T watn 3 (L2t OV Off)
(445)
kde jsme pouzili
N
_ dfy pi  Ofy OV
{ﬁwH}—%Q(a& m " o 9% (446)

a déle integraci po ¢astech. Vidime tedy, ze Gibbsonova entropie se zachovava
a tedy splnuje reverzibilni rovnici. Tato entropie je vstahnuta k termodyna-
mické entropii nasledujicim zpusobem

S = —kpHy (447)

coz je kineticka definice entropie izolovaného systému. Druhy termodyna-

micky zakon nam 7ikd, ze AS > 0 pro izolovany systém kdy rovnost plati pro

reverzibilni procesy. Protoze Liouvillova rovnice je reverzibilni, dostaneme,

ze vysledek S = konst je v souladu s druhym termodynamickym zdkonem.
V pripade, kdy neexistuji korelace mezi c¢asticemi, mame

v = H f1(3) (448)
a tedy
N N ,. N N N
Hy =) 11 / [T @xed®pi [T £1G) I fi(6) = " Hali) = NH - (449)
=1 5=1" k=1 j=1 i=1
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kde
H = /d3xd3pf1 In f; . (450)

Jak jsme vidéli, pak kinetickd rovnice ddvd H < 0 jako dusledek srazek v
tekutiné. Jinymi slovy feceno, pri sledovani jednocasticové funkce dostaneme,
ze dany proces je ireversibilni, na rozdil od plného dynamického popisu, ktery
je reversibilni.

3.6.3 Kolizni invarianty

V této kapitole budeme definovat operatory, které maji vyznacné vlastnosti
vhzhledem k ¢asovému vyvoji systému. Poznamenejme, ze kolizni integrél je
definovan jako

fUdz/ﬁ%a/ﬂwm—uMﬂﬁ—fﬁ% (451)

Budeme definovat operator

Hotw] = [ #witno) = [ [ [ a0k —wl(rf - 1ot

(452)
Zména proménnych
(u,u;) — (us, ) (453)
dava A A
I(p(u)) = [(d(u1)) . (454)

Jako dalsi krok uvazujme operator

How)) = [ ¢ [ @ [doofu-wl(r - frow) — (159)

Poté zména proménnych (u,u;) — (u',u}) mé jednotkovy Jakobidn jako
dusledek Liouvillova theorému pro dvoucésticovy systém, coz nam dava

dud*v) = d*udu; . (456)

Déle je také jasné, ze |u — uy|od( je invariantnni vuéi této transformaci a
pak dostavame

fww»:/fw/fm/amm—mWﬁ—fmww=—ﬂwm.
(457)
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Konecné, zména proménnych (u,u’) — (0, u}) déava
) 1 ) Y1

I(¢(a)) = I(¢(u})) . (458)

Kdyz nyni zkombinujeme vSechny tyto relace, dostaneme

4l(¢(w)) = H(¢(w) + L(@(w)) — [(@(w) — [($(u})) . (459)
Konené, diky linearité operatoru I, miizeme tento vysledek prepsat do tvaru

~

I(p(u)) = if@(U) +o(ur) — o(u') — o(uy)) . (460)

Necht x(u) je srazkovy invariant, t.j.

x(u) + x(ur) = x(u') + x(uy) - (461)
Pak pro tuto veli¢inu dostavame z (460)
I(h)=0. (462)

Necht” x(u) je veli¢ina, jenz se zachovava pii srazkach. Pak je jasné, ze
obecna funkce, ktera se zachovava pti srazkach, ma tvar

) = Co+ Y xolu) (463)

kde ¥, jsou vSecny nezavislé veli¢iny, které se zachovavaji pii srarkach. Zakon
zachovani energie a vSech t¥i komponent hybnosti implikuji

f(u) = Cy + C1u® + Copuy + Coyuy, + Cou, = —B(u —ug)? . (464)

Je ztejmé, 7e existence péti nezavislych srazkovych invariantu je obecnym
dusledkem kinetickych rovnic, protoze jsou svazany s dynamickymi zakony
zachovani poctu cCastic, energie a hybnosti pii srazkach. Tyto zakony nam
fikaji, ze jedna molekula béhem srazky ztraci hybnost a energii, zatim co
druha je ziskdava. Na druhou stranu srazkovy invariant potiebuje trochu
obecnéjsi pristup. Uvazujme zdrojovy ¢len ve tvaru

700 = [ dudystx - y)otuy) [ doo(r's - £1) -

= /d1d25(x —y)¥(u,y)o(y —y1) /ang(f(y, u',t)f(y,ug,t) — f(y,u,t) f(y1,u, )

92

(465)



kde jsme zavedli integraci ptes y;, abychom dostali symetrické fazové body. Je
ziejmé, ze vyraz se nezmeéni, jestlize zaménime 1 a druhou fazovou proménnou

o (x) = / 21425 (x — y2)(ys, w)3(y — y1) X

X /dﬂag(f(y1> 11/, t)f(ya ulwt) - f(y1> up, t)f(Y? u, t))

(466)
Tento vyraz muzeme také napsat
o) = [ drasix - y)ulv )ity - v)
X /dQUg(f(Y1> uy, t)f(ya u, t) - f(yla u,17 t)f(Ya u/7 t))
(467)

kde d1' = Pyd*u’,d2' = d*y,d*u. Pak diky Liouvillové teorému je tento
vyraz roven d'd? a tedy dostdvame

o (x) = — / A1d25(x — y1)b(y 1,1, )5(y — y1) X

« / Q0 g(f(yr, 1, 0)f(y, 0, t) = fyr,uy, ) f(y,u, 1))
(468)

kde konecéné muzeme provést zaménu mezi prvni a druhou fazovou proménnou.
Vysledkem dostaneme podminku, kdy je zdrojovy ¢len roven nule

1
oY = 1 /d3yd3Ud3Y1d3U2 [0(x — y)¥i(y, ) + 0(x — y1)¥1(y1, 1)

—0(x —y)Y(y1,u)) = 0(x — y)U(y,w)|o(y —y)(f'fi = ffi) =0
(469)

Tento vyraz je roven nule pro libovolnou formu rozdélovaci funkce, kdyz plati

iy, w) + 1 (y1,u1) — ¥(y1,u)) — ¥(y,0)]é(y —y1) =0
(470)

kde, oproti predchozimu vyrazu, vystupuje explicitni zavislost na souradnicich,
byt je déna ve formé delta funkce. Jinymi slovy feceno vidime dulezitou
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vlastnost, ze dana veli¢ina se stane srazkovym invariantem, jestlize k pro-
cesu vymeény energie a hybnosti dochézi je jednom a tom samém bodé, coz
je dusledkem faktu, ze ve srazkovém ¢lenu se vyskytuji rozdélovaci funkce
v jednom a tom samém bodé y. Na druhou stranu toto je zjevné pouhé
priblizeni, které plati v tzv. hydrodynamickém priblizeni, kdy se rozdélovaci
funkce mélo méni na vzdalenostech odpovidajici sttedni volné draze molekul.
Pak, pro takovou formu kinetickych rovnic, kdy bereme do tivahy nelokalnost
srazek, nékteré z téchto funkei jiz nemusi byt srazkovymi invarianty, i presto,
ze dynamické zakony zachovani zustavaji v platnosti.

V dalsim se omezime pouze na pripad hydrodynamického ptiblizeni, kde
srazkové invarianty hraji fundamentalni roli.

3.7 Rovnice zachovani

Uvazujme velicinu x(x, u), kterd je spojena s casticemi, a kterd se zachovava
v dvoucasticovych srazkach

Xx+xi=x+xi (471)

Celkovy mnozstvi této veliciny v jednotce objemu je rovna

ny(x,t) = /dgux(x,u)f(x,u,t

Naptiklad

n(x,t) = /d3uf(x, u,t) ,nv(x,t) = /d3uf(x,u,t)u : (473)

coz muzeme také prepsat do tvaru

v fddfjjfzujz)“ — () . (474)

Nasim cilem je najit pohybovou rovnici pro n, v piipadé, kdy f spliuje
Boltzmanovu rovnici. Abychom ji nasli, vynasobime Boltzmanovu rovnici
velicinou x a provedeme integraci pres rychlosti

Df

Exd?’u = /C[f]xd3u : (475)
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Zacneme nejdiive s pravou stranou této rovnice. Nejdiive mame

/ u / B C(f)x(u)du =
= /d3 /d3111/ Q)a —w|(f' fi = ffi)x(uw) +
+ /d3 /d3 / Duy —u|(f'fi = fif)x(w) =

_ /d3 /dgul / O — w| (' f] — £1)(x(w) + v(w)) .
(476)

Jako dalsi krok pouzijeme argument reverzibility, to znamena jako integracni
proménné budou vystupovat u’, u}. Vysledkem dostaneme nasledujici vyraz

1
[etmntwdu=7 [ [ @ [aoo@-wlrfi-r 0o -x)
(477)
Tento vyraz, diky diky predpokladu (471), je roven nule. Tedy, pro veli¢inu,
ktera se zachovava v dvoucasticovych srazkach, dostavame

of  ,0f F'Of
3 3
0_/Dt @ /(81& 8xl+m8u’)xdu’ (478)

kterou muzeme prepsat do tvaru

_ 0 3 9 i3, 3
0 = 8t/fXdu+8a:i/fXUdu / f du+

1 0 N s L [OF 34 _l i
oo [ () ot X fFdu

(479)

Prvni ¢len na druhém iddku je roven nule, nebot muze byt vyjddien jako
povrchovy integral

/ aii(foi)d3u: /| | FxFlujud (480)

kde budeme predpokladat, ze rozdélovaci funkce f se blizi k nule daleko
rychleji, nez y Fiu;u roste pro u — oo. Napiiklad, toto plati pro rozdélovaci
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funkci exponencialniho typu. Poté, kdyz zadefinujeme pro libovolnou veli¢inu

Q
n(@) = [ duor (481)

dostdvame rovnici, kterd urcuje ¢asovy vyvoj veli¢iny (x)

0 0 i ; OX _n ; Ox _n OF" _
a<n<x>>+@mi (n<ux>)—n<u 8:pi> E<F 8ui> E<8uix>_0'
482

Tato rovnice nam fikd, jak hustota n, = n (x) libovolné veli¢iny x, jenz se
zachovava v dvoucasticovych srazkach, se vyviji v ¢ase. Tato forma rovnice
se bude casto opakovat pti odvozeni hydrodynamickych rovnic

3.8 Odvozeni hydrodynamickych rovnic

Rovnice (482) urcuje prechodod mikroskopického popisu (pomoci molekularni
veliciny ) k makroskopické veli¢iné, dané mnozstvim veli¢iny x v jednot-
kovém objemu, n (x). V nésledujicim budeme predpokladat, ze sila F' nezavisi
na rychlostech.

Rovnice zachovani hmoty

Tato rovnice vyjadiuje zachovani hmoty ve srazkovych procesech. Jinymi
slovy predpoklddame, ze x = m. Pro tuto volbu (482) ma tvar

0 0 N
E(nm) t o (nm (u')) =0 (483)
kde jsme vyuzili faktu
<m>:l/d3ufm:@/d3uf:m. (484)
n n

Jestlize zadefinujeme hustotu hmoty jako
p=nm (485)

pak rovnice (483) méa tvar rovnice spojitosti

ap B
E—l—v-(pv)—o, (486)

kde v = (v) je stfedni rychlost ¢éstic.
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Zakon zachovani hybnosti

Nyni uvazujme x* = mu'. Pak dostavame

0 ; 0 L L ou’
0 = a(nm(u))—i—%(nm@ju >)—n<FJauj>:

o . . 0 o 4
= a(pv’) + %(nm (w/u')) — nF’
(487)
kde jsme pouzili gT“; = 6; a dale skutecnosti, ze pro silu, ktera nezavisi na

rychlostech, mame

%

(F') = %/d?’uFif = %/d%f =F". (488)

zavedeme tensor tlaku definovany vzhledem ke klidové soustave

pl = m/d?’uuiujf =n(mu'v’) . (489)
Pak momentova rovnice ma tvar
o . .. p o
—(pv* —p = =F". 4
at(pv ) + 5 = (490)

Zakon zachovani energie

V pripadé, kdy mame jednosloskovy plyn, translaéni kinetickd energie se
zachovava pri srazkach a muzeme tedy uvazovat

X = %mu2 . (491)
Pak definujeme €f jako stfedni hodnotu kinetické energie
€x = /dguglﬂf(u,x, t)=n <%mu2> . (492)
Pro tuto veli¢cinu ma momentova rovnice tvar
%EK n aii (qx) — % (Fimu;) = 0 (493)
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coz dava znamy vysledek

0 J . p

— (') = —F"y, 494
(o) + o (d) = L (194)

kde jsme zavedli vektor toku energie
g = / d?’u%uzui f (495)

3.8.1 Relativistické makroskopické proménné

Nyni prepiseme tyto zachovavajici se rovnice pomoci vice fyzikalnich rela-
tivnich proménnych, coz jsou proménné odpovidajici odchylce od strednich
hodnot. Oznacime odchylku vektoru rychlosti od stfedni hodnoty pomoci
symbolu ¢

c=u-—v. (496)

Pak definujeme relativni tensor tlaku,

P = m/dg'ucicjf = p<(uZ — ") (v — ’Uj)> =
e

= p(<uiuj>—vivj—vjvi+vivj —p< u3> v'vd)

(497)
a tedy o
p(u'n’) =p” = P7 + pv'v’ . (498)
Stejnym zpusobem definujeme relativni tok tepla
i 3l o L o,
Q' = duémc cdd’u=n gmee (499)
explicitné dostaneme
Q' = d?’u(@uQui L muu'v; + mulvlv’ + M2 m1)21)2‘) =
2 2 2 2
= ¢ —vex — Pij/Uj + pv*ot .
(500)
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Déle zavedeme vnitini energii

1

e(x,t) = /d3u§m02f(u,x, t) (501)

ktera souvisi s energii ex nasledujicim zpusobem

. : 1
€= %/al?’u(uZ — ) (u; —v) f =ex — épUQ :

(502)

Pak také mame ' ' ‘ - '
¢ =Q +v'e+ Pvj+ vlgzﬂ : (503)

Z (498) vidime, ze absolutni tlak je vétsi nez relativni, na druhou stranu toto
neni to, co my myslime tlakem. Tlak méfime v soutadnicové soustavé spojené
s tekutinou, jinymi slovy je to tlak, ktery nezavisi na makroskopické rychlsti
v. Nyni, kdyz pouzijeme (498),(500) a (502) v rovnicich (490) a (493) tak

dostaneme

J, . 0 . ,
2+ 5p = LF =
m

0 oxJ
9 ; o' ij 0 VAV i 9 i P
FTAR i A GO L et e
o . 9 N 0 . po
P J_= = piy 7 m
p(@tv v arjv) +8xjp mF

(504)

kde jsme uzili faktu, ze vyraz v'(9;p + 9;(pv') je roven nule jako dusledek
zakonu zachovani.

ot KT gt

Oe + 0iq" + 0;(v'e) + PY0w; +

m

1 .
+§112 (Op + 0i(p')) +
+0;[p(0” + v'Op7) + 8; P — %F]] =0=
8t€ + @qi + &(vie) + Pij@vj =0
(505)
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3.8.2 Souhrn momentovych rovnic

Zavérem dame prehled vSech momentovych rovnic

op  Opv') _
ot ox !
gt 90 19PT F

V— = ————
8t+ O paxﬂ+m’

atE -+ @ql —+ 81‘(Ui€) —+ Pijaﬂ)j =0.
(506)

Vidime, ze mame pét rovnic. Neznamymi jsou nasledujici momenty rozdélovaci
funkce f

. 1 . - o
p:m/d3uf, vZ:—/d3uuzf, P”:m/d3u0101f7
n

e:%/dgucgf, qi:%/dguCQCif.

(507)

Vidime, ze mame 1 + 3 + 6 + 1 + 3 = 14 neznamych funkci. Z toho vidime,
ze momentové rovnice netvoii dynamickou teorii kapalin.

V principu bychom mohli zavést vice momentovych rovnic tim, ze vez-
meme vyssi momenty Boltzmanovy rovnice. Na druhou stranu tyto rovnice
by vzdy zavedly vyssi momenty distribuéni funkce diky ¢lenu u'0; f v Bolt-
zmanové rovnici. Jinymi slovy musime najit zpusob, jak néjakym zpusobem
ziskat dynamickou teorii kapalin z kinetické teorie.

Jinymi slovy, abychom odvodili dynamickou teorii kapalin, musim najit
vztahy mezi 14 nezndmymi p, v*, PY, € a ¢* takovym zptisobem, Ze dostaneme
uzavieny systém rovnic.

Nejdiive musime zduraznit, ze srazky jsou jediny zpusob predavani hyb-
nosti a energie v tekutiné, ktera je slozena z neutralnich c¢astic, coz je pod-
statné pro jeji vlasnosti.

3.8.3 Teplota:Variace distribuce rychlosti

Teplota tekutiny, ktery je tvoren molekulami bez vnitinich stupnu volnosti,
je dan vyrazem

¢ = / d3u%02 flu) = ngT . (508)
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Vyznam definice teploty dané touto rovnici je nasledujici. Uvazume molekuly,
které jsou vsechny v klidu. Necht se tekutina pohybuje jako pevné téleso s
rychlosti v. Vidime z rovnice (508), ze v tomto piipadé 7" ~ € = 0, coz je
ocekavany vysledek. Vidime také, ze (508) muze byt prepsdana do tvaru

3kgT 9
= — 509
P {(a— W) | (509)
kterad dokazuje, ze 3k£T je mira variace hustoty pravdépodobnosti rychlosti.

Je zfejmé, ze muzeme obecné definovat dalsi makroskopické proménné k
jiz definovanym n, v, T, €, )", PY, naptiklad néasledujici tensor

nhiyiy, in = /al?’uf(c,x,t)cilci2 Gy (510)
kde proménnd A(x,t) je tensor n—tého fadu ve tfech dimensich.

3.8.4 Statisticka rovnovaha

Vratime se opét k obecné analyze Boltzmanovy rovnice a budeme zkoumat
otazku, za jakych podminek dojde k vynulovéani kolizniho integralu. Vidime,
ze toto je splnéno za predpokladu, kdy

fri=rh (511)

Tato podminka se nazyva podminkou statistické rovnovdhy. Explicitné, tato
podminka ifké, ze mnozstvi ¢astic, které piite¢enou do elementu d*xd®u je
roven poctu castic, které z dané¢ho elementu odtecou. Také je jasné, ze tato
podminka je nutna podminka pro existenci rovnovazného stavu, kdy 0, f = 0.
Jinak feceno, podminka rovnovahy 0; f = 0 implikuje, ze entropie dosahla své
rovnovazné hodnoty, nebot

% = —kB/d3xd3X88—{(1 +1In f) (512)
a tedy 0,f implikuje % = 0 a my vime, ze tato podminka je splnéna pouze
za predpokladu kdy plati (511). Vidime tedy, ze tato podminka je nutnd
pro existenci rovnovazného stavu a je to i dostatecnd podminka v pripadé
homogenni tekutiny bez pusobeni vnéjsiho pole.

Kdyz se nyni vratime k Maxwellovskému rozdéleni, tak vidime, ze toto
rozdéleni nutné spliiuje podminku statistické rovnovahy. Je jasné, ze tomu tak
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mus{ byt, nebot Maxwellovské rozdélen{ jsme odvodili pravé z predpokladu,
ze pro né kolizni ¢len je roven nule. Na druhou stranu je ziejmé, ze Ma-
xwellowské rozdéleni bude splnovat podminku statistické rovnovahy (511) i
za predpokladu, kdy konstantni hodnoty n, v a T' jsou nahrazeny n(x, t), T'(x, t)
a v(x,t). Vysledna rovnovazna distribuce se nazyva Lokdlni Mazwellovské
rozdélent

0 B n(x,t) _m(u—v(x, t))?
flaut) = (2rEa T (x, 1)) exp( kT (x 1) > ‘ (513)

Je jasné, ze pro toto rozdéleni plati

n(x,t) = /d3uf0(x,v,t),

1
v(x,t) = e /dSufO(x, u, t)u,
3 3y #0 m 2
571()(, t)HBT(X7 t) = d uf (X7 u, t)?(u - V)
(514)
jak vyplyva z téchto integralu
/ dee™"I" = Vo7,
/ dzze =0/ = / da(z —v)e” @/ 4
+v/ dre 0 = /by /7
(515)

Je nutné rozlisit dva druhy Maxwellovského rozdéleni: Absolutni Maxwellovské
rozdéleni, které oznacime jako fy, kde n,v,T jsou konstantni, a Lokalni
Maxwellovské rozdéleni, které oznacime jako f°, kde n,v,T zévisi na
soutadnicich x a case t. Je ale zfejmé, Ze toto neni rovnovazna distribucni
funkce, nebot i kdyz je srazkovy ¢len roven nule pro toto rozdéleni, tak jesté
stdle neplati 0,f = 0, protoze vime, ze casovy vyvoj rozdélovaci funkce je
jednak zapri¢inén srazkovym clenem, a jednat ¢lenem v kinetické rovnici,
ktery obsahuje tok a dale interakci s vnéjsim polem.
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Nyni piijdeme k dulezitému zavéru, ktery iika, ze lokalni Boltzmanovo
rozdéleni je rovnovazné rozdéleni ve smyslu, ze pro néj plati

dH , .o,
=0 (516)

Abychom toto ukazali, budeme uvazovat obecnéjsi formu Boltzmanovy H-
funkce

H = /d3Xd3uf(X,u,t) In f(x,u,t) . (517)

Vime, ze kdyz nechame tekutinu v klidu samu o sobé, béhem urcitého ¢asového
okamziku se tento systém dostane do stavu termodynamické rovnovahy. Tento
jev je pravé popsan klesanim H funkce. Kdyz nyni provedeme derivaci této

funkce, dostaneme

Cil—?: = | &@xd®u(1+1n £)0,f (518)

Jestlize nyni pouzijeme Boltzmanovu rovnici, dostanem

%:—/d3xd3u( %—I—Eg—fi) (1+lnf)+/d3xf(1—|—lnf):

= /d3xf(1 +Inf),
(519)

kde jsme pouzili

/d3xd3uugf(l+l f) = /d3xd3 “flnf /d3 / i(fln £)dS; — 0

/d3 Pt f1+lnf /d3 /d3 Faflnf /d3/ —flnde—>O

(520)

Kde jsme predpokladali, ze funkce f se blizi nule na hranici daného objemu,
coz je dané sférou S, a také, ze funkce f se blizi nule na hranicich rych-
lostniho objemu.

Nyni s pouzitim predchozim uprav dostdavame

AT+ Inf)=I0+Inf)+IQ+Inf)—I(1+Inf) - (1+1nf1:
(o))
fir
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Nyni diskuse stejna jako v predchozi ¢asti dokazuje platnost H-teorému pro
obecnou rozdélovaci funkei, ktera splnuje Boltzmanovu rovnici.

Vidime, ze jak absolutni, tak lokalni Maxwellovské rozdéleni spliuji, ze
srazkovy clen je roven nule a tedy pro né plati

dH(fo)  dH(f°)
e dt

0. (522)

7 tohoto duvodu mohou byt obé rozdéleni nazvany jako rovnovazné dis-
tribu¢ni funkce. Na druhou stranu termodynamicka rovnovaha pro tekutinu,
kterda neni vystavena vnéjsim polim, implikuje, ze vSechny makroskopické
veli¢iny jsou konstantni. Z tohoto duvodu je tato situace popsana pomoci
absolutni Maxwellovské rozdélovaci funkce fy. Muzeme ale predpokladat, ze
pred dosahnutim termodynamické rovnovahy, plyn je ve stavu lokdlni tep-
lotni rovnovahy, a tedy je popsan pomoci lokalni Maxwellovské rozdélovaci
funkce f°. Jinymi slovy muZeme si piedstavit situaci, kdy mame tekutinu
v obecném stavu. Béhem casového vyvoje, pii kterém neprovadime na dané
tekutiné néjaké vneéjsi zasahy, dochézi k poklesu H funkce az do té doby, do-
kud stav systému je popsan pomoci lokalni Maxwellovské rozdélovaci funkce,
kdy je ustanovena lokalni termodynamicka rovnovaha v kazdém malém ob-
jemu tekutiny, zatim co tekutina jako celek se nenachazi ve stavu globalni
termodynamické rovnovahy. Poté bude dochazet k dalsim procesum uvnitt
tekutiny, kdy dochazi k relaxaci vSech makroskopickych velicin do stavu,
kdy tyto veliciny maji konstantni hodnoty v celém objemu tekutiny. Poté se
tekutina nachéazi ve stavu globalni termodynamické rovnovahy.

3.8.5 Lokalni termodynamicka rovnovaha a makroskopické proménné

Ukazali jsme, ze lokalni Maxwellovské rozdéleni spliuje podminku lokalni
termodynamické rovnovahy, coz mé za nasledek, ze srazkovy integral je ro-
ven nule. Na druhou stranu, jestlize vlozime toto rozdéleni do Boltzmanovy
rovnice, je jasné, ze leva strana je nenulova pro obecné hodnoty parametru.
Na druhou stranu je ziejmé, ze prostorova a casova zavislost lokalnitho Ma-
xwellovského rozdéleni je vyjadiena prostrednictvim funkcei n,v, T, vidime,
ze abychom nasli kompletni lokalni rovnovazné teseni je dostacujici najit
zavislost téchto funkei na prostorovych souradnicich.

Déle také ukazeme, ze lokalni Maxwellovské rozdéleni je dulezity prvek v
Chapman-Enskogové rozvoji Boltzmanovy rovnice. V tomto procesu f° jako
reSeni nejnizsiho fadu, kde n, v a T jsou funkcemi x,¢.
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3.8.6 Barometricka rovnice

Uvazujme, ze mame tekutinu ve vnéjsim poli, které je konservativni a tedy
se da vyjadrit pomoci skaldrniho potencialu

0P
F=—. 523
o (523)
Oznaéime rovnovaznou distribuci pro tuto konfiguraci jako f, a budeme
pozadovat, ze % = 0. Zbyvajici ¢leny na levé strané rovnice davaji
dfo  F'ofo
=t ———=0=
ox _+ m Ou’
y. 0k _ 900f,
ox  Ox ov

(524)
Budeme predpokladat, ze obecnéjsi forma reseni statické rovnovahy ma tvar

—A(v —vg)? +1n B — 2A%(x)
- :

In fy = (525)
Je ziejmé, ze toto FeSeni spliuje podminku statické rovnovahy (511). Na
druhou stranu dosazenim do levé strany Boltzmanovy rovnice dostavame

oy 00

I u:a_x.(u_v) (526)

a my vidime, ze muzeme ztotoznit 1(x) = ®(x) za predpokladu, kdyz g—i :
v = 0. Kdyz poté budeme postupovat standartnim zpusobem dostaneme
rozdeélovaci funkci ve tvaru

— ’]’LO

fo=

[m(u—v)?/2 + <1>(X)])

M _ 2
(2rkpTp)32 P ( kenT (527)

kde nyni ng, v a Ty jsou konstanty. Je také dulezité, ze v je normélni k V&.
Diky této rozdélovaci funkci muzeme uréit rovnovaznou hustotu ¢astic
jako

n(x) = / Pufy(x, 1) = g exp [—Z’;ﬂ , (528)
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kterd nam fikd, ze ny je hodnota hustoty castic v bodé, kde ®(x) = 0.
Rovnovazna teplota je ddna vyrazem

;kBT(x)n(x) = /d?’u%m(u— v)*fo =

3n(x)T(x) = 3ngThexp {—Z’;ﬂ .

(529)

Jestlize do predchoziho vyrazu dosadime hodnotu hustoty ¢astic n(x,t), kte-
rou jsme uréili v (528), dostaneme

3n(x)T(x) = 3noThexp {— Q)(X)] = 3n(x)T

kBTy
(530)
z ¢ehoz plyne, z muzeme stotoznit Ty s T'. Nakonec tedy muzeme psat
2
fo(x,u) = (%Z:‘T))S 5 exp {_ (‘;H—B;) } (531)
Pro homogenni gravitacni pole dostavame
O(x) =mg(z — 2) - (532)
Vlozenim tohoto potencidlu do predpis pro hustotu castic dostavame
n(z) = ngexp [—M] : (533)
kg1

Tento exponencidlni ubytek hustoty ¢astic je znam jako barometrickd rovnice.

3.9 Transportni koeficienty
3.9.1 Odezva na poruchy

Uvazujme systém, ktery je v rovnovaze s odpovidajicimi konstantnimi hodno-
tami n, v, T. Jakmile se objevi vnéjsi poruchy, tyto hydrodynamické velic¢iny
se zméni odpovidajicim zpusobem. Z pozorovani je jasné, ze tekutina odpovi
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na tyto zmény takovym zpusobem, kterym se snazi obnovit rovnovahu. Tedy,
kdyz definujeme R jako odezva, dostaneme

R[On] = nv;,
R[@-vj} = Sij s
RIOT] = Q.

(534)

Jinymi slovy, pohyb tekutiny je odpovéd na objeveni gradientu hustoty, kom-
ponenty deformac¢niho tensoru jsou odpovédi na objeveni se gradientu v rych-
losti tekutiny. Ddle, teplotni tok je odpovédi na vznik gradientu teploty.

Koeficienty, které vyjadiuji imérnost mezi gradienty poruch k odpovidajicim
toktim, se nazyvaji transportni koeficienty.

Koeficient difuze

Tento koeficient se vyskytuje v relaci odezvy mezi gradientem hustoty a

rychlosti a ma tvar
nv =—DVn . (535)

Tento vstah nam k4, ze pii objeveni zmény hustoty v kapaliné od homogenni
k nehomogenni konfiguraci, za¢ne v tekutiné probihat transport ¢astic proti
rustu hustoty castic, jinymi slovy feceno tok probiha takovym zpusobem,
aby doslo k obnoveni homogenni konfigurace.

Termalni kondukce Tento koeficient se vyskytuje v relaci

Intepretace tohoto vstahu je stejna jako v predchozim pripadé. V pripadé ob-
jeveni nehomogenity v rozlozeni teploty dochazi k transportu tepla z mista s
vyssi teplotou do oblasti s nizsi teplotou, kde transport tepla je zprostredkovan
tokem ();.

A konecné, koeficient viskozity odvedeme z nasledujici ivahy. Je uzitecné
rozepsat tensor tlaku ve formé

P9 =§"p— SV (537)

V tomto vyrazu, p je skaldrni tlak a S¥ oznacuje komponenty tensoru tlaku,
které odpovidaji jako odezva na gradient rychlosti. Pfedpokldadame, ze S%
spliuje nasledujici dvé vlastnosti

107



S neobsahuje jiné cleny nez d;u;, protoze pozadujeme, S = 0 za
predpokladu, kdyz d;u; = 0.

Déle pozadujeme, aby platilo S¥ = 0 pro tekutinu v rovnomérném
rotacnim pohybu. Rovnomérny rotacni pohyb je charakterizovan kon-
statnim vektorem tihlové rychlosti 2 tak, Ze makroskopicky pohyb ele-
mentu kapaliny je dan

v=0Qxx. (538)

Tato vlastnost nam iikd, ze S¥ = 0 pro v =  x x. Tensor, ktery toto
splinuje, ma obecny tvar

ov' v P
a ( o a:w‘) + b0 (539)

kde a a b jsou libovolné konstanty. Toto vyplyva z nasledujiciho

o' ovl i ijk ikl jkl
5 + B (pro v =c¢ ijk) = €"0;(Qxy) + €70, (Quy) =
= e““leéé- + M0t = €Iy, + My, = €My, — €My, =0
(540)
a také . B B A
81‘UZ = e”ij@(xk) = Ezjkﬂjéf = Ek]ij =0. (54].)
Pomoci tohoto vyrazu dostavame, ze muzeme napsat tensor .S;; ve tvaru
ov; Ov; 2 _ Ovu o’
J "(axﬁaxz 3 Ja:(;k)+C s (542)

Konstanty, které vystupuji v tomto vyrazu, jsou 7, znama jako koe-
ficient smykové viskozity, zatim co ( je koeficient objemové viskozity.
Poznamenejme také, Ze tekutina je nestlacitelna, jestlize plati 9;v° = 0.
Tensor S;; muzeme také napsat s pomoci symetrického deformaéniho

tensoru 9 0
A 1(”+”). (543)

U= o\ 9z " o
kde z definice dostdvame TrA = A;;07" = 9,v*. Pak muzeme napsat
tensor tlaku P¥ ve tvaru

PU = §p — 59 = §p — (A — 2690") — (8U0 (544)
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kterda ma nasledujici vlastnost
TrPY = P96, = 3p — 2n(TrAY — 9v") — 3¢ = 3p — 3¢o" |

(545)

ktera, v pripadé nestlacitelné tekutiny, ma tvar
TrPY = 3p . (546)
Sila, ktera pusobi na element tekutiny okolni tekutina, je vyjadiena ten-

sorem tlaku P¥, ktery pro nestlacitelnou tekutinu m4 tvar

P = §9p —2nA" (547)

Uvazujme nyni tekutinu, kterd se pohybuje ve sméru osy x s rychlosti, ktera
je funkei 2

v = [v,(2),0,0] . (548)
Pak sila pusobici na plochu o obsahu AzAy s normalnou n = [0,0,1] je
rovna 9
F, = P..Ax Ay = (—2nA,.) ANz Ay = —n%&x&y : (549)
z

Vidime tedy, ze sila pusobi opatnym smérem, nez je rust rychlosti. Pozna-
menejme také, ze tensor deformace vystupuje v mechanice pevnych latek,
kdy ovsem uvazujeme vektor posunuti misto vektoru rychlosti, coz odpovida
vynasobeni vektoru deformace daného vyse elementem At. Obecné muzeme
fici, ze deformace spojitého prostredi je vysledkem napéti, které na né pusobi.

Dulezitou vlastnosti transportnich koeficientu je ta, ze diky vstahum,
kterymi jsou definovany, dostavame dodatecné rovnice, které slouzi k uzavieni
momentovych rovnic. Napiiklad, s pomoci (542) ma momentova rovnice rych-
losti v* tvar

o . .0 o .. p
I J_7 N o % R i 7
p(atv +U8xjv)+5xjp mF =

p (00" + 0v70;0") + Oip — nd; 0" — nd;0;v7 — (¢ + g)@iajvj = %FZ :
(550)

Toto jsou tii rovnice pro pét neznamych v, p, p. Rovnice spojitosti spolu s
dalsi skalarni rovnici déla z tohoto systému systém uzavienych rovnic. Dalsi
rovnici myslime rovnici vyjadiujici vstah mezi hustotou a tlakem. Touto rov-
nici se budeme vénovat pozdéji pii dalsim vykladu hydrodynamiky.
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3.9.2 Formulovani transportnich koeficienta

V této kapitole popiSeme, jak je mozné najit transportni koeficienty. Uvazujme
maly objem tekutiny v rovnovaze s hustotou ¢astic n. Zavedeme stiedni rych-
lost castic C'

() = C? . (551)
Pro bodové castice ekvipartacéni teorém dava
1 3
§m02 = 5k:BT : (552)

Uvazujme stiedni tok ¢astic I" v libovolném ze Sesti sméru (osa z, —x,y, —y, 2, —2)
a v lobovolném casovém okamziku ¢. Nyni si predstavme, ze mame vélec o
vysce C' a jednotkové plose. Protoze stiedni rychlost ¢éstic je C', pak 1/6
castic v daném vélci projde povrchem horni podstavy za sekundu. Jestlize si
oznacCime tento smeér jako z, dostaneme

r, = %nC . (553)
Dalsim dulezitym pojmem je sttedni volna draha [. Implicitné predpokladame,
ze k predavani hybnosti a energie mezi molekulami dochazi pouze pri srazkach.
Napriklad, dosazeni rovnovahy hustoty castic je zprosttedkovano srazkami,
kdy c¢astice z oblasti s vétsi hustotou jsou prendseny do oblasti s mensi hos-
totou. Jak my jiz vime, s pojmem srazek se vaze pojem u¢inny prutez, kdy
muzeme najit nasledujici odhad

nol ~ 1, (554)

ktery vyplyva z toho, Ze stfedni rovna draha je nepfimo timérnda jak poctu
castic n, tak acinnému prufezu.
Nyni muzeme pristoupit k odvozeni koeficientu vlastni difuze. Uvazujme,
ze mame c¢astice jednoho druhu a dale, ze zde existuje gradient hustony n
ve sméru osy z. Pak tok ¢astic, které se pohybuji ve kladném sméru osy z a
které protnou rovinu z, je roven poctu céstic, které se nachazeji v misté n —1I.
Na druhou stranu pocet ¢astic, které se pohybuji v zdporném smeéru osy z a
které protnou rovinu z, je roven poctu castic v bodé z + [. Pak celkovy tok
castic v bodé z je roven
I,=1.,- Ferl ) (555)
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coz, s pomoci (553), dava

r, - éC’[n(z D) —n(z41D) =
21C [n(z —=1) —n(z +1)

6 21
1. 0On

= —-lC—
3 0z

(556)

Na druhou stranu my vime, ze tok ¢astic v.daném bodé z ve sméru osy z je
déan vyrazem I', = nv, a tedy
1. _0On

— ;02
nv, 3 C@z (557)

Poznamenejme, ze definice koeficientu difuze je ddna vyrazem

0
nv = —DVn = nv, = —DZ" . (558)
0z
Pak porovnanim téchto dvou rovnic dostaneme hledany vyraz pro koeficient
difuze

D= _ézc | (559)

Viskozita
Uvazujme tekutinu, ktera se pohybuje jednim smérem s rychlostnim pro-
filem

v = [v,(2),0,0] (560)

Je ziejmé, ze pro tuto konfiguraci méame nenulové nasledujici komponentu

sz
v,

Kazda céstice na plose z — [, ktera se srazi a pohybuje se ve sméru osy +2z,
unasi sttedni komponentu hybnosti ve sméru osy x z oblasti z — [, to jest
mu,(z — ). Tok téchto ¢astic je roven

Pzz - _Sz

(561)

1
I, =nC. (562)
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Pak tedy stredni hodnota z—komponenty toku hybnosti napfi¢ rovinou z
diky transportu ¢astic ve sméru osy z je rozdil mezi kladnym piispévkem

1
Iy = énCva(z —1) (563)

a jeji ztratou
_ 1
r, = gnCmvm(z +1). (564)
Pak zména hybnosti na plose z ve sméru x je rovna

rr—r, =

(565)

Tento rozdil muzeme interpretovat jako silu, pusobici ve sméru osy x na plose
Z, Co7 je

1 Ou,
P.,=—=pClI . 566
5PCl—- (566)
coz nam dava klasicky Maxwelluv vysledek
1
n = ngl : (567)

Termalni kondukce

Stejnym zpusobem miuzeme pokracovat s transportem kinetické energie.
Uvazujme zménu kinetické energie ex(z). Pak stejnym zpusobem, jako v
predchozi ¢asti, kdy definujeme

1 _ 1
Iy = EnC’eK(z 1), Iy = gnCEK(Z +1) (568)

dostaneme nasledujici vyraz pro zménu kinetické energie

1
Th—Tg = —gnClaae—: . (569)
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Jestlize si nyni uvédomime, ze mame vstah ex = €—|—% pv? a budeme predpokladat,

ze v a n nezavisi na z, pak mame 85_5 = % a tento rozdil je roven toku tepla
Ve Smeru osy z
1 Oe
= ——nCl— . 570
@ 3", (570)
Nyni definujme ¢y jako specifické teplo na jednu ¢astici
Oe
= — . 571
Co=or (571)
Pak dostaneme
1 Oe 1 Oe OT 1 orT
,=—-nCl— = —=nCl—— = —=nClcy —
Q= —gntly, = 3", = 3l
(572)
a tedy
1
K= gnC’lcV : (573)

3.10 Momentové rovnice a hydrodynamické rovnice-
Pokracovani

Jak jsme také ukazali, srazky implikuji, ze distribuéni funkce se blizi rov-
novaznému Maxwellovskému rozdéleni s moznou nenulovou stfedni rychlosti.
Necht predpoklddejme, Ze distribuéni funkci ve tvaru

Fx,u,t) = n(x, t) (#T(XJ))?’/Qexp (—m%) , (574)

coz je Maxwellovo rozdéleni s lokdlnimi stfednimi hodnotami rychlosti, hus-
toty a teploty. Necht pomoci této funkce vypocitame P¥(x,t)

P = m/d3u(ui—vi)(uj —v)f(u—v) =

3/2 2
m . mc ..
= O —m7m78M dBucd _ — pdi
mn(X, )(27rkBT(x,t)) / He eXp( 2k3T> b

(575)

kde
p(x,t) = n(x, t)kpT(x,1)
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je tlak kapaliny. Pti odvozovani tohoto vstahu jsme vyuzili faktu, ze
o) [e.e]
/ dzze ™ =0 ,/ drate™ = VT . (576)

Stejnym zpusobem dostavame

3
e= 2 / Pucf = SnkpT . (577)
2 2
* 1
Q' = 5 / duc*f =0, (578)
kde € je vnitini energie pro jednocasticovy plyn. Konecné
y . o’

Diky témto predpokladum dostavame momentové rovnice v nultém radu

0
L1V (pv) =0,

ot
0 1 1
—V—i—V-Vv:——Vp—I——F,
ot p m
Oe

E+8i(ve):—pV~v

(580)

coz je pét rovnic pro Sest veli¢in p,v,p a €. Na druhou stranu tii termody-
namické veliciny mohou byt vyjadreny jako funkce hustoty castic a teploty,

tedy
3

p=mn, p=nkgT,6 €= inkBT : (581)
Jinymi slovy dostavame, Ze ¢islo nezavislych rovnic je shodné s ¢islem nezavislych
proménnych a tudiz tento systém je uzavieny a ma formu dynamické teorie
kapalin.
Na druhou stranu této dynamické teorii chybéji nékteré dulezité vlastnosti
jako teorii redlnych tekutin.

e Protoze ' = 0 dostdvame, Ze neexistuje transport vnitini energie.
Jinymi slovy feceno, v této tekutiné neexistuje konvence.
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e Protoze P is diagonalni, tato tekutina je charakterizovdna absenci
viskozity.

Jinymi slovy fec¢eno, v této formulaci dynamiky tekutin chybi vlastni popis
transportnich jevu.

Je vhodné si polozit otazku, co je pricinou, ze jsme nebyli schopni po-
psat tyto jevy vhodnym zpusobem. Ukazuje se, ze lokdlni Maxwellova distri-
buce je prilis restriktivni. Jestlize zde existuje teplotni gradient, ¢éstice, které
prichézeji na urcité po sméru gradientu maji urcité vyssi energii nez céstice,
které sem prichazeji z opacného sméru gradientu. Je jasné, ze tyto transportni
jevy jsou tzce svazany s opusténim predpokladu Maxwellovo rozdéleni.

3.11 Chapman-Enskogitv Rozvoj
3.11.1 Kolizni frekvence

Srazkovy integral v Boltzmanové rovnici muze byt napsan ve tvaru

J(fIf) = /d?’ul/an|u—u1]f u) /clzsul/dQ\u—uﬂff1

(582)

Uvazujme néasledujici vyraz

= /d?’ul/dﬂa\u—ul]f(vl) : (583)

Protoze tento vyraz je imérny relativni rychlosti, i¢innému prutezu a poctu
nalétavajicich ¢astic dany funkei f(u;) a néaslednou integraci pres u; a (2
muzeme tento vyraz interpretovat jako pocet srazek s ¢astici o rychlosti u,
tedy muzeme ho nazvat Kolizni frekvenci.

Necht ” napiseme Boltymanovu rovnici ve tvaru

Df of FOf  ,0f
Dt_8t+m8ui+ oxt

=1If, (584)

kterd nam definuje kolizni integrél-operator I. Protoze v(v) je srazkova frek-
vence, jeji fyzikalni rozmér je s~1, z éehoz vyplyvé, Ze oprator I ma tu samou
fyzikalni dimenzi. Pak je uzitecné napsat operator I ve tvaru

I =l (585)



kde I je nyni bezrozmérny operdtor a kde vy je konstanta o fyzikalnim
rozméru s~ 1. Pomoci této terminologie dostdvame Boltzmanovu rovnici ve
tvaru

Chapman-Enskoguv rozvoj muze byt proveden v oblasti s velkymi srazkovymi
frekvencemi, coz ekvivalentné znamena v oblastech s malou stfedni volnou
drahou. Explicitné, jestlize C' je stfedni termalni rychlost ¢éstic, pak je fejmé,
ze tato rychlost je dana jako podil stfedni volné dréahy a doby mezi dvéma
srazkami, coz je prevracend hodnota srazkové frekvence, a tedy

C~lv. (587)

Prvni krok k provedeni této expanse je napsat Boltzmanovu rovnici ve tvaru
0 A 1.

—+D =-1f, 588

(5+0) 7 =11 (55%)

ke o F 0
a kde predpokladame bezrozmérny maly parametr ¢ < 1, kde si ale musime
uvedomit, ze tento parametr byl zaveden pro korektné definovany rozvoj s
tim, ze by mél byt polozen jedné na zavér této analyzy.

Ve druhém kroku Champman-Enskogové rozvoji provedeme nasledujici
roZvOj

F=fO4ef® 2@y (590)
Normalizujeme funkci f takovym zpusobem, aby spliovala
n(x,t) = /d?’uf, n(x,t)v(x,t) = /d3uuf,

gn(x,t)kBT(x,t) = /d3u%(u—V)2f-

(591)

V Chapman-Eskogové rozvoji predpokladame, ze (n,v,T') jsou veli¢iny 0(1)
fadu v expansi podle parametru e a tedy jsou dany f©, zatim co ¢leny v

116



rozvoji vyssich fadu, f,i > 0 odpovidaji vyssim momentim v Q° a v P¥
n(x,t) = /d3uf(0) , n(x,t)v(x,t) = /d?’uuf(o)

gn(x, kT (x,t) = /dgu%(u—V)Qf(o) ;

/d?’uf(i) :/d?’uf(i)c: /d?’uf(")c2 =0,

Q;, = Z Z /d3umu—v (u—v)2f@
P, = ZlP(l) Z /d3umu—v )i(u —v); fO .

(592)
Jako dalsi krok pristoupime k rozvoji D a kolizniho integralu J
Df =DfO +eDfW 4 (593)
a pro srazkovy integral
T = TQ_ V1Y) =2 > (o)
=0 n=0 =0 n=0
(594)
Ukazuje se, ze je vhodné zavést tzv. usporadany operator
JEFO, O, = > JUIF) (595)
n Intl=s
Pomoci této veliciny muzeme prepsat (594) do tvaru
J ) = O + e DO +
+ JOO O @y 4
(596)
Napriklad ) A
WO FO) = TEOD) + IO (597)
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3.11.2 Rozvoj casové derivace

Dalsi krok v Chapman-Enskogové rozvoji se tyka c¢asové derivace, kterd vy-
stupuje v Boltzmanové rovnici. Budeme predpoklddat, ze casova zavislost
rozdélovaci funkce zévisi pouze diky hydrodynamickych rovnic n(x, t), v(x, T')
a T(x,t), tak ze

of _ofon  Of ov. 0foT

ot  onot  oOv ot  OT ot

Jako dalsi krok provedeme ¢asovou derivaci

d 0o 01 5 0s
§_8t+68t+68t+“" (599)

(598)

ktera ma nasledujici fyzikalni vyznam. Vyjdeme z momentovych rovnic

op  Opv') _

ot ot ’

o’ N jout  10PY N F

ot " i p 0xri — m’

9, 9, ;. 0Q i
&(e)—l— 6xi(€v )+ Brs + PYA; =0.

(600)

Na pravé strané téchto rovnic vystupuji makroskopické proménné, které jsou
ziskany sttedovanim pres distribucni funkci. Protoze tato distribu¢ni funkce
je také dana rozvojem distribuéni funkce, dostavame obecné vstahy

0 Z

8:: = @n(ﬂ,V,T) - l EZ(Pg)(n? V7 T) )
0 Z

(9_‘; = q)v<n7V7T) - I EIQE’Z)(nava) )
oT

= = Pr(nv. 1) =Y e (nv.T).

l (601)
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Pak dostavame

of ofon  0f ov  0f T _

ot 8n8t ov ot  oT ot
_ : f 10 of o _
= %Zub Z P! —TZ o) =
l

0 0 0
z 9_ 950 % 0 L ()
Z 8t 5)75 871@" * ov oV br-

(602)

Jestlize pouzijeme tyto rozvoje pro f
nice a dostaneme

(5+2)7 =310 =

[<a3+e§1+ .)(fm)+efﬁﬁ+“.)+(ﬁfmf+eﬁfuf+.“) +

, awa a J(f|f) do Boltzmanovy rov-

ot ot
£ [JOUOUO) + OO 0) +

(603)
Porovnanim koeficientu stejného fadu parametru e dostavame
0 = j(O)( (0)|f(0)) ’
19) A
(8(; + p> FO = JOFO My

% ) o4 dyo) Z jergo pm o)

ot ot Y ’
(604)

Vidime, Ze rovnice nultého rfadu ma formu

J(fOl O =0. (605)

Jak jsme jiz uvedli v predchozich kapitolach, fesenim této rovnice je lokalni
Maxwellovské rozdélovaci funkce, kterda muze byt definovana pomoci nésledujicich
momentu

1
- / Puf® | v=12 / Suuf® , T="""" [ BulfO . (606)
n 3nkg
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Explicitné, tato funkce ma tvar

3/2 2
0 B m m(u — v(x,t))
FO(x, t) = n(x,1) <—27rk;BT(x, t)) exp [— T (x.0) . (607)

Pomoci této rozdélovaci funkce mizeme vypoéitat teplotni kondukei Q' a
tensor P, které jsou definovany jako

Qi _ %/d3uc2ci‘f ’
P9 = m/d?’ucicjf
(608)

a tedy pro f(© dostaneme

QY =0,
(PO = nkpT6" = pst |
(609)

Vlozenim téchto vyrazu do momentovych rovnic dostaneme Eulerovy rovnice

%%—V(nu)zo,
0 1 1
—+v-Vv+-Vp=—F,
ot P m

(3 )

Resenim téchto rovnic dostaneme explicitni veliciny n = n(x,t),v = v(x,t)
a T = T(x,t) které, po vlozeni do (607) kompletné urcuji f©.

Kazda nasledujici iterace v Chapman-Enskogoveé rozvoji vede k vice po-
drobnéjsi skupiné hydrodynamickych rovnic, které vice a vice zapocitavaji
prostorové fluktuace v tektutiné. Iterace nultého fadu davaji Eulerovy rov-
nice. Rovnice, které vzniknou pomoci iteraci prvniho tadu, vedou k Nauvier-
Stokesovym rovnicim. Iterace druhého radu davaji Burnettovy rovnice.

(610)
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3.11.3 Reseni prvniho fadu

Toto feseni odpovida druhé rovnici v (604)

o
(at +D> FO = OO, F ) (611)
Zavedeme funkci ® nasledujicim zpusobem

fO=af0 (612)

Pak dostavame

JOO, f Oy = J (O ) J(FOFO) =
/dul/d90|u—u|<bf — OOy 4

" / o / dQafu —w|(f O 1O — @ fO ) =
= /dul /anlv | fO L@ + @) — @) — D)
(613)

kde jsme pouzili f'© 1 = £© £ jako diisledek statistické rovnovéhy. Pak
muzeme definovat operator [1 jako

16 = — JO(fO, fOp) —

1
o
— [ /an|u | O ()@, + & — By — D]

(614)
Poté rovnice (611) muze byt pfepsdna do tvaru
1 [0 .
0) _
@ ( +D> FO = (615)

Vidime, ze 0 je linedrni operétor, jak vyplyva z jeho definice. Déle diky
explicitni formé lokalnitho Maxwellovského rozdéleni dostavame nasledujici
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vyrazy, které vystupuji na levé strané rovnice (615)

(0) Oyt
Laof — l1@+gglav 4 (52_§) l@()_T:| 7

O ot n ot ot 2) T ot
1 of9 19n L Ov' , 3\ 10T
W“'a—x_u'[ﬁa_erzg ax+(f —5)287] 7
(616)
kde
)2
2= Mu— V) (617)

2kgT
Poté s pouzitim rovnic, které vyjadiuji casové derivace n a T dostavame

nasledujici rovnici pro ¢

2kpT
m

(52 - g) €9, InT + 2 (gigf — %526”) vy = 0@ (618)

coz je linedarni nehomogenni integralni rovnice pro distribuci ®. Jestlize bu-
deme tuto rovnici tesit vzhledem k &, dostaneme

f=fO90+2). (619)

Obecné feseni rovnice (618) je linedrni kombinaci homogenni ®; a nehomo-
genniho @; feseni, kde )
06, = 0 (620)

a kde ®; je partikularni feseni (618).
Kdyz budeme blize zkoumat strukturu operatoru [ vidime, ze jeho feSenim
muze byt dano jako linearni kombinaci srazkovych integralu

Dy = a+ Bmu’ —v') + %fym(uZ — ") (u; — ;) . (621)

kde a, 3,7 jsou libovolné konstanty. Abychom nasli partikuldrni feseni rov-
nice (618) uvazme, zZe jeji leva strana mé& tvar

2kpT
m

1/2
X&) ( ) AInT + Y (£)0w; . (622)
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Protoze [J je linearni operator a ® je skalarni funkce, predchozi vyraz indu-
kuje, ze bychom méli hledat partikularni feseni ve formeé

o, = | 2B pig 0T + 287 (&)div; . (623)
m

Jinymi slovy, abychom nasli nehomogenni feseni, musime najit vektorovou
funkci A’ a tensorovou funkci BY. Pak, vlozenim piedpoklddané fesen{ (623) a
porovnanim ruznych koeficientt, které se vyskytuji u VInT a 0;v; dostavame
nasledujici rovnice pro A* a pro BY

AT % _§
G

OBY = (5%]’-%525“) :

(624)

Vime, Ze jediné proménné, které vystupuji v A jsou £',n a T. Pak je jasné,
ze jediny vektor, ktery muze byt vytvoren z téchto proménnych, je samotny
vektor £. Pak tedy budeme predpokladat, ze

AT = AE)E (625)
Stejnym zptsobem muzeme argumentovat, Ze tensor BY mé tvar
ij 2 iei  Lcijen
B = B(e) (€6 - 302 (626)
Pak jasné dostaneme, ze tyto funkce spliuji integralné diferencialni rovnice
& i ifp2 D

Kdyz se nyni vratime k homogennimu feSeni vidime, ze konstanty «, 5 a ~
jsou urcéeny podminkami (592). Jinymi slovy, jestlize vlozime

(627)

fO = fO(0, + ;) (628)
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do téchto podminek, dostaneme
3. £(0) Lo
d’uf (a—l—'@mc )=10,
/d3uf(0) [A(E)0; InT +mp'imc* =0,

1 1
/d3uf(0)(oz + —mc*y)=me* =0 .

2 2
(629)
Pak je zfejmé, ze prvni rovnice v (629) dava
a=v=0 (630)

zatim co druhd rovnice iikd, ze 3 je imérné 9; In T' a tedy muze byt zahrnuto
do ¢lenu 0; InT.

Pak je mozné ukazat, ze celkové feseni Boltzmanovy rovnice do prvniho
rfadu ma tvar

fo= fOn+ %BTA"'@IHT#L?B”@M} =
m
2kpT ei _ Leagis
— O 4 ni A T +2B(€) (f’&f - 5526”) Oyvj] -

(631)

kde A(&), B(§) jsou fesenim rovnic (627).

3.11.4 Termalni kondukce a tensor napéti

S pomoci feSeni Boltzmanovy rovnice do prvniho fadu je mozné urcit od-
povidajici nenulové pifspévky ve vektoru teplotni kondukce Q* a P¥. Tyto
prispévky dostaneme, kdyz vlozime feseni Boltzmanovy rovnice do jejich de-
finice a uvazime, ze lokalni Maxwellovo rozdéleni dava nulovy prispévek

. 1 2k 4 .
Q' = -my/ —BT/d3uc2ch =0+ ¢,
2 m

P = 2kpsT / Bugiel f = §iip — P ¢ = Q;T
B

(u—v)" .

(632)
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S pouzitim teseni Boltzmanovy rovnice do prvniho radu dostavame

, 2 k5T ,
Qi = (_L / d*u fog‘*AFAi) vT (633)
3 m
a tedy dostavame nasledujici vysledek pro koeficient termélni konduktivity
2 k3T A
K=—--2 / dPufletATA; (634)
3 m
Stejnym zpusobem postupujeme v pripadé tensoru napéti, kde dostavame
4k 1 L
Pl = TB (A” — gawaﬂﬂ) / PufOBIOB; . (635)
Kdyz tedy definujeme koeficient napéti nasledujicim zpusobem
PY = —277 (AZ] — 55”82-'01) (636)
pak porovnanim s (721) dostaneme
2 -
n= —ZkBT / d*uf’B7B; . (637)

Vidime, ze transportni koeficienty zaviseji na integralelch pred vazebny operdtor
. Tyto vypocty jsou ve své podstaté velmi komplikované a pozaduji dalsi
matematické znalosti. Napiiklad, pro c¢astice, které nemaji zadnou vnitini
strukturu, dostavame

75 k% Tn?

8 mAj;
kde Aj; zavisi na detailnim popisu interakei mezi ¢asticemi. Na druhou stranu
se ukazuje, ze explicitni tvar tohoto parametru muze byt napsan ve formé
integrace pres rozptylové parametry, kde pak dostavame

All = —47’1,292’2 (639)

kde v ptipadé jednokomponentového plynu

4 T [ [
QD) = 4/ B / / e_y2y2q+3(1 — cos' ) sdsdy . (640)
m 0 0

Stejnym zpusobem budeme postupovat v pripadé koeficientu napéti a dostavame

(638)

K =

5 kBTn2
= —= 641
U (641)
kde se da ukazat, ze
By, = —4n*Q3? (642)
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3.11.5 Srazkovy integral v prvnim priblizeni- Alternativni postup

Zacneme s nasledujicim zobecnénim rozdélovaci funkce

fxout) = fOxy. )+ g(x,y.t) (643)

kde g je mala porucha. Nyni uvazuje srazkovy integrél

- / d*uy / A —w|o(Q)(fifi — fh) - (644)

Protoze vime, ze g je mald porucha, je prirozené predpokladat, ze srazkovy
integral zavisi na této poruse pouze linearné. Budeme tedy ptredpokladat,
ze distribuéni funkce, ptes které provadime integraci (f’, f1, fl) mohou byt

reprezentovany lokalnim Maxwellovskym rozdélenim f(© , f1 ; f Dale

vyuzijeme vlastnosti, ze pro Maxwellovské rozdéleni plati f(©) f1 =f (0) f1
ktera vyplyva z exponencialni formy Maxwellovské rozdélovaci funkce a ze
zakona zachovani energie, ktery plati v dvou ¢asticovych srazkach. Pak dostavame

/d3u1/dQ|u—u1]U(Q)( O — ) =

= 0= [ [ a0 - @) =

= —g(x,u,t)/dQU(Q)/d3u1]urel|f(0)(x, uy,t) =

= Ot <urel> g(X, u, t) )

Q

Clf]

(645)

kde (u,¢) (Jul, T") je sttedni relativni rychlost mezi srazejicimi se ¢asticemi a
tedy (|Wye|) noy udéva stredni srazkovou zmeénu ¢astic o rychlosti |ul.
Vysledkem dostavame

CLf] = ~owon (wa) (f = ) . (646)

Tento vysledek vedl (Bhatnagara,Grosse a Krooka) v roce 1954 k formulovéani
tzv. BGK rovnice, ktera popisuje systém, jenz neni piilis daleko od lokaln{ ter-
modynamické rovnovahy reprezentované lokalni Maxwellovskou rozdélovaci
funkci f(© a srdzky zptisobuji jeho navrat do této rovnovéhy. Tato rovnice

ma tvar 5 5 -
of F of  f—f
En +u-Vf+ el . , (647)
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kde 7 je tzv. relaxaéni doba. Abychom nasli fyzikalni vyznam f, uvazujme
distribuéni funkei f, kterd zavisi pouze na case. Pak (647) dava

df f=ro
- _ 648
dt T (648)
Je jednoduché najit feSeni této rovnice a dostavame
F—fO=Ke (649)

kde K je integracni konstanta. Vidime, ze distribuéni funkce se blizi Ma-
xwellovské distribucéni funkei v limité ¢ — oco. Z této rovnice je také jasny
vyznam relaxacni doby 7, kterd muze byt interpretovana jako parametr dané
teorie.

Ukazeme, ze transportni jevy mohou byt kvalitativné popsany pomoci
BKG rovnice, ale s omezenim, ze hodnoty transportnich koeficientu nejsou
exatni. Duvod, pro¢ tomu tak je, je ten, ze Boltzmannuv srazkovy integral ve
skutecnosti zavisi na 1/7 o< (Ju,¢l), coz je funkei u a tudiz neni konstantni.
Na druhou stranu, i kdyz hodnoty transportnich koeficientu nejsou zcela
presné, tento model poskytuje jasné schéma a postup, jak mohou byt tyto
transportni koeficienty urceny.

3.11.6 Odklon od Maxwellovského rozdéleni

Jako prvni krok urc¢ime jak velky je odklod daného rozdéleni od Maxwellovského.
Pak KGB rovnice dava

_ £(0) (0)
RSP Sy L LT T

T L T
9] ~

IU|T

—f© f ©
(650)

kde L je charakteristickd skala, na které se méni dany systém, a kde A\ je
sttedni draha mezi srazkami. Vidime, ze modifikace Maxwellovského rozdéleni
bude mala za predpokladu, kdyz sttedni volnd draha mezi srazkami je mno-
hem mensi nez skala zmény daného systému. Kdyz zavedeme parametr o
jako

o =

A
- (651)
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muzeme psat rozdélovaci funkci f ve formé Taylorovy rady podle parametru
a

F=fOfaf® 1 o2f@ (652)

kde f@ jsou veliciny, které nezavisi na parametru a a tedy stejného Fadu.
Jestlize vlozime tento rozvoj do BKG rovnice dostaneme rekurzivni relaci
pro kazdy piispévek f®. Napiiklad v prvnim fadu dostavame

g=afl =— <;+u v+£ i)f<°>. (653)

Poznamenejme, 7e rozdélovaci funkce £ ma tvar

3/2 2
0 _ _m _m(u—v)*
f TL(X,t) (QWkBT(X,t)) eXp( 2]{3T(X,f) (654)
a tedy
af© a_naf<0> +6_Té)f(0) vt O f©
ot 9t dn 9t AT 9t Qv
OF0 o dr© LT of0 0w of
Yo T Yo on Yo or " ow ow
(655)

a s pouzitim (654) dostavame

af© 10n 3 m oT  0v' me;

= (=== °r - ! (0)
Ji (n ar " ( MR ) o o kBT> 7
0f (1 ;0n 3 m or | ;0v" mei\ L
ort (nu oz’ T ( 2T+ 2]<:BT2 ) oz T 8:109 kBT) S

(656)

Dosadime tyto pomocné vypocty do rovnice (653) dostaneme explicitni formu
poruchy rozdélovaci funkce ve tvaru

10T m 5 9 m A
= N — A, i Si) 2 (0)
g {T diC <2kBT ) T R (C ¢ g0t )} S (657)

kde
d=u -, (658)
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3.11.7 Teplotni tok

Nagim cilem je vypoécitat momenty pomoci funkce f = £ + ¢, kde
n= /d3uf, nv = /d3uvf, SnkTT:m/d3uu2f, (659)

a také ¢', P;;. V pripadé ¢' dostavdme

. m .
qz _ _/d3uczc2g:

(660)

Protoze tento integral ma stejnou hodnotu pro vsechna i = 1, 2,3, muzeme
ho nahradit jednou ttretinou sumy pres i. Pak dostaneme

¢ =—-KoT , (661)
kde -
Tm m
_ d3 4 2 Y (0) ) 2
or | “ U (2k;BTC 2> / (662)
Tento integral muze byt explicitné zintegrovan a dostdvame
5 KkiT
K =g ;‘-; , (663)

coz je koeficinet termalni kondukce. Jinymi slovy odvodili jsme pomoci mik-
roskopické fyziky Fourieruv zéakon teplodni kondukce.

3.11.8 P tensor
Uvazujme tensor P, ktery je definovan jako
Pii — m, / dudd f = nkgTo + 7, (664)
kde
P - m/d?’gicjg =
— —Tm_QAkl/d3ucicj(ck01 - éékzlcQ)f(O) :

kT
(665)
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Vidime, ze 7 = 0, jez vyplyva ze skutecnosti, Ze integrand je lichy pro i # 7,
zatim co pro k = j integrand vyrazu v zavorce je roven nule. Protoze je tento
tensor linearni funkei A;;, muzeme psat

1 1 0v°
Vidime, ze tedy plati m;;07" = —2u(A;;07" — A;;67") = 0. Koeficient —2pu
muzeme vypocitat napiiklad z tohoto vyrazu
2 1
T2 = —2php = —ﬂ/\kl/dguﬁ@ crer — =0t ) fO =
I{BT1 3
m2
= —;BT(AH + Agl) /d3UC?C§f(O) = —2A127nkBT
(667)
coz dava
w=TnkgT . (668)

3.11.9 Momemtové rovnice prvniho fadu

Kdyz nyn{ vyjadifme P;; a ¢' jako funkce n,T and v muzeme napsat mo-
mentové rovnice, které zahrnuji transportni jevy. Jestlize vezmeme p jako
konstantu, dostavame

0P, dp 0 1 ;

e Erei 2#%(/\17 — 3030 ) =
dp d (oI ot 2u 0 Ov*
o0 Mor (axz‘ * 8Ij) 3 0ad O

3 Oz Oxk
2,
_ @_M(ﬁv +1 aa,M)

oxJ 0xi0x; 3 Oxi
(669)

a tedy dostavame pohybovou rovnici

2

8x’“8mk

v’ + %&@v’“)} e (670)

m

p((;; —i—v]@jv”) = —&'p-i—,u{

Podobnym zpusobem dostaneme
PijAij = pdijlij + miiM\ij = poiv’ — 2u0i 05 + %(aﬂ)i)2 (671)
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a tedy nasledujici pohybovou rovnici

p (% + ’(}iaZf) = —Pawi + 81(K81T) -+ 2M[Aiinj _ %(8;0’)2] (672)

spolu s rovnici zachovani

ap
ot

Rovnice (670) a (672) tvoii uzavieny systeém rovnic a tudi§ ndm definuji
dynamickou teorii tekutin.

+0i(pv") = 0. (673)

3.11.10 Hydrodynamické rovnice

Predchozi momentové rovnice jsou parcidlnimi differencidlnimi rovnicemi,
které maji slozitou strukturu. Proto typicky uvazujeme jejich zjednoduseni,které
maji nasledujici formu

e Zanedbame prostorové variace j, coz uz jsme samoziejme implicitné
provedli, kdyz jsme odvozovali rovnici (670).

e Zanedbame efekt stlacitelnosti (9;v%) ve viskozni sily v rovnici (670).

e Zanedbame efekt viskozni produkce tepla v rovnici vyjadiujici zakon
zachovani energie (672).

e Konecné, budeme psat F* — F*/m. Jinymi slovy budeme psat intenzity
pole misto sily pole.

Poté dostavame nasledujici hydrodynamické rovnice

dp i o
E+ai(pv)—0,

9t — 9. i Fajg i
5 + v/ 0v p@,p—FF —l—p@ o',
P (% + Uiaie) = —pov' + 0;(KO'T)

(674)

kde druhé rovnice je slavna Navier-Stokesova rovnice.
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Zavérem shrneme postup, jakym zpusobem jsme odvodili tyto rovnice.
Nasim zakladnim predpokladem bylo to, ze distribuéni funkce ma byt chapana
jako malad porucha od Maxwellovského rozdéleni. Jinymi slovy predpokladali
jsme maly odklod od lokaln{ statistické rovnovahy, kde je mozné pouzit BGK
rovnici. Ukézali jsme, Ze tento predpoklad plati, jestlize sttedni volna drédha je
mnohem mensi nez Skéla, na které se méni makroskopické vlastnosti systému.
Pak je také jasné, ze hydrodynamické rovnice prestanou platit v okamziku,
kdy tato podminka nebude splnéna. Samoziejmeé, Ze je mozné psat dale mo-
mentové rovnice, kdyz budeme vychazet z obecného Chapman-Enskogova
rozvoje, ale obecné vsechny ¢leny v daném rozvoji budou stejného fadu a
tudiz neni mozné provést zanedbani ¢lenu vyssich radu.
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