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1 Základńı principy

Hydrodynamika je teoríı dynamiky tekutin. Tekutina je společný název pro
následuj́ıćı fáze látky:

• Kapaliny

• Plyny

Daľśı forma látky, Plazma se obecně odlǐsuje od neutrálńıch tekutin. Ukazuje
se, že hydrodynamika je vhodnou makroskopickou teoríı pouze v př́ıpadě
slabě magnetizovaného plazmatu. Pro makroskopický popis magnetizovaného
plazmatu existuje vlastńı teorie známá jako magnetohydrodynamika. Je také
d̊uležité poznamenat, že mikroskopické teorie neutrálńıch tekutin a plazmatu
jsou velmi rozd́ılné, což vyplývá ze skutečnosti, že nabité částice interaguj́ı
pomoćı dalekodosahových sil, zat́ım co v př́ıpadě hydrodynamiky uvažujeme
pouze kratkodosahové śıly.

Mechanika tekutin se zabývá popisem dynamiky kapalin a plyn̊u. Protože
z definice mechanika tekutin poskytuje makroskopický popis, uvažujeme te-
kutinu jako spojité médium. Jinými slovy řečeno, mechanika tekutin může a
má být definována bez ohledu na potenciálńı mikroskopickou strukturu látky.
Na druhou stranu je užitečné vyj́ıt z představy o mikroskopické struktuře
látky, kdy předpokládáme, že libovolně malý element tekutiny je dostatečně
velký, že obsahoval statisticky významný počet molekul. Jinými slovy řečeno,
muśıme hovořit o fyzikálńım infinitizemálně malém objemu, který je malý
vzhledem k charakteristickým rozměr̊um tělesa, ale dostatečně velký vzhle-
dem k charakteristickým vzdálenostem mezi molekulami. Pojmy jako částice

kapaliny a bod v kapalině by měly být chápány podobným zp̊usobem. Např́ıklad,
když hovoř́ıme o posunut́ı částice kapaliny, nemysĺıme samozřejmě posun
jedné individuálńı molekuly, ale to, že objemový element, který v hydrody-
namickém popisu obsahuje mnoho molekul, by měl být uvažován jako bod.

Tyto pojmy jsou intuitivně jasné, protože kapaliny, jako např́ıklad voda,
či plyny, jako např́ıklad vzduch, můžeme za normálńıch podmı́nek skutečně
uvažovat jako kontinuum. Problém ovšem nastává v situaćıch, kdy máme
velice řidký plyn, jako jsou např́ıklad slunečńı v́ıtr či mezigalaktická hmota,
která obsahuje několik částic na krychlový centimetr. Poté se můžeme ptát,
jaké jsou nutné předpoklady pro platnost hypotézy kontinua? Ukazuje se,
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že pro pochopeńı této myšlenky bychom měli být schopni odvodit rovnice
hydrodynamiky z obecněǰśı a fundamentálněǰśı teorie.

1.1 Dynamické teorie

Jak již bylo řečeno, našim ćılem je formulovat hydrodynamiku jako teorii
dynamiky tekutin, kde Dynamickou teoríı mysĺıme teorii, která popisuje
časový vývoj systému. Př́ıkladem takových dynamických teoríı je např́ıklad
klasická mechanika, klasická elektrodynamika, či kvantová mechanika. Pro
každou z těchto dynamických teoríı je základńı předpoklad nějakým zp̊usobem
charakterizovat Stav systému.

• Klasická dynamika: stav systémuN částic je popsán jejich zobecněnými
souřadnicemi qi, i = 1, . . . , N a sdruženými impulsy.

• Klasická elektrodynamika: elektrické a magnetické pole−→E(x),−→B(x)
, kde x = (x1, x2, x3) a kde E = (E1, E2, E3),B = (B1, B2, B3).

• Kvantová fyzika: Stav systému je popsán s pomoćı vlnové funkce ψ(x).

Dynamické teorie umožňuj́ı sledovat časový vývoj daného systému pomoćı
rovnic, které určuj́ı, jak se dané proměnné vyv́ıjej́ı v čase. Jinými slovy,
jakmile známe stav systému v počátečńım čase, jsme schopni s pomoćı těchto
rovnic určit stav systému v nějakém pozděǰśım čase. Tyto rovnice maj́ı r̊uznou
formu pro r̊uzné dynamické teorie

• Klasická mechanika: Hamiltonovy či Lagrangeovy či Newtonovy pohy-
bové rovnice

• Klasická elektrodynamika: Maxwellovy rovnice

• Kvantová mechanika: Schrödingerova rovnice

Tedy, naši otázkou je, jaké jsou vhodné proměnné, které charakterizuj́ı me-
chaniku tekutin a jaký je jejich časový vývoj. Ukazuje se, že odpověd’ na tuto
otázku záviśı na hloubce studia problému.

Ukážeme problematiku úrovńı r̊uzných popis̊u na př́ıkladu systému N
kvantových částic, kde logN ≫ 1. Fundamentálńı popis, označme jej jako
Úroveň 0, je dán pomoćı kvantové mechaniky, kdy stav daného systému je
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charakterizován vlnovou funkćı ψ(x1, . . . ,xN), kde časový vývoj této vlnové
funkce je dán Schrö dingerovou rovnićı

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ , Ĥ = − ~

2

2m

N∑

i=1

∂2

∂x2
i

+ V ({x}) (1)

Druhá úroveň, označ́ıme ji jako Úroveň 1 je dán pomoćı N klasických částic.
Stav je popsán pomoćı zobecněných souřadnic qs a impulz̊u ps, jejichž časový
vývoj je dán Hamiltonovými rovnicemi.

q̇s =
∂H

∂ps
, ṗs = −∂H

∂qs
,

H({qs, ps} , t) =
∑

s

q̇sp
s − L , L({qs, q̇s, t} , t) = T − V , ps =

∂L

∂q̇s
.

(2)

Kinetický popis částic je daľśı úrovńı popisu, kterou označ́ıme jako Úroveň

2. V tomto př́ıpadě je stav systému popsán pomoćı rozdělovaćı funkce f(x,u),
která splňuje Boltzmannovu rovnici

∂f

∂t
+ ẋ · ∇f + v̇

∂f

∂v
= C(f) , ẋ = v , v̇ =

F(x, t)

m
. (3)

Od třet́ı úrovně již zbývá pouze posledńı krok k popisu dané látky jako
spojitého prostřed́ı, což je mechanika kontinua. Označ́ıme tuto úroveň jako
Úroveň 3 . Stav tohoto systému je popsán pomoćı poĺı ρ(x), T (x),v(x) a
jejich dynamika je dána hydrodynamickými rovnicemi.

Pro plné pochopeńı hydrodynamiky je dobré nast́ınit, jakým zp̊usobem
přecháźıme mezi r̊uznými úrovněmi.

1.2 Úroveň 0 → Úroveň 1

Je možné nahradit kvantový popis klasickým v př́ıpadě, kdy hustota částic je
dostatečně ńızká tak, že kvantové interference jsou zanedbatelné. Uvažujme
de Brogliho vlnovou délku

λ =
h

p
, (4)

Na druhou stranu typická hybnost částice o hmotnosti m a při teplotě T je
dána

E ∼ kBT ∼ p2

m
⇒ p ∼

√

mkBT . (5)
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Na druhou stranu předpokládejme, že máme hustotu částic n definovanou
jako n = N/V , kde V je objem, v kterém se dané částice nacházej́ı. Poté je
jasné, že veličina, která charakterizuje vzdálenost částic, je ∼ n−1/3 (Rozměr
n je [m−3].) Tedy pokud plat́ı

λ≪ n−1/3 ⇒ 1 ≫ hn1/3

√
mkBT

(6)

můžeme zanedbat kvantovou interferenci r̊uzných částic. Je jasné, že tato
podmı́nka je splněna pro zředěné plyny. Otázka je, zda-li také plat́ı pro
hustěǰśı plyny. Pro vzduch při pokojové teplotě T = 273 K a a standartńım
tlaku je pravá strana nerovnosti rovna 0.015. Dá se ukázat, že pro vodu při
teplotě T = 293 K toto plat́ı přibližně také.

Jestliže je tato podmı́nka splněna, pak vlnová klubka částic se š́ı̌ŕı podle
Schrödingerovy rovnice pro volnou částici

i~
∂ψi(xi, t)

∂t
= Ĥiψi , Ĥi = − ~

2

2m
∇2

i + V (xi) . (7)

Poté středńı hodnoty 〈x̂i〉 (t) a 〈p̂i〉 (t) maj́ı časový vývoj, který je určený
klasickými pohybovými rovnicemi, což je známý Ehrenfest̊uv teorém.

1.3 Od Úrovně 1 k Úrovni 2

Na úrovni 1 je stav systému N klasických částic popsán jejich souřadnicemi
(x1, . . . ,xN) a rychlostmi (u1, . . . ,uN). Jejich dynamika je určena Newto-
novými pohybovými rovnicemi.

Fázový prostor Γ je 6N dimensionálńı se souřadnicemi (x1, . . . ,xN ,u1, . . . ,uN).
Každý bod v prostoru Γ odpov́ıdá rozd́ılnému stavu systému a zřejmě časový
vývoj systému odpov́ıdá křivce ve fázovém prostoru Γ. Pro velmi velké N je
nemožné prakticky řešit 6N pohybových rovnic, které jsou diferenciálńımi
rovnicemi prvńıho řádu. Pro tyto systémy je právě vhodný statistický popis
odpov́ıdaj́ıćı úrovni 2. Na této úrovni zavedeme distribučńı funkci f(x,u, t),
která udává hustotu částic v šesti dimensionálńım µ− prostoru (x,u). Jedná
se tedy o jedno-částicovou distribučńı funkci, obecněǰśı př́ıpad bude disku-
tován ńıže. Poté jediný bod v Γ prostoru je zobrazen do N bod̊u v µ prostoru,
kde každé částici odpov́ıdá jeden bod odpov́ıdaj́ıćı jej́ı souřadnici a rych-
losti. Jinými slovy převedli jsme problém popisu časového vývoje N bod̊u
na problém časového vývoje distribučńı funkce, který je dán Boltzmannovou
rovnićı.
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Obecně hovoř́ıme o N -částicové rozdělovaćı funkci.
Dynamika tekutin je popsána klasickou teorii pole, jej́ıž počátek sahá až

do 19 stolet́ı. Je pozoruhodné, že sd́ıĺı mnoho společného s Maxwellovou teoríı
elektromagnetického pole.

Je užitečné ukázat, proč je studium hydrodynamiky tak zaj́ımavé i z hle-
diska dnešńı moderńı fyziky. Je podstatné, že mechanika tekutin může být
odvozena z konkrétńı mikrospokické teorie pomoćı vhodného vystředováńı.
Můžeme např́ıklad uvažovat Boltzmannovu rovnici pro distribučńı funkci
f(X,P, t), která splňuje rovnici

∂f

∂t
+

1

m
Pi
∂f

∂Xi

+ Fi
∂f

∂Pi

= C(f) , (8)

kde X = (X1, . . . , Xn) a P = (P1, . . . , Pn) i = 1, . . . , d jsou fázové souřadnice
jedné částice o hmotnosti m a kde Fi je vněǰśı śıla p̊usob́ıćı na tuto částici.
Dále, C(f) je srážkový integrál, který vyjadřuje změnu distribučńı funkce
zp̊usobenou srážkou s ostatńımi částicemi. Bezsrážkový př́ıpad odpov́ıdá situ-
aci, kdy C(f) = 0. V tomto př́ıpadě Boltzmannova rovnice je rovnićı pro dis-
tribučńı funkci částice, která splňuje klasické pohybové rovnice. Ukazuje se,
že naj́ıt řešeńı Boltzmnanovy rovnice je velmi obt́ıžné. Obecně předpokládáme
řešeńı ve formě f = f (0) + f (1) + . . . kde f (0) = np je rovnovážná distribučńı
funkce, jejiž forma záviśı na skutečnosti, zda se jedná o bosony či fermi-
ony. Transportńı koeficienty a pohybové rovnice kapaliny jsou poté určeny
poruchovými opravami.

Je dobré zd̊uraznit, že tento popis vystihuje podstatu problému, jak źıskat
rovnice hydrodynamiky z fundamentálńı mikroskopické teorie, na druhou
stranu má svá podstatná omezeńı. Prvńı je to, že takto zjednodušená Bol-
tzmannova rovnice určuje pouze distribučńı funkci jedné částice a druhé je
to, že popis je čistě klasický, nebere do úvahy kvantové jevy.

Co se týká prvńıho bodu, můžeme uvažovat obecnou N částicovou Liou-
villovu rovnici pro distribučńı funkci ρ(Xn, Pn), n = 1, 2, . . . N . Jednočásticová
distribučńı funkce je poté dána integrálem

∫
dµN−1ρ(Xn, Pn), dvoučásticová

distribučńı funkce je dána integrálem
∫
dµN−2ρ(Xn, Pn) kde dµN je objemový

elementN−dimensionálńıho fázového prostoru. Poté Liouvillova rovnice vede
k hiearchii tzv. BBGKY (Bogoljubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) hiearchii,
která zahrnuje korelačńı funkce vyšš́ıch řád̊u. Např́ıklad pro jednočásticovou
distribučńı funkci dostáváme Boltzmanovu rovnici, kde ale kolizńı integrál je
určen dvoučásticovou distribučńı funkćı. Je jasné, že výsledná teorie je velmi
komplikovaná a většinou se omezujeme právě na studium jednočásticové
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rozdělovaćı funkce.
Co se týká problematiky fundamentálńı kvantové formulace hydrodyna-

miky, ukazuje se, že je opět v principu možné naj́ıt takovouto formulaci. Na
druhou stranu abychom źıskali nějaké užitečné informace, je nutné přistoupit
k semiklasické aproximaci, což opět vede k formalismu, jenž má limitovanou
platnost.

I když předchoźı diskuse odvozeńı hydrodynamických rovnic z funda-
mentálńıch teoríı vede k zjǐstěńı, že hydrodynamika by měla mit platná pouze
pro klasický popis systémů, které jsou bĺızko termodynamické rovnováhy. Na
druhou stranu hydrodynamické rovnice mohou být odvozeny z obecných prin-
cip̊u, což nás vede k zjǐstěńı, že tyto rovnice maj́ı širš́ı oblast platnosti, a my
ve skutečnosti použ́ıváme tyto rovnice v tomto šǐrš́ım smyslu. Toto je známé
pod pojmem universalita mechaniky tekutin. Ukazuje se, že dynamika teku-
tin má své mı́sto v sučasné moderńı fyzice v př́ıpadě popisu velkého množstv́ı
jev̊u. O některých z nich pohovoř́ıme v této přednášce podrobněji.

1.4 Od Úrovně 2 k Úrovni 3

Jedno-komponentový plyn v termodynamické rovnováze je plně popsán dvěma
termodynamickými proměnnými. Obecně vzato tekutina jako celek neńı v
termodynamické rovnováze jako celek. Na druhou stranu malý element te-
kutiny v jeho klidové souřadnicové soustavě můžeme chápat jako element
v lokálńı termodynamické rovnováze. Stav elementu tekutiny je dán dvěmi
termodynamickými veličinami (hustotou ρ a teplotou T ) a rychlost́ı v. Poté
všechny elementy tekutiny tvoř́ı kontinuum, kde nyńı ρ(x), T (x),v(x) popi-
suj́ı celý systém.

Hydrodynamické rovnice poté určuj́ı časový vývoj těchto proměnných.
Tyto rovnice mohou být odvozeny z Boltzmanovy rovnice.

1.5 Hamiltonovský popis Úrovně 1

Nyńı přistouṕıme k podrobněǰśımu studiu přechodu od Úrovně 1 k Úrovni
2. Abychom toto plně pochopili, muśıme stručně shrnout několik základńıch
fakt týkaj́ıćıch se hamiltonovské formulace klasické mechaniky.

Uvažujme dynamický systém popsaný pomoćı sdružených souřadnic (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)
a Hamiltonovou funkćı H(qs, p

s, t). Pak

ṗs = −∂H
∂qs

, q̇s =
∂H

∂ps
. (9)
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Abychom uvedli nějaký př́ıklad hamiltonovského systému, můžeme uvažovat
konzervativńı systém N stejných částic, kdy hamiltonian má tvar

H = T + V =
1

2m

∑

s

(ps)2 + V (qs) . (10)

Pro tuto Hamiltonovu funkci dostáváme z (53)

q̇s = ps/m⇒ ps = mq̇s ,

ṗs = −∂H
∂qs

= −∂V
∂qs

,

(11)

kde prvńı rovnice vyjadřuje známý vstah mezi impulsem dané částice a jej́ı
rychlost́ı a kde druhá rovnice neńı nic jiného než Newtonova pohybová rov-
nice. Přesněj́ı, s použit́ım prvńı rovnice dostáváme

mq̈s = −∂V
∂qs

. (12)

1.5.1 Dynamická reverzibilita

Uvažujme systém, jehož hamiltonián je invariantńı v̊uči změně směru času,
tedy v̊uči záměně t → −t. Nyńı předpokládejme, že {q(t), p(t)} je trajekto-
rie daného systému ve fázovém prostoru. Poté i {q(−t),−p(−t)} je řešeńım
pohybových rovnic a tedy je také trajektoríı ve fázovém prostoru.

Abychom dokázali toto tvrzeńı, výjdeme z Hamiltonových rovnic

dps

dt
= −∂H(t)

∂qs
,

dqs
dt

=
∂H

∂ps
. (13)

Pomoćı t′ = −t dostáváme

dps(t)

dt′
= −dp

s

dt
=
∂H(t)

∂qs(t)
. (14)

Když výjdeme z předpokladu, že H(−t) = H(t′) = H(t) a zavedeme qs(t) =
qs(−t) = qs(t

′) a také ps(−t) = ps(t′) = −ps(t), pak rovnice (14) má tvar

dps(t′)

dt′
= −∂H(t′)

∂qs(t′)
. (15)
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což je jedna z Hamiltonových rovnic. Stejným zp̊usobem budeme postupovat
i s druhou rovnićı

dqs(t)

dt
= −dqs(t)

dt′
=
∂H(t)

∂ps(t)
⇒

−dqs(t
′)

dt′
= −∂H(t′)

∂ps(t′)
⇒ dqs(t

′)

dt′
=
∂H(t′)

dps(t′)
.

(16)

T́ımto zp̊usobem jsme tedy dokázali, že {q(−t),−p(−t)} je řešeńım Hamil-
tonových rovnic a tud́ıž definuje trajektorii ve fázovém prostoru.

1.5.2 Kanonické transformace

Uvažujme transformaci souřadnic ve fázovém prostoru

q, p→ q′, p′ . (17)

Aby tyto nové proměnné dávaly popis toho samého systému, pak muśı zjevně
platit

δ

∫ t2

t1

dtL(q, q̇) = 0 , δ

∫ t2

t1

dtL(q′, q̇′) = 0 . (18)

V př́ıpadě, že je tato podmı́nka splněna, pak nazýváme transformaci od
nečárkovaných k čárkovaným proměnným (17) jako kanonickou transfor-

maci. Je zřejmé, že rovnost variaćı daných v (18) je splněna, pokud existuje
následuj́ıćı vstah mezi odpov́ıdaj́ıćımi lagrangiány

L(q, q̇) = L(q′, q̇′) +
dG1(q, q

′)

dt
. (19)

Abychom dokázali tento vstah, použijeme (19) v definici a akce. Následně
provedeme jej́ı variaci a č́ımž dostáváme

δ

∫ t2

t1

L(q, q̇)dt = 0 = δ

∫ t2

t1

L(q′, q̇′)dt+ δG1(q, q
′)|t2 −G1(q, q

′)|t1 =

= δ

∫ t2

t1

L(q′, q̇′)dt = 0

(20)
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kde jsme využili skutečnost, že při odvozováńı pohybových rovnic požaduje,
aby variace souřadnic byly rovny nule v časech t1 a t2.

Je užitečné přepsat vztah mezi lagrangiány pomoćı odpov́ıdaj́ıćı hamil-
tonovského formalismu formulace

L(q, q̇) =
∑

s

psq̇s −H(p, q) =
∑

s

p′sq̇′s −H ′(p′, q′) +
dG1(q, q

′, t)

dt
(21)

což můžeme přepsat do ekvivalentńıho tvaru

∑

s

(psdqs−p′sdq′s)−(H−H ′)dt =
∑

s

(
∂G1

∂qs
dqs +

∂G1

∂q′s
dq′s

)

+
∂G1

∂t
dt . (22)

Z předchoźı rovnice dostáváme následuj́ıćı d̊uležité vstahy

ps =
∂G1

∂qs
, p′s = −∂G1

∂q′s
, H −H ′ = −∂G1

∂t
. (23)

Analyzujeme nyńı strukt̊uru těchto transformaćı podrobněji. Rovnice (23)
budeme interpretovat jako vstah mezi (qs, p

s) a q′s, p
′s). Podrobněji, levá rov-

nice v (23) může být řešena pro q′s = q′s(qk, p
k). Samozřejmě, podmı́nka pro

existenci tohoto řešeńı je

det
∂2G1

∂ql∂q′k
6= 0 . (24)

Jakmile tedy najdeme q′l = q′l(qk, p
k), pak pravá rovnice v (23) dává p′l =

pl(qk, p
k).

Jako př́ıklad spojité funkce q, q′ která negeneruje kanonické transformace,
uvažujme

G1(q, q
′) = f(q) + h(q′) , (25)

kde f and h jsou libovolné spojité funkce. Je zřejmé, že tato funkce nesplňuje
(24) a tedy negeneruje kanonické transformace. Na druhou stranu uvažujme
následuj́ıćı funkci

G1(q, q
′) = −qsδsrq′r . (26)

Pro tuto funkci z rovnice (23) dostaneme

ps = −δsrq′r , p′s = δsrqs . (27)

Vid́ıme, že souřadnice a impulsy si vyměnily role pomoćı této generuj́ıćı
funkce. Z toho d̊uvodu se tato transformace nazývá transformace výměny.
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Je dobré vědět, že můžeme naj́ıt daľśı formy funkćı, které generuj́ı kano-
nické transformace. Pro naše účely je ale podstatné, že kanonické transfor-
mace jsou základem Liouvillova theorému, který má fundamentálńı význam
v kinetické teorii.

1.6 Kanonické invarianty

Kanonickým invariantem nazýváme dynamickou veličinu, která z̊ustává in-
variantńı v̊uči kanonickým transformaćım. Důležitým př́ıkladem kanonického
invariantu je Poissonova závorka mezi dvěma funkcemi A,B. Tedy, jestliže
plat́ı

A(p, q)
C−→ A′(q′, p′)

B(q, p)
C−→ B′(q′, p′)

(28)

then
{A,B}q,p

C−→ {A′, B′}q′,p′ = {A,B}q,p (29)

Uvažujme nyńı př́ıpad, kdy B je Hamiltoniánem daného systému B = H.
Pak definice časového vývoje fyzikálńı veličiny ř́ıká

dA(q, p)

dt
= {A,H}q,p . (30)

Na druhou stranu (29) nám ř́ıká

dA(q, p)

dt
= {A,H}q,p = {A′(q′, p′), H(q′, p′)} =

dA′(q′, p′)

dt
. (31)

Jinými slovy časová změna proměnné A je nezávislá na souřadnićıch, které
jsou použity na popis daného systému.

1.7 Konstanty pohybu a symetrie

Zachovávaj́ıćı se veličiny maj́ı úzký vstah k symetríım daného systému. Uvažujme
systém, který je popsán souřadnicemi (q1, q2, . . . , qn) a předpokládejme, že
plat́ı ∂H

∂qj
= 0. Pak z pohybové rovnice dostáváme pj = const. Jinými slovy,

jestliže systém nezáviśı na určité souřadnici, pak impuls sdružený s touto
souřadnićı je konstantńı. Takovéto souřadnice se nazývaj́ı cyklické souřadnice.
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Invariance Hamiltoniánu vzhledem k určité souřadnici může být vyjádřena
pomoćı Hamiltonovských rovnic nebo pomoćı Poissonových závorek. V tomto
př́ıpadě, jestliže H je nezávislý na souřadnici qj, pak dostáváme

dpj

dt
= {pj, H} = 0 (32)

a tedy pj je konstantńı.

1.7.1 Liouvill̊uv theorém

V jedné svoji formulaci Liouvill̊uv theorém ř́ıká, že jakobián kanonických
transformaćı je roven jedné. Pro systém o N stupńıch volnosti, máme

J

(
q′, p′

q, p

)

=
∂(q′, p′)

∂(q, p)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂q′1
∂q1

∂q′2
∂q1

. . . ∂p′1

∂q1
. . . ∂p′N

∂q1
...

...
∂q′1
∂pN

∂q′2
∂pN

. . . ∂p′1

∂pN
. . . ∂p′N

∂pN

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1 . (33)

Na tomto mı́stě je vhodné zd̊uraznit, že existuje celá řada formulaćı Liou-
villova theorému. V této části naš́ı přednášky dokážeme jej́ı čistě geometrický
význam založený na vlastnostech kanonických transformaćı.

Liovill̊uv theorém má následuj́ıćı geometrický význam. Pro libovolnou
transformaci (q, p) → (q′, p′) se integrál ve fázovém prostoru transformuje
takto ∫

Ω

dqdp =

∫

Ω′

J

(
(q, p)

(q′, p′)

)

dq′dp′ (34)

kde Ω znač́ı objem ve fázovém prostoru, ve kterém provád́ıme danou trans-
formaci. Nyńı vid́ıme, ze v př́ıpadě kanonických transformaćı máme

∫

Ω

dqdp =

∫

Ω′

dq′dp′ . (35)

Protože tyto veličiny nejsou nic jiného než objemové elementy ve fázovém
prostoru dostáváme, že tyto objemové elementy fázového prostoru jsou inva-
riantńı vzhledem ke kanonickým transformaćım.

1.7.2 Akce jako generátor kanonických transformaćı

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch poznatk̊u, které se týkaj́ı kanonických transformaćı
je ten, že samotná akce může být uvažována jako generátor kanonických
transformaćı.
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Uvažujme akčńı integrál odpov́ıdaj́ıćı pohybu v intervalu od t do t+ T

S(t, T ) =

∫ t+T

t

dt′L(q, q̇) =

=

∫ t+T

0

dt′[
∑

s

psq̇s −H]−
∫ t

0

dt′[
∑

s

psq̇s −H] .

(36)

Jestliže nyńı provedeme derivaci vzhledem k t dostáváme

dS(t, T )

dt
=
∑

s

(p′sq̇′s − psq̇s) + (H −H ′) , (37)

kde jsme zavedli značeńı

q′s = qs(t+ T ) , p′s = ps(t+ T ) . (38)

Jestliže budeme předpokládat, žeH je integrál pohybu, tedyH(t+T ) = H(t),
pak dostáváme

dS =
∑

s

(p′sdq′s − psdqs) . (39)

Tento výsledek nám ř́ıká, že akce je generátor kanonických transformaćı.
Jinými slovy řečeno časový vývoj systému může být uvažován jako kanonická
transformace. Skutečnost, že časový vývoj systému ve fázovém prostoru, jenž
je určen pohybovými rovnicemi, je jedna z forem kanonické transformace, je
fundamentálńı předpoklad pro určeńı Liouvillovy rovnice.

1.8 Ansambl a fázový prostor

Jak již v́ıme, stav systému je reprezentován bodem ve fázovém prostoru.
Tak, jak se systém vyv́ıj́ı s časem, tento bod se pohybuje po trajektorii
(q1(t), . . . , qN(t), p

1(t), . . . , pN(t)) kde nyńı předpokládáme systém tvořený z
N částic pohybuj́ıćıch se v jedném rozměru. Zobecněńı na př́ıpad pohybu ve
třech a výšš́ıch dimenśıch provedeme později.

Ansámbl je definován jako množina kopíı téhož sýstému, které jsou iden-
tické ve všech svých vlastnostech až na to, že odpov́ıdaj́ı rozd́ılným stav̊um
systému v určitém časovém okamžiku. Z této definice je zřejmé, že každý
prvek Ansámblu může být reprezentován bodem ve fázovém prostoru Γ v
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určitém časovém okamžiku a jejich časový vývoj je reprezentován určitou
trajektoríı v tomto fázovém prostoru. Jinými slovy řečeno, když budeme
předpokládat, že máme N kopíı daného systému v Ansamblu, pak stav to-
hoto Ansamblu v čase t = 0 je reprezentován N body v prostoru Γ. Necht’

uvažujeme funkci ρans = ρans(qs, p
s, t) a uvažujme následuj́ıćı č́ıslo

ρans(qs, p
s, t)dNqdNp (40)

které budeme interpretovat jako počet bod̊u ansámblu v elementu fázového
prostoru dNqdNp v okoĺı bodu (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN). Pak můžeme definovat
ρans jako

ρans(qs, p
s, t) =

dN
dNqdNp

. (41)

Samozřejmě je dobré předpokládat, že body Ansamblu jsou hustě a spojitě
distribuovány ve fázovém prostoru Γ, což umožňuje předpokládat, že ρans je
spojitá funkce na fázovém prostoru.

Jako př́ıklad uvažujme systém N volných harmonických jedno-dimensionálńıch
oscilátor̊u. Tento systém má Hamiltonian

H =
N∑

s=1

Hs , Hs =
1

2m
(ps)2 +

mω0

2
q2s = Es (42)

Dı́ky tomu, že tyto oscilátory jsou volné, každý oscilátor se nacháźı ve stavu
se zachovávaj́ıćı se energíı Es. Mikrostav systému, je neznám. Na druhou
stranu statisticky reprezentativńı ansambl tohoto systému má hustotu bod̊u
danou jako

ρans(qs, p
s, t) =

(ω0

2π

)N
N∏

s=1

δ(Hs(qs, p
s)− Es) , (43)

která je normalizovaná jako

∫
∏

s

dqsdp
sρans = 1 . (44)

Nyńı můžeme interpretovat ρans jako hustotu pravděpodobnosti, že najdeme

daný systém v daném bodě fázového prostoru Γ, tedy v daném bodě mikrostavu

(qs, p
s) .
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1.9 Liouvill̊uv theorem

Louvill̊uv theorém ř́ıká, že fázová distribučńı funkce se zachovává podél
fázové trajektorie systému. Jak již bylo řečeno, ρans(q, p, t)d

NqdNp udává
počet prk̊u Ansamblu,které se nacházej́ı v elementu fázového prostoru dNqdNp.

Důležitou vlastnost́ı Ansamblu je to, že trajektorie jeho prvk̊u se ni-
kdy nekř́ıž́ı, což vyplývá ze skutečnosti, že pro systém o N stupńıch vol-
nosti je jeho trajektorie jednoznačně určena 2N počátečńımi podmı́nkami
[g1(0), . . . , qN(0), p

1(0), . . . , pN(0)].
Uvažujme, že v určitém časovém okamžiku body Ansámblu obsažené

v diferenciálńım objemovém elementu fázového prostoru jsou ohraničeny
uzavřenou plochou. Dı́ky tomu, že rozd́ılné trajektorie se nemohou kř́ıžit
dostáváme, že vnitřńı body v daném objemu z̊ustanou vnitřńımi body, tak
jako každý hraničńı bod z̊ustane hraničńım bodem. Jestliže tedy označ́ıme
počet bod̊u v daném objemu jako dN , pak dostáváme

dN = dN ′ . (45)

Označme dΩ malý element fázového prostoru, v kterém se nacházej́ı dané
prvky Ansamblu. Nyńı použijeme d̊uležitou skutečnost odvozenou v předchoźı
části, která ř́ıká, že časový vývoj systému, který je určen Hamiltonovými rov-
nicemi, odpov́ıdá kanonické transformaci. Protože ale při kanonických trans-
formaćıch se zachovává objemový element fázového prostoru, pak dostáváme

dΩ = dΩ′ . (46)

Kombinaćı (45) a (46) dostáváme d̊uležitý výsledek

dN ′

dΩ′
=
dN
dΩ

, (47)

který nám ř́ıká, že
ρans(p, q, t) = ρans(p

′, q′, t′) . (48)

Jinými slovy řečeno, Liouvill̊uv theorém má tvar

Dρans
Dt

= 0 , (49)

kde D
Dt

označuje časovou derivaci podél trajektorie ve fázovém prostoru, což
má explicitńı tvar

Dρans
Dt

=
∂ρans
∂t

+
N∑

s=1

(
∂ρans
∂qs

q̇s +
∂ρans
∂ps

ṗs
)

, (50)
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kde časové derivace fázových proměnných jsou určeny Hamiltonovými rovni-
cemi.

Tento výsledek může být zapsán v následuj́ıćım elegantńım tvaru. Je
známo, že časový vývoj libovolné fázové funkce u(p, q, t) může být vyjádřen
pomoćı Poissnovy závorky

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ {u,H} , (51)

kde Poissnova závorka je definována jako

{f, g} =
N∑

s=1

(
∂f

∂qs

∂g

∂ps
− ∂f

∂ps
∂g

∂qs

)

. (52)

Vstah (51) vycháźı ze skutečnosti, že Hamiltonovy rovnice maj́ı tvar

q̇s =
∂H

∂ps
, ṗs = −∂H

∂qs
. (53)

Jestliže nyńı použijeme (53) v definici (51) dostaneme

Du

Dt
=
∂u

∂t
+

N∑

s=1

(
∂f

∂qs
q̇s +

∂f

∂ps
ṗs

)

. (54)

Pak je zřejmé, že Liouvillova rovnice má tvar

∂ρans
∂t

+ {ρans, H} = 0 . (55)

1.9.1 Obecné řešeńı Liouvillovy rovnice

Zde bychom rádi ukázali, jakým zp̊usobem je možné naj́ıt nejobecněǰśı řešeńı
Liouvillovy rovnice.

Necht’ g(p, q, t) je zachovávaj́ıćı se veličina, t.j.

Dg

Dt
=
∂g

∂t
+ {g,H} = 0 (56)

a tedy g je řešeńım Liouvillovy rovnice.
Na druhou stranu předpokládejme, že g je řešeńım Liouvillovy rovnice

∂g

∂t
+ {g,H} = 0 . (57)
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Na druhou stranu v́ıme, že levá strana této rovnice má tvar Dg
Dt

= 0 a
tedy libovolné řešeńı Liouvillovy rovnice je také integrálem pohybu. Z to-
hoto výsledku dostáváme, že nejobecněǰśım řešeńım Liouvillovy rovnice je
libovolná funkce všech zachovávaj́ıćıch se veličin, tedy

ρs = ρs(g1, . . . , g2N) . (58)

Jinými slovy řečeno, znalost nejobecněǰśıho řešeńı Liovillovy rovnice je ekvi-
valentńı znalosti všech zachovávaj́ıćıch se veličin

g1 = g1(p, q, t)

g2 = g2(p, q, t)
...

g2N = g2N(q, p, t)

(59)

1.9.2 Druhé odvozeńı Liouvillovy rovnice

Rádi bychom ukázali druhý zp̊usob odvozeńı Liouvillovy rovnice.
Tento d̊ukaz je založen na faktu, že Liouvillova rovnice může být zapsána

ve tvaru
∂ρans
∂t

+
N∑

s=1

(
∂(ρansqs)

∂qs
+
∂(ρṗs)

∂ps

)

= 0 (60)

což má formu rovnice spojitosti, kde tok hustoty je dán 2N -dimensionálńım
vektorem ve fázovém prostoru

jans = (ρansq̇1, . . . , ρansq̇N , ρansṗ
1, . . . , ρansṗ

N) (61)

Poznamenejme, že rozd́ıl mezi (50) a (60) je dán výrazem

N∑

s=1

(
∂q̇s
∂qs

+
∂ṗs
∂ps

)

=
N∑

s=1

(
∂2H

∂qs∂ps
− ∂2H

∂qs∂ps

)

= 0 (62)

kde H je hamiltonián daného systému a kde jsme vyšli z faktu, že systém
splňuje Hamiltonovy rovnice.

Protože Liouvillova rovnice má tvar rovnice spojitosti, můžeme ji odvodit
následovně. Základńım bodem je předpoklad, že počet člen̊u daného ansam-
blu se zachovává. Nyńı uvažujme určitou oblast fázového prostoru VΓ. Pak
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zjevně časová změna počtu členu ansamblu v daném objemu je rovna toku
hranićı daného objemu ∂VΓ

∂

∂t

∫

VΓ

ρansdV = −
∫

∂VΓ

jiansdSi (63)

kde dSi ≡ nidS je povrchový element, jehož normovaný normálový vektor
ni , nin

i = 1 směřuje ven z daného objemu. Poté s pomoćı Gaussovy věty
∫

∂V

F idSi =

∫

V

∂iF
i (64)

můžeme přepsat rovnici (63) do tvaru

∫

VΓ

(

∂ρans
∂t

+
N∑

s=1

∂(ρansq̇s)

qs
+
∂(ρansṗs)

∂ps

)

= 0 . (65)

Protože tato rovnice muśı platit pro libovolné VΓ, pak zjevně muśı platit

∂ρans
∂t

+
N∑

s=1

∂(ρansq̇s)

qs
+
∂(ρansṗs)

∂ps
= 0 . (66)

Tato rovnice, s použit́ım Hamiltonových rovnic, dává Liouvillovu rovnici (50).

1.9.3 Druhá interpretace distribučńı funkce

Uvažume izolovaný systém o N stupńıch volnosti s hamiltoniánem

H(p, q) = E = const . (67)

Je jasné, že systém se nacháźı na podprostoru fázového prostoru Ω, který
je vymezen podmı́nkou (67). V předchoźı diskusi jsme zavedli pocet bod̊u
Ansamblu N a ρans jako funkci, která udává hustotu bod̊u v Ansamblu.
Celkový počet bod̊u v Ansamblu je dán výrazem

N =

∫

Ω

ρansd
NqdNp . (68)

Zřejmě v objemu △Ω ∈ Ω je počet bod̊u dán intergálem

△N =

∫

△Ω

ρansd
NqdNp . (69)
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Poděleńım těchto dvou výraz̊u dostáváme

△N
N (70)

což můžeme intepretovat jako pravděpodobnost, že libovolný stav je obsažen
v △Ω. Označ́ıme tuto veličinu jako

∫

△Ω

fNd
NqdNp (71)

a tedy můžeme psát

∫

△Ω

fNd
NqdNp =

∫

△Ω
ρansd

NqdNp
∫

Ω
ρansdNqdNp

. (72)

Vid́ıme, že můžeme psát

fN(p, q, t) = Cρans(p, q, t) (73)

kde C je konstanta. Jinými slovy řečeno je zde jednoznačná souvislost mezi
funkcemi ρans a fN . Přesněji řečeno, můžeme položit otázku, co znamená,
že fN(q, p)d

NqdNp je pravděpodobnost, že stav daného systemu se nacháźı
v objemovém elementu v okoĺı bodu (q, p) kde nyńı použ́ıváme konvenci,
kde (q, p) ≡ (x1,x2, . . . ,xN ,p1, . . . ,pN), kde x ≡ (x1, . . . , xD) a kde p ≡
(p1, . . . , pN) Explicitně, jestliže stav (q, p) je obsažen, pak to znamená, že
částice 1 je v objemovém elementu v okoĺı bodu x1,p1, druhá částice je v
objemovém elementu dx2dp2 v okoĺı (x2,p2) atd. Jinými slovy fN je hustota
pravděpodobnosti pro N− částicový systém, zat́ım co ρans je veličina spo-
jená s Ansámblem r̊uzných systému, fN(q, p, t) je veličina spojená s jedńım
konkrétńım systémem. Je také d̊uležité připomenout, že fN je normovaná
jako ∫

Ω

fNdqdp = 1 , (74)

kde se integrace provád́ı přes celý dosažitelný fázový prostor. Jinými slovy je
to prostor vymezený podmı́nkou konstantńı energie. Jestliže nyńı G(q, p, t) je
libovolná dynamická veličina, pak s pomoćı známé hustoty pravděpodobnosti
fN můžeme definovat následuj́ıćı středńı hodnotu dané veličiny

< G >=

∫

fNGdqdp . (75)
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1.9.4 Řešeńı Liovillovy rovnice s počátečńı podmı́nkou

Nyńı se zaměř́ıme na určité možnosti, jak řešit Liouvillovu rovnice s určitou
počátečńı podmı́nkou.

1. Taylor̊uv rozvoj

Předpokládejme, že známe počátečni formu distribučńı funkce fN

fN(q, p, 0) ≡ f 0
N(q, p) . (76)

Nyńı provedeme Taylor̊uv rozvoj fN(q, p, t) v okoĺı bodu t = 0 při pevných
q a p

fN(q, p,△t) = fN(q, p, 0)+
∂fN
∂t

(0, q, p)△t+ 1

2

∂2fN
∂t2

(0, q, p)(△t)2+ . . . (77)

Vı́me, že fN splňuje Liouvillovu rovnici a tedy

∂fN
∂t

= {H, fN} ,

∂2fN
∂t2

=
∂

∂t
{H, fN} =

{

H,
∂fN
∂t

}

=

= {H, {H, fN}} ,

(78)

kde předpokládáme, že H nezáviśı explicitně na čase. S použit́ım těchto
vstah̊u dostaneme

fN(q, p,△t) = fN(q, p, 0) +△t {H, fN(q, p, 0)}+
1

2
(△t)2 {H, {H, fN(q, p, 0)}}+ · · · =

=

(

1 +△t {H, }+ (△t)2
2

{H, {H, }}+ . . .

)

fN(q, p, 0) .

(79)

Geometricky si můžeme představit jako časový vývoj funkce fN v pevném
bodě q, p. Poznamenejme, že pro konečný časový interval můžeme tento vstah
přepsat do formy

fN(q, p,△t) = fN(q, p, 0) +
∞∑

n=1

(△t)n
n!

n
︷ ︸︸ ︷

{H, . . . , {H, {H, fN(q, p, 0)}}} . (80)

Př́ıpad 2: Liouvill̊uv operátor
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Z předchoźıho popisu je zřejmé, že výraz {H, } má formu operátoru
p̊usob́ıćı na fN . Proto je užitečné přepsat Liouvillovu rovnici do tvaru

i
∂fN
∂t

= i {H, fN} ≡ Λ̂fN (81)

kde

iΛ̂ = i {H, } = i
N∑

s=1

(
∂H

∂qs

∂

∂ps
− ∂H

∂ps
∂

∂qs

)

. (82)

Je možné ukázat, že Λ̂ je Hermiteovský operátor v prostoru spojitých nor-
movaných funkćı na fázovém prostoru tak, že pro tuto funkćı plat́ı

||ψ||2 =
∫

ψ∗ψdNqdNp <∞ . (83)

Operátor je Hermiteovský, když plat́ı Λ̂ = Λ̂†, kde Λ̂† je Hermiteovsky
sdružený operátor. Z toho dostaneme, že vlastńı hodnoty Λ̂ jsou reálné a
že vlastńı vektory daného operátoru jsou ortogonálńı. Je d̊uležité, že tyto
vlastnosti jsou zcela obecné a nezáviśı na druhu interakce mezi molekulami.
Daľśı d̊uležitá vlastnost je ta, že vlastńı hodnoty Λ̂ jsou reálné, pak vlastńı
hodnoty {H, } = −iΛ̂ jsou imaginárńı, což má za následek, že mohou existo-
vat řešeńı Liouvillovy rovnice, které osciluj́ı v čase.

Pomoćı operátoru Λ̂ přejdeme k daľśımu zp̊usobu řešeńı počátečńı podmı́nky
u Liouvillovy rovnice. Přeṕı̌seme Liouvillovu rovnici do tvaru

∂

∂t

[(

exp i

∫ t

0

dt′Λ̂

)

D(t)

]

= 0 (84)

Abychom viděli, že tato rovnice je ekvivalentńı Liouvillově rovnici, provedeme
derivaci vzhledem k t

iΛ̂(t)D(t) exp(i

∫ t

0

dt′Λ̂) + exp(i

∫ t

0

dt′Λ̂)
∂

∂t
D(t) = 0 ⇒

i exp(i

∫ t

0

dt′Λ̂)(Λ̂(t)D(t)− ∂

∂t
D(t) = 0

(85)

a ekvivalence s Liouvillovou rovnićı je zřejmá. Nyńı, jestliže zintegrujeme
rovnici (84) dostaneme řešeńı ve tvaru

D(p, q, t) = e−i
∫ t

0 dt′Λ̂D(q, p, 0) , (86)
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kde opět je nutné zd̊uraznit, že uvažujeme pevné p, q, jinými slovy, můžeme
si představit, že p, q, t jsou nezávislé souřadnice na 6N + 1 dimensionálńım
prostoru.

Pro mále intervaly opět máme
∫ △t

0

dt′Λ̂ ≃ △tΛ̂ (87)

a tedy (86) může být přepsána do tvaru

D(p, q, t) = [1− i△tΛ̂ +
1

2
(−i△tΛ̂)2 + . . . ]D(q, p, t) =

=

[

1 +△t {H, }+ (△t)2
2

{H, {H, }}+ . . .

]

D(q, p, 0)

(88)

což souhlaśı s Taylorovým rozvojem, který byl nalezen v předchoźı kapitole.
Nyńı přistouṕıme k analýze s použit́ım vlastńıch vektor̊u a vlastńıch hod-

not operátoru Λ̂. Opět muśıme předpoládat, že počátečńı forma rozdělovaćı
funkce fN je známa fN(q, p, 0) ≡ f 0

N(q, p). Dále muśıme předpokládat, že
známe vlastńı vektory a vlastńı hodnoty operátoru Λ̂, kdy budeme předpokládat
časově nezávislé Λ̂

Λ̂ψn = ωnψn . (89)

Jestliže předpokládáme, že ψn tvoř́ı bázi Hilbertova prostoru, můžeme psát
počátečńı rozdělovaćı funkci ve tvaru

f 0
N(q, p) =

∑

∀n

Dnψn (90)

kde koeficienty Dn je možné určit s pomoćı předpokládáne ortogonality vek-
tor̊u ψn

Dn =
〈
ψn|f 0

N(q, p)
〉
=

∫

dNqdNqψ∗
n(q, p)f

0
N(q, p) ,

∫

dNqdNpψ∗
n(q, p)ψm(q, p) = δnm .

(91)

Pak zřejmě dostáváme

fN(q, p, t) = e−itΛ̂
∑

∀n

Dnψn . (92)
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Tato rovnice, s použit́ım faktu, že ψn je vlastńım vektorem L̂, má řešeńı ve
tvaru

fN(q, p, t) =
∑

∀n

Dne
−itωnψn . (93)

1.9.5 Rozdělovaćı funkce ideálńıho plynu

Uvažujme ideálńı plyn, který je dán N neinteraguj́ıćımi molekulami a jenž je
obsažen v krychli o velikosti hrany L. V tomto př́ıpadě Hamiltonián je dán
ve tvaru

H =
N∑

s=1

p2s
2m

, 0 ≤ x(i)s ≤ L (94)

Vı́me, že časový vývoj rozdělovaćı funkce má formu

∂f

∂t
= {H, f} = −

∑

s

∂H

∂ps

· ∂f
∂xs

= −
∑

s

vs ·
∂f

∂xs

. (95)

Pak zřejmě operátor Λ̂ má tvar

Λ̂0 = −i
N∑

s=1

ps

m
· ∂

∂xs

. (96)

Vlastńı vektory operátoru splňuj́ı rovnici

Λ̂0ψ(k) = ω(k)ψ(k) , (97)

kde (k) je posloupnost vlastńıch vektor̊u

(k) ≡ (k1,k2, . . . ,kN) . (98)

Pak dostáváme

Λ̂0ψ(k) = −i
N∑

s=1

ps

m
· ∂ψ(k)

∂xs

= ω(k)ψ(k) .

(99)

Budeme předpokládat řešeńı ve tvaru

ψ(k) = A exp

(

i
N∑

s=1

ks · xs

)

(100)
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pak po jeho vložeńı do předchoźı rovnice dostaneme

ω(k) =
N∑

s=1

ps

m
· ks . (101)

Dále, hraničńı podmı́nky nám dávaj́ı

ks =
2π

L
ns , (102)

kde komponenty vektoru n jsou celá č́ısla. Konečně, konstantaA je zafixována
normalizaćı a tedy dostáváme

ψ(k) =
1

L3N/2
exp

(

i

N∑

s=1

ks · xs

)

. (103)

Pak je zřejmé, že obecná forma N− částicové rozdělovaćı funkce funkce má
tvar

f(xN ,pN) =
∑

(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N)e−iω(k)t . (104)

Abychom určili konečný tvar rozdělovaćı funkce f0, muśıme určit koeficienty
D(k)(p

N). Označ́ıme si hodnotu rozdělovaćı funkce f v čase t = 0 jako f0

f0(x
N ,pN) =

∑

(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N) . (105)

Protože vektory ψ(k) jsou ortogonálńı, dostáváme

D(k)(p) =
1

L3N/2

∫ N∏

i=1

d3xi[exp(−i
∑

s

ks · xs)]D0(x
N ,pN) (106)

Tedy ze známe počátečńı hodnoty distribučńı funkce dostaneme obecné řešeńı
Liouvillovy rovnice pro ideálńı plyn ve tvaru

f(x,p, t) =
1

L3N/2

∑

(k)

D(k)(p
N)ei

∑N
s=1 ks·(xs−

ps
m

t) . (107)

Je užitečné poznamenat, že rozdělovaćı funkce záviśı na 6 × N integrálech
pohybu (

p1, . . . ,pN ,x1 −
p1

m
t,x2 −

p2

m
t, . . . ,xN − pN

m
t
)

(108)
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což je přesně v souladu s předchoćı diskuśı obecného řešeńı Liouvillovy rov-
nice. Explicitně, je jasné, že p1, . . . ,pN jsou integrály pohybu pro systém
definovaný hamiltoniánem (94). Dále ukážeme, že gi ≡ xi − pi

m
t splňuje rov-

nici zachováńı

∂gi
∂t

+ {gi, H} = −pi

m
+

N∑

s=1

(
δxs

δxi

· δH
δps

− 1

m

δ(−pi)

δps

δH

δxs

)

=

= −pi

m
+

N∑

s=1

δsi
δH

δps

= 0

(109)

Je také užitečné poznamenat, že v př́ıpadě ideálńıho plynu, můžeme operátor

Λ̂0 napsat jako Λ̂0 =
∑N

s=1 Λ̂
s
0, kde

{

Λ̂i
0, Λ̂

j
0

}

= 0. Pak je zřejmé, že můžeme

hledat řešeńı Liouvollovy rovnice ve tvaru fN =
∏N

s=1 f1(xs,ps, t), kde f1 je
jednočásticová rozdělovaćı funkce, která v př́ıpadě ideálńıho plynu je dána
výrazem

f1(x1,p1, t) = exp

(

−tp1

m

∂

∂x1

)

f1(x1,p1, 0) . (110)

1.10 Redukované distribučńı funkce

Pro jednoduchost zápisu zavedeme následuj́ıćı konvenci

d1 ≡ dx1dp1 , d2 ≡ dx2dp2 , . . . (111)

která odpov́ıdá částićım 1, 2, . . . .
Uvažujme nyńı systém N stejných částic a zaměřme se na subsystém,

který je tvořen s < N částicemi. Pravděpodobnost, že najdeme subsystém
ve fázovém prostoru d1d2 . . . ds v okoĺı stavu (1, 2, . . . , s) je

fs(1, . . . , s)d1 . . . ds . (112)

Je zřejmé, že můžeme očekávat vstah mezi fs a fN . Poznamenejme, že fN
udává pravděpodobnost, že se systém nacháźı v okoĺı bodu (1, . . . , s, s +
1, . . . , N). Poté je zřejmé, že jestliže se nazaj́ımáme o situaci v okoĺı bod̊u
s+1, . . . , N , muśıme provést součet pravděpodobnost́ı, že je systém v daných
bodech. Explicitně dostáváme

fs(1, . . . , s) =

∫

fN(1, . . . , N)d(s+ 1) . . . dN (113)
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1.11 s-násobná distribučńı funkce

Tuto distribučńı funkci, kterou si označ́ıme jako Fs(1, . . . , s) definujeme následuj́ıćım
zp̊usobem. Výraz

Fs(1, . . . , s)d1 . . . ds (114)

reprezentuje pravděpodobnost, že jedna z částic je ve fázovém prostoru dl
v okoĺı bodu 1, jiná je ve fázovém prostoru d2 v okoĺı bodu 2 atd v daném
časovém okamžiku. Je zde d̊uležitý rozd́ıl vzhledem k distribučńı funkci fs,
protože Fs nerozlǐsuje, která konkrétńı částice se nacháźı v okoĺı bodu 1
atd. Podrobněji, fs určuje s−částicový stav specifické skupiny částic. Na
druhou stranu Fs také odpov́ıdá stejnému specifickému stavu, ale je nezávislá
na tom, které částice se nacházej́ı v tomto stavu. Např́ıklad, f2(1, 2) udává
pravděpodobnost, že částice 1 je ve stavu 1 a částice 2 ve stavu 2, na druhou
stranu F2(1, 2) udává počet dvojic částic, které se nacházej́ı v daném stavu.
Abychom našli vstah mezi Fs a fs muśıme znát počet zp̊usob̊u, jakým mužeme
vybrat s částic z celkových N

(
N
s

)

=
N !

s!(N − s)!
. (115)

Jestliže předpokládáme, že dané částice jsou identické, pak každý takový
výběr dává stejnou funkci fs. Pak dostáváme

F̄s =

(
N
s

)

fs , (116)

kde čára nad Fs dává, že daný s−částicový stav byl započ́ıtán pouze 1.
Je zřejmé, že muśıme vźıt do úvahy fakt, že s−částic můžeme distribuovat
s! zp̊usoby tak, že stále dávaj́ı s−částicový stav. Tento fakt dává konečný
výsledek

Fs = s!F̄s = s!

(
N
s

)

=
N !

(N − s)!
fs (117)

2 Analýza Liouvillovy rovnice

V této kapitole odvod́ıme posloupnost rovnic známou jako BBKGY rovnice.
Toto jsou rovnice pro redukované distribuce a hraj́ı kĺıčovou roli v kinetické
teorii plyn̊u a tekutin. Začneme s Liouvillovou rovnićı pro N−částicovou
distribučńı funkci

∂fN
∂t

+ {fN , H} = 0 (118)
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a přeṕı̌seme ji do tvaru
∂fN
∂t

− L̂NfN = 0 , (119)

kde
L̂N = {H, } (120)

což explicitně dává

L̂N =
N∑

l=1

(
∂H

∂xl

· ∂

∂pl

− ∂H

∂pl

· ∂

∂xl

)

, (121)

kde
∂H

∂xl

· ∂

∂pl

≡ ∂H

∂xi(l)
· ∂

∂p
(l)
i

(122)

kde xi(l) je i−tá komponenta polohového vektoru l−té částice a p
(l)
i je i−tá

komponenta sdružené hybnosti. Hamiltonian H má tvar

H =
N∑

i=1

p2i
2m

+
N∑

i<j

∑

Φij , (123)

kde
Φij ≡ Φ(|xi − xj|) (124)

je dvoučásticový interakčńı potenciál. Poté dostaneme

L̂ = −
N∑

l=1

pl

m
· ∂

∂xl

+
N∑

i<j

N∑

l=1

∂Φij

∂xl

· ∂

∂pl

. (125)

Uvažujme nyńı operátor

Ôij ≡
∑

l

∂Φij

∂xl

· ∂

∂pl

. (126)

Z definice potenciálu je zřejmé, že tento výraz je nenulový pouze v př́ıpadě,
když l = i nebo l = j. Tedy dostáváme

Ôij =
∂

∂xi

Φij ·
∂

∂pi

+
∂

∂xj

Φij ·
∂

∂pj

. (127)
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Protože potenciál Φij záviśı na |xi − xj| zřejmě dostaneme

∂

∂xi

Φij = − ∂

∂xj

Φij . (128)

Pak můžeme psát

Ôij = −Gij ·
(

∂

∂pi

− ∂

∂pj

)

, (129)

kde jsme definovali

Gij = − ∂

∂xi

Φij (130)

což je śıla p̊usob́ıćı na i−tou částici zp̊usobenou interakćı s j−tou částićı.
Pomoćı těchto definićı můžeme přepsat L̂N do tvaru

L̂N = −
N∑

l=1

pl

m
· ∂

∂xl

+
N∑

i<j

∑

Ôij (131)

nebo ekvivalentně

L̂N = −
n∑

l=1

K̂l +
N∑

i<j

∑

Ôij (132)

kde jsme definovali K̂l jako kinetický operátor. Protože se zaj́ımáme o rovnici
pro distribučńı funkci fs, rozděĺıme L̂N následuj́ıćım zp̊usobem

L̂N = L̂s + L̂N,s+1 , (133)

kde s−částicový Liovill̊uv operátor L̂s je dán

L̂s = −
s∑

l=1

K̂l +
s∑

i<j

∑

Ôij . (134)

Zbytkový operátor L̂N,s+1 je dán předpisem

L̂N,s+1 = −
N∑

l=s+1

K̂l + R̂N,s+1 (135)

a kde R̂N,s+1 můžeme lehce odvodit z definice L̂N

R̂N,s+1 =
s∑

i=1

N∑

j=s+1

Ôij +
N∑

i=s+1

N∑

j=s+1,(i<j)

Ôij . (136)
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2.1 Redukce Liovillovy rovnice

S pomoćı takto definovaných operátor̊u můžeme přistoupit k integraci Liou-
villovy rovnice (119). Je jasné, že můžeme provést integraci přes s+1, . . . , N
v rovnici (119), kde zřejmě můžeme zaměnit integraci přes s + 1, . . . , N a
p̊usobeńı operátoru L̂s. Konkrétně

∫

d(s+ 1) . . . dN
∂

∂t
fN =

∂

∂t

∫

d(s+ 1) . . . dNfN =
∂

∂t
fs ,

∫

d(s+ 1) . . . dNL̂sfN = L̂s

∫

d(s+ 1) . . . dNfN = L̂sfs ,

(137)

a tedy (119) má tvar

(
∂

∂t
− L̂s

)

fs =

∫

d(s+ 1) . . . dNL̂N,s+1fN =

=

∫

d(s+ 1) . . . dN(−
N∑

l=s+1

K̂l + R̂N,s+1)fN .

(138)

Budeme se podrobně věnovat pravé straně rovnice (138)

∫

d(s+ 1) . . . dN(−
N∑

l=s+1

pl

m
· ∂

∂xl

+
s∑

i=1

N∑

j=s+1

Ôij +
N∑

i=s+1,(i<j)

N∑

j=s+1

Ôij)fN

(139)

Prvńı člen dává pouze povrchové integrály a z definice rozdělovaćı funkce
muśı být rovny nule. To vyplývá z faktu, že

∫

dx1

∫

dpl
pl

m
· ∂

∂xl

fN ∼
∫

dpl
pl

m
fN(xl = ∞)− fN(xl = −∞) = 0

(140)
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Stejným zp̊usobem budeme analyzovat třet́ı př́ıspěvek
∫

d(s+ 1) . . . dNÔijfN = −
∫

d(s+ 1) . . . dNGij(
∂fN
∂pi

− ∂fN
∂pj

) =

=

∫

d3x(s+1)d
3p(s+1) . . . d

3p(i−1)d
3xi . . . d

3xjd
3p(j+1) . . . d

3xNd
3pNGij ×

×(fN(pi = ∞)− fN(pi = −∞)− fN(pj = ∞)− fN(pj = −∞)) = 0

(141)

Výsledkem dostáváme

(
∂

∂t
− L̂s

)

fs =

∫

d(s+ 1) . . . dN
s∑

i=1

N∑

j=s+1

ÔijfN . (142)

S použit́ım explicitńı formy Ôij dostáváme, že pravá strana rovnice má tvar

P.S.R(142) = −
∫

d(s+ 1) . . . dN
s∑

i=1

∑

j=s+1

NGij ·
(

∂

∂pi

− ∂

∂pj

)

fN (143)

Opět vid́ıme, že derivace v proměnné pj, j ≥ s + 1 dáváj́ı, při současné
integraci, povrchové př́ıspěvky a tudiž jsou rovny nule. Výsledkem dostáváme

(
∂

∂t
− L̂s

)

fs = −
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫

d(s+ 1) . . . dN
N∑

j=s+1

GijfN . (144)

Toto je kĺıčová rovnice určuj́ıćı časový vývoj redukované distribučńı funkce.
Vid́ıme, že dynamika distribučńı funkce fs(1, . . . , s) se zbývaj́ıćımi částicemi
v tekutině je dán pravou stranou rovnice (144).

Abychom pokročili dále ve zjednodušeńı rovnice (144) muśıme zavést
předpoklad, že částice v tekutině jsou identické a tedy fs(1, 2, . . . , s) je sy-
metrická při výměně jednodlivých stav̊u částic. Jinými slovy předpokládáme,
že

f3(1, 2, 3) = f3(1, 3, 2) = f3(3, 2, 1) = f3(3, 1, 2) = f3(2, 3, 1) = f3(2, 1, 3) .
(145)

Abychom ukázali ekvivalenci integrál̊u, když provád́ıme sumaci přes j, muśı
např́ıklad platit

∫

d2d3 . . .G12fN(1, 2, 3, . . . ) =

∫

d2d3 . . .G13fN(1, 2, 3, . . . ) (146)
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což můžeme, při provedeńı integrace přes 4, . . . , N psát jako
∫

d2d3G12f3(1, 2, 3) =

∫

d2d3G13f3(1, 2, 3) . (147)

Jestliže nyńı provedeme na levé straně integraci přes d3 a pravou stranu
přes d2 dostaneme (kde jsme využili předpoklad (145), tedy f3(1, 2, 3) =
f3(1, 3, 2)) ∫

d2G12f2(1, 2) =

∫

d3G13f2(1, 3) . (148)

Jestliže nyńı nahrad́ıme integračńı proměnnou na pravé straně 3 proměnnou
2 dostaneme rovnost. Pak tedy vid́ıme, že každý člen v (N − 1)j sumě dává
identický př́ıspěvek a tedy dostáváme

(
∂

∂t
− L̂s

)

fs + (N − s)
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫

d(s+ 1) . . . dNGi,s+1fN . (149)

Nyńı vid́ıme, že při integraci přes d(s + 2) . . . dN dostaneme fs+1, což nám
dává fundamentálńı rovnici
(
∂

∂t
− L̂s

)

fs + (N − s)
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫

d(s+ 1)Gi,s+1fs+1 , 1 ≤ s ≤ N . (150)

Tento systém N vázaných rovnice se nazývá BBKGY rovnice podle jejich au-
tor̊u, kterými jsou N.N. Bogoliubov, M. Born, G. Kirkwood, H. S. Green and
J. Yvon. Tyto rovnice se naźıvaj́ı hierarchie. V následuj́ıćı diskuzi použijeme
notaci BYs, abychom označili s− tou rovnici v této hierarchii. Necht’ uvedeme
následuj́ıćı vlastnosti tohoto systému

• Toto je systém N rovnic, kde N−tá z nich je Liouvillova rovnice pro
fN .

• Definujeme
Dfs
Dt

≡ ∂fs
∂t

− L̂sfs (151)

pak z (150) dostaneme pro podskupinu s částic, kde s < N

Dfs
Dt

6= 0 . (152)

Jinými slovy, fs(1, 2, . . . , s) neńı konstantńı podél trajektorie ve fázovém
prostoru podprostoru odpov́ıdaj́ıćımu s−částićım, což je d̊usledek in-
terakce mezi s−částicemi a zbývaj́ıćımi částicemi v souboru N částic.

31



• Třet́ı vlastnost má speciálńı význam pro kinematiku, která nás speciálně
zaj́ımá. Týká se prvńı rovnice v daném systému BY1. Tato rovnice je
obecnou formou všech kinetických rovnic.Kinetická rovnice je uzavřená
rovnice pro f1(x,p, t). Abychom viděli p̊uvod této rovnice uvažujem
prvńı rovnici v (150), kterou přeṕı̌seme do formy

∂f1
∂t

+
p1

m
· ∂

∂x1

f1 = −Â1f2(1, 2) (153)

kde Â1 vyplývá z (150). Kinetickou rovnici dostaneme, jestliže budeme
schopni provést následuj́ıćı operaci

Â1f2(1, 2) = Ĵ(f1) , (154)

kde Ĵ se typicky nazývá kolizńım integrálem, zobrazuje funkci na funkci.
Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak takový integrál zavést, je předpokládát, že
f2(1, 2) je funkćı f1(1). Např́ıklad, ve Vlasovově aproximaci uvažujeme
f2(1, 2) = f1(1)f1(2). V př́ıpadě obecněǰśıho Bogoliubovova ansatzu
máme fs(1, 2) = f2[1, 2, f1].

2.2 Vlasovova aproximace

Uvažujme BYs rovnici v limitě, kdy N ≫ s

(
∂

∂t
− L̂s

)

fs = Îsfs+1 , (155)

kde

Îs ≡ −N
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫

d(s+ 1)Gi,s+1 . (156)

Předpokládejme, že tekutina je tvořena z N částic, které jsou obsaženy v
objemu N . Pak je možné zavést charakteristický počet částic

n0 ≡
N

V
. (157)

Dále předpokládejme, že můžeme zavést středńı teplotńı rychlost, C, a od-
pov́ıdaj́ıćı teplotu T v tekutině, tak že

mC2 ≡ kBT , (158)
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kde kB je Boltzmanova konstanta. Śıla potenciálu a charakteristická délková
škála r0 jsou definovány jako

Gij =
Φ0

r0
Ḡij , (159)

kde Ḡij je bezrozměrná veličina. Dále provedeme renormalizaci funkce fs, tak
že

Fs ≡ V sfs (160)

V př́ıpadě prostorově homogenńıho plynu dostaneme, že

f1(x,p) =
1

V
F1(p) . (161)

Jestliže v́ıme, že f1(x,p) udává pravděpodobnost, že jedna částice se nacháźı
ve fázovém objemu v okoĺı bodu x,p o velikosti d3x, d3p, pak je jasné, že
hustota počtu částic v bodě x, kterou označ́ıme jako n(x, t) je dána výrazem

n(x, t) = N

∫

f1d
3p = n0

∫

F1d
3p (162)

Abychom dostali reovnici pro Fs, vynásob́ıme obě strany rovnice (155) V s a
dostaneme (

∂

∂t
+
∑

l

K̂l −
∑∑

i<j

Ôij

)

Fs =
1

V
ÎsFs+1 . (163)

V následuj́ıćım kroku zavedeme bezrozměrné veličiny, které označ́ıme pruhem
nad daným symbolem

x = r0x̄ , p = mCp̄ ,

t =
r0
C
t̄ , Fs = (mC)−3sF̄s .

(164)

Poznamenejme, že je zde velmi mnoho možnost́ı volby charakteristických škál
pro danou analýzu. Můžeme položit r0, aby bylo rovno charakteristické délce
silového p̊usobeńı, či můžeme definovat r0 jako

r0 = n
−1/3
0 (165)

nebo
r0 = V 1/3 . (166)
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Pomoćı bezrozměrných veličin dostáváme

∂

∂t
=

∂

∂t̄

C

r0
,

K̂ =
∑

l

pl

m
· ∂

∂xl

=
∑

l

C

r0
p̄l ·

∂

∂x̄l

=
C

r0
ˆ̄K

Ôij = Gij ·
(

∂

∂pi

− ∂

∂pj

)

=
Φ0

r0C
Ḡij ·

(
∂

∂p̄i

− ∂

∂p̄j

)

≡ Φ0

mr0C
¯̂
Oij ,

(167)

a konečně máme

Îs = −N
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫

d3xs+1d
3ps+1Gi,s+1 =

= −n0V
1

mC

Φ0

r0
r30(mC)

3

s∑

i=1

∂

∂p̄i

·
∫

d3x̄s+1d
3p̄s+1Ḡi,s+1 = Φ0r

2
0(mC)

2 ¯̂Is .

(168)

Nyńı vlož́ıme tyto výrazy do (163) a dostaneme

C0

r0

(

∂

∂t̄
+
∑

l

ˆ̄Kl −
Φ0

mC2

∑∑

i<j

ˆ̄Oij

)

(mC)−3sF̄s =

=
1

V
n0V Φ0r

2
0(mC)

2 ¯̂Is(mC)
−3(s+1)F̄s+1 ⇒

(

∂

∂t̄
+
∑

l

ˆ̄Kl −
Φ0

mC2

∑∑

i<j

ˆ̄Oij

)

F̄s = (n0r
3
0)

(
Φ0

mC2

)

ˆ̄IsF̄s+1 .

(169)

Nyńı definujeme parametry

α ≡ Φ0

mC2
=

Φ0

kBT
, γ−1 ≡ n0r

3
0 . (170)

Poté berzorměrná rovnice (169), když nebudeme psát čárku nad symboly,
má tvar (

∂

∂t
+

s∑

l=1

K̂l − α
∑ s∑

i<j

Ôij

)

Fs =
α

γ
ÎsFs+1 . (171)
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Uvažujme nyńı koeficient
α

γ
=
n0r

3
0Φ0

kBT
. (172)

Jesliže nyńı zvoĺıme, že r0 odpov́ıdá charakteristické škále interakce, je vhodné
zavést veličinu N0 následuj́ıćım zp̊usobem

N0 = n0r
3
0 , (173)

která udává počet částic ve sféře dosahu dané interakce. Pak dostaneme

α

γ
=

N 2
0Φ0

N0kBT
≃ 〈EΦ〉

〈Ek〉
, (174)

kde 〈EΦ〉 reprezentuje středńı interakčńı energy na jednotku dosahu dané
interakce, zat́ım co veličina 〈Ek〉 reprezentuje termálńı energii obsaženou v
daném objemu. Je zřejmé, že mužeme jejich pod́ıl interpretovat jako mı́ru
pr̊uměřné potenciálńı a kinetické energie v dané tekutině. Poté je přirozené
definovat jako silně interaguj́ıćı tekutinu, jestliže plat́ı α/γ ≥ 1, pak hovoř́ıme
o slabě interaguj́ıćım tekutině, jestliže plat́ı α/γ ≪ 1.

Nyńı přistouṕıme k diskuzi d̊uležitého pojmu, jakým je statistická nezávislost
částic v tekutině. Intuitivně je zřejmé, že částice jsou statisticky nezávislé,
jesliže jsou nekorelované. Podrobněji, definujeme korelačńı funkci mezi dvěma
částicemi pomoćı relace

f2(1, 2) = f1(1)f1(2) + C2(1, 2) . (175)

Jinými slovy, v př́ıpadě, že neexistuje korelace mezi dvěma částicemi, to jest
C2(1, 2) = 0, pak dané částice jsou statisticky nezávislé a tudiž pravděpodobnost,
že najdeme 1 částici v určitém bodě fázového prostoru a 2 částici v daľśım
bodě fázového prostoru, reprezentovanou funkćı f2(1, 2), je dáná součinem
pravděpodobnosti f1(1)f1(2). Jestliže budeme pokračovat dále, dostaneme
vstah

(f1, f2, . . . , fN) → (f1, C2, C3, . . . , CN) . (176)

kde opakováńım předchoźı iterace dostaneme

f2(1, 2) = f1(1)f1(1) + C2(1, 2) ,

f3(1, 2, 3) = f2(1, 2)f1(3) + f2(1, 3)f1(2) + f2(2, 3)f1(1) + C3(1, 2, 3) =

= f1(1)f1(2)f1(3) +
∑

P (1,2,3)

f1(1)C2(2, 3) + C3(1, 2, 3)

(177)
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Pomoćı těchto pojmů můžeme přistoupit k definováńı tzv. Vlasovovy limity,
kdy předpokládáma, že Φ0/kBT ≪ 1 a zároveň předpokládáme dalekodosa-
hové interakce, kdy zjevně i dosah daných interakćı je velký, což nám ř́ıká, že
i r0 je velké a tedy n0r

3
0 ≫ 1. Jinými slovy řečeno, Vlasovova limita odpov́ıdá

př́ıpadu

α =
Φ0

kBT
≪ 1 , γ−1 = n0r

3
0 ≫ 1 . (178)

Je užitečné zavést parametr malosti ǫ ≪ 1 s t́ım, že definujeme Vlasovovu
limitu následuj́ıćım zp̊usobem

α → ǫα , γ−1 → 1

ǫ
γ−1 . (179)

Zjevně také máme α/γ = O(1). V př́ıpadě, kdy kBT ≫ Φ0 můžeme očekávat,
že korelace mezi částice v tekutině jsou malé. Matematicky můžeme toto
vyjádřit t́ım, že vlož́ıme faktor ǫ ke každé korelačńı funkci. Explicitně máme

f2 = f1f1 + ǫC2 ,

f3 = f1f1f+ǫ
∑

P

f1C2 + ǫ2C3

(180)

kde předpokládáme, že tyto rozdělovaćı funkci jsou bezrozměrné a tedy fs =
Fs. Pak dostáváme

(
∂

∂t
+ κ̂1

)

F1 =
α

γ
Î1[F1(1)F2(2) + ǫC2(1, 2)] ,

(
∂

∂t
+ κ̂2 − ǫαÔ12

)

[F1(1)F2(2) + ǫC2(1, 2)] =

=
α

γ
Î2[F1(1)F1(2)F1(3) + ǫF1(1)C2(2, 3) +

+ǫF1(2)C2(3, 1) + ǫF1(3)C2(1, 2)]
...

(181)

kde

κ̂s ≡
s∑

i=1

K̂i . (182)
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Porovnáńım člen̊u stejného řádu v ǫ a když se omeźıme na členy nejnižš́ıch
řád̊u, dostaneme

(
∂

∂t
+ κ̂1

)

F1(1) =
α

γ
Î1F1(1)F1(2) ,

(
∂

∂t
+ κ̂2

)

F1(1)F2(2) =
α

γ
Î2F1(1)F1(2)F1(3) ,

...

(183)

Ukazuje se, že obecně dostaneme N rovnic pro jednu neznámou funkci F1, což
nám logicky dává, že N těchto rovnic muśı být reduntantńı. Dá se ukázat,
že tomu je skutečně tak, neboli jestliže F1(1) splňuje prvńı rovnici v (181),
pak všechny daľśı rovnice jsou také splněny. Nyńı přeṕı̌seme tedy tuto prvńı
rovnici do plného tvaru s přesně danými rozměry fyzikálńıch veličin
(
∂

∂t
+ v · ∂

∂x

)

F1(x,v, t) = −n0

m

∂

∂v
·
∫

d3x′d3v′G(x,x′)F1(x,v, t)F1(x
′,v′, t) .

(184)
kde jsme použili rovnost F1(p)d

3p = F1(v)d
3v. Tato rovnice se nazývá Vla-

sovovou rovnićı. Abychom źıskali větš́ı fyzikálńı náhled na tuto rovnici, je
vhodné použ́ıt hustoty počtu částic

n(x′, t) = N

∫

d3p′f1(x
′,p′, t) =

N

V

∫

d3vF1(x
′,v′, t) . (185)

Poté zavedeme středńı hodnotu śıly

G(x, t) =

∫

d3x′n(x′, t)G(x,x′) . (186)

což můžeme fyzikálně interpretovat jako śılu od všech částic v daném objemu
p̊usob́ıćı na částici v bodě x. Pak integrál v (184) má tvar

n0

m

∂

∂v
·
∫

d3x′d3v′G(x,x′)F1(x,v, t)F1(x
′,v′, t) =

=
∂

∂v
F1(x,v, t) ·

∫

d3x′n(x′, t)G(x,x′) =

=
∂

∂v
F1(x,v, t) ·G(x, t) .

(187)
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Vid́ıme tedy, že Vlasovovu rovnici (184) můžeme přepsat do tvaru
(
∂

∂t
+ v · ∂

∂x
+

G

m
· ∂
∂v

)

F1(x,v, t) = 0 . (188)

Fyzikalńı interpretace této rovnice je následuj́ıćı. Časový vývoj F1(x,v, t) je
ovlivněn silovým polem, které je dáné okamžitým p̊usobeńım všech částic v
dané tekutině. Je velice zaj́ımavé, že Vlasovova rovnice (184) je velmi po-
dobná jednočásticové Liouvillově rovnici, která odpov́ıdá částici pohybuj́ıćı
se ve vněǰśım silovém poli. Hamiltonian pro tuto částici má tvar

H =
p2

2m
+ Φ(x) (189)

kde G̃ = − ∂
∂x
Φ(x) je vněǰśı śıla. Liovillova rovnice pro tento system má tvar

∂F

∂t
+ {F,H} =

∂F

∂t
+
∂F

∂x
· ∂H
∂p

− ∂F

∂p
· ∂H
∂x

=

=
∂F

∂t
+
∂F

∂x
· v +

∂F

∂p
· G̃ = 0

(190)

Je lehké dokázat, že řešeńı jednočásticové Liouvillovy rovnice má tvar

F = F [
p2

2m
+ Φ(x)] (191)

nebot’
∂F

∂p
= F ′ p

m
,
∂F

∂x
= −F ′G̃ , (192)

kde samozrejmě je nutné poznamenat, že Φ je potenciál vněǰśı śıly, zat́ım co
v př́ıpadě Vlasovovy rovnice máme

∂Φ

∂x
= −n0

∫

F (x′,v′, t)G(x,x′)d3x′d3v′ (193)

což znamená, že je možné určit Φ za předpokladu, že známe funkci F .

2.3 Prigoginova analýza

V této kapitole stručně nast́ıńıme princip poruchové techniky řešeńı Liou-
villovy rovnice. Jednou z d̊uležitých aplikaćı této metody je odvozeńı Bolt-
zmanovy rovnice.
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2.3.1 Poruchy Liouvillova operátoru

Uvažujme opět Liouvill̊uv operátor

∂fN
∂t

= L̂NfN (194)

kde
L̂N = {H, } (195)

nebo explicitně

L̂N =
∑

l

K̂l +
∑ N∑

i<j

Ôij . (196)

Nyńı přeṕı̌seme tento operátor do tvaru

L̂N = L̂0 + δL̂ , (197)

kde L̂0 je kinetický operétor volných částic a kde

δL̂ =
∑∑

i<j

∂

∂xi

Φij ·
[
∂

∂pi

− ∂

∂pj

]

(198)

je porucha L̂0.
Nyńı se zaměř́ıme na kinetický operátor volných částic, které jsou obsaženy

v krychli o velikosti L. V tomto př́ıpadě máme

K̂ = −
N∑

s=1

ps

m
· ∂

∂xs

, 0 ≤ x(i)s ≤ L . (199)

Vlastńı vektory daného operátoru jsou

K̂ψ(k) = −iω(k)ψ(k) ,

ψ(k) = L−3N/2 exp[i
∑

klxl] ≡ |(k)〉
ω(k) =

∑

kl · vl

(200)

kde vl = pl

m
a kde (k) = (k1,k2, . . . ,kN). Poznamenejme, že periodické

hraničńı podmı́nky dáváj́ı

ki =
2π

L
ni , (201)
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kde ni jsou celá č́ısla. Nyńı použijeme tuto bázi pro hledáńı řešeńı obecné
Liouvillovy rovnice, kde předpokládáme řešeńı ve tvaru

fN(1, . . . , N) =
∑

(k)

a(k)(p
N , t)ψ(k)(x

N)e−iω(k)t . (202)

Nyńı ukážeme, že toto řešeńı může být přepsáno do vhodného tvaru, kde
koeficienty maj́ı speciálńı fyzikálńı význam. Tento přepis má tvar

fN =
1

V N



a0(pj| . . . , t) +
1

V̄

N∑

j=1

′∑

kj

ak(p
N , t)eikj ·xje−iωjt+

+
1

V̄ 2

∑

j

∑

n

′

∑

k′

j

′∑

kl,kj+kl 6=0

× ×akj ,kl
(pj,pl|0, t)ei[kj ·xj+kl·xl]e−iωjlt+

+
1

V̄

∑

j

∑

l

′∑

k

ak,−k(pj,pl|0, t)eik(xj−xl) + . . .

]

(203)

kde čárka nad sumačńım symbolem znamená, že provád́ıme sumu, kde dané
vektory jsou nenulové, v opačném př́ıpade by tento koeficient měl být započ́ıtan
do předchoźıho řádu. Koeficienty v tomto rozvoji maj́ı tu d̊uležitou vlastnost,
že ak1,...,kn

(pN , t) obsahuj́ı n nenulových vektor̊u, např́ıklad ak1,k2 obsahuje
2 nenulové vektory. Dále,hybnosti, na kterých záviśı dáná Fourierova kom-
ponenta, se rozděluj́ı na ddvě skupiny, rozdělené vertikálńı čarou. Vektory
na levo od čárky odpov́ıdaj́ı částićım, jejichž vlnové vektory jsou nenulové a
napravo od čárky jsou uvedené všechny ostatńı hybnosti. Konečně, objem V̄
je definován jako V̄ ≡ V/(2π)3.

Členy v druhé sumě, kdy kj + kl = 0 jsou d̊uležité při tzv. limitě homo-
genity, která nám ř́ıká, že systém je homogenńı, pak fN je invariantńı při
posunu souřadnic

(xl) → (x′
l) = (xl + b) (204)

pak dostáváme
∑

(k)

a(k)e
i
∑

kl·xl =
∑

(k)

a(k)e
i
∑

kl·xleib·
∑

kl (205)

Tato rovnost je splňena pro všechna kl a xl za předpokladu, že
∑

kl = 0 pro
všechny (k) sequence.
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Nyńı můžeme přistoupit k interpretaci koeficient̊u, které vystupuj́ı v (203)
Nejdř́ıve provedeme integraci přes x1 . . .xN

∫

d3x1 . . . d
3xNfN =

=
1

V N

∫

d3x1 . . . d
3xN



a0(p
N , t) +

1

V̄

∑

j

∑

kj

a1(kj,p
N , t)eikj ·xje−iωjt + . . .





(206)

Nyńı v limitě velkého objemu můžeme nahradit sumu integraćı

1

V̄

∑

k

→
∫

d3k (207)

což také dává
1

(2π)3

∫

eik·xd3x = δ(k) . (208)

což nám ř́ıká, že druhý člen v (206) dává δ(k) při integraci přes dxN . Pak
dostáváme, že všechny daľśı př́ıspěvky při integraci dávaj́ı nulu Jinými slovy

∫

d3x1 . . . d
3xNfN = a0(p

N , t) (209)

kde z definice normováńı funkce fN plat́ı
∫

d3p1 . . . d
3pNa0(p

N , t) = 1 . (210)

Vid́ıme tedy, že a0(p
N , t) je distribučńı funkce rozložeńı hybnosti pro N

částic.
Hustota počtu částic je dáná integrálem

n1(x) = n1(xl) = N

∫

fNd
3p1 . . . d

3pNd
3x1d

3x2 . . . d
3xl−1d

3xl+1 . . . d
3xN

(211)

zat́ım co distribuce dvojic je dáná integrálem

n2(x,x
′) = n2(xs,xn) =

=
N(N − 1)

2

∫

fNd
3p1 . . . d

3pNd
3x1 . . . d

3xs−1d
3xs+1 . . . d

3xn−1d
3xn+1 . . . d

3xN .

(212)
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Nyńı urč́ıme hodnoty těchto funkćı pro fN danou (203)

n1(xs) =
N

V N

∫

d3p1 . . . d
3pN

∏

i 6=s

d3xi ·

·



a0(p, t) +
1

V̄

′N∑

j=1

∑

kj

ak(pj|0, t)eikj ·xj−iωjt + . . .





(213)

V limitě velkého integrálu při integraci přes xi, i 6= s dostáváme δ(ki), což
nám dává ki = 0 , i 6= s. Pak tedy všechny členy, pro které plat́ı, že j 6= s jsou
rovny nule, protože z definice máme a1(0,p, t) = 0. Dále, každý člen v sumě,
která obsahuje a2(kj,kl,p, t) obsahuj́ı bud’ δ(kj) nebo δ(kl) jako d̊usledek
integrace

∫
d3xj nebo

∫
d3xl. Pak dostáváme, že všechny členy v dané sumě

jsou rovny nule d́ıky tomu, že z definice máme

a2(0,kl) = a2(kj, 0) = 0 . (214)

Stejné argumenty můžeme použ́ıt pro členy vyšš́ıch řádu v rozvoji (203).
Výsledkem dostaneme

n1(x) =
N

V

[

1 +

∫ N∏

i=1

d3piak(p| . . . , t)eik·xd3k
]

. (215)

V limitě prostorové homogenity dostaneme k = 0, ak(0,p, t) = 0 a tedy

n1 =
N

V
. (216)

2.3.2 Pohybové rovnice pro koeficienty a(k)

Nyńı přejdeme k odvozeńı pohybové rovnice pro koeficienty a(k). Jesliže
vlož́ıme (203) do Liovillovy rovnice dostaneme

∂

∂t

∑

(k′)

a(k′)e
−iω(k′)t |(k′)〉 = (L̂0 + δL̂)

∑

〈(k′)| a(k′)e
−iω(k′)t . (217)

Provedeme derivaci vzhledem k času na levé straně rovnice, poté ji vynásob́ıme
zleva vektorem 〈(k)| a s užit́ım ortogonality vektor̊u dostaneme pohybovou
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rovnici pro a ve tvaru

∂

∂t
a(k) =

∑

(k′)

eiω(k)t 〈(k)| δL̂ |(k′)〉 eiω(k′)ta(k′) . (218)

Daľśı analýza této rovnice prob́ıhá podobným zp̊usobem jako v př́ıpadě po-
ruchového počtu v kvantové mechanice. Ukazuje se, že r̊uzné členy v po-
ruchovém rozvoji mohou být reprezentovány graficky podobným zp̊usobem,
jako Feynmanovy diagramy. Tato analýza je ovšem velice složitá a nemůže
být obsažena v této přednášce, pro podrobněǰśı popis odkazuji na I. Prigogine,Non-
equilibrium Statistical Mechanics.

2.4 Bogoliubova Hypotéza

2.4.1 Intervaly času a délky

V této kapitole se budeme stručně zab́ıvat Bogoliubovou hypotézou týkaj́ıćı
se dosažeńı rovnováhy v p̊uvodńım nerovnovážném plynu. Týká se plynu
v uzavřeném prostoru a definuje tři časové intervaly, které označ́ıme jako
τ1, τ2 a τ3. V časovém intervalu τ1 se dvě molekuly nacházej́ı ve vzájemném
interakčńım dosahu. Interval τ2 je středńı doba mezi dvěma interakcemi.
Konečně τ3 je pr̊uměrná doba, za kterou molekula překoná vzdálenost mezi
dvěma stěnami, které vymezuj́ı oblast, kde se daný plyn nacháźı. Je zřejmé,
že mezi těmimto časovými úseky existuje následuj́ıćı souvislost

τ1 ≪ τ2 ≪ τ3 . (219)

K těmto časovým interval̊um můžeme přǐradit odpov́ıdaj́ıćı charakteristické
délky λ1, λ2 and λ3, kde λ1 je charakteristická vzdálenost interakce, λ2 je
středńı volná dráha a λ3 je charakteristická rozměr oblasti, v které se nacházej́ı
část́ıce. Např́ıklad pro plyn, kde středńı molekulová rychlost je 300ms−1 a za
standartńıch podmı́nek, kdy je plyn obsažen v nádobě o charakteristickém
rozměru λ3 = 3cm dostáváme

λ1 λ2 λ3
cm 3× 10−8 3× 10−5 3

τ1 τ2 τ3
sec 10−12 10−9 10−4
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Bogoljubova hypotéza se týká funkcionálńı závislosti N−částicové dis-
tribučńı funkce fN(1, . . . , N), která je závislá na relaxaci plynu směrem k
rovnovážné konfiguraci. Tyto časové intervaly jsou definované následuj́ıćı ta-
bulkou

0 < t < τ1 počátečńı fáze
τ1 < t ≤ τ2 Kinetická fáze
τ2 < t Hydrodynamická fáze

V počátečńım intervalu nenexistuje žádná srážky mezi molekulami a tedy
počátečńı nerovnovážný stav neńı ovlivněn žádnou silou, která popisuje in-
terakci mezi srážkami. To znamená, že v počátečńı fázi muśıme použ́ıt celou,
N−částicovou distribučńı funkci pro popsáńı stavu plynu.

Během kinetické fáze docháźı ke koliźım molekul a tedy existuje tendence
k rovnovážné konfiguraci. V tomto př́ıpadě je vyslovena hypotéza, že všechny
s− částicové distribučńı funkce jsou funkcionály jednočásticové distribučńı
funkce

fs = fs(1, . . . , s, f1) (220)

kde explicitńı časová závislost vystupuje zcela v f1. Např́ıklad, v př́ıpadě, že
molekuly jsou statisticky nezávislé, dostáváme

fs =
s∏

i=1

f1(i) . (221)

Konečně, během hydrodynamické fáze se předpokládá, že distribučńı funkce
je funkćı hydrodynamických veličin n,u a T , kde n je hustota částic, u je
makroskopická rychlost tekutiny a T je jej́ı teplota.

Jinými slovy máme následuj́ıćı popis. Jak systém relaxuje z p̊uvodńı ne-
rovnovážného stavu do konečného rovnovážného stavu, docháźı k redukci
v úrovni popisu, která je odpov́ıdaj́ıćı pro danou tekutinu. Na počátku je
nutné znát obecnou N−částicovou distribučńı funci. V rovnovážném stavu
je dostatečné znát n,u a T .

2.4.2 Bogoljubovy distribučńı funkce

Uvažujme opět distribučńı funkci

Fs = V sfs . (222)
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Poznamenejme, že pro homogenńı tekutinu, Fs je funkćı pouze hybnost́ı.
Jesliže přeṕı̌seme s−tou Bogoljubovu rovnice pomoćı této distribuce,dostaneme

(
∂

∂t
− L̂s

)

Fs −
N − s

V

s∑

i=1

∫

Ôi,s+1Fs+1d(s+ 1) = 0 (223)

kde Ôij má tvar

Ôij = −Gij

(
∂

∂pi

− ∂

∂pj

)

, (224)

a kde, což je fundamentálńı fakt, L̂s má tvar

L̂s = −
s∑

l=1

K̂l +
s∑

i<j

Ôij , (225)

kde Ôij specifikuje interakci mezi s− částicemi. Je d̊uležité, že uvažujeme
částice, které spolu interaguj́ı, že se nejedná o volné částice. Je zřejmé, že
tento interakčńı člen také implicitně zahrnuje srážky mezi částicemi, což
můžeme modelovat pomoćı interakčńıho členu velice krátkého dosahu, byt’

matematický popis je velice obt́ıžný.
Termodynamickou limitu dostaneme, kdy N → ∞, V → ∞ a současně

plat́ı

lim
N→∞,V→∞

N − s

V
= lim

N

V
=

1

v
, (226)

kde v je specifický objem, který definujeme jako objem, jenž zauj́ımá jedna
částice. V této limitě rovnice (223) má tvar

(
∂

∂t
− L̂s

)

Fs −
1

v

s∑

i=1

∫

Ôi,s+1Fs+1d(s+ 1) = 0 (227)

Nyńı předpokládáme, že rozdělovaćı funkce má tvar

Fs = Fs(1, . . . , s, F1) . (228)

Protože explicitńı časová závislost je zahrnuta do funkce F1, dostaneme

∂Fs

∂t
=
δFs

δF1

∂F1

∂t
. (229)
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Jako jednoduchý př́ıklad uvažujme statisticky nezávislé molekuly, kdy máme

Fs =
s∏

l=1

Fl(s) (230)

kde (228) dává
∂Fs

∂t
=
∑

k

∂F1(k)

∂t

∏

l 6=k

F1(l) . (231)

Je d̊uležité poznamenat, že Bogoljubova analýza je relevantńı pro řidké plyny,
kdy specifický objem v je velký. Pak je možné použ́ıt následuj́ıćı rozvoj

Fs(1, . . . , s;F1) = F 0
s +

1

v
F (1)
s +

1

v2
F (2)
s + . . . . (232)

Jestliže vlož́ıme tento rozvoj do BY1 rovnice (227) dostaneme

(
∂

∂t
− L̂1

)

F1 −
1

v

∫

d2Ô12F2 = 0 ⇒

∂F1

∂t
= −p1

m
· ∂F1

∂x1

+
1

v
Î12

[

F
(0)
2 +

1

v
F

(1)
2 + . . .

]

≡

≡ A(0) +
1

v
A(1) + . . . , Î12 ≡

∫

d2Ô12

(233)

Vložeńım tohoto výsledku do parciálńı časové derivace Fs dostaneme

∂Fs

∂t
=
δFs

δF1

∂F1

∂t
=

=
δF

(0)
s

δF1

A(0) +
1

v

(

δF
(1)
s

δF1

A(0) +
δF

(0)
s

δF1

A(0)

)

+ . . .

(234)

Nyńı se vrátime k rovnici (227) kde použijeme rozvoj (232)

∂Fs

∂t
= L̂s

[

F (0)
s +

1

v
F (1)
s + . . .

]

+
1

v

s∑

i=1

Îi,s+1

[

F
(0)
s+1 +

1

v
F

(1)
s+1 + . . .

]

(235)
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Jestliže nyńı vlož́ıme (234) do (235) a porovánme členy stejného řádu v 1/v
dostaneme

δF
(0)
s

δF1

A(0) = L̂sF
(0)
s ,

δF
(1)
s

δF1

A(0) +
δF

(0)
s

δF1

A(0) = L̂sF
(1)
s +

s∑

i=1

Îi,s+1F
(0)
s+1 ,

...

(236)

Tyto rovnice určuji posloupnost
{

F
(n)
s

}

v rozvoji (232).

Nyńı uvažujme opět rovnici pro F1

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
1

v

∫

d2Ô12F
(0)
2 . (237)

Nyńı, když najdeme F
(0)
2 (F1), dostaneme uzavřenou rovnici pro F1. Z rovnice

(236) dostaneme

D̂(0)F
(0)
2 = L̂2F

(0)
2 , (238)

kde

D̂(0)F
(0)
2 =

δF
(0)
2

δF1

A(0) . (239)

Muśıme vyřešit tuto rovnici pro F
(0)
2 (F1) s odpov́ıdaj́ıćımi hraničńımi podmı́nkami,

které zvoĺıme takovým zp̊usobem, že považujeme částice nekorelované v do-
statečně vzdálené minulosti.

Uvažujme nyńı Liouvill̊uv operátor L̂s pro izolovaný systém s− částic

∂Fs

∂t
= {Hs, Fs} ≡ L̂sFs . (240)

která má řešeńı
Fs(t) = etL̂sFs(0) ≡ △̂(s)

t Fs(0) (241)

kde operátor △̂(s)
t má následuj́ıćı vlastnosti

△̂0 = 1 ,

△̂t1△̂t2 = △̂t1+t2 ,

∂△̂t

∂t
= L̂s△t .

(242)
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Protože operátor △̂t propaguje s-částicový systém v čase, je přirozené s jeho
pomoćı vyjádřit hraničńı podmı́nku, že pro dostatečně dlouhý čas v minulosti
částice nebyly korelované

lim
t→−∞

△̂(s)
t Fs(1, . . . , s;F1) = lim

t→−∞
△̂(s)

t

s∏

k=1

F1(k) . (243)

Poznamenejme, že tyto hraničńı podmı́nky plat́ı pro všechny jednočásticové
rozdělovaćı funkce. Pak také plat́ı pro jednočásticovou rozdělovaćı funkci,
která vznikne z F1 propagaćı pomoćı jednočásticového operátoru F ′

1(k) =

limt→∞ △̂(1)
t F1(k). Vložeńım této podmı́nky do předchoźıho definice hraničńı

podmı́nky, dostaneme

lim
t→−∞

△̂(s)
t Fs(1, . . . , s;F1) = lim

t→−∞
△̂(s)

t

s∏

k=1

△̂(1)
−tF1(k) . (244)

Poznámka: Rozdělovaćı funkce ideálńıho plynu

Uvažujme ideálńı plyn, který je dán N neinteraguj́ıćımi molekulami
a jenž je obsažen v krychli o velikosti hrany L. V tomto př́ıpadě Hamil-
tonián je dán ve tvaru

H =
k∑

s=1

p2s
2m

, 0 ≤ x(i)s ≤ L (245)

Vı́me, že časový vývoj rozdělovaćı funkce má formu

∂f

∂t
= {H, f} = −

∑

s

∂H

∂ps

· ∂f
∂xs

= −
∑

s

vs ·
∂f

∂xs

≡ Λ̂sfs . (246)

Prvńı krok je naj́ıt vlastńı hodnoty operátoru f . Tyto hodnoty byly na-
lezeny v předchoźım výkladu a tedy

ψ(k) =
1

L3N/2
exp(−i

∑

s

ks · xs) (247)

s vlastni hodnotou ω(k) = i
∑N

s=1 vs · ks. Pak je zřejmé, že obecná forma
N− částicové rozdělovaćı funkce funkce má tvar

f(xN ,pN) =
∑

(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N)eω(k)teiω(k)t . (248)
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nebot’

∂f

∂t
+ {fN , H} =

i
∑

(k)

D(k)(p
N)(ω(k) −

N∑

s=1

vs · ks)D(k)(p
N)ψ(k)(x

N)eω(k)teiω(k)t = 0 .

(249)

Abychom určili konečný tvar rozdělovaćı funkce f0, muśıme určit koefi-
cienty D(k)(p

N). Označ́ıme si hodnotu rozdělovaćı funkce f v čase t = 0
jako f0

f0(x
N ,pN) =

∑

(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N) . (250)

Protože vektory ψ(k) jsou ortogonálńı, dostáváme

D(k)(p) =
1

L3N/2

∫ N∏

i=1

d3xi[exp(i
∑

s

ks · xs)]D0(x
N ,pN) (251)

Tedy ze známe počátečńı hodnoty distribučńı funkce dostaneme obecné
řešeńı Liouvillovy rovnice pro ideálńı plyn ve tvaru

f(x,p, t) =
1

L3N/2

∑

(k)

D(k)(p
N)e−

∑
s ks·(xs−

ps
m

t) (252)

Vid́ıme tedy, že operátor △̂(1)
t F1(k) můžeme interpretovat jako jednočásticovou

49



funkci v čase t jenž má tvar F1(x− p

m
t,p) a tedy dostaneme

lim
t→−∞

△̂(s)
t

s∏

k=1

△̂(1)
−tF1(k) =

= lim
t→−∞

△̂(s)
t

s∏

k=1

F1(xk +
pk

m
t,pk) =

= lim
t→−∞

s∏

k=1

F1[△̂(s)
t (xk +

pk

m
t), △̂(s)

t pk] =

=
s∏

k=1

F1(x
(s)
k ,p

(s)
k ) ,

(253)

kde x
(s)
k ,mp

(s)
k jsou hodnoty fázových proměnych k−té částice v čase t =

−∞, kdy jsme prováděli časový vývoj v opačném směru od proměnnýcch
xk +

pk

m
t a pk.

Uvažujme opět tento výraz

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s;F1) =

δF
(0)
s

δF1

A(0) ==
δF

(0)
s

δF1

L̂1F1 , (254)

kde jsme využili toho, že A0 je rovno L̂1F1. Naš́ım ćılem je naj́ıt vhodnou
reprezentaci funkcionálńı derivace,která vystupuje v předchoźımv vstahu.
Protože tento vstah plat́ı pro všechna F1, muśı platit i pro △̂(1)

t F1. Pak tedy
můžeme psát

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s; △̂(1)

t F1) =
δF

(0)
s

δ[△̂(1)
t F1]

L̂1△̂(1)
t F1 , (255)

což, s pomoćı rovnice ∂△̂t

∂t
= L̂△̂t můžeme přepsat do tvaru

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s; △̂(1)

t F1) =
δF

(0)
s

δ[△̂(1)
t F1]

∂△̂(1)
t F1

∂t
(256)

která nám ř́ıká

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s; △̂(1)

t F1) =
∂

∂t
F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1] . (257)
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Pak dostáváme z rovnice, kterou jsme odvodili výše

D̂(0)F (0)
s = L̂sF

(0)
s ⇒

∂

∂t
F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1] = L̂sF
(0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1]

(258)

Z definice operátoru △(s)
t dostáváme, že řešeńı předchoźı rovnice má tvar

F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1(0)] = △̂(s)
t F (0)

s [1, . . . , s;F1(0)] (259)

kde F1(0) je jednočásticová distribučńı funkce vypoč́ıtaná v čase t = 0. Pak
je zřejmé, že můžeme psat

F (0)
s [1, . . . , s;F1(0)] = △̂(s)

t F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

−tF1(0)] (260)

Protože levá strana je nezávislá na čase, můžeme přistoupit k limitě t→ −∞
a s použit́ım hraničńıch podmı́nek daných nahoře dostaneme

F (0)
s [1, . . . , s;F1(0)] = lim

t→−∞
△̂(s)

t F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

−tF1(0)] =

=
s∏

k=1

F1[x
(s)
k ,p

(s)
k ]

(261)

Vid́ıme tedy, že F
(0)
s je dané jednočásticovými distribucemi s fázovými proměnnými

x(s),p(s), odpov́ıdaj́ıćı polohám a impuls̊um část́ıc, jenž se propaguj́ı zpět v
čase a jejiž evoluce je dána s−částicovým Hamiltoniánem. Podrobněji toto
uvid́ıme, když budeme studovat pohybovou rovnici pro souřadnici či impuls
s−té částice

dxs

dt
= {xs, H} ,

dps

dt
= {ps, H} . (262)

Pak hodnota proměnné v čase t+△t může být určena Taylorovým rozvojem

xs(t+△t) = xs(t) +
dxs

dt
(t)△t+ 1

2!

d2xs

dt2
(△t)2 + . . .

S použit́ım pohybové rovnice dostaneme

dxs

dt
= {xs, H} ,

d2xs

dt2
=

{
dxs

dt
,H

}

= {{xs, H} , H}
... (263)
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a tedy

xs(t+△t) = xs(t) +
dxs

dt
(t)△t+ 1

2!

d2xs

dt2
(△t)2 + · · · =

= xs(t) + {xs(t), H}△t+ 1

2!
{{xs, H} , H} (△t)2 + · · · =

= xs(t)− {H,xs(t)}△t+
1

2
{H, {H,xs(t)}} (△t)2 + . . .

= xs(t) +
∞∑

n=1

n
︷ ︸︸ ︷

{H, {H, . . . , {H,xs}}}(−△t)n

(264)

a tedy vid́ıme, že Λ̂ skutečně propaguje xs zpět v čase.

2.4.3 Odvozeńı Boltzmanovy rovnice

Posledńı krok k odvozeńı kinematické rovnice je nalezeńı operátoru L̂2

L̂2 = −K̂1 − K̂2 + Ô12 ≡ −κ̂2 + Ô12 (265)

kde

κ̂2 =
p1

m
· ∂

∂x1

+
p2

m
· ∂

∂x2

, (266)

S pomoćı této rovnice dostaneme

Ô12F
(0)
2 = κ̂2F

(0)
2 + L̂2F

(0)
2 . (267)

Našim úkolem je naj́ıt formu výraz̊u, které se vyskytuj́ı na pravé straně
předchoźı rovnice.

S použit́ım předchoźıho výrazu máme

L̂2F
(0)
s = D̂(0)F

(0)
2 =

δF
(0)
2

δF1

A(0) , (268)

kde

A(0) = −p1

m
· ∂F1

∂x1

. (269)

Nyńı použijeme explicitńı formu F
(0)
2

F
(0)
2 = F1[x

(2)
1 ,p

(2)
1 ]F1[x

(2)
2 ,p

(2)
2 ] (270)
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a tedy dostaneme

L̂
(0)
2 F

(0)
2 = −p

(2)
1

m
F1[x

(2)
2 ,p

(2)
2 ] · ∂

∂x
(2)
1

F1[x
(2)
1 ,p

(2)
1 ]−

− p
(2)
2

m
F1[x

(2)
1 ,p

(2)
1 ] · ∂

∂x
(2)
2

F1[x
(2)
2 ,p

(2)
2 ] .

(271)

Našim ćılem je naj́ıt alternativńı tvar operátoru κ̂2. Zavedeme proměnné
(x1,x2,p1,p2) → (r,x1,g,p1) kde

r = x2 − x1 ,g =
p2 − p1

m
p2 = mg + p1 ,x2 = r+ x1 ,

(272)

dostaneme

κ̂2 = (g +
p1

m
) · ∂
∂r

+
p1

m
· (− ∂

∂r
+

∂

x1

) =

= g · ∂
∂r

+
p1

m
· ∂

∂x1

= K̂B + K̂1 ,

(273)

kde K̂B = g · ∂
∂r
. S použit́ım těchto výraz̊u dostaneme

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
1

v

∫

dp2dx2Ô12F
(0)
2 ⇒

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
1

v

∫

d3p2d
3x2(κ̂2F

(0)
2 + L̂2F

(0)
2 ) =

=
1

v

∫

d3x2d
3p2K̂BF

(0)
2 +

1

v

∫

d3x2d
3p2(L̂2 − K̂1)F

(0)
2 .

(274)

Jestliže budeme předpokládat, že F2 je homogenńı v interakčńı oblasti, pak
neńı funkćı x1 a x2 a tedy druhý člen v předchoźım výrazu na pravé straně
je roven nule. Pak srážkový člen má tvar

∫

d3p2d
3x2K̂

(0)
B =

∫

d3x2d
3p2g · ∂

∂r
[F1(p

(2)
1 )F1(p

(2)
2 )] (275)
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kde g je relativńı rychlost. Našim ćılem je vypoč́ıtat tento prostorový integrál,
který vystupuje v předchoźım výrazu. Poznamenejme, že pro pevné x1 máme
x2 = r. Zavedeme válcové souřadnice, kdy osa válce souhlaśı se směrem
vektoru g. Dále zavedeme projekci vektoru r na tuto osu

z ≡ g · r
g

. (276)

Pak dostaneme
d3r = bdφdbdz (277)

a

g · ∂
∂r

= g
∂

∂z
. (278)

kde jsme využili faktu, že vektor r může být rozložen do směru rovnoběžného
s g a kolmého na g a skalárńı součin tohoto vektoru s g je roven nule. Pak
dostaneme

∫

d3p2d
3rg · ∂

∂r
[F1(p

(2)
1 )F1(p

(2)
2 )] =

=

∫

d3p2

∫

dφbdb

∫ ∞

−∞

dz
d

dz
[F1(p

(2)
1 )F1(p

(2)
2 )] =

∫

d3p2

∫

dφbdb[F1(p
(2)
1 )F1(p

(2)
2 )(∞)− F1(p

(2))F1(p
(2)
2 )(−∞)] .

(279)

kde z = ∞ odpov́ıdá oblasti po kolizi. Poznamenejme, že p
(2)
1 ,p

(2)
2 jsou

souřadnice určené pomoćı Hamiltoniánu popisuj́ıćı interakci dvou částic, kdy
uvažujeme jejich evoluci zpět v čase, tedy před koliźı. To jest tyto částice
muśı mı́t takové hybnosti, které označ́ıme jako p′

1,p
′
2, které vedou po inter-

akci částic k jejich hybnostem p1,p2.
Oblast z = −∞ odpov́ıdá oblasti před srážkou. Předpokládejme, že v

této oblasti máme částice s danými p1,p2 a chceme vědět, jaké hodnoty
tyto částice maj́ı, jestliže je budeme sledovat s pomoćı dvoučásticového Ha-
miltoniánu zpět do minulosti. Protože v této oblasti nedocháźı k žádným
interakćım, pohybuj́ı se jako volné částice a tedy jejich impulsy jsou stejné
p1,p2. Pak tedy dostaneme

F1(p
(2)
1 )F1(p

(2)
2 )(∞)−F1(p

(2))F1(p
(2)
2 )(−∞) = F1(p

′
1)F1(p

′
2)−F1(p1)F1(p2) .

(280)
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Jestliže použijeme tento vstah dostaneme

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
2π

v

∫

d3p2

∫

bdbg[F1(p
′
1)F1(p

′
2)− F1(p1)F1(p2)] (281)

což je slavná Boltzmanova rovnice. Jej́ımu daľśımu studiu a analýze srážkového
členu budeme věnovat následuj́ıćı kapitoly.

Alternativńı odvozeńı Boltzmanovy rovnice

Nyńı podáme v́ıce fyzikálně intuitivńı odvozeńı Boltzmanovy rovnice. Dř́ıve,
než k tomuto př́ıstouṕıme, provedeme alternativńı odvozeńı BBGKY hierar-
chie. Začneme s 1-násobnou distribučńı funkćı

F1(x,p, t) = N

∫ N∏

i=2

d3xid
3pifN(x,x2, . . . ,xN ,p,p2, . . . ,pN , t) . (282)

kde jsme zavedli faktorN . Je d̊uležité vědět, že budeme od počátku předpokládat,
že všechny částice jsou identické a že tedy funkce FN je uplně symetrickou
funkćı vzhledek ke svým argument̊um, a tedy t́ım, že jsme vybrali prvńı
částici pro definici jednočásticové distribučńı neńı myšleno, že by tato částice
byla něč́ım speciálńı. Poznamenejme, že d́ıky faktoruN v definici F1 dostáváme

∫

d3xd3pF1(x,p, t) =

= N

∫ N∏

i=1

d3xid
3pifN(x,x2, . . . ,xN ,p,p2, . . . ,pN , t) = N .

(283)

Funkce F1 hraje fundamentálńı roli v kinetické teorii, protože jej́ı znalost je
ve velkém množstv́ı př́ıpad̊u dostačuj́ıćı pro popis stavu systému. Např́ıklad,
pr̊uměrná hustota částic je

n(x, t) =

∫

d3pF1(x,p, t) (284)

a pr̊uměrná rychlost je dána výrazem

v(x, t) =

∫

d3p
p

m
F1(x,p, t) . (285)
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Vid́ıme tedy, že je užitečné znát pohybovou rovnici pro funkci F1. Z jej́ı
definice dostáváme

∂F1

∂t
= N

∫ N∏

i=2

d3xid
3pi

∂f

∂t
= N

∫ N∏

i=2

d3xid
3pi {H, f} . (286)

Uvažujme nyńı HamiltonianH proN částic, kde vezmeme do úvahy možnost,
že se dané částice pohybuj́ı ve vněǰśım poli

H =
1

2m

N∑

i=1

p2i +
N∑

i=1

V (xi) +
N∑

i=1

∑

i<j

Φij(xi − xj) . (287)

Pak dostáváme

∂F1

∂t
= N

N∏

i=2

d3xid
3pi ×

×
[

−
N∑

i=1

pi

2m
· ∂fN
∂xi

+
N∑

i=1

∂V

∂xi

· ∂fN
∂pi

+
N∑

i=1

∑

k<l

∂Φkl(xk − xl)

∂xi

· ∂fN
∂pi

]

(288)

Pravou stranu můžeme zjednodušit integraćı po částech pro proměnné xi,pi, i =
2, . . . , N a zanedbáńım hraničńıch př́ıspěvk̊u. Pak dostáváme

∂F1

∂t
= N

∫ N∏

i=2

d3xid
3pi

[

− p

m
· ∂f
∂x

+
∂V

∂x
· ∂f
∂p

+

+
N∑

k=2

∂Φ1k(x− xk)

∂x
· ∂fN
∂p

]

= {H1, f1}+

+N

∫ N∏

i=2

d3xid
3pi

N∑

k=2

∂Φ1k(x− xk)

∂x
· ∂fN
∂p

(289)

kde

H1 =
p2

2m
+ V (x) . (290)
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Vid́ıme, že jednočásticový Hamiltonián záviśı na potenciálu vněǰśıho pole,
zat́ım co nezáviśı na interakci s ostatńımi částicemi, která je popsána po-
sledńım členem na pravé straně. Můžeme také přepsat rovnici pro F1 do
tvaru

∂F1

∂t
= {H1, F1}+

(
∂F1

∂t

)

sraz

, (291)

kde druhý člen je znám jako srážkový člen, který, jestliže vezmeme do úvahy,
že všechny částice jsou identické a tedy můžeme nahradit sumu

∑N
k=2 fakto-

rem (N − 1) ve tvaru

(
∂F1

∂t

)

sraz

= N(N − 1)

∫

d3x2d
3p2

∂Φ12(x− x2)

∂x
·

· ∂
∂p

∫ N∏

i=3

d3xid
3pifN(x,x2, . . . ,p,p2, . . . , t)

(292)

což, když zavedeme 2−násobnou distribučńı funkci ve tvaru

F2(x1,x2,p1,p2, t) = N(N − 1)

∫ N∏

i=3

d3xid
3pifN(x1,x2, . . . ,p1,p2, . . . , t) .

(293)
dostáváme kolizńı integrál ve tvaru

(
∂F1

∂t

)

sraz

=

∫

d3x2d
3p2

∂Φ12(x− x2)

∂x
· ∂F2

∂p
. (294)

Srážkový člen neměńı rozděleńı částic v prostoru, která je daná výrazem
n(x, t) =

∫
d3pF1(x,p, t). To je možné vidět z pohybové rovnice pro F1,

když provedeme integraci přes p

∫

d3p

(
∂F1

∂t
− {H1, F1}

)

=

∫

d3p

(
∂F1

∂t

)

sraz

⇒

∂n(x, t)

∂t
−
∫

d3p {H1, F1} = 0

(295)
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protože
∫

d3p

(
∂F1

∂t

)

sraz

=

= N(N − 1)

∫

d3x2d
3p2

∂Φ12(x− x2)

∂x

N∏

i=3

d3xid
3pi ×

× [fN(x,x2, . . . ,∞,p2, . . . , t)− fN(x,x2, . . . ,−∞,p2, . . . , t)] = 0 .

(296)

Na druhou stranu, když bychom uvažovali středńı hodnotu rychlosti, tak
zjist́ıme, že srážkové členy hraj́ı d̊uležitou roli pro jej́ı změnu.

Závěr této analýzy je ten, že když chceme znát pohybovou rovnici pro
F1, měli bychom mı́t pohybovou rovnici pro F2. Tuto můžeme opět źıskat
pomoćı integrace Liouvillovy rovnice s t́ım, že nyńı vystupuje srážkový člen
s F3. Obecně, jestliže zavedeme s−násobné distribučńı funkce

Fs(x1, . . . ,xs,p1, . . . ,ps, t) =
N !

(N − s)!

∫ N∏

i=s+1

d3xid
3pif(x1, . . . ,xN ,p1, . . . ,pN , t)

(297)
tak zjist́ıme, že splňuj́ı rovnice

∂Fs

∂t
= {Hs, Fs}+

s∑

i=1

∫

d3xs+1d
3ps+1

∂Φi,i+1(xi − xs+1)

∂xi

· ∂Fs+1

∂pi

,

(298)

kde

Hs =
s∑

i=1

(
p2i
2m

+ V (xi)

)

+
∑

i<j≤s

Φij(xi − xj) . (299)

T́ımto zp̊usobem jsme odvodili BBGKY hiearchii.
Domaćı úkol Dokažte předchoźı rovnici
Nyńı přistouṕıme, pomoćı těchto rovnic, k alternativńımu odvozeńı Bolt-

zmanovy rovnice. Jako v předchoźım př́ıpadě budeme předpokládat, že když
jsou částice dostatečně vzdálené, jejich distribučńı funkce nejsou korelované.
Pojem dostatečně vzdálené znamené, že vzdálenost mezi nimi je mnohem
větš́ı než atomový rozměr d, který určuje dosah interakce mezi jednotlivými
molekulami. Pak očekáváme

F2(x1,x2,p1,p2) → F1(x1,p1)F1(x2,p2) , pro |r1 − r2| ≫ d . (300)
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Na druhou stranu když naṕı̌seme rovnice pro F1 a F2
(
∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂x1

)

F1(x1,p1, t) =

∫

d3x2d
3p2

∂Φ12(|x1 − x2|)
∂x1

· ∂F2

∂p1

,

(
∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂x1

+
p2

m
· ∂

∂x2

− 1

2

∂Φ12(x1 − x2)

x1

[
∂

∂p1

− ∂

∂p2

]

)

F2 =

=

∫

d3x3d
3p3

(
∂Φ12(x1 − x3)

∂x1

· ∂

∂p1

+
∂Φ12(x2 − x3)

∂x2

· ∂

∂p2

)

F3 .

(301)

tak vid́ıme, že pravá strana rovnice dává významný př́ıspěvek pouze na
vzdálenostech, kdy ∂Φ12(|x2−x1|)

∂x1
je nenulové, což je pouze na vzdálenostech

x2 − x1 < d. Z toho d̊uvodu je nutné porozumět F2 na vzdálenostech, kdy
částice jsou bĺızko sebe.

Abychom tomuto porozuměli, muśıme provést určité kvalitativńı úvahy
založené na dimensionálńı analýze. Členy, které záviśı na atomovém po-
tenciálu, budou nutně mı́t co do činěńı s veličinou τcoll, která charakterizuje
časový interval, po který jsou částice ve vzájemné interakci

∂Φ12

∂r
· ∂
∂p

∼ p

d
∼ 1

τcoll
, (302)

kde p je charakteristická hybnost, která určuje škálu hybnosti v dané inter-
akci. Podle Bogoljubovy hypotézy toto je nekratš́ı časová škála, která se vy-
skytuje v daném problému. Z toho d̊uvodu dostáváme, že 1

τcoll
je nejvýznamněǰśı

parametr, který vyustupuje v daných rovnićıch a tedy ∂Φ12

∂x
dávaj́ı nejvýznamněǰśı

př́ıspěvky a určuj́ı, jak rychle se měńı distribučńı funkce.
Vid́ıme, že funkce F1 je speciálńı, protože jej́ı pohybová rovnice neobsa-

huje kolizńı člen (člen úměrný ∂Φ12

∂x
· ∂
∂p
) na levé straně rovnice, na rozd́ıl od

odstatńıch rovnic pro funkce vyšš́ıch řád̊u Fn, např́ıklad F2 má kolizńı členy
jak na pravé, tak na levé straně. je d̊uležité, že pro řidké plyny, př́ıspěvek na
pravé straně je mnohem menš́ı než na levé straně. Abychom tomu porozuměli,
muśıme porovnat F3 vzhledem k F2. Předně v́ıme, že

∫

d3x3d
3p3F3 =

N !

(N − 3)!

∫

d3x3d
3p3

N∏

i=4

d3xid
3pifN =

=
N !

(N − 3)!

∫ N∏

i=3

d3xid
3pifN = (N − 2)F2 ≈ NF2 .

(303)
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Na druhou stranu na pravé straně rovnice (301) neprovád́ıme integraci přes
celý prostor, protože máme pouze nenulový př́ıspěvek úměrný d3. To zna-
mená, že srážkový člen na pravé straně (301) je potlačen faktorem

Nd3/V (304)

kde V je objem, v kterém se daný systém nacháźı. Pro plyn za běžných
podmı́nek dostáváme, že tento faktor je přibližně roven 10−3 − 10−4. Pak
můžeme ukončit hiearchii rovnic, t́ım, že řekneme, že pravá strana rovnice
pro F2 je rovna nule

(
∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂x1

+
p2

m
· ∂

∂x2

− 1

2

∂Φ12(x1 − x2)

∂x1

·
[
∂

∂p1

− ∂

∂p2

])

F2 ≈ 0 .

(305)
Vid́ıme tedy, že F2 se měńı na vzdálenostech d a časové škále τcoll. Pozname-
nejme, že tuto rovnici můžeme přepsat do tvaru

∂F2

∂t
+ {F2, H2} = 0 (306)

což můžeme interpretovat jak pohybovou rovnici pro systém dvou těles, kde
x1,x2,p1,p2 splňuj́ı odpov́ıdaj́ıćı Hamiltonovy rovnice.

Na druhou stranu z rovnice pro F1 stejným argumentem dostáváme, že
pravá strana rovnice je potlačena faktorem Nd3

V
, a tedy F1 se měńı na vetš́ı

časové škále τ .
Necht’ studujme změnu F2 podrobněji. Je zřejmé, že pouze relativńı po-

hyb bude ovlivněn srážkovým členem. Z toho d̊uvodu je vhodné přejit do
souřadnicové soustavy hmotného středu

R =
1

2
(x2 − x1) , r = x1 − x2 . (307)

a

P = p1 + p2 ,p =
1

2
(p1 − p2) . (308)

a uvažovat F2 = F2(R, r,P,p, t). Distribučńı funkce se bude pomalu měnit
s R a P, podobně, jak F1 záviśı na souřadnici a hybnosti. Na druhou stranu
předpokládáme silnou závislost na r a p, které se měńı za časový interval
τcoll. Jinými slovy můžeme předpokládat, že F2 dosáhne své ustálené hod-
noty, která pak ovlivňuje dynamiku F1. Jinými slovy, zanedbáme časový
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vývoj funkce F2,
∂F2

∂t
= 0 a nahrad́ıme rovnice pro F2 následuj́ıćı rovnovážnou

rovnićı (
p

m
· ∂
∂r

− ∂Φ12

∂r
· ∂
∂p

)

F2 ≈ 0 . (309)

Pak pro srážkový člen dostáváme

(
∂F1

∂t

)

sraz

=

∫

d3x2d
3p2

∂Φ12(r1 − r2)

∂x1

· ∂F2

∂p1

=

=

∫

d3x2d
3p2

∂Φ12(r)

∂r
·
[
∂

∂p1

− ∂

∂p2

]

F2 =

=
1

m

∫

|x2−x1|≤d

d3x2d
3p2(p1 − p2) ·

∂F2

∂r

(310)

kde v prvńım kroku jsme zavedli dodatečný člen ∂
∂p2

, který dává nulový

př́ıspěvek při integraci po částech a ve třet́ım kroku jsme použili (309) s
t́ım, že ∂

∂p
= ∂

∂p1
− ∂

∂p2
. Také jsme explicitně vyznačili oblast, přes kterou je

integrováno, kde nenulový př́ıspěvek je pouze v oblasti |x2 − x1| ≤ d.
Abychom pokročili dále, muśıme uvažovat následuj́ıćı situaci. Necht’ t0 je

časový okamžik před srážkou dvou částic, kdy částice se nacházej́ı ve velké
vzdálenosti od sebe, |x10 − x20| ≫ d, kde x10 ≡ x1(t0),x20 ≡ x2(t0). Statis-
tická nezávislost částic znamená, že v tomto časovém okamžiku dvoučásticová
funkce je dáná součinem dvou jednočásticových funkćı, to jest

F2(t,x10,x20,p10,p20, t0) = F1(x10,p20, t0)F1(x20,p20, t2) . (311)

pak ale skutečnost, že F2 splňuje rovnici

d

dt
F2(t,x1,x2,p1,p2) =

∂F2

∂t
+ {F2, H2} = 0 (312)

ř́ıká, že můžeme provést integraci této rovnice přes časový interval t0 do t a
dostaneme

F2(t,x1,x2,p1,p2) = F1(t0,x10,p10)F2(t0,x20,p20) , (313)

kde muśıme porozumět počátečńım hodnotám (x10,p20) a (x20,p20) jako hod-
noty souřadnic a hybnost́ı, které muśı mı́t částice v čase t0, aby v čase t měly
hodnoty x1,p1 a x2,p2. Jinými slovy souřadnice a hybnosti v čase t0 jsou
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dány souřadnicemi a hybnostmi v čase t, kdy provedeme zpětnou propagaci
v čase pomoćı dvoučásticového hamiltoniánu H2, přičemž hybnosti p10,p20

jsou konstantńı během volné propagace částic.
S použit́ım (313) dostáváme, že srážkový člen má tvar

1

m

∫

|x2−x1|≤d

d3x2d
3p2(p1 − p2) ·

∂

∂r
F1(t0,x10,p10)F2(t0,x20,p20)

(314)

kde všechny proměnné pod derivaćı r záviśı na r. Toto vyplývá z faktu, že
funkce F1 se měńı na vzdálenostech, které jsou mnohem větš́ı než d, a tedy
v prvńım přibĺıžeńı můžeme uvažovat funkci, která vystupuje ve srážkovém
členu, jako nezávislou na souřadnićıch, a tedy F1 = F1(t0,p10). Pozname-
nejme ale, že funkce nezáviśı na souřadnićıch x01,x02, ale záviśı na x1,x2,
kde tato závislost vyplývá z faktu, že když máme zadané impulsy p10,p20 v
čase t0, pak se propaguj́ı volně do oblasti interakce, kde plati |x1 − x1| ≤ d.
Dále, z homogenity prostoru vyplývá, že tato funkce může záviset pouze na
r.

Po těchto úvahách můžeme jednoduše provést integraci ve srážkovém
členu (314). Opět zavedeme válcové suřadnice z, ρ, φ v prostoru r tak, že
osa z je podél vsraz ≡ 1

m
(p1 − p2). Pak máme vsraz · ∂

∂r
= vsraz

∂
∂z

a prove-
deme integraci přes z

(
∂F1

∂t

)

sraz

=

∫

dρρdφd3p2F1(t0,p10)F1(t0,p20)|z2z=z1
, (315)

kde z1, z2 jsou body před a po srážce a kde je je nutné chápat jako vzdálenosti,
které jsou velké ve srovnáńı s d, na druhou stranu malé vzhledem ke středńı
volné dráze molekul. Poznamenejme, že p10,p20 jsou počátečńı hybnosti v
čase t0, které v konečném čase maj́ı hybnosti p1,p2. Pak dostáváme

F2(z2) = F1(x,p1, t)F1(x,p2, t) , F2(z1) = F1(x,p10, t)F1(x,p20, t) (316)

což nám dává očekávaný výsledek.

3 Boltzmanova rovnice

3.1 Distribučńı funkce v µ−prostoru

Nyńı opět statistický popis N klasických částic, kde stav systému je repre-
zentován bodem v 6N− dimensionálńım fázovém prostoru Γ a jeho časový
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vývoj je representován křivkou v tomto prostoru. Stav tohoto systému může
být zobrazen v 6− rozměrném µ− prostoru (x,v), kde je reprezentován N
body se souřadnicemi (xi,vi) a jeho časový vývoj je popsán pomoćıN -křivek.
Distribučńı funkce v tomto prostoru je definována jako

f(x,v, t) = lim
δV→0+

δN

δV
, (317)

kde δN je počet částic v malém objemovém elementu δV µ−prostoru v okoĺı
bodu (x,v). Limita δV → 0+ znamená, že δV je velmi malý vzhledem k
celkovému objemu, ale že je také dostatečně velký tak, že obsahuje uvnitř
velké množstv́ı částic. Pouze v př́ıpadě, když tato limita existuje, můžeme
přej́ıt od úrovně 1 k úrovni 2.

3.2 Bezsrážková Boltzmannova rovnice

Vı́me, že dynamika N− částic je popsána Hamiltonovskými rovnicemi. Naše
otázka nýńı je, zda-li je možné źıskat rovnici podobné Liouvillové rovnici pro
distribučńı funkci f v µ− prostoru.

Jestliže každá z N částic má Hamiltonián H = H(x,p, t) s p = mu, pak
dostáváme

mv̇i = −∂H
∂xi

, mẋi =
∂H

∂vi
, i = 1, 2, 3 (318)

a
Df

Dt
=
∂f

∂t
+ ẋi

∂f

∂xi
+ v̇i

∂f

∂vi
= 0 (319)

kde nyńı je implicitně daná sumace přes i. Tato distribučńı funkce odpov́ıdá
N ne-interaguj́ıćıch částic pohybuj́ıćıch se ve vněǰśım potenciálu. Tato rovnice
se nazývá bez srážková Boltzmannova rovnice.

Je d̊uležité poznamenat, že jakmile se částice dostanou do bĺızkého kon-
taktu tak, že interaguj́ı, tento vstah neplat́ı. Poté potenciálńı energie každé
částice je nejen funkćı souřadnice částice, ale také záviśı na vzdálenostech
dané částice od ostatńıch částic. V tomto př́ıpadě Hamiltonovská formulace
v µ− neńı možná, samozřejmě, můžeme použit obecnou formulaci problému
v Γ− prostoru.

Neutrálńı plyny jsou charakteristické t́ım, že částice interaguj́ı pouze na
krátké vzdálenosti, jinými slovy pouze, když dojde k jejich srážkám. Je pozo-
ruhodné, že v tomto př́ıpadě je relativně jednodduché modifikovat Boltzman-
novu rovnici takovým zp̊usobem, že efekt koliźı může být dodán na pravou
stranu této rovnice.
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3.3 Základni poznatky z rozptylu částic

Uvažujme dvou částicový hamiltonián

H(x1,x2,p1,p2) =
p21
2m1

+
p22
2m2

+ V (r) (320)

kde hmotnosti částic jsou m1 a m2 a kde r = |x2 − x1|. Provedeme transfor-
maci do souřadńıcové soustavy spojené s hmotným středem

p =
m1p2 −m2p1

m1 +m2

= µṙ ,

r = x2 − x1 ,

P = p1 + p2 ,

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

,

(321)

kde inverzńı zobrazeńı má tvar

p1 = P
m1

m1 +m2

− p ,

p2 = P
m2

m1 +m2

+ p ,

x1 = R− m2

m1 +m2

r ,

x2 = R+
m1

m1 +m2

r .

(322)

S pomoćı těchto výraz̊u dostaneme následuj́ıćı hamiltonián

H =
p2

2µ
+

P 2

2M
+ V (r) ,

(323)

kde µ je redukovaná hmotnost

µ =
m1m2

m1 +m2

(324)

a

HCS =
P 2

2M
(325)
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je kinetická energie hmotného středu. Zbývaj́ıćı část

Hrel =
p2

2µ
+ V (r) (326)

je hamiltonián částice hmotnosti µ v poli daném potenciálem V (r). Protože
zjevně hamiltonián nezáviśı na R dostaneme, že združená hybnost P se za-
chovává. Jinými slovy originálni úloha se redukuje na problém studia pohybu
částice o hmotnosti µ v centrálńım poli V (r). Pro daľśı studium je vhodné
zavést sférické souřadnice

r1 = r sin θ cosφ , r2 = r sin θ sinφ , r3 = r cos θ (327)

a tedy hamiltonián má tvar

Hred =
1

2µ
p2r +

1

2µr2 sin2 θ
p2φ +

1

2µr2
p2θ + V (r) . (328)

kde pr, pφ a pθ jsou hybnosti kanonicky sdružené s r, φ a θ. Protože hamil-
tonián nezáviśı na φ, dostaneme, že pφ = const a pro jednoduchost budeme
uvažovat př́ıpad pφ = 0. Vid́ıme také, že pohybová rovnice pro pθ má tvar

ṗθ = {pθ, Hred} =
cos θ

µ sin2 θ
p2φ = 0 , (329)

která, v př́ıpadě pφ = 0 dává pθ ≡ L. Konečně, pohybová rovnice pro θ má
tvar

θ̇ = {θ,Hred} =
pθ
µr2

=
L

µr2
. (330)

která může být zintegrována při znalosti r = r(t). Pohybová rovnice pro r a
pr mohou být źıskány s pomoćı Hrel

ṗr = {pr, Hrel} =
L2

2µr3
− dV

dr
,

ṙ = {r,Hrel} =
pr
µ
.

(331)

Na druhou stranu v́ıme, že Hamiltonián se zachovává a označ́ıme jeho hod-
notu jako E. Pak můžeme vyjádřit pr s jeho pomoćı jako

pr =

√

2µ(E − V )− L2

r2
, ṙ =

√

2

µ
(E − V )− L2

µ2r2
. (332)

65



S použit́ım posledńı rovnice můžeme vyjádřit dt a vložit do pohybové rovnice
pro θ a pak dostaneme

θ =

∫
L

µr2
dt =

∫
L

r2
√

2(E − V )− L2

r2

. (333)

Zaj́ımáme se o neomeozené trajektorie, kdy V (∞) = 0 a kdy E > 0. Lépe
řečeno našim ćılem je naj́ıt rozptylový úhel. Konkretně, rozděĺıme rozptyl
do tř́ı po sobě následuj́ıćıch časových interval̊u: před, během a po inter-
akci. V intervalech před a po jsou částice volné a nejsou ve vzájemné in-
terakci. Samozřejmě, tyto pojmy úzce souviśı s vlastnostmi potenciálu V (r),
konkrétně s parametrem r0, který charakterizuje dosah interakce, např́ıklad
u interakćı dlouhého dosahu r0 → ∞. Pak interval před interakćı odpov́ıdá
vzdálenosti, kdy r > r0,kdy V (r) = 0, po interakci označuje interval, kdy
r > r0. Je vhodné také zavést pojem relativńı rychlosti před a po interakci.
Předpokládejme, že zvoĺıme časovou osu takovým zp̊usobem, že interakce
proběhne v okoĺı časového okamžiku t = 0. Pak definujeme relativńı rychlost
g následuj́ıćım zp̊usobem

g = ṙ , pro t = ±∞ . (334)

Protože před a po kolizi máme potenciál roven nule, dostaneme ze zákona
zachováńı energie

E(r → −∞) =
µg2

2
= E(r → ∞) =

µg′2

2
(335)

což nám ř́ıká, že velikost relativńı rychlosti se zachovává při srážkách.
V souřadnicové soustavě spojené s hmotným středem zavedeme tzv im-

paktńı parametr s který je definován jako L = µgs. Impaktńı parametr a
také vektory relativńı rychlosti g a g′ jsou vlastnosti, které se vstahuj́ı k
asymptotickým stav̊um systému a které se zachovávaj́ı během srážek,

Dále zavedeme vektor rmin, což je bod odpov́ıdaj́ıćı okamžiku, kdy dr
dt

= 0.
Definujeme úhel ψ jako

φ(r∞)− φ(rmin) = ψ =

∫ ∞

rmin

L

r2
√

2µ(E − V )− L2

r2

dr . (336)

Pak rozptylový úhel je definovaný vstahem

θ + 2ψ = π . (337)
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Je užitečné zavést proměnnou u = r−1. Dále, L = µgs vyjádř́ıme pomoćı
energie

E =
g2

2µ
=

L2

2µs2
. (338)

S použit́ım těchto výraz̊u dostaneme

ψ =

∫ ū

0

du
√

1− s2u2 − V
E

, (339)

kde

ū =
1

rmin

, 1− s2ū2 − V (ū)

E
= 0 . (340)

Pro potenciál ve tvaru
V (r) = Kr−N = kuN (341)

dostáváme

ψ =

∫ ū

0

sdu
√

1− s2u2 − (KuN/E)
. (342)

Je užitečné zavést bezrozměrný inversńı poloměr

β = su (343)

a bezrozměrný impaktńı parametr ([K] = kgm2+Ns−2)

b ≡ s

(
E

K

)1/N

. (344)

a pak dostaneme

ψ(b) =

∫ β̄

0

dβ
√

1− β2 − (β/b)N
,

1− β̄2 −
(
β̄b
)N

= 0 .

(345)
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3.3.1 Účinný pr̊uřez

Nyńı zadefinujeme diferenciálńı účinný pr̊uřez. Uvažujme homogenńı tok
částic o energii E, intensitě I, které dopadaj́ı na rozptylové centrum umı́stěné
v počátku. Počet částic, které jsou rozptýlené do elementu dΩ v okoĺı pro-
storového úhlu Ω je úměrné dopadaj́ıćı intensitě I a dΩ. Faktor úměrnosti je
σ, což je diferenciálńı účinný pr̊uřez. Jinými slovy řešeno, výraz

Iσ(Ω)dΩ (346)

udává počet částic, které jsou rozptýleny v úhlu Ω,Ω+dΩ za jednu sekundu.
Tento počet je roven počtu částic, které projdou malým elementem válce o
pr̊uřezu dssdφ a tedy dostaneme

IσdΩ = Idφsds . (347)

Prostorový úhel je roven dΩ = sin θdθdφ a pak tedy dostaneme

σ(E, θ) =
dφsds

dΩ
= s(E, θ)

ds(E, θ)

sin θdθ
. (348)

Poznamenejme, že s(E, θ) je dán rozptylovým integrálem

ψ =

∫ ū

0

sdu
√

1− s2u2 − (V/E)
. (349)

Zat́ım co σ určuje počet částic rozptýlených do daného prostorového úhlu,
celková účinný pr̊uřez

σT =

∫

4π

σdΩ = πr20 (350)

udává celkový počet částic rozptýlených z p̊uvodńıho svazku. Vı́me, že dosah
interakce je dán parametrem r0, tak tedy částice, pro které plat́ı, že s >
r0, nejsou rozptýleny z daného svazku. Jinými slovy řešeno, celkový účinný
pr̊uřez reprezentuje plochu, která je vložena do cesty nalétavaj́ıćımu svazku.
Pak pro homogenńı svazek , který má čelńı plochu A > σT , veličina A/σT
udává poměrný počet částic rozptýlených do všech směr̊u z daného svazku.

Uvažujme nyńı faktor, který je významným prvkem srážkového členu

gσ sin θdθ = gsds . (351)
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Použijeme-li bezrozměrnou veličinu b = s(E/K)1/N , dostaneme

gσ sin θdθ = gbdb

(
E

K

)−2/N

= (2µK)
2
N g1−

4
N bdb . (352)

Vid́ıme, že př́ıpad N = 4 je speciálńı a ř́ıkáme, že molekuly, které interaguj́ı
pomoćı tohoto potenciálu, jsou Maxwellovské molekuly. Pro tyto molekuly je
veličina gσ sin θdθ nezávislá na g, což má za následek zjednodušeńı výpočtu
linearizované Boltzmanovy rovnice.

Coulombovský účinný pr̊uřez Vypoč́ıtáme nyńı účinný pr̊uřez pro
Coulombovský potenciál

V =
K

r
. (353)

Provedeme-li integraci rozptylového úhlu pro N = 1, dostaneme

ψ(b) =

∫ β̄

0

dβ
√

1− β2 − (β/b)
= − sin−1




1

2b
√

1 + 1
4b2



 , (354)

s použit́ım
∫

dx√
1− x2 − ax

= sin−1




x+ 1

2b
√

1 + 1
4b2



 (355)

a také to, že β̄ je řešeńım rovnice

1− (β̄)2 − β̄

b
= 0 ⇒ β̄ = − 1

2b
+

√

1 +
1

4b2
. (356)

Pak dostáváme

b2 =
1

4

1

tan2 ψ
. (357)

Zavedeme-li rozptylový úhel θ pomoćı vstahu ψ = π−θ
2

dostaneme

b2 =
1

4

cos2 θ
2

sin2 θ
2

(358)
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Pak z definice účinného pr̊uřezu dostaneme

σ =

(
2K

µ

)2
1

g4
b

sin θ

db

dθ
=

=

(
K

4E

)2
1

sin4(θ/2)
.

(359)

což je Rutherford̊uv účinný pr̊uřez pro Coulombovské interakce.
Účinný pr̊uřez pro dvě pevné koule

Uvažujme srážky dvou ideálńıch kouĺı o poloměrech σ01, σ02. Je jasné, že
tyto dvě koule se nemohou srazit, jestliže vzdálenost mezi středy těchto kouĺı
je r ≥ (σ01 + σ02)/2. Pak dostame pro účinný pr̊uřez

σ12 =
σ01 + σ02

2
,

s = σ12 sinψ ,

sds = σ2
12 sinψ cosψdψ =

1

4
σ2
12 sin θdθ ,

(360)

a tedy máme

σ(θ) =
σ2
12

4
. (361)

Pak tedy dostaneme
σT = 2πσ2

12 . (362)

Kinematika

Uvažujme srážku dvou částic o hybnostech p1,p2. Zákon zachováńı hyb-
nosti a energie má tvar

p1 + p2 = p′
1 + p′

2 ,

p21
2m1

+
p22
2m2

=
p′2

2m1

+
p′2

2m2

,

(363)

které se znatelně zjednoduš́ı v př́ıpadě, kdy m1 = m2.

v1 + v2 = v′
1 + v′

2 ,

v21 + v22 = v′2 + v′2 .

(364)
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Budeme řešit tyto rovnice vzhledem k v′
1,v

′
2

v′
1 =

1

2
(v2 + v1 + g~ǫ) ,

v′
2 =

1

2
(v1 + v2 − g~ǫ) ,

(365)

kde ~ǫ je libovoný jednotkový vektor, který vyjadřuje skutečnost, že máme
čtyři rovnice pro šest neznýmých komponent vektor̊u v′

1,v
′
2 a kde g je velikost

vektoru g = v1−v2. Jestliže budeme uvažovat rozd́ıl předchoźıch dvou rovnic,
dostaneme

g′ = g − 2~α(~α · g) . (366)

Ukazuje se, že dvě symetrie, které se vyskytuj́ı ve srážkách, hraj́ı d̊uležitou
roli v kinetické teorii. Je vhodné mluvit o hybnostech (p1,p2) před srážkou, a
impulsy po srářce označ́ıme jako (p′

1,p
′
2). Pak charakterizujeme srážku jako

[(p1,p2) → (p′
1,p

′
2)]s , (367)

kde dolńı index s označuje, že impaktńı parameter s je d̊uležitou veličinou,
která charakterizuje srážku. Je zřejmé, že inverzńı k této srážce je srážka,
kdy konečný stav je (p1,p2). Jinými slovy máme (pro pružné srážky, kdy se
zachovává energie)

([(p1,p2) → (p′
1,p

′
2)]s)

−1
= [(p′

1,p
′
2) → (p1,p2) . (368)

Druhý typ srážek, které hraj́ı d̊uležitou roli, jsou zpětné srážky. Zpětné srážky
jsou takové srážky, kdy konečný stav je (−p1,−p2), kdy p1,p2 jsou počátečńı
hybnosti vstupuj́ıćı do srážky. Opět, pro pružné srážky máme

([(p1,p2) → (p′
1,p

′
2)]s)

R
= [(−p′

1,−p′
2) → (−p1,−p2)] . (369)

Je zřejmé, že tyto srážky jsou kinematicky ekvivalentńı a tedy i jejich účinné
pr̊uřezy jsou stejné.

3.4 Srážky ve zředěném plynu

Uvažujme zředěnou tekutinu, kde celkový objem kapaliny je mnohem menš́ı
než objem, jenž zauj́ımá tato tekutiny

na3 ≪ 1 , (370)
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kde n je hustota částic a kde a je poloměr jedné částice. Budeme uvažovat
neutrálńı částice, kde neexistuj́ı śıly dalekého dosahu (gravitaci můžeme
zanedbat), tedy pak můžeme předpokládat, že k interakci mezi částicemi
docháźı pouze v okamžiku, kdy dojde k jejich srážce, jinými slovy v okamžiku,
kdy vzdálenost mezi částiceme neńı o mnoho větš́ı než d = 2a. Částice se po-
hybuj́ı volně mezi dvěmi kolizemi, kde pr̊uměrný vzdálenost mezi kolizemi je
dána středńı volnou drahou částice

λ =
1√

2nπd2
(371)

Je zřejmé, že ve zředěné tekutině plat́ı λ ≫ d. Z toho vyplývá, že binárńı
srážky jsou mnohem častěǰśı než srážky tř́ı a v́ıce částic, které interaguj́ı ve
stejný časový okamžik. Je také zřejmé, že srážky indukuj́ı změny v rozdělovaćı
funkci f(x,v, t): Např́ıklad, některá částice s počátečńı rychlost́ı v může mı́t
po srážkách jinou rychlost, což znamená, že δf(v) < 0. Druhá možnost je,
že některé částice s jinými počátečńımi rychlostmi mohou mı́t rychlost v po
srážce, což si efektivně můžeme představit, jako zvýšeńı pravděpodobnosti,
že danou částici najdeme s rychlost́ı v. Jinými slovy, máme δf(v) > 0. Z toho
d̊uvodu je možné předpokládat, že časová změna jednočásticové distribučńı
funkce má tvar

Df

Dt
d3xd3u = −Cout + Cin , (372)

kde Cout je dán př́ıspěvkem od částic, které opust́ı interval rychlosti v okoli
bodu v zat́ım co Cin je dán př́ıspěvkem od částic, které vstouṕı do daného
intrevalu. Je jasné, že pro daľśı studium kolizńı Boltzmanovy rovnice muśıme
dát v́ıce podrobněǰśı popis těchto př́ıspěvk̊u.

Binárńı srážky

Uvažujme srážku dvou stejně hmotných částic a předpokládejme, že jejich
počátečńı rychlosti jsou v,v1 a konečné rychlosti jsou v′,v′

1. Poté zákony
zachováńı hybnosti a energie maj́ı tvar

v + v1 = v′ + v′
1 ,

1

2
|v|2 + 1

2
|v1|2 =

1

2
|v′|2 + 1

2
|v′

1|2

(373)

Dále budeme předpokládat, že interakce mezi částicemi má centrálńı charak-
ter, relativńı rychlost částic po srážce, g′ = v′ − v′

1 lež́ı v rovině počátečńı
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relativńı rychlosti, g = u − u1 a počátečńı relativńı vektor mezi částicemi
r = x− x1.

Máme tedy pět podmı́nek pro šest neznámých veličin, kterými jsou čárkované
vektory. Abychom tedy mohli tyto neznáme veličiny určit, muśıme závést
šestou podmı́nku, která vycháźı z p̊uvodu interakce mezi částicemi. Ukážeme,
že tato šestá podmı́nka je dána pomoćı diferenciálńım učinným pr̊uřezem

rozptylu.
Uvažujme molekulu M , která v čase t má rychlost v. Můžeme si nyńı

vyznačit sféru okolo této molekuly o poloměru r0. Je zřejmé, že nalétávaj́ıćı
částice je ovlivněna molekulou M za předpokladu, kdy bude procházet touto
sférickou oblast́ı.

Nyńı předpokládejme, že existuje časový interval△t, který splňuje následuj́ıćı
dvě vlastnosti

• △t je mnohem větš́ı než doba p̊usobeńı interakce τc.

• △t je mnohem menš́ı, než relaxačńı doba τr, což je nutné pro zanedbáńı
změny rozdělovaćı funkce během tohoto okamžiku, při pevném x a v.

Dále budeme předpokládat, že daný systém je pouze lehce nehomogenńı v
prostoru. Jinými slovy, jesliže označ́ıme v̄ jako typickou molekulárńı rychlost,
pak předpokládáme, že rozdělovaćı funkce v bodě x + v̄△t je stejná, jako
rozdělovaćı funkce v bodě x.

Uvažujme dva svazky srážej́ıćıch se částic, kde označ́ıme hustoty těchto
částic jako n1 a n s rychlostmi v1 a v. Můžeme přej́ıt k souřadnicové soustavě
spojené s částićı v druhém svazku a pak se tento problém redukuje na problém
nalétávaj́ıćıch částic na částiciM . Pak částice v druhém svazku, tedy částic o
hustotě n a rychlostmi v jsou ovlivněny tokem částic z prvńıho svazku. Počet
částic, které maj́ı počátečńı rychlost g a které se sraźı s centrálńı částićı za
čas △t a nacházej́ı se v mezikruž́ı o parametrech s a s+ ds, je rovno

f(x,v1, t)d
3v12πbdbg△t . (374)

Jestliže nyńı vynásob́ıme tento výraz hustotou počtu částic, které maj́ı rych-
lost v, f(x,v, t)d3v, dostaneme počet srážek, v bodě x, které proběhnou za
časový okamžik △t s částicemi, které maj́ı rychlost v intervalu v,v + dv

∫

d3v1f(x,v1, t)f(x,v, t)2π|v1 − v|2πb△t = Coutd
3v△t . (375)
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Podobným zp̊usobem můžeme určit i hodnotu Cin, která udává př́ır̊ustek
počtu částic v intervalu d3v. Jedná se o inversńı proces k p̊uvodńımu procesu,
kdy částice, s počátečńımi rychlostmi v′,v′

1 a se srážkovým parametrem s.
Pak zjevně dostaneme ¨

∫

d3v′dsf(x,v′
1, t)f(x,v

′, t)2πgbdv′△t = Cind
3v△t . (376)

Je podstatné, že počátečńı a konečné rychlosti jsou řešeńım dynamického
problému a tedy jsou vstáhnuty kanonickým zobrazeńım. Pak Liouvill̊uv
teorém dává

d3vd3v1 = d3v′d3v′
1 . (377)

Samozřejmě, pro platnost tohoto teorému je d̊uležitý předpoklad, že můžeme
uvažovat srážku dvou částic jako izolovaný proces, kdy nemuśıme brát do
úvahy vliv ostatńıch částic. Jestliže tedy dáme všechny tyto výrazy dohro-
mady, dostáváme slavnou Boltzmanovu rovnici

∂tf(x,v, t) + v · ∇f(x,v, t) =

=

∫

dv1ds2πgs (f(x,v
′, t)f(x,v′

1, t)− f(x,v, t)f(x,v1, t)) .

(378)

K analogickému výsledku můžeme doj́ıt s pomoćı definice účinného pr̊uřezu,
kdy my v́ıme, že

σ =
dφsds

dΩ
, (379)

kde σ(v,v1|v′,v′
1) je diferenciálńı účinný pr̊uřez. Zákony zachováńı energie a

hybnosti s požadavek, že rozptyl se uskutečńı do daného prostorového úhlu
dΩ určuje čárkované proměnné. Poznamenejme také, že v procesech, kde
docháźı k rozptylu molekul, předpokládáme, že tyto procesy jsou reverzibilńı,
tedy mohou prob́ıhat i opačným směrem. Matematicky se toto vyjadřuje jako

σ(v′,v′
1|v,v1) = σ(v,v1|v′,v′

1) . (380)

Dále v́ıme, že element prostorového úhlu Ω je roven

dΩ = dφ sin θdθ (381)

a pak tedy dostaneme

σ =
s(θ)

sin θ

ds(θ)

dθ
. (382)
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Pak je konečně zřejmé, že můžeme vyjádřit sds pomoćı diferenciálńıho účinného
pr̊uřezu a tedy integrace přes 2πsds nahrad́ıme integraćı přes prostorový úhel
dΩ a t́ım dostaneme Boltzmannovu rovnici ve tvaru

∂f

∂t
+v ·∇f + F

m
· ∂f
∂v

=

∫

d3v1

∫

dΩσ(Ω)|u−u1|(f ′f ′
1−ff1) ≡ C(f) (383)

kde pro jednoduchost zápisu jsme zavedli notaci

f = f(x,v, t) , f1 = f(x,v1, t) , f
′ = f(x,v′, t) , f ′

1 = (x,v′
1, t) . (384)

a kde jsme nahradili ẋ = v a F = mv̇. Je d̊uležité zd̊uraznit, že F zahrnuje
vněǰśı śılu, jako např́ıklad gravitaci, a ne mezičasticové interakce, které jsou
modelovány srážkami, a tedy srážkovým integrálem.

V předchoźım zápisu jsme také předpokládali, že diferenciálńı účinný
pr̊uřez je funkćı prostorového úhlu Ω, tedy σ = σ(Ω), což plat́ı za předpokladu,
kdy účinný pr̊uřez záviśı pouze na úhlu mezi relativńımi rychlostmi částic,
tedy na úhlu mezi v−v1 a v′−v′

1. Také poznamenejme, že když provedeme
integrály přes Ω (určený vektorem v) a přes v1, muśıme použ́ıt zákony za-
chováńı, abychom vyjádřili v′ a v′

1 jako funkce v, což je pevná proměnná,
přes kterou se neintegruje a jako funkćı v1, což je integračńı proměnná.

Závěrem řekněme, že Boltzmanova rovnice s kolizńım členem je nelineárńı
integro-diferenciálńı rovnićı pro rozdělovaćı funkci. Je jasné, že je netriviálńı
úkol naj́ıt řešeńı takové to rovnice.

3.4.1 Předpoklady použité při odvozeńı Boltzmanovy rovnice

Nyńı shrneme základńı předpoklady, které byly použity při odvozeńı Bolt-
zmanovy rovnice.

Prvńı d̊uležitý předpoklad je existence časového intervalu△t, který splňuje

τc ≪ △t≪ τr . (385)

kde τc je doba p̊usobeńı interakce mezi částicemi, jinými slovy je to interval,
během kterého dojde ke znatelným změnám trajektorie částic. je zřejmé,
že tento časový okamžik je úměrný efektivńımu poloměru interakce. Časový
interval δτr je časový interval odpov́ıdaj́ıćı času mezi dvěma srážkami, je
určena druhým parametrem, který určuje systém. Veličina τr je velká, když
je hustota částic n malá, kdy zřejmě středńı vzdálenost mezi dvěma částicemi
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je velká a tedy i srážky jsou méně časté. Pak je zřejmé, že τc/τr je malé č́ıslo,
když plat́ı

γ = r3cn≪ 1 . (386)

V př́ıpadě, že je toto č́ıslo malé, pak můžeme opravdu naj́ıt δt tak, že
splňuje (385). Dále, podmı́nka (386) zaručuje, že srážky jsou dobře defino-
vané události v prostoru i času, následné částky, kde se účastńı daná částice,
se nepřekrývaj́ı. Jinými slovy představujeme si srážky, jako posloupnost jed-
notlivých dvoučásticových srážek.

Předpoklad (386) vede k druhému d̊usledku. Při určeńı počtu částic, které
nalétávaj́ı na centrálńı, jsme implicitně předpokládali, že rozdělovaćı funkce
se neměńı během časového intervalu △t d́ıky předpokladu △t ≪ τr. Pak
bylo možné uvažovat funkci f(x,v, t) v ten samý časový okamžik t, který
určuje čas, kdy dojde ke změně rozdělovaćı funkce v d̊usledku srážky. V
opačném př́ıpadě bychom museli použ́ıt počet částic ve fázovém bodě x,v1 v
předcházej́ıćım časoém okamžiku t − τ , kde τ je časový internal nutný, aby
částice s rychlost́ı v1 dostihla centrálńı částici. Pak by rychlost změny funkce
f by také závisela na tvaru rozdělovaćı funkce v minulosti.

Nyńı budeme diskutovat daľśı předpoklad týkaj́ıćı se stupně nehomoge-
nity daného plynu. Toto je předpoklad, že rozdělovaćı funkce se neměńı na
na délkových intervalech, kterými projde nalétávaj́ıćı molekula za čas △t.
Když by tento předpoklad neplatil, pak bychom museli uvažovat rozdělovaćı
funkci ve srážkovém členu v mı́stě, z kterého přicháźı nalétávaj́ıćı molekula.
Výsledkem bychom dostali nelokálńı tvar kinetické rovnice, protože na rych-
lost změny rozdělovaćı funkce v bodě x by měly vliv rozdělovaćı funkce de-
finované v okoĺı tohoto bodu. V prvńım přibĺıžeńı se tento fakt zanedbává
za předpokladku, kdy vlastnosti plynu se znatelně měńı na vzdálenostech
převyšuj́ıćı poloměr interakčńıho p̊usobeńı.

Je také zmı́nit daľśı podstatný předpoklad, který jsme implicitně použili.
Vid́ıme, že srážkový člen záviśı na součinu jednočásticových rozdělovaćıch
funkćı f(x,v, t)f(x,v1, t). Na druhou stranu v́ıme z předchoźıch kapitol,
že tento předpoklad obecně neplat́ı. Obecně počet dvojic částic, které se
nacházej́ı ve dvou rozd́ılných bodech fázového prostoru, je dáno dvoučásticovou
rozdělovaćı funkćı f2(x,v,x,v1, t). Vı́me ale, že obecně neplat́ı

f2(x,v,x,v1, t) 6= f1(x,v, t)f1(x,v1, t) . (387)

Jinými slovy, jestliže budeme předpokládat rovnost těchto dvou výraz̊u, tak
implicitně předpokládáme, že neexistuj́ı korelace mezi částicemi. Je zřejmé,
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že i kdybychom byli schopni vytvořit systém, kde v čase t = 0 neexistuj́ı
korelace, pak tyto korelace se objev́ı v d̊usledku interacke mezi částicemi.
Uvažujme následuj́ıćı př́ıpad. Máme dvě částice, které jsou na počátku do-
statečně daleko od sebe. V př́ıpadě, že zde existuj́ı interakce krátkého dosahu,
pak tyto částice navzájem o sobě nevěd́ı a tedy se chovaj́ı jako nezávislé.
Jestliže se ale tyto částice navzájem přibĺıž́ı, pak dojde ke vzájemné inter-
kaci a tedy jejich trajektorie se vzájemně ovlivňuj́ı. V př́ıpadě, kdy je jejich
interakce odpudivá, pak částice po přibĺıžeńı k sobě se opět rozlet́ı. Proto
pravděpodobnost, že najdeme dvě částice velice bĺızko u sebe je menš́ı než
součin pravděpodobnost́ı, že danou částici najdeme kdekoliv uvnitř systému.
Jinými slovy, vzájemné p̊usobeńı vede ke korelaci mezi částicemi.

Předpoklad f2 = f1f1 je velice znám a široce diskutován. Tento předpoklad
je také znám jakoHypotéza molekulárńıho chaosu. Je to velice silný předpoklad,
který byl široce diskutován. Jedńım z nejvýznamněǰśıch d̊usledk̊u tohoto
předpokladu je, při srovnáńı s formou BBGKY rovnic, že Boltzmanova rov-
nice je uzavřenou rovnićı pro jednočásticovou funkci. Na druhou stranu t́ım,
že jsme ukončili sekvenci BBGKY rovnic, která ve své podstatě je systém
lineárńıch rovnic, dostaneme Boltzmannovu rovnici, která je nyńı nelinearńı
rovnićı. Na druhou stranu existuje množstv́ı metod, jak řešit tuto rovnici a
s některými z nich se setkáme v daľśım výkladu.

3.4.2 Multi-komponentový plyn

V této kapitole zobecńıme Boltzmannovu rovnice na př́ıpad plynu, který je
tvořen částicemi r̊uzných druh̊u. Pro tento účel přeṕı̌seme jedno-komponentovou
Boltzmanovu rovnici do tvaru

∂tf − ∂V

∂xi
∂f

∂pi
+
pi
m

∂f

∂xi
=

= ∂tf +
Fi

m

∂f

∂ui
+ ui

∂f

∂xi
= Ĵ(f |f) ,

(388)

kde jsme zadefinovali

Ĵ(f |g) =
∫

d3u1

∫

dΩσ|v − v1|(f ′g′1 − fg1) . (389)
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Poté pro systém z N̄ r̊uzných druh̊u máme

Dfi
Dt

=
N̄∑

j=1

Ĵ(fi, fj) , (390)

kde např́ıklad

Ĵ(fi, fj) =

∫

d3uj

∫

dΩ|ui − uj|σijdΩij(f
′
if

′
j − fifj) . (391)

Poté systém N̄ svázaných rovnic tvoř́ı zobecněńı jednosloškové Boltzmanovy
rovnice na př́ıpad N̄ druh̊u částic.

3.5 Momenty kinetické rovnice

V této kapitole zavedemé momentové integrály kinetické rovnice, které slouž́ı
k přechodu od mikroskopického k makroskopickému popisu tekutiny. Funda-
mentálńım prvkem tohoto popisu je pojem pole, to jest funkce B(x, t), což
je veličina definovaná v každém bodě x, která se vyv́ıj́ı v čase t. Typickými
př́ıklady je hustota látky ρ(x, t) a lokálńı rychlost v(x, t) 1 Tyto makrosko-
pické veličiny urč́ıme jako středńı hodnoty mikroskopických funkci b. Časová
závislost funkce B(x, t) je dána rozdělovaćı funkćı, která je řešeńım kine-
tické rovnice, zat́ım co závislost na x vyplývá ze závislosti b na x jako na
parametru. Explicitně

B(x, t) =

∫

d3yd3ub(y,u;x)f(y,u, t) . (392)

Daľśı krok je dán konkrétńım výběrem funkce b. V makroskopickém popisu
hraj́ı významnou roli hustota hmoty, hustota toku hybnosti, hustota energie.
Tyto funkce budeme definovat následuj́ıćım zp̊usobem. Vybereme jeden bod
fyzikálńıho prostoru x pomoćı delta funkce δ(x − y). Jestliže se v bodě x

nenacháźı částice, pak tento bod dává nutně nulový př́ıspěvek do B, jestliže
se zde ale nacháźı částice, pak dává př́ıspěvek úměrny β1(y,u), kde β1 bude
rovno bud’ m nebo u. Pak tedy dostaneme

b(y,u;x) = δ(x− y)β(y,u) . (393)

1Abychom odlǐsili tuto veličinu od rychlosti částic,která vystupuje v Boltzmannově

rovnici, budeme tuto jednočásticovou rychlost v daľśım označovat pomoćı symbolu u.
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Funkce tohoto typu nazýváme lokálńımi veličinami. Abychom našli časový
vývoj této funkce, provedeme derivaci (392) podle času

∂tB(x, t) =

∫

d3yd3uδ(x− y)β(y,u)∂tf(y,u, t) . (394)

Předpokládejme, že kinetická rovnice má nyńı tvar

∂tf(y,u, t) = Of(y,u, t) (395)

kde forma operátoru O vyplývá z konkrétńıho tvaru kinetické rovnice. Pak
dostaneme

∂tB(x, t) =

∫

d3yd3uδ(x− y)β(y,u)Of(y,y, t) . (396)

V daľśım kroku se budeme snažit přenést p̊usobeńı operátoru O na dyna-
mickou proměnnou mı́sto p̊usobeńı na f . Obecně je vždy možné toto provést
s použit́ım integrace po částech, kdy předpokládáme, že funkce f je rovna
nule na hranici v nekonečnu, nebo jednoduchým přeskládáńım člen̊u. Pak
dostaneme

∂tB(x, t) =

∫

d3yd3uf(y,u, t)[O†(x− y)β(y,u)] (397)

kde O† je sdružený operátor k operátoru O. Nyńı zadefinujeme následuj́ıćı
veličinu

c(x,y,u) = O†δ(x− y)β(y,u) . (398)

kde je zřejmé, že c(x,y,u) je formálně dynamickou funkćı. Je d̊uležité ale řićı,
že tato funkce může obecně záviset na f(y,u, t), nebot’ operátor O může být
nelineárńı, jak např́ıklad vyplývá ze strukt̊ury srážkového členu. Pak tedy
konečně dostaneme

∂tB(x, t) =

∫

d3yd3uc(x,y,u)f(y,u, t) ≡ C(x, t) , (399)

kde C(x, t) je středńı hodnota veličiny c(x,y,u).Význam rovnice (399) je v
tom, že časová derivace makroskopické veličiny B(x, t) je určena makrosko-
pickou veličinou C(x, t). Jinými slovy řečeno, vid́ıme, že je možne přej́ıt od
mikroskopické rovnice k makroskopické rovnici, které se někdy také nazývaj́ı
rovnicemi moment̊u kinetické rovnice.
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Je také jasné, že z jedné kinetické rovnice můžeme dostat nekonečné
množstv́ı rovnic pro momenty odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným funkćım β. Tyto rovnice
maj́ı hierarchickou strukt̊uru: ∂tB je dáno novou funkćı C, pak derivace ∂tC
je dána novou funkćı D atd. Ukážeme, že tento systém neńı nikdy uzavřený,
což je analogice BBGKY systému, na druhou stranu je zde určitý specifický
rozd́ıl. Tento rozd́ıl je znám z makroskopické teorie bez ohledu na formu ki-
netické teorie. V hydrodynamice dostaneme uzavřený systém rovnic, jestliže
zavedeme určité fenomonologické předpoklady.

Budeme nyńı podrobně analyzovat přenos operátoruO na funkci b. Nejdř́ıve
použijeme tokový člen −u · ∇, kde s pomoćı integrace po částech dostaneme

F = −
∫

d3yd3uδ(x− y)β(y,u)ui
∂

∂yi
f(y,u, t) =

=

∫

d3yd3uf(y,u, t)ui(∂yiδ(x− y)β(y,u) + δ(x− y)∂yiβ(y,u)) .

(400)

Z definice delta funkce dostaneme

∂yiδ(x− y) = −∂xiδ(x− y) (401)

a tedy

F = −∇ ·
∫

d3yd3uδ(x− y)uβ(y,u)f(y,u, t) +

+

∫

d3yd3uf(y,u, t)uiδ(x− y)∂yiβ(y,u)) .

(402)

Daľśı krok se týká členu obsahuj́ıćı interakce s vněǰśım polem

σ
(2)
B =

∫

d3yd3u
F(y)

m
· ∂
∂u

f(y,u, t)δ(x− y)β(y,u) =

= −
∫

d3yd3u
F(y)

m
· f(y,u, t)δ(x− y)

∂

∂u
β(y,u) .

(403)

Posledńı krok se týká analýzy srážkového členu, který má nejv́ıce kompli-
kovanou závislost na rozdělovaćı funkci a jehož forma záviśı na konkrétńı
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kinetické rovnici. Jestliže označ́ıme tento srářkový člen jako Kf(y,u, t), pak
jeho př́ıspěvek do momentové rovnice si označ́ıme jako

σ
(3)
B =

∫

d3yd3uδ(x− y)β(y,u)Kf(y,u, t) . (404)

Nyńı zavedeme tok pole B

ΦB(x, t) =

∫

d3yd3uδ(x− y)uβ(y,u)f(y,u, t) (405)

a

σ
(1)
B =

∫

d3yd3uδ(x− y)
∂β(y,u)

∂yi
uif(y,u, t) . (406)

Pak dostaneme momentovou rovnici pro B ve tvaru

∂tB(x, t) = −∂iΦi
B(x, t) + σB (407)

kde
σB = σ

(1)
B + σ

(2)
B + σ

(3)
B (408)

je zdroj pole B. Rovnice (407) jsou známy jako rovnice lokálńı rovnováhy,
které maj́ı následuj́ıćı interpretaci. Při σB = 0 se redukuje na rovnici, která
vyjadřuje lokálńı formu zákona zachováńı veličiny B. Pak je zřejmé, že ne-
nulový člen σB = 0 odpov́ıdá zdroji, který dodává či ub́ırá B do daného
objemu.

3.6 Boltzmann̊uv H teorém a nevratnost entropie

Předchoźı obecný formalism použijeme při sledováńı časového vývoje veličiny,
která je fundamentalńı v nerovnovážné termodynamice, kterým je entropie,
což je stavová veličina. Tato veličina se vyskytuje v druhém termodyna-
mickém zákoně, který je úzce spojen s pojmem nevratnosti, kdy entropie
roste v izolovaném systému v d̊usledku nevratných proces̊u. Tento r̊ust se
zastav́ı v okamžiku, kdy se systém dostane do rovnovážného stavu, kdy ent-
ropie dosahuje své maximálńı hodnoty. V lokálńı formě dostaneme, že časový
vývoj entropie, tak jako každé dynamické veličiny, je dán rovnićı

∂ts(x, t) = −∇ · Φs(x, t) + σs(x, t) . (409)

Druhý termondynamický zákon neńı nic jiného, než

σs(x, t) ≥ 0 . (410)
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Boltzmannova kinetická rovnice, která byla odvozena v roce 1872, byla tak
úspěšná a je tak d̊uležitá, že je z ńı možné zavést entropii a také to, že entropie
roste s časem. Jinými slovy Boltzmannova teorie byla prvńı teoríı, která
vysvětlovala nevratnost na mechanické úrovni. Tato teorie je také známa
pod pojmem H-teorem, protože Boltzmann použil funkci H = −s(x, t). O H
teorému budeme hovořit dále.

Uvažujme homogenńı systém, kdy rozdělovaćı funkce f(x,u, t) neńı funkćı
x. V tomto př́ıpadě zavedeme budeme použ́ıvat symbol φ(v, t) pro homo-
genńı rozdělovaćı funkci. Přesněji, v́ıme, že rozdělovaćı funkce f je normována
následuj́ıćım zp̊usobem

N =

∫

d3xd3uf(x,u, t) . (411)

V př́ıpadě homogenńı rozdělovaćı funkce tato normovaćı podmı́nka dává

N = V

∫

d3uf(u, t) (412)

a pak je tedy vhodné zavést funkci F (u, t) definovanou jako f(u, t) = nφ(u, t) , n =
N
V
, což nám dává normovaćı podmı́nku

1 =

∫

d3uφ(u, t) . (413)

Pro tuto funkci má Boltzmannova rovnice tvar

∂tφ(u, t) = 2πn

∫

d3u1dbbg (φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t)) (414)

Definujeme nyńı hustotu entropie ve tvaru

s(t) = −kBn
∫

duφ(u, t) ln[nφ(u, t)] + b (415)

kde kB je Boltzmannova konstanta a b je konstanta. Nyńı provedeme derivaci
s(t) podle času

∂ts(t) = −kBn
∫

d3u∂tφ(u, t)[ln(nφ(u, t)) + 1] =

= −2πkBn
2

∫

d3ud3u1dbbg (φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t)) [ln(nφ(u, t)) + 1]

(416)
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Je zřejmé, že v daném integrálu můžeme provést záměnu mezi u a u′ a tedy
dostaneme

2πkBn
2

∫

d3ud3u1dbbg (φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t)) [ln(nφ(u, t)) + 1] =
∫

d3ud3u1dbbg (φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t)) [ln(nφ(u1, t)) + 1]

(417)

Pak máme

∂ts(t) = −πkBn2

∫

d3ud3u1dbbg (φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t))×

× [ln(nφ(u, t)) + ln(nφ(u1, t)) + 2] .

(418)

Nakonec poznamenejme, že posledńı integrál můžeme přepsat do tvaru

πkBn
2

∫

d3ud3u1dbbg (φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t))×

×[ln(nφ(u, t)) + ln(nφ(u1, t)) + 2] =

= πkBn
2

∫

d3u′d3u′
1dbbg (φ(u, t)φ(u1, t)− φ(u′, t)φ(u′

1, t))×

×[ln(nφ(u′, t)) + ln(nφ(u′
1, t)) + 2]

= πkBn
2

∫

d3ud3u1dbbg (φ(u, t)φ(u1, t)− φ(u′, t)φ(u′
1, t))×

×[ln(nφ(u′, t)) + ln(nφ(u′
1, t)) + 2]

(419)

kde v posledńım kroku jsme použili vstah, že d3ud3u1 = d3u′d3u′
1. S použit́ım

této rovnosti dostaneme

∂ts(t) =

∫

d3ud3u1dbbg(φ(u
′, t)φ(u′

1, t)− φ(u, t)φ(u1, t)) ln
φ(u′, t)φ(u′

1, t)

φ(u, t)φ(u1, t)
.

(420)

Konečně, pro libovolná kladná č́ısla x a y máme

(x− y) ln
x

y
≥ 0 (421)
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: Důkaz Vid́ıme, že máme dvě možnosti. Prvńı, když x − y > 0 pak máme
x
y
> 0 a tedy ln x

y
> 0 což dokazuje tuto rovnici. Naopak, pro x − y < 0

dostáváme, že x
y
< 1 a tedy ln x

y
< 0, což opět dokazuje předchoźı rovnici.

Pak dostaneme výsledek
∂ts(t) ≥ 0 . (422)

Maxwellowo rozděleńı

Původńı odvozeńı této rozdělovaćı funkce bylo provedeno Maxwellem
s použit́ım předpokladu isotropie.

Uvažujme rychlosti v x− směru, a předpokládejme, že jejich rozděleńı
je dané rozdělovaćı funkćı F (ux), která je normalizována jako

∫ ∞

−∞

F (ux)dux = 1

Princip isotropie ř́ıká, že zde neńı nic speciálńıho, co se táká x− směru,
rychlosti v y− a v z− směru maj́ı stejné rozděleńı. Pak dostáváme, že
pravděpodobnost, že najdeme částivic v intervalu duxduyduz je rovna

1

n
f(u)duxduyduz = F (ux)duxF (uy)duyF (uz)duz (423)

Na druhou stranu, jestliže f je isotropńı distribuce, pak by měla záviset
pouze na velikosti rychlosti, tedy

1

n
f(u) = f̄(u2x + u2y + u2z) = F (ux)F (uy)F (uz) . (424)

Z toho dostáváme, že součet argument̊u u2i v argumentu funkce f̄ muśı
odpov́ıdat součinu F (ui)

′, a to je možné pouze když funkce F (ux) je
exponenciálńı funkćı u2

F (ux) = A1/3e−Bu2
x ⇒ f(u) = nAe−B(u2

x+u2
y+u2

z) = nAe−Bu2

. (425)

Konstanta A může být dán podmı́nkou normováńı funce F tak, aby byla
rovna jedné. Abychom našli hodnotu parametru B, muśıme určit středńı
hodnotu kinetické energie < 1

2
mu2 >= 3

2
κBT , které pak dává

f(u) = n

(
m

2πκBT

)3/2

exp

(

− mu2

2κBT

)

(426)
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Nyńı ukážeme, že Maxwellovo rozděleńı je řešeńım Boltzmannovy rovnice
jako jej́ı rovnovážné řešeńı. Uvažujme homogenńı plyn bez exterńıch sil. Aby
toto řešeńı bylo rovnovážné, pak ∂ts = 0 a tedy dostáváme

φ(u′, t)φ(u′
1, t) = φ(u, t)φ(u1, t) ⇒ lnφ(u′, t) + lnφ(u′

1, t) = lnφ(u, t) + lnφ(u1, t) .

(427)

, Tento výraz pro Maxwellovo rozděleńı dává

u′2 + u′21 = u2 + u′2 (428)

což je samozřejmě splněno v př́ıpadě pružných srážek.
Nyńı budeme uvažovat obecněǰśı př́ıpad nehomogenńıho systému, kdy

f = f(x,u, t), kde ale pro jednoduchost nebudeme uvažovat interakci s
vněǰśım polem. Nyńı zavedeme lokálńı hustotu entropie jako pole

s(x, t) = −kB
∫

d3ud3yδ(x− y)f(y,u, t) ln f(y,u, t) + b . (429)

Pak zjevně dostaneme

∂ts(x, t) = −kB
∫

d3yd3uδ(x− y)[ln f(y,u, t) + 1]∂tf(y,u, t) (430)

což odpov́ıdá obecnému předpisu provedenému v předchoźı části, jestliže
identifikujeme

β(y,u) = −kB[ln f(y,u, t) + 1] . (431)

Samozřejmě ale vid́ıme, že toto neńı dynamická veličina, protože jednak
explicitně záviśı na čase, a dále je to veličina, která je definována pomoćı
rozdělovaćı funkce. Na druhou stranu jestliže použijeme Boltzmannovu rov-
nici, pak dostaneme

∂ts(x, t) =

∫

d3yd3uδ(x− y)β(y,u, t)[−ui
∂

∂yi
f(y,u, t) +Kf(u,y, t)] =

= − ∂

∂xi
Φ′

s,i(x, t) + σ(3)
s + σ(1)

s

(432)

kde

σ(1)
s (x, t) =

∫

d3yd3uδ(x− y)
∂β(y,u, t)

∂yi
vif(y,u, t) ,

σ(3)
s (x, t) =

∫

d3yd3yδ(x− y)Kf(y,u, t) ,

(433)
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a kde také budeme psát

Φ′
s(x, t) = Φs(x, t) + ~φs(x, t) ,

Φs(x, t) = −kB
∫

d3yd3uδ(x− y)u ln f(y,u, t)f(y,u, t) ,

φs,i(x, t) = −kB
∫

d3yd3uδ(x− y)uif(y,u, t) .

(434)

Nyńı vypoč́ıtáme př́ıspěvek σ
(1)
s

σ(1)
s (x, t) = −kB

∫

d3yd3uδ(x− y)
∂f(y,u, t)

∂yi
uif(y,u, t) =

= −kB
∫

d3yd3uδ(x− y)ui
∂

∂yi
f(y,u, t) =

= −kB∂i
∫

d3yd3uδ(x− y)uif(x,y, t)

(435)

a my vid́ıme, že tento př́ıspěvek kompletně vyruš́ı divergenci ∂iφs,i. Pak tedy
dostáváme

∂tσ(x, t) = −∇Φ(x, t) + σ(3)
s . (436)

Je zřejmé, že σ
(3)
s můžeme určit stejným zp̊usobem, jako v homogenńım

př́ıpadě, protože kolizńı člen se poč́ıtá pro pevné y. Pak tedy dostáváme

σ(3)
s (x, t) ≥ 0 . (437)

Jinými slovy, opět jsme dostali druhý termodynamický zákon v lokálńım
tvaru.

Mikroskopické procesy na molekulárńı úrovni jsou reverzebilńı, tedy mo-
hou prob́ıhat i v opačné časové posloupnosti, na druhou stranu makrosko-
pické procesy nejsou. Když např́ıklad rozděleńı rychlosti relaxuje do Ma-
xwellova rozděleńı v d̊usledku srážek, pak je tento proces ireverzibilńı. Je také
zaj́ımavé, že když jsme odvozovali Boltzmanovu rovnici, tak jsme předpokládali
reverzebilitu na mikroskopické úrovni. Přesto můžeme ukázat, že vedou k ire-
verzibilńım proces̊um na makroskopické úrovni.

Z odvozeńı zákona r̊ustu entropie aké ukazuje, že přičinou r̊ustu entropie
je pouze srážkový člen, zat́ım co volný pohyb a př́ıpadné efekty vyvolané
středńım polem, jsou vratné procesy, které nemaj́ı vliv na r̊ust entropie.
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Je dobré podrobněji popsat, co mysĺıme nevratnými procesy, které můžeme
rozdělit na dvě základńı tř́ıdy.

Jako přiklad procesu, který spadá do prvńı tř́ıdy, uvažujme shluk vzájemně
neinteraguj́ıćıch částic, které jsou na počátku lokalizovány v koutě krychle
s dokonale odrážej́ıćımi stěnami. Předpokládejme, že částice maj́ı na počátku
rychlosti distribuované kompletně náhodným zp̊usobem. Je jasné, že za nějaký
dostatečně dlouhý časový interval částice, které jsou v daném shluku, jsou
rozprostřeny spojitě po célé krychli d́ıky volnému pohybu částic, kdy dopa-
daj́ı a odrážej́ı se od stěn. Zdá se, že se tento proces jev́ı jako nevratný. V
závislosti na počátečńım stavu daný systém se bĺıži ke stavu s homogenńı
hustotou částic, kde čas, který je potřebný k dosažeńı homogenńı konfigu-
race, silně záviśı na počátečńıch podmı́nkách. Např́ıklad, jestliže budeme mit
dostatečně široký interval počátečńıch rychlost́ı, pak homogenńı stav dosta-
neme t́ım rychleji. Z mikroskopického pohledu je zřejmé, že volný pohyb
částic nemá vliv na rozložeńı rychlosti, nebot’ částice se spolu nesráž́ı a je-
jich srážky se stěnami jsou dokonale pružné. Tento nevratný proces se také
nazývá proces s fázovým mı́̌seńım, které jsou charaktristické absenćı určité
časové škály, jenž nezáviśı na počátečńıch podmı́nkach. Je zřejmé, že v ta-
kových procesech nedocháźı k r̊ustu entropie.

Položme si nyńı otázku, co se stane, když připust́ıme srážky mezi částicemi.
V takovém př́ıpadě d́ıky neregulérnosti a velkém množstv́ı srážech brzy dojde
ke ztrátě informace o počátečńım rozložeńı rychlost́ı. V tomto př́ıpadě proces
rozprostřeńı v prostoru má jiný charaktér (difuze), protože je nyńı určen spe-
cifickými vlastnostmi interakce mezi částicemi a také obecnými vlasnostmi,
jako je hustota a teplota. Tyto specifické parametry udávaj́ı relaxačńı čas,
který je nezávislý od počátečńıho stavu systému. Rozděleńı rychlost́ı se bĺıž́ı
k Maxwellovskému rozděleńı a daný proces je spojen s r̊ustem entropie.Tyto
procesy se také někdy nazývaj́ı jako procesu disipatického typu.

Je velice zaj́ımávé, že jsme vyšli z předpokladu reverzibilńı mikrosko-
pické fyziky, ale konč́ıme s veličinou H, která má nesymetrický časový vývoj.
Můžeme to interpretovat jako objeveńı šipky času.

Je dobré poznamenat, že H teorém někdy neńı interpretován jako r̊ust
entropie S. Zde, H je definována pro jednosloškový plyn, zat́ım co entropie
může být definována pro komplikovaněǰśı systémy, běžná definice entropie
je definována pouze pro systémy v termodynamické rovnováze či ve stavu ji
bĺızké, zat́ım co H je definována pro nerovnovážné systémy.

S existenćı H theorému je spojen následuj́ıćı paradox. Předpokládejme,
že v jednom časovém okamžiku obrát́ıme rychlosti částic v plynu. Pak částice
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budou sledovat své p̊uvodńı trajektorie. To znamená, že jestliže jsme p̊uvodně
měli ds

dt
> 0 tak v situaci, která prob́ıhá v opačném pozad́ı, bychom měli mı́t

ds
dt
< 0, což je zřejmý paradox.
Vysvětleńı tohoto paradoxu lež́ı v předpokladu týkaj́ıćı se dokazováńı H

teorému. Implicitně jsme předpokládali, že neexistuje korelace mezi částicemi
před jejich srážkami. Toto je známé jako molekulárńı chaos a tento předpoklad
je implicitně skryt ve statistické formulaci interakćı pomoćı sážkového účinného
pr̊uřezu. Je jasné, že nemůžeme předpokládat, že molekuly nejsou v korelaci
po srážkách. Tedy, v situaci, která by měla prob́ıhat opačným směrem, mole-
kuly nejsou nezkorelované po jejich srážkách, a tudiž předpoklady, které jsou
skryté za odvozeńım Boltzmanovy rovnice, neplat́ı. Takže, ve skutečnosti,
šipka času v Boltzmanově rovnici byla implicitně zvolena předpokladem, že
rychlosti částic jsou nezkorelované před srážkami.

3.6.1 Poincarého theorém

S pojmem nevratnosti úzce souviśı tz Poincarého rekurentńı teorém, který
ř́ıká, že trajektorie systému ohraničeného izolovaného systému o konečné
energii se, po dostatečně dlouhé době, přibĺıž́ı libovolně bĺızko své počátečńı
pozici.

Nast́ıńıme stručný d̊ukaz tohoto teorému. Uvažujme počátečńı stav systému
ve fázovém prostoru z0 ≡ (q0, p0) a tento bod je obsažen v množině fázového
prostoru Ω0. Pak se systém vyv́ıj́ı na povrchu daným podmı́nkou konstant-
nosti energie. Pak tento teorém ř́ıká, že za dostatečně dlouhou dobu se systém
opět dostane do množiny Ω0. Necht´ T̂ je operátor, který propaguje Ω0 za
jednotku času. Pak d́ıky Liouvillovu teorému

Ω0, T̂Ω0, T̂
2Ω0 (438)

maj́ı stejnou mı́ru. Jestliže se tyto množiny neprotnou, pak povrch, na kterém
se pohybuj́ı, by měl nekonečnou mı́ru, což je v rozporu s předpokladem. Pak
tedy můžeme psát

T̂ kΩ0

⋂

T̂ nΩ0 = Ω̄ 6= 0 (439)

pro nějaká přirozená č́ısla k, n. Dále, d́ıky jednoznačnosti trajektoríı dostáváme,
že T̂ je bijektivńı zobrazeńı, což nám dovoluje psát

T̂ (A
⋂

B) = T̂ (A)
⋂

T̂ (B) . (440)
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Jestliže nyńı budeme p̊usobit s T̂−n na (439) dostaneme

T̂−n(T̂ k
⋂

T̂ nΩ0) = T̂−nΩ̄ 6= 0 (441)

a když použijeme (440) dostaneme

T̂ k−nΩ0

⋂

Ω0 6= 0 . (442)

Jinými slovy, za k − n časových jednotek množina Ω0 má konečný pr̊unik
sama se sebou. Nyńı, jestliže vezmeme mı́ru Ω0 libovolně malou, dostaneme
Poincarého teorém.

Je zřejmé, že tento teorém je založen na následuj́ıćıch předpokladech.
Předně systém muśı být omezen, např́ıklad v př́ıpadě mechanického systému
muśıme požadovat, aby tento systém byl v ohraničené prostorové oblasti,
jinými slovy namůžeme dovolit, aby trajektorie částic směřovaly do nekonečna.
A dále, muśı platit Liouvill̊ut teorém. Je také zřejmé, že systém nemuśı
proj́ıt celým fázovým prostorem dř́ıve, než se vrát́ı do p̊uvodńıho stavu, kde
systémy, které pokryj́ı celý fázový prostor během svého vývoje, se nazývaj́ı
ergodickými systémy.

3.6.2 Boltzmannova a Gibbsova Entropie

V předchoźı části jsme definovali entropii pomoćı rozdělovaćı funkce kinetické
teorie. Nyńı stručně podáme obecněǰśı definici.

Gibbsova entropie HN je definována pomoćı N−částicové rozdělovaćı
funkce fN jako

HN =

∫

fN ln fN

N∏

i=1

d3xid
3pi . (443)

Abychom určili časový vývoj této veličiny, výjdeme z Liouvillovy rovnice

∂fN
∂t

+ {fN , H} = 0 . (444)
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Pak časový vývoj této entropie je roven

dHN

dt
=

∫ N∏

i=1

d3xid
3pi

∂fN
∂t

(1 + ln fN) =

= −
∫ N∏

i=1

d3xid
3pi {fN , H} (1 + ln fN) =

= −
∫ N∏

i=1

d3xid
3pi

N∑

i=1

(
∂fN
∂xi

· pi

m
− ∂fN
∂pi

· ∂V
∂xi

)

(1 + ln fN) =

= −
∫ N∏

i=1

d3xid
3pi

N∑

i=1

(
1

m

∂fN ln fN
∂xi

· pi −
∂V

∂xi

· ∂fN ln fN
∂pi

)

= 0

(445)

kde jsme použili

{fN , H} =
N∑

i=1

(
∂fN
∂xi

· pi

m
− ∂fN
∂pi

· ∂V
∂xi

)

(446)

a dále integraci po částech. Vid́ıme tedy, ze Gibbsonova entropie se zachovává
a tedy splňuje reverzibilńı rovnici. Tato entropie je vstáhnuta k termodyna-
mické entropii následuj́ıćım zp̊usobem

S = −kBHN (447)

což je kinetická definice entropie izolovaného systému. Druhý termodyna-
mický zákon nám ř́ıká, že △S ≥ 0 pro izolovaný systém kdy rovnost plat́ı pro
reverzibilńı procesy. Protože Liouvillova rovnice je reverzibilńı, dostaneme,
že výsledek S = konst je v souladu s druhým termodynamickým zákonem.

V př́ıpade, kdy neexistuj́ı korelace mezi částicemi, máme

fN =
N∏

i=1

f1(i) (448)

a tedy

HN =
N∑

i=1

N∏

j=1

∫ N∏

k=1

d3xkd
3pk

N∏

j=1

f1(j) ln f1(i) =
N∑

i=1

H1(i) = NH (449)
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kde

H =

∫

d3xd3pf1 ln f1 . (450)

Jak jsme viděli, pak kinetická rovnice dává Ḣ < 0 jako d̊usledek srážek v
tekutině. Jinými slovy řečeno, při sledováńı jednočásticové funkce dostaneme,
že daný proces je ireversibilńı, na rozd́ıl od plného dynamického popisu, který
je reversibilńı.

3.6.3 Kolizńı invarianty

V této kapitole budeme definovat operátory, které maj́ı význačné vlastnosti
vhzhledem k časovému vývoji systému. Poznamenejme, že kolizńı integrál je
definován jako

Ĵ(f) =

∫

d3u1

∫

dΩσ|u− u1|(f ′f ′
1 − ff1) . (451)

Budeme definovat operátor

Î[φ(u)] =

∫

d3uĴ(f)φ(u) =

∫

d3u

∫

d3u1

∫

dΩ|u− u1|(f ′f ′
1 − ff1)φ(u) .

(452)
Změna proměnných

(u,u1) → (u1,u) (453)

dává
Î(φ(u)) = Î(φ(u1)) . (454)

Jako daľśı krok uvažujme operátor

Î(φ(u′)) =

∫

d3u

∫

d3u1

∫

dΩσ|u− u1|(f ′f ′
1 − ff1)φ(u

′) (455)

Poté změna proměnných (u,u1) → (u′,u′
1) má jednotkový Jakobián jako

d̊usledek Liouvillova theorému pro dvoučásticový systém, což nám dává

d3ud3u′
1 = d3ud3u1 . (456)

Dále je také jasné, že |u − u1|σdΩ je invariantnńı v̊uči této transformaci a
pak dostáváme

Î(φ(u′)) =

∫

d3u′

∫

d3u′
1

∫

dΩ′g′|u− u′
1|(ff1 − f ′f ′

1)φ(u
′) = −Î(φ(u)) .

(457)
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Konečně, změna proměnných (u′
1,u

′) → (u′,u′
1) dává

Î(φ(u′)) = Î(φ(u′
1)) . (458)

Když nyńı zkombinujeme všechny tyto relace, dostaneme

4Î(φ(u)) = Î(φ(u)) + Î(φ(u1))− Î(φ(u′))− Î(φ(u′
1)) . (459)

Konečně, d́ıky linearitě operátoru Î, můžeme tento výsledek přepsat do tvaru

Î(φ(u)) =
1

4
Î(φ(u) + φ(u1)− φ(u′)− φ(u′

1)) . (460)

Necht’ χ(u) je srážkový invariant, t.j.

χ(u) + χ(u1) = χ(u′) + χ(u′
1) . (461)

Pak pro tuto veličinu dostáváme z (460)

Î(ψ) = 0 . (462)

Necht´ χ(u) je veličina, jenž se zachovává při srážkách. Pak je jasné, že
obecná funkce, která se zachovává při srážkách, má tvar

f(u) = C0 +
∑

r

χr(u) . (463)

kde χr jsou všecny nezávislé veličiny, které se zachovávaj́ı při srářkach. Zákon
zachováńı energie a všech tř́ı komponent hybnosti implikuj́ı

f(u) = C0 + C1u
2 + C2xux + C2yuy + C2zuz = −B(u− u0)

2 . (464)

Je zřejmé, že existence pěti nezávislých srážkových invariant̊u je obecným
d̊usledkem kinetických rovnic, protože jsou svázány s dynamickými zákony
zachováńı počtu částic, energie a hybnosti při srážkách. Tyto zákony nám
ř́ıkaj́ı, že jedna molekula během srážky ztráćı hybnost a energii, zat́ım co
druhá je źıskává. Na druhou stranu srážkový invariant potřebuje trochu
obecněǰśı př́ıstup. Uvažujme zdrojový člen ve tvaru

σ
(3)
i (x) =

∫

d3ud3yδ(x− y)ψ(u,y)

∫

dΩσg(f ′f ′
1 − ff1) =

=

∫

d1d2δ(x− y)ψ(u,y)δ(y − y1)

∫

dΩσg(f(y,u′, t)f(y1,u
′
1, t)− f(y,u, t)f(y1,u1, t))

(465)
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kde jsme zavedli integraci přes y1, abychom dostali symetrické fázové body. Je
zřejmé, že výraz se nezměńı, jestliže zaměńıme 1 a druhou fázovou proměnnou

σ
(3)
i (x) =

∫

d1d2δ(x− y1)ψ(y1,u1)δ(y − y1)×

×
∫

dΩσg(f(y1,u
′, t)f(y,u′, t)− f(y1,u1, t)f(y,u, t))

(466)

Tento výraz můžeme také napsat

σ
(3)
i (x) =

∫

d1′d2′δ(x− y1)ψ(y1,u
′
1)δ(y − y1)×

×
∫

dΩσg(f(y1,u1, t)f(y,u, t)− f(y1,u
′
1, t)f(y,u

′, t))

(467)

kde d1′ = d3yd3u′, d2′ = d3y1d
3u′

1. Pak d́ıky Liouvillově teorému je tento
výraz roven d1d2 a tedy dostáváme

σ
(3)
i (x) = −

∫

d1d2δ(x− y1)ψ(y1,u
′
1)δ(y − y1)×

×
∫

dΩσg(f(y1,u
′
1, t)f(y,u

′, t)− f(y1,u1, t)f(y,u, t))

(468)

kde konečně můžeme provést záměnu mezi prvńı a druhou fázovou proměnnou.
Výsledkem dostaneme podmı́nku, kdy je zdrojový člen roven nule

σ
(3)
i =

1

4

∫

d3yd3ud3y1d
3u2[δ(x− y)ψi(y,u) + δ(x− y1)ψ1(y1,u1)

−δ(x− y1)ψ(y1,u
′
1)− δ(x− y)ψ(y,u′)]δ(y − y1)(f

′f ′
1 − ff1) = 0

(469)

Tento výraz je roven nule pro libovolnou formu rozdělovaćı funkce, když plat́ı

[ψi(y,u) + ψ1(y1,u1)− ψ(y1,u
′
1)− ψ(y,u′)]δ(y − y1) = 0

(470)

kde, oproti předchoźımu výrazu, vystupuje explicitńı závislost na souřadnićıch,
byt’ je dána ve formě delta funkce. Jinými slovy řečeno vid́ıme d̊uležitou
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vlastnost, že daná veličina se stane srážkovým invariantem, jestliže k pro-
cesu výměny energie a hybnosti docháźı je jednom a tom samém bodě, což
je d̊usledkem faktu, že ve srážkovém členu se vyskytuj́ı rozdělovaćı funkce
v jednom a tom samém bodě y. Na druhou stranu toto je zjevně pouhé
přibĺıžeńı, které plat́ı v tzv. hydrodynamickém přibĺıžeńı, kdy se rozdělovaćı
funkce málo měńı na vzdálenostech odpov́ıdaj́ıćı středńı volné dráze molekul.
Pak, pro takovou formu kinetických rovnic, kdy bereme do úvahy nelokálnost
srážek, některé z těchto funkćı již nemuśı být srážkovými invarianty, i přesto,
že dynamické zákony zachováńı z̊ustavaj́ı v platnosti.

V daľśım se omeźıme pouze na př́ıpad hydrodynamického přibĺıžeńı, kde
srážkové invarianty hraj́ı fundamentálńı roli.

3.7 Rovnice zachováńı

Uvažujme veličinu χ(x,u), která je spojena s částicemi, a která se zachovává
v dvoučasticových srážkách

χ+ χ1 = χ′ + χ′
1 (471)

Celkový množstv́ı této veličiny v jednotce objemu je rovna

nχ(x, t) =

∫

d3uχ(x,u)f(x,u, t) =

= n(x, t)

∫

d3uχ(x, t)
f(x,u, t)

n(x, t)
= n(x, t) 〈χ〉 (x, t) .

(472)

Např́ıklad

n(x, t) =

∫

d3uf(x,u, t) , nv(x, t) =

∫

d3uf(x,u, t)u , (473)

což můžeme také přepsat do tvaru

v =

∫
d3uf(x,u, t)u
∫
d3uf(x,u, t)

= 〈u〉 . (474)

Našim ćılem je naj́ıt pohybovou rovnici pro nχ v př́ıpadě, kdy f splňuje
Boltzmanovu rovnici. Abychom ji našli, vynásob́ıme Boltzmanovu rovnici
veličinou χ a provedeme integraci přes rychlosti

∫
Df

Dt
χd3u =

∫

C[f ]χd3u . (475)
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Začneme nejdř́ıve s pravou stranou této rovnice. Nejdř́ıve máme
∫

d3u

∫

d3u1C(f)χ(u)d3u =

=
1

2

∫

d3u

∫

d3u1

∫

σ(Ω)|u− u1|(f ′f ′
1 − ff1)χ(u) +

+
1

2

∫

d3u1

∫

d3u

∫

σ(Ω)|u1 − u|(f ′f ′
1 − f1f)χ(u1) =

=
1

2

∫

d3u

∫

d3u1

∫

σ(Ω)|u− u1|(f ′f ′
1 − ff1)(χ(u) + χ(u1)) .

(476)

Jako daľśı krok použijeme argument reverzibility, to znamená jako integračńı
proměnné budou vystupovat u′,u′

1. Výsledkem dostaneme následuj́ıćı výraz

∫

C[f ]χ(u)d3u =
1

4

∫

d3u

∫

d3u1

∫

dΩσ(Ω)|u−u1|(f ′f ′
1−ff1)(χ+χ1−χ′−χ′

1) .

(477)
Tento výraz, d́ıky d́ıky předpokladu (471), je roven nule. Tedy, pro veličinu,
která se zachovává v dvoučásticových srážkách, dostáváme

0 =

∫
Df

Dt
χd3u =

∫ (
∂f

∂t
+ ui

∂f

∂xi
+
F i

m

∂f

∂ui

)

χd3u , (478)

kterou můžeme přepsat do tvaru

0 =
∂

∂t

∫

fχd3u+
∂

∂xi

∫

fχuid3u−
∫

uif
∂χ

∂xi
d3u+

+
1

m

∫
∂

∂ui
(
fχF i

)
d3u− 1

m

∫
∂F i

∂ui
fχd3u− 1

m

∫
∂χ

∂ui
fF id3u .

(479)

Prvńı člen na druhém řádku je roven nule, nebot’ může být vyjádřen jako
povrchový integral

∫
∂

∂ui
(fχF i)d3u =

∫

|u|→∞

fχF iuiudΩ (480)

kde budeme předpokládat, že rozdělovaćı funkce f se bĺıž́ı k nule daleko
rychleji, než χF iuiu roste pro u → ∞. Např́ıklad, toto plat́ı pro rozdělovaćı
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funkćı exponenciálńıho typu. Poté, když zadefinujeme pro libovolnou veličinu
Q

n 〈Q〉 =
∫

d3uQf (481)

dostáváme rovnici, která určuje časový vývoj veličiny 〈χ〉

∂

∂t
(n 〈χ〉) + ∂

∂xi
(
n
〈
uiχ
〉)

− n

〈

ui
∂χ

∂xi

〉

− n

m

〈

F i ∂χ

∂ui

〉

− n

m

〈
∂F i

∂ui
χ

〉

= 0 .

(482)
Tato rovnice nám ř́ıká, jak hustota nχ = n 〈χ〉 libovolné veličiny χ, jenž se
zachovává v dvoučásticových srážkách, se vyv́ıj́ı v čase. Tato forma rovnice
se bude často opakovat při odvozeńı hydrodynamických rovnic

3.8 Odvozeńı hydrodynamických rovnic

Rovnice (482) určuje přechodod mikroskopického popisu (pomoćı molekulárńı
veličiny χ) k makroskopické veličině, dáné množstv́ım veličiny χ v jednot-
kovém objemu, n 〈χ〉. V následuj́ıćım budeme předpokládat, že śıla F nezáviśı
na rychlostech.
Rovnice zachováni hmoty

Tato rovnice vyjadřuje zachováńı hmoty ve srážkových procesech. Jinými
slovy předpokládáme, že χ = m. Pro tuto volbu (482) má tvar

∂

∂t
(nm) +

∂

∂xi
(nm

〈
ui
〉
) = 0 . (483)

kde jsme využili faktu

〈m〉 = 1

n

∫

d3ufm =
m

n

∫

d3uf = m . (484)

Jestliže zadefinujeme hustotu hmoty jako

ρ = nm (485)

pak rovnice (483) má tvar rovnice spojitosti

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 , (486)

kde v = 〈v〉 je středńı rychlost částic.
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Zákon zachováni hybnosti

Nyńı uvažujme χi = mui. Pak dostáváme

0 =
∂

∂t
(nm 〈u〉i) + ∂

∂xj
(nm

〈
ujui

〉
)− n

〈

F j ∂u
i

∂uj

〉

=

=
∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj
(nm

〈
ujui

〉
)− nF j

(487)

kde jsme použili ∂ui

∂uj = δij a dále skutečnosti, že pro śılu, která nezáviśı na
rychlostech, máme

〈
F i
〉
=

1

n

∫

d3uF if =
F i

n

∫

d3uf = F i . (488)

zavedeme tensor tlaku definovaný vzhledem ke klidové soustavě

pij = m

∫

d3uuiujf = n
〈
muiuj

〉
. (489)

Pak momentová rovnice má tvar

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj
pij =

ρ

m
F i . (490)

Zákon zachováni energie

V př́ıpadě, kdy máme jednosloškový plyn, translačńı kinetická energie se
zachovává při srážkách a můžeme tedy uvažovat

χ =
1

2
mu2 . (491)

Pak definujeme ǫK jako středńı hodnotu kinetické energie

ǫK =

∫

d3u
m

2
u2f(u,x, t) = n

〈
1

2
mu2

〉

. (492)

Pro tuto veličinu má momentová rovnice tvar

∂

∂t
ǫK +

∂

∂xi
(qK)−

n

m

〈
F imui

〉
= 0 (493)
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což dává známý výsledek

∂

∂t
(ǫK) +

∂

∂xi
(qi) =

ρ

m
F ivi , (494)

kde jsme zavedli vektor toku energie

qi =

∫

d3u
m

2
u2uif . (495)

3.8.1 Relativistické makroskopické proměnné

Nyńı přeṕı̌seme tyto zachovávaj́ıćı se rovnice pomoćı v́ıce fyźıkálńıch rela-
tivńıch proměnných, což jsou proměnné odpov́ıdaj́ıćı odchylce od středńıch
hodnot. Označ́ıme odchylku vektoru rychlosti od středńı hodnoty pomoćı
symbolu c

c = u− v . (496)

Pak definujeme relativńı tensor tlaku,

P ij = m

∫

d3ucicjf = ρ
〈
(ui − vi)(uj − vj)

〉
=

= ρ(
〈
uiuj

〉
−
〈
ui
〉
vj − vi

〈
uj
〉
+
〈
vivj

〉
) =

= ρ(
〈
uiuj

〉
− vivj − vjvi + vivj) = ρ(

〈
uiuj

〉
− vivj)

(497)

a tedy
ρ
〈
uiuj

〉
= pij = P ij + ρvivj . (498)

Stejným zp̊usobem definujeme relativńı tok tepla

Qi =

∫

d3u
1

2
mc2cid3u = n

〈
1

2
mc2ci

〉

(499)

explicitně dostaneme

Qi =

∫

d3u(
m

2
u2ui − m

2
u2vi −mujuivj +mujvjvi +

m

2
v2ui − m

2
v2vi) =

= qi − viǫK − P ijvj + ρv2vi .

(500)
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Dále zavedeme vnitřńı energii

ǫ(x, t) =

∫

d3u
1

2
mc2f(u,x, t) (501)

která souviśı s energíı ǫK následuj́ıćım zp̊usobem

ǫ =
m

2

∫

d3u(ui − vi)(ui − vi)f = ǫK − 1

2
ρv2 .

(502)

Pak také máme
qi = Qi + viǫ+ P ijvj + vi

ρ

2
v2 . (503)

Z (498) vid́ıme, že absolutńı tlak je větš́ı než relativńı, na druhou stranu toto
neńı to, co my mysĺıme tlakem. Tlak měř́ıme v souřadnicové soustavě spojené
s tekutinou, jinými slovy je to tlak, který nezáviśı na makroskopické rychlsti
v. Nyńı, když použijeme (498),(500) a (502) v rovnićıch (490) a (493) tak
dostaneme

∂

∂
(ρvi) +

∂

∂xj
pij =

ρ

m
F i ⇒

∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi

∂t
+

∂

∂xj
P ij +

∂

∂xj
(ρvj)vi + ρvj

∂

∂xj
vi =

ρ

m
F i ⇒

ρ

(
∂

∂t
vi + vj

∂

∂xj
vi
)

+
∂

∂xj
P ij =

ρ

m
F i

(504)

kde jsme užili faktu, že výraz vi(∂tρ + ∂i(ρv
i) je roven nule jako d̊usledek

zákonu zachováńı.

∂

∂t
ǫK +

∂

∂xi
ρqi =

ρ

m
F ivi ⇒

∂tǫ+ ∂iq
i + ∂i(v

iǫ) + P ij∂ivj +

+
1

2
v2
(
∂ρ+ ∂i(ρv

i)
)
+

+vj[ρ(∂tv
j + vi∂iv

j) + ∂iP
ij − 1

m
F j] = 0 ⇒

∂tǫ+ ∂iq
i + ∂i(v

iǫ) + P ij∂ivj = 0

(505)

99



3.8.2 Souhrn momentových rovnic

Závěrem dáme přehled všech momentových rovnic

∂ρ

∂t
+
∂(ρvi)

∂xi
= 0 ,

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj
= −1

ρ

∂P ij

∂xj
+
F i

m
,

∂tǫ+ ∂iq
i + ∂i(v

iǫ) + P ij∂ivj = 0 .

(506)

Vid́ıme, že máme pět rovnic. Neznámými jsou následuj́ıćı momenty rozdělovaćı
funkce f

ρ = m

∫

d3uf , vi =
1

n

∫

d3uuif , P ij = m

∫

d3ucicjf ,

ǫ =
m

2

∫

d3uc2f , qi =
m

2

∫

d3uc2cif .

(507)

Vid́ıme, že máme 1 + 3 + 6 + 1 + 3 = 14 neznámých funkćı. Z toho vid́ıme,
že momentové rovnice netvoř́ı dynamickou teorii kapalin.

V principu bychom mohli zavést v́ıce momentových rovnic t́ım, že vez-
meme vyšš́ı momenty Boltzmanovy rovnice. Na druhou stranu tyto rovnice
by vždy zavedly vyšš́ı momenty distribučńı funkce d́ıky členu ui∂if v Bolt-
zmanově rovnici. Jinými slovy muśıme naj́ıt zp̊usob, jak nějakým zp̊usobem
źıskat dynamickou teorii kapalin z kinetické teorie.

Jinými slovy, abychom odvodili dynamickou teorii kapalin, muśım naj́ıt
vztahy mezi 14 neznámými ρ, vi, P ij, ǫ a qi takovým zp̊usobem, že dostaneme
uzavřený systém rovnic.

Nejdř́ıve muśıme zd̊uraznit, že srážky jsou jediný zp̊usob předáváńı hyb-
nosti a energie v tekutině, která je složena z neutrálńıch částic, což je pod-
statné pro jej́ı vlasnosti.

3.8.3 Teplota:Variace distribuce rychlosti

Teplota tekutiny, který je tvořen molekulami bez vnitřńıch stupň̊u volnosti,
je dán výrazem

ǫ =

∫

d3u
m

2
c2f(u) =

3

2
kBT . (508)
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Význam definice teploty dané touto rovnićı je následuj́ıćı. Uvažume molekuly,
které jsou všechny v klidu. Necht’ se tekutina pohybuje jako pevné těleso s
rychlost́ı v. Vı́d́ıme z rovnice (508), že v tomto př́ıpadě T ∼ ǫ = 0, což je
očekávaný výsledek. Vı́d́ıme také, že (508) může být přepsána do tvaru

3kBT

m
=
〈
(u− 〈u〉)2

〉
, (509)

která dokazuje, že 3kBT
m

je mı́ra variace hustoty pravděpodobnosti rychlosti.
Je zřejmé, že můžeme obecně definovat daľśı makroskopické proměnné k

již definovaným n,v, T, ǫ, Qi, P ij, např́ıklad následuj́ıćı tensor

nΛi1i2,...,in =

∫

d3uf(c,x, t)ci1ci2 . . . cin . (510)

kde proměnná Λ(x, t) je tensor n−tého řádu ve třech dimenśıch.

3.8.4 Statistická rovnováha

Vrát́ıme se opět k obecné analýze Boltzmanovy rovnice a budeme zkoumat
otázku, za jakých podmı́nek dojde k vynulováńı kolizńıho integrálu. Vid́ıme,
že toto je splněno za předpokladu, kdy

f ′f ′
1 = ff1 . (511)

Tato podmı́nka se nazývá podmı́nkou statistické rovnováhy. Explicitně, tato
podmı́nka ř́ıká, že množstv́ı částic, které přitečenou do elementu d3xd3u je
roven počtu částic, které z daného elementu odtečou. Také je jasné, že tato
podmı́nka je nutná podmı́nka pro existenci rovnovážného stavu, kdy ∂tf = 0.
Jinak řečeno, podmı́nka rovnováhy ∂tf = 0 implikuje, že entropie dosáhla své
rovnovážné hodnoty, nebot’

ds

dt
= −kB

∫

d3xd3x
∂f

∂t
(1 + ln f) (512)

a tedy ∂tf implikuje ds
dt

= 0 a my v́ıme, že tato podmı́nka je splněna pouze
za předpokladu kdy plat́ı (511). Vid́ıme tedy, že tato podmı́nka je nutná
pro existenci rovnovážného stavu a je to i dostatečná podmı́nka v př́ıpadě
homogenńı tekutiny bez p̊usobeńı vněǰśıho pole.

Když se nyńı vrát́ıme k Maxwellovskému rozděleńı, tak vid́ıme, že toto
rozděleńı nutně splňuje podmı́nku statistické rovnováhy. Je jasné, že tomu tak
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muśı být, nebot’ Maxwellovské rozděleńı jsme odvodili právě z předpokladu,
že pro ně kolizńı člen je roven nule. Na druhou stranu je zřejmé, že Ma-
xwellowské rozděleńı bude splňovat podmı́nku statistické rovnováhy (511) i
za předpokladu, kdy konstantńı hodnoty n,v a T jsou nahrazeny n(x, t), T (x, t)
a v(x, t). Výsledná rovnovážná distribuce se nazývá Lokálńı Maxwellovské

rozděleńı

f 0(x,u, t) =
n(x, t)

(2π kB
m
T (x, t))3/2

exp

(

−m(u− v(x, t))2

2kBT (x, t)

)

. (513)

Je jasné, že pro toto rozděleńı plat́ı

n(x, t) =

∫

d3uf 0(x,v, t) ,

v(x, t) =
1

n(x, t)

∫

d3uf 0(x,u, t)u ,

3

2
n(x, t)κBT (x, t) =

∫

d3uf 0(x,u, t)
m

2
(u− v)2

(514)

jak vyplývá z těchto integrál̊u

∫ ∞

−∞

dxe−x2/b =
√
b
√
π ,

∫ ∞

−∞

dxxe−(x−v)2/b =

∫ ∞

−∞

dx(x− v)e−(x−v)2/b +

+v

∫ ∞

−∞

dxe−(x−v)2/b = v
√
b
√
π .

(515)

Je nutné rozlǐsit dva druhy Maxwellovského rozděleńı:Absolutńı Maxwellovské

rozděleńı, které označ́ıme jako f0, kde n,v, T jsou konstantńı, a Lokálńı

Maxwellovské rozděleńı, které označ́ıme jako f 0, kde n,v, T záviśı na
souřadnićıch x a čase t. Je ale zřejmé, že toto neńı rovnovážná distribučńı
funkce, nebot’ i když je srážkový člen roven nule pro toto rozděleńı, tak ještě
stále neplat́ı ∂tf = 0, protože v́ıme, že časový vývoj rozdělovaćı funkce je
jednak zapř́ıčiněn srážkovým členem, a jednat členem v kinetické rovnici,
který obsahuje tok a dále interakci s vněǰśım polem.
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Nyńı př́ıjdeme k d̊uležitému závěru, který ř́ıká, že lokálńı Boltzmanovo
rozděleńı je rovnovážně rozděleńı ve smyslu, že pro něj plat́ı

dH
dt

(f 0) = 0 . (516)

Abychom toto ukázali, budeme uvažovat obecněǰśı formu Boltzmanovy H-
funkce

H =

∫

d3xd3uf(x,u, t) ln f(x,u, t) . (517)

Vı́me, že když necháme tekutinu v klidu samu o sobě, během určitého časového
okamžiku se tento systém dostane do stavu termodynamické rovnováhy. Tento
jev je právě popsán klesáńım H funkce. Když nyńı provedeme derivaci této
funkce, dostaneme

dH
dt

=

∫

d3xd3u(1 + ln f)∂tf (518)

Jestliže nyńı použijeme Boltzmanovu rovnici, dostanem

dH
dt

= −
∫

d3xd3u

(

u
∂f

∂x
+

F

m

∂f

∂u

)

(1 + ln f) +

∫

d3xÎ(1 + ln f) =

=

∫

d3xÎ(1 + ln f) ,

(519)

kde jsme použili
∫

d3xd3uu
∂f

∂x
(1 + ln f) =

∫

d3xd3u
∂(uf ln f)

∂x
=

∫

d3u

∫

S∞

ui(f ln f)dSi → 0

∫

d3xd3u
F

m

∂f

∂u
(1 + ln f) =

∫

d3x

∫

d3u
F

m

∂f ln f

u
=

∫

d3x

∫

S(u)∞

F i

m
f ln fdSi → 0

(520)

Kde jsme předpokládali, že funkce f se bĺıž́ı nule na hranici daného objemu,
což je dané sférou S∞ a také, že funkce f se bĺıž́ı nule na hranićıch rych-
lostńıho objemu.

Nyńı s použit́ım předchoźım úprav dostáváme

4Î(1 + ln f) = Î(1 + ln f) + Î(1 + ln f1)− Î(1 + ln f ′)− Î(1 + ln f ′
1) =

= Î

(

ln
f1f

f ′
1f

′

)

= −Î
(

ln
f ′
1f

′

f1f

)

(521)
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Nyńı diskuse stejná jako v předchoźı části dokazuje platnost H-teorému pro
obecnou rozdělovaćı funkci, která splňuje Boltzmanovu rovnici.

Vid́ıme, že jak absolutńı, tak lokálńı Maxwellovské rozděleńı splňuj́ı, že
srážkový člen je roven nule a tedy pro ně plat́ı

dH(f0)

dt
=
dH(f 0)

dt
= 0 . (522)

Z tohoto d̊uvodu mohou být obě rozděleńı nazvány jako rovnovážné dis-
tribučńı funkce. Na druhou stranu termodynamická rovnováha pro tekutinu,
která neńı vystavena vněǰśım poĺım, implikuje, že všechny makroskopické
veličiny jsou konstantńı. Z tohoto d̊uvodu je tato situace popsána pomoćı
absolutńı Maxwellovské rozdělovaćı funkce f0. Můžeme ale předpokládat, že
před dosáhnut́ım termodynamické rovnováhy, plyn je ve stavu lokálńı tep-
lotńı rovnováhy, a tedy je popsán pomoćı lokálńı Maxwellovské rozdělovaćı
funkce f 0. Jinými slovy můžeme si představit situaci, kdy máme tekutinu
v obecném stavu. Během časového vývoje, při kterém neprovád́ıme na dané
tekutině nějaké vněǰśı zásahy, docháźı k poklesu H funkce až do té doby, do-
kud stav systému je popsán pomoćı lokálńı Maxwellovské rozdělovaćı funkce,
kdy je ustanovena lokálńı termodynamická rovnováha v každém malém ob-
jemu tekutiny, zat́ım co tekutina jako celek se nenacháźı ve stavu globálńı
termodynamické rovnováhy. Poté bude docházet k daľśım proces̊um uvnitř
tekutiny, kdy docháźı k relaxaci všech makroskopických veličin do stavu,
kdy tyto veličiny maj́ı konstantńı hodnoty v celém objemu tekutiny. Poté se
tekutina nacháźı ve stavu globálńı termodynamické rovnováhy.

3.8.5 Lokálńı termodynamická rovnováha a makroskopické proměnné

Ukázali jsme, že lokálńı Maxwellovské rozděleńı splňuje podmı́nku lokálńı
termodynamické rovnováhy, což má za následek, že srážkový integrál je ro-
ven nule. Na druhou stranu, jestliže vlož́ıme toto rozděleńı do Boltzmanovy
rovnice, je jasné, že levá strana je nenulová pro obecné hodnoty parametr̊u.
Na druhou stranu je zřejmé, že prostorová a časová závislost lokálńıho Ma-
xwellovského rozděleńı je vyjádřena prostřednictv́ım funkćı n,v, T , vid́ıme,
že abychom našli kompletńı lokálńı rovnovážné řešeńı je dostačuj́ıćı naj́ıt
závislost těchto funkćı na prostorových souřadnićıch.

Dále také ukážeme, že lokálńı Maxwellovské rozděleńı je d̊uležitý prvek v
Chapman-Enskogově rozvoji Boltzmanovy rovnice. V tomto procesu f 0 jako
řešeńı nejnižš́ıho řádu, kde n,v a T jsou funkcemi x, t.
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3.8.6 Barometrická rovnice

Uvažujme, že máme tekutinu ve vněǰśım poli, které je konservativńı a tedy
se dá vyjádřit pomoćı skalárńıho potenciálu

Fi = − ∂Φ

∂xi
. (523)

Označ́ıme rovnovážnou distribuci pro tuto konfiguraci jako f̄0 a budeme
požadovat, že ∂f̄0

∂t
= 0. Zbývaj́ıćı členy na levé straně rovnice dávaj́ı

v · ∂f̄0
∂x

+
F i

m

∂f̄0
∂ui

= 0 ⇒

mv · ∂f̄0
∂x

=
∂Φ

∂x

∂f̄0
∂v

.

(524)

Budeme předpokládat, že obecněǰśı forma řešeńı statické rovnováhy má tvar

ln f̄0 =
−A(v − v0)

2 + lnB − 2Aψ(x)

m
. (525)

Je zřejmé, že toto řešeńı splňuje podmı́nku statické rovnováhy (511). Na
druhou stranu dosazeńım do levé strany Boltzmanovy rovnice dostáváme

∂ψ

∂x
· u =

∂Φ

∂x
· (u− v) (526)

a my vid́ıme, že můžeme ztotožnit ψ(x) = Φ(x) za předpokladu, když ∂Φ
∂x

·
v = 0. Když poté budeme postupovat standartńım zp̊usobem dostaneme
rozdělovaćı funkci ve tvaru

f̄0 =
n0

(2πkBT0)3/2
exp

(

− [m(u− v)2/2 + Φ(x)]

kBT0

)

, (527)

kde nyńı n0,v a T0 jsou konstanty. Je také d̊uležité, že v je normálńı k ∇Φ.
Dı́ky této rozdělovaćı funkci můžeme určit rovnovážnou hustotu částic

jako

n(x) =

∫

d3uf̄0(x,u) = n0 exp

[

−Φ(x)

kBT0

]

, (528)
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která nám ř́ıká, že n0 je hodnota hustoty částic v bodě, kde Φ(x) = 0.
Rovnovážná teplota je dána výrazem

3

2
kBT (x)n(x) =

∫

d3u
1

2
m(u− v)2f̄0 ⇒

3n(x)T (x) = 3n0T0 exp

[

−Φ(x)

κBT0

]

.

(529)

Jestliže do předchoźıho výrazu dosad́ıme hodnotu hustoty částic n(x, t), kte-
rou jsme určili v (528), dostaneme

3n(x)T (x) = 3n0T0 exp

[

−Φ(x)

κBT0

]

= 3n(x)T

(530)

z čehož plyne, ž můžeme stotožnit T0 s T . Nakonec tedy můžeme psát

f̄0(x,u) =
n(x)

(2πκBT )3/2
exp

[

−(u− v)2

2κBT

]

. (531)

Pro homogenńı gravitačńı pole dostáváme

Φ(x) = mg(z − z0) . (532)

Vložeńım tohoto potenciálu do předpis pro hustotu částic dostáváme

n(z) = n0 exp

[

−mg(z − z0)

κBT

]

. (533)

Tento exponenciálńı úbytek hustoty částic je znám jako barometrická rovnice.

3.9 Transportńı koeficienty

3.9.1 Odezva na poruchy

Uvažujme systém, který je v rovnováze s odpov́ıdaj́ıćımi konstantńımi hodno-
tami n,v, T . Jakmile se objev́ı vněǰśı poruchy, tyto hydrodynamické veličiny
se změńı odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem. Z pozorováńı je jasné, že tekutina odpov́ı
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na tyto změny takovým zp̊usobem, kterým se snaž́ı obnovit rovnováhu. Tedy,
když definujeme R jako odezva, dostaneme

R[∂in] = nvi ,

R[∂ivj] = Sij ,

R[∂iT ] = Qi .

(534)

Jinými slovy, pohyb tekutiny je odpověd’ na objeveńı gradientu hustoty, kom-
ponenty deformačńıho tensoru jsou odpověd́ı na objeveńı se gradient̊u v rych-
losti tekutiny. Dále, teplotńı tok je odpověd́ı na vznik gradientu teploty.

Koeficienty, které vyjadřuj́ı úměrnost mezi gradienty poruch k odpov́ıdaj́ıćım
tok̊um, se nazývaj́ı transportńı koeficienty.

Koeficient difuze

Tento koeficient se vyskytuje v relaci odezvy mezi gradientem hustoty a
rychlost́ı a má tvar

nv = −D∇n . (535)

Tento vstah nám ř́ıká, že při objeveńı změny hustoty v kapalině od homogenńı
k nehomogenńı konfiguraci, začne v tekutině prob́ıhat transport částic proti
r̊ustu hustoty částic, jinými slovy řečeno tok prob́ıhá takovým zp̊usobem,
aby došlo k obnoveńı homogenńı konfigurace.

Termálni kondukce Tento koeficient se vyskytuje v relaci

Qi = −κ∂iT . (536)

Intepretace tohoto vstahu je stejná jako v předchoźım př́ıpadě. V př́ıpadě ob-
jeveńı nehomogenity v rozložeńı teploty docháźı k transportu tepla z mı́sta s
vyšš́ı teplotou do oblasti s nižš́ı teplotou, kde transport tepla je zprostředkován
tokem Qi.

A konečně, koeficient viskozity odvedeme z následuj́ıćı úvahy. Je užitečné
rozepsat tensor tlaku ve formě

P ij = δijp− Sij . (537)

V tomto výrazu, p je skalárńı tlak a Sij označuje komponenty tensoru tlaku,
které odpov́ıdaj́ı jako odezva na gradient rychlosti. Předpokládáme, že Sij

splňuje následuj́ıćı dvě vlastnosti
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• Sij neobsahuje jiné členy než ∂iuj, protože požadujeme, Sij = 0 za
předpokladu, když ∂iuj = 0.

• Dále požadujeme, aby platilo Sij = 0 pro tekutinu v rovnoměrném
rotačńım pohybu. Rovnoměrný rotačńı pohyb je charakterizován kon-
statńım vektorem úhlové rychlosti Ωi tak, že makroskopický pohyb ele-
mentu kapaliny je dán

v = Ω× x . (538)

Tato vlastnost nám ř́ıká, že Sij = 0 pro v = Ω× x. Tensor, který toto
splňuje, má obecný tvar

a

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)

+ bδij∂iv
i , (539)

kde a a b jsou libovolné konstanty. Toto vyplývá z následuj́ıćıho

∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
(
pro vi = ǫijkΩjxk

)
= ǫikl∂j(Ωkxl) + ǫjkl∂i(Ωkvl) =

= ǫiklΩkδ
l
j + ǫjklΩkδ

l
i = ǫikjΩk + ǫjkiΩk = ǫikjΩk − ǫikjΩk = 0

(540)

a také
∂iv

i = ǫijkΩj∂i(x
k) = ǫijkΩjδ

k
i = ǫkjkΩj = 0 . (541)

Pomoćı tohoto výrazu dostáváme, že můžeme napsat tensor Sij ve tvaru

Sij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij
∂vk
∂xk

)

+ ζδij
∂vi

∂xi
. (542)

Konstanty, které vystupuj́ı v tomto výrazu, jsou η, známá jako koe-

ficient smykové viskozity, zat́ım co ζ je koeficient objemové viskozity.
Poznamenejme také, že tekutina je nestlačitelná, jestliže plat́ı ∂iv

i = 0.
Tensor Sij můžeme také napsat s pomoćı symetrického deformačńıho
tensoru

Λij =
1

2

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)

. (543)

kde z definice dostáváme TrΛ = Λijδ
ji = ∂iv

i. Pak můžeme napsat
tensor tlaku P ij ve tvaru

P ij = δijp− Sij = δijp− 2η(Λij − 1

3
δij∂kv

k)− ζδij∂kv
k (544)

108



která má následuj́ıćı vlastnost

TrP ij = P ijδji = 3p− 2η(TrΛij − ∂iv
i)− 3ζ∂iv

i = 3p− 3ζ∂iv
i ,

(545)

která, v př́ıpadě nestlačitelné tekutiny, má tvar

TrP ij = 3p . (546)

Śıla, která p̊usob́ı na element tekutiny okolńı tekutina, je vyjádřena ten-
sorem tlaku P ij, který pro nestlačitelnou tekutinu má tvar

P ij = δijp− 2ηΛij . (547)

Uvažujme nyńı tekutinu, která se pohybuje ve směru osy x s rychlost́ı, která
je funkćı z

v = [vx(z), 0, 0] . (548)

Pak śıla p̊usob́ıćı na plochu o obsahu △x△y s normálnou n = [0, 0, 1] je
rovna

Fx = Pxz△x△y = (−2ηΛxz)△x△y = −η∂ux
∂z

△x△y . (549)

Vid́ıme tedy, že śıla p̊usob́ı opačným směrem, než je r̊ust rychlosti. Pozna-
menejme také, že tensor deformace vystupuje v mechanice pevných látek,
kdy ovšem uvažujeme vektor posunut́ı mı́sto vektoru rychlosti, což odpov́ıdá
vynásobeńı vektoru deformace daného výše elementem △t. Obecně můžeme
ř́ıci, že deformace spojitého prostřed́ı je výsledkem napět́ı, které na ně p̊usob́ı.

Důležitou vlastnost́ı transportńıch koeficient̊u je ta, že d́ıky vstah̊um,
kterými jsou definovány, dostáváme dodatečné rovnice, které slouž́ı k uzavřeńı
momentových rovnic. Např́ıklad, s pomoćı (542) má momentová rovnice rych-
losti vi tvar

ρ

(
∂

∂t
vi + vj

∂

∂xj
vi
)

+
∂

∂xj
P ij =

ρ

m
F i ⇒

ρ
(
∂tv

i + vj∂jv
i
)
+ ∂ip− η∂j∂

jvi − η∂i∂jv
j − (ζ +

η

3
)∂i∂jv

j =
ρ

m
F i .

(550)

Toto jsou tři rovnice pro pět neznámých vi, ρ, p. Rovnice spojitosti spolu s
daľśı skalárńı rovnićı dělá z tohoto systému systém uzavřených rovnic. Daľśı
rovnićı mysĺıme rovnici vyjadřuj́ıćı vstah mezi hustotou a tlakem. Touto rov-
nićı se budeme věnovat později při daľśım výkladu hydrodynamiky.
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3.9.2 Formulováńı transportńıch koeficient̊u

V této kapitole poṕı̌seme, jak je možné naj́ıt transportńı koeficienty. Uvažujme
malý objem tekutiny v rovnováze s hustotou částic n. Zavedeme středńı rych-
lost částic C

〈
v2
〉
= C2 . (551)

Pro bodové částice ekvipartačńı teorém dává

1

2
mC2 =

3

2
kBT . (552)

Uvažujme středńı tok částic Γ v libovolném ze šesti směr̊u (osa x,−x, y,−y, z,−z)
a v lobovolném časovém okamžiku t. Nyńı si představme, že máme válec o
výšce C a jednotkové ploše. Protože středńı rychlost částic je C, pak 1/6
částic v daném válci projde povrchem horńı podstavy za sekundu. Jestliže si
označ́ıme tento směr jako z, dostaneme

Γz =
1

6
nC . (553)

Daľśım d̊uležitým pojmem je středńı volná dráha l. Implicitně předpokládáme,
že k předáváńı hybnost́ı a energie mezi molekulami docháźı pouze při srážkách.
Např́ıklad, dosažeńı rovnováhy hustoty částic je zprostředkováno srážkami,
kdy částice z oblasti s větš́ı hustotou jsou přenášeny do oblasti s menš́ı hos-
totou. Jak my již v́ıme, s pojmem srážek se váže pojem účinný pr̊uřez, kdy
můžeme naj́ıt následuj́ıćı odhad

nσl ≃ 1 , (554)

který vyplývá z toho, že středńı rovná dráha je nepř́ımo úměrná jak počtu
částic n, tak účinnému pr̊uřezu.

Nyńı můžeme přistoupit k odvozeńı koeficientu vlastńı difuze. Uvažujme,
že máme částice jednoho druhu a dále, že zde existuje gradient hustony n
ve směru osy z. Pak tok částic, které se pohybuj́ı ve kladném směru osy z a
které protnou rovinu z, je roven počtu částic, které se nacházej́ı v mı́stě n− l.
Na druhou stranu počet částic, které se pohybuj́ı v záporném směru osy z a
které protnou rovinu z, je roven počtu částic v bodě z + l. Pak celkový tok
částic v bodě z je roven

Γz = Γz−1 − Γz+1 , (555)
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což, s pomoćı (553), dává

Γz =
1

6
C[n(z − l)− n(z + l)] =

=
2lC

6

[
n(z − l)− n(z + l)

2l

]

=

= −1

3
lC
∂n

∂z
.

(556)

Na druhou stranu my v́ıme, že tok částic v daném bodě z ve směru osy z je
dán výrazem Γz = nvz a tedy

nvz = −1

3
lC
∂n

∂z
. (557)

Poznamenejme, že definice koeficientu difuze je dána výrazem

nv = −D∇n⇒ nvz = −D∂n
∂z

. (558)

Pak porovnáńım těchto dvou rovnic dostaneme hledaný výraz pro koeficient
difuze

D = −1

3
lC . (559)

Viskozita

Uvažujme tekutinu, která se pohybuje jedńım směrem s rychlostńım pro-
filem

v = [vx(z), 0, 0] (560)

Je zřejmé, že pro tuto konfiguraci máme nenulové následuj́ıćı komponentu
Pxz

Pxz = −Sxz = −η∂vx
∂z

. (561)

Každá částice na ploše z − l, která se sraźı a pohybuje se ve směru osy +z,
unáš́ı středńı komponentu hybnosti ve směru osy x z oblasti z − l, to jest
mvx(z − l). Tok těchto částic je roven

Γz =
1

6
nC . (562)
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Pak tedy středńı hodnota x−komponenty toku hybnosti např́ıč rovinou z
d́ıky transportu částic ve směru osy z je rozd́ıl mezi kladným př́ıspěvkem

Γ+
p =

1

6
nCmvx(z − l) (563)

a jej́ı ztrátou

Γ−
p =

1

6
nCmvx(z + 1) . (564)

Pak změna hybnosti na ploše z ve směru x je rovna

Γ+
p − Γ−

p =

=
1

6
nCm2l

[
vx(z − l)− vx(z + l)

2l

]

=

= −1

3
ρCl

∂vx
∂z

.

(565)

Tento rozd́ıl můžeme interpretovat jako śılu, p̊usob́ıćı ve směru osy x na ploše
z, což je

Pxz = −1

3
ρCl

∂ux
∂z

. (566)

což nám dává klasický Maxwell̊uv výsledek

η =
1

3
ρCl . (567)

Termálńı kondukce

Stejným zp̊usobem můžeme pokračovat s transportem kinetické energie.
Uvažujme změnu kinetické energie ǫK(z). Pak stejným zp̊usobem, jako v
předchoźı části, kdy definujeme

Γ+
Q =

1

6
nCǫK(z − l) ,Γ−

Q =
1

6
nCǫK(z + l) (568)

dostaneme následuj́ıćı výraz pro změnu kinetické energie

Γ+
Q − Γ−

Q = −1

3
nCl

∂ǫK
∂z

. (569)
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Jestliže si nyńı uvědomı́me, že máme vstah ǫK = ǫ+1
2
ρv2 a budeme předpokládat,

že v a n nezáviśı na z, pak máme ∂ǫK
∂z

= ∂ǫ
∂z

a tento rozd́ıl je roven toku tepla
ve směru osy z

Qz = −1

3
nCl

∂ǫ

∂z
. (570)

Nyńı definujme cV jako specifické teplo na jednu částici

cv =
∂ǫ

∂T
. (571)

Pak dostaneme

Qz = −1

3
nCl

∂ǫ

∂z
= −1

3
nCl

∂ǫ

∂T

∂T

∂z
= −1

3
nClcV

∂T

∂z
(572)

a tedy

κ =
1

3
nClcV . (573)

3.10 Momentové rovnice a hydrodynamické rovnice-

Pokračováńı

Jak jsme také ukázali, srážky implikuj́ı, že distribučńı funkce se bĺıž́ı rov-
novážnému Maxwellovskému rozděleńı s možnou nenulovou středńı rychlost́ı.
Necht’ předpokládejme, že distribučńı funkci ve tvaru

f(x,u, t) = n(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2

exp

(

−m(u− v(x, t))2

2kBT (x, t)

)

, (574)

což je Maxwellovo rozděleńı s lokálńımi středńımi hodnotami rychlosti, hus-
toty a teploty. Necht’ pomoćı této funkce vypoč́ıtáme P ij(x, t)

P ij = m

∫

d3u(ui − vi)(uj − vj)f(u− v) =

= mn(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2 ∫

d3ucicj exp

(

− mc2

2kBT

)

= pδij

(575)

kde
p(x, t) = n(x, t)kBT (x, t)
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je tlak kapaliny. Při odvozováńı tohoto vstahu jsme využili faktu, že

∫ ∞

−∞

dxxe−x2

= 0 ,

∫ ∞

−∞

dxx2e−x2

=

√
π

2
. (576)

Stejným zp̊usobem dostáváme

ǫ =
m

2

∫

d3uc2f =
3

2
nkBT . (577)

a

Qi =
1

2

∫

d3ucic2f = 0 , (578)

kde ǫ je vnitřńı energie pro jednočásticový plyn. Konečně

P ijΛij = pδijΛji = p
∂vi

∂xi
. (579)

Dı́ky těmto předpoklad̊um dostáváme momentové rovnice v nultém řádu

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 ,

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇p+ 1

m
F ,

∂ǫ

∂t
+ ∂i(v

iǫ) = −p∇ · v
(580)

což je pět rovnic pro šest veličin ρ,v, p a ǫ. Na druhou stranu tři termody-
namické veličiny mohou být vyjádřeny jako funkce hustoty částic a teploty,
tedy

ρ = mn , p = nkBT , ǫ =
3

2
nkBT . (581)

Jinými slovy dostáváme, že č́ıslo nezávislých rovnic je shodné s č́ıslem nezávislých
proměnných a tud́ıž tento systém je uzavřený a má formu dynamické teorie
kapalin.

Na druhou stranu této dynamické teorii chyběj́ı některé d̊uležité vlastnosti
jako teorii reálných tekutin.

• Protože Qi = 0 dostáváme, že neexistuje transport vnitřńı energie.
Jinými slovy řečeno, v této tekutině neexistuje konvence.
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• Protože P ij is diagonálńı, tato tekutina je charakterizována absenćı
viskozity.

Jinými slovy řečeno, v této formulaci dynamiky tekutin chyb́ı vlastńı popis
transportńıch jev̊u.

Je vhodné si položit otázku, co je př́ıčinou, že jsme nebyli schopni po-
psat tyto jevy vhodným zp̊usobem. Ukazuje se, že lokálńı Maxwellova distri-
buce je př́ılǐs restriktivńı. Jestliže zde existuje teplotńı gradient, částice, které
přicházej́ı na určité po směru gradientu maj́ı určitě vyšš́ı energii než částice,
které sem přicházej́ı z opačného směru gradientu. Je jasné, že tyto transportńı
jevy jsou úzce svázany s opuštěńım předpokladu Maxwellovo rozděleńı.

3.11 Chapman-Enskog̊uv Rozvoj

3.11.1 Kolizńı frekvence

Srážkový integrál v Boltzmanově rovnici může být napsán ve tvaru

Ĵ(f |f) = −f(u)
∫

d3u1

∫

dΩσ|u− u1|f(u1) +

∫

d3u1

∫

dΩ|u− u1|f ′f ′
1

(582)
Uvažujme následuj́ıćı výraz

ν(u) =

∫

d3u1

∫

dΩσ|u− u1|f(v1) . (583)

Protože tento výraz je úměrný relativńı rychlosti, účinnému pr̊uřezu a počtu
nalétavaj́ıćıch částic daný funkćı f(u1) a následnou integraćı přes u1 a Ω
můžeme tento výraz interpretovat jako počet srážek s částićı o rychlosti u,
tedy můžeme ho nazvat Kolizńı frekvenćı.

Necht´ naṕı̌seme Boltymanovu rovnici ve tvaru

Df

Dt
=
∂f

∂t
+
Fi

m

∂f

∂ui
+ ui

∂f

∂xi
= Îf , (584)

která nám definuje kolizńı integrál-operátor Î. Protože ν(v) je srážková frek-
vence, jej́ı fyzikálńı rozměr je s−1, z čehož vyplývá, že oprátor Î ma tu samou
fyzikálńı dimenzi. Pak je užitečné napsat operátor Î ve tvaru

Î = ν0
˜̂
I (585)
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kde
˜̂
I je nyńı bezrozměrný operátor a kde ν0 je konstanta o fyzikálńım

rozměru s−1. Pomoćı této terminologie dostáváme Boltzmanovu rovnici ve
tvaru

Df

Dt
= ν0

˜̂
If . (586)

Chapman-Enskog̊uv rozvoj může být proveden v oblasti s velkými srážkovými
frekvencemi, což ekvivalentně znamená v oblastech s malou středńı volnou
drahou. Explicitně, jestliže C je středńı termálńı rychlost částic, pak je řejmé,
že tato rychlost je dána jako pod́ıl středńı volné dráhy a doby mezi dvěma
srážkami, což je převrácená hodnota srážkové frekvence, a tedy

C ≃ lv . (587)

Prvńı krok k provedeńı této expanse je napsat Boltzmanovu rovnici ve tvaru

(
∂

∂t
+ D̂

)

f =
1

ǫ
Îf , (588)

kde

D = u · ∂
∂x

+
F

m
· ∂
∂u

, (589)

a kde předpokládáme bezrozměrný malý parametr ǫ≪ 1, kde si ale muśıme
uvědomit, že tento parametr byl zaveden pro korektně definovaný rozvoj s
t́ım, že by měl být položen jedné na závěr této analýzy.

Ve druhém kroku Champman-Enskogově rozvoji provedeme následuj́ıćı
rozvoj

f = f (0) + ǫf (1) + ǫ2f (2) + . . . . (590)

Normalizujeme funkci f takovým zp̊usobem, aby splňovala

n(x, t) =

∫

d3uf , n(x, t)v(x, t) =

∫

d3uuf ,

3

2
n(x, t)kBT (x, t) =

∫

d3u
m

2
(u− v)2f .

(591)

V Chapman-Eskogově rozvoji předpokládáme, že (n,v, T ) jsou veličiny 0(1)
řádu v expansi podle parametru ǫ a tedy jsou dány f (0), zat́ım co členy v
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rozvoji vyšš́ıch řádu, f (i), i > 0 odpov́ıdaj́ı vyšš́ım moment̊um v Qi a v P ij

n(x, t) =

∫

d3uf (0) , n(x, t)v(x, t) =

∫

d3uuf (0) ,

3

2
n(x, t)kBT (x, t) =

∫

d3u
m

2
(u− v)2f (0) ,

∫

d3uf (i) =

∫

d3uf (i)c =

∫

d3uf (i)c2 = 0 ,

Qi =
∑

l

ǫlQ
(l)
i =

1

2

∑

l

ǫl
∫

d3um(u− v)i(u− v)2f (i) ,

Pij =
∑

l

ǫlP
(l)
ij =

∑

l

ǫl
∫

d3um(u− v)i(u− v)jf
(l) .

(592)

Jako daľśı krok přistouṕıme k rozvoji D a kolizńıho integrálu Ĵ

D̂f = D̂f (0) + ǫD̂f (1) + . . . (593)

a pro srážkový integrál

Ĵ(f |f) = Ĵ(
∞∑

l=0

ǫlf (l)|
∞∑

n=0

ǫnf (n)) =
∞∑

l=0

∞∑

n=0

ǫl+nĴ(f (l)|f (n)) .

(594)

Ukazuje se, že je vhodné zavést tzv. uspořádaný operátor

Ĵ (s)(f (0), f (1), . . . , f (s)) =
∑

n

∑

l,n+l=s

Ĵ(f (l)|f (n)) . (595)

Pomoćı této veličiny můžeme přepsat (594) do tvaru

Ĵ(f, f) = Ĵ(f (0)|f (0)) + ǫĴ (1)(f (0)|f (1)) +

+ Ĵ (2)(f (0), f (1), f (2)) + . . . ,

(596)

Např́ıklad
Ĵ (1)(f (0), f (1)) = Ĵ(f (0)|f (1)) + Ĵ(f (1)|f (0)) . (597)
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3.11.2 Rozvoj časové derivace

Daľśı krok v Chapman-Enskogově rozvoji se týká časové derivace, která vy-
stupuje v Boltzmanově rovnici. Budeme předpokládat, že časová závislost
rozdělovaćı funkce záviśı pouze d́ıky hydrodynamických rovnic n(x, t),v(x, T )
a T (x, t), tak že

∂f

∂t
=
∂f

∂n

∂n

∂t
+
∂f

∂v
· ∂v
∂t

+
∂f

∂T

∂T

∂t
(598)

Jako daľśı krok provedeme časovou derivaci

∂

∂t
=
∂0
∂t

+ ǫ
∂1
∂t

+ ǫ2
∂2
∂t

+ . . . , (599)

která má následuj́ıćı fyzikálńı význam. Výjdeme z momentových rovnic

∂ρ

∂t
+
∂(ρvi)

∂xi
= 0 ,

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj
= −1

ρ

∂P ij

∂xj
+
F i

m
,

∂

∂t
(ǫ) +

∂

∂xi
(ǫvi) +

∂Qi

∂xi
+ P ijΛij = 0 .

(600)

Na pravé straně těchto rovnic vystupuj́ı makroskopické proměnné, které jsou
źıskány středováńım přes distribučńı funkci. Protože tato distribučńı funkce
je také dána rozvojem distribučńı funkce, dostáváme obecné vstahy

∂n

∂t
= Φn(n,v, T ) =

∑

l

ǫlΦ(l)
n (n,v, T ) ,

∂v

∂t
= Φv(n,v, T ) =

∑

l

ǫlΦ(l)
v (n,v, T ) ,

∂T

∂t
= ΦT (n,v, T ) =

∑

l

ǫlΦ
(l)
T (n,v, T ) .

(601)
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Pak dostáváme

∂f

∂t
=

∂f

∂n

∂n

∂t
+
∂f

∂v
· ∂v
∂t

+
∂f

∂T

∂T

∂t
=

=
∂f

∂n

∑

l

ǫlΦ(l)
n +

∂f

∂v
·
∑

l

ǫlΦ(l)
v +

∂f

∂T

∑

l

ǫlΦ
(l)
T ≡

≡
∑

l

ǫl
∂l
∂t

,
∂l
∂t

≡ ∂

∂n
Φ(l)

n +
∂

∂v
·Φ(l)

v +
∂

∂T
Φ

(l)
T .

(602)

Jestliže použijeme tyto rozvoje pro f, ∂f
∂t
, D̂f a Ĵ(f |f) do Boltzmanovy rov-

nice a dostaneme
(
∂

∂t
+ D̂

)

f =
1

ǫ
Ĵ(f |f) ⇒

ǫ

[(
∂0
∂t

+ ǫ
∂1
∂t

+ . . .

)

(f (0) + ǫf (1) + . . . ) + (D̂f (0) + ǫD̂f (1) + . . . )

]

+

+
[

Ĵ (0)(f (0)|f (0)) + ǫĴ (1)(f (0)|f (1)) + . . .
]

(603)

Porovnáńım koeficient̊u stejného řadu parametru ǫ dostáváme

0 = Ĵ (0)(f (0)|f (0)) ,
(
∂0
∂t

+ D̂
)

f (0) = Ĵ (1)(f (0), f (1)) ,

(
∂0
∂t

+ D̂
)

f (1) +
∂1
∂t
f (0) = Ĵ (2)(f (0), f (1), f (2)) ,

(604)

Vid́ıme, že rovnice nultého řádu má formu

Ĵ(f (0)|f (0)) = 0 . (605)

Jak jsme již uvedli v předchoźıch kapitolách, řešeńım této rovnice je lokálńı
Maxwellovské rozdělovaćı funkce, která může být definována pomoćı následuj́ıćıch
moment̊u

n =

∫

d3uf (0) , v =
1

n

∫

d3uuf (0) , T =
m

3nkB

∫

d3uc2f (0) . (606)

119



Explicitně, tato funkce má tvar

f (0)(x, ,
¯
t) = n(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2

exp

[

−m(u− v(x, t))2

2kBT (x, t)

]

. (607)

Pomoćı této rozdělovaćı funkce můžeme vypoč́ıtat teplotńı kondukci Qi a
tensor P ij, které jsou definovány jako

Qi =
m

2

∫

d3uc2cif ,

P ij = m

∫

d3ucicjf

(608)

a tedy pro f (0) dostaneme

(Q(0))i = 0 ,

(P (0))ij = nkBTδ
ij = pδij .

(609)

Vložeńım těchto výraz̊u do momentových rovnic dostaneme Eulerovy rovnice

∂n

∂t
+∇(nu) = 0 ,

∂

∂t
+ v · ∇v +

1

ρ
∇p = 1

m
F ,

(
∂

∂t
+ v · ∇

)( p

n5/3

)

= 0

(610)

Řešeńım těchto rovnic dostaneme explicitńı veličiny n = n(x, t),v = v(x, t)
a T = T (x, t) které, po vložeńı do (607) kompletně určuj́ı f (0).

Každá následuj́ıćı iterace v Chapman-Enskogově rozvoji vede k v́ıce po-
drobněǰśı skupině hydrodynamických rovnic, které v́ıce a v́ıce započ́ıtavaj́ı
prostorové fluktuace v tektutině. Iterace nultého řádu dávaj́ı Eulerovy rov-
nice. Rovnice, které vzniknou pomoćı iteraćı prvńıho řádu, vedou k Navier-

Stokesovým rovńıćım. Iterace druhého řádu dávaj́ı Burnettovy rovnice.

120



3.11.3 Řešeńı prvńıho řádu

Toto řešeńı odpov́ıdá druhé rovnici v (604)

(
∂0
∂t

+ D̂
)

f (0) = Ĵ (1)(f (0), f (1)) (611)

Zavedeme funkci Φ následuj́ıćım zp̊usobem

f (1) = Φf (0) . (612)

Pak dostáváme

Ĵ (1)(f (0), f (1)) = Ĵ(f (0)|f (1)) + Ĵ(f (1)|f (0)) =

=

∫

du1

∫

dΩσ|u− u1|(Φ′f ′(0)f
′(0)
1 − f (0)f

(0)
1 Φ) +

+

∫

du1

∫

dΩσ|u− u1|(f ′(0)Φ′
1f

′(0) − Φf (0)f
(0)
1 ) =

=

∫

du1

∫

dΩσ|v − v1|f (0)f
(0)
1 (Φ′ + Φ′

1 − Φ1 − Φ)

(613)

kde jsme použili f ′(0)f
′(0)
1 = f (0)f

(0)
1 jako d̊usledek statistické rovnováhy. Pak

můžeme definovat operátor � jako

�̂Φ ≡ 1

f (0)
Ĵ (1)(f (0), f (0)Φ) =

=

∫

du1

∫

dΩσ|u− u1|f (0)(u1)[Φ
′
1 + Φ′ − Φ1 − Φ]

(614)

Poté rovnice (611) může být přepsána do tvaru

1

f (0)

(
∂0
∂t

+ D̂
)

f (0) = �̂Φ . (615)

Vid́ıme, že �̂ je lineárńı operátor, jak vyplývá z jeho definice. Dále d́ıky
explicitńı formě lokálńıho Maxwellovského rozděleńı dostáváme následuj́ıćı

121



výrazy, které vystupuj́ı na levé straně rovnice (615)

1

f (0)

∂0f
(0)

∂t
=

[
1

n

∂0n

∂t
+ 2ξi

∂vi

∂t
+

(

ξ2 − 3

2

)
1

T

∂0T

∂t

]

,

1

f (0)
u · ∂f

(0)

∂x
= u ·

[
1

n

∂n

∂x
+ 2ξi

∂vi

∂x
+

(

ξ2 − 3

2

)
1

t

∂T

∂x

]

,

(616)

kde

ξ2 ≡ m(u− v)2

2kBT
. (617)

Poté s použit́ım rovnic, které vyjadřuj́ı časové derivace n a T dostáváme
následuj́ıćı rovnici pro Φ

√

2kBT

m

(

ξ2 − 5

2

)

ξi∂i lnT + 2

(

ξiξj − 1

3
ξ2δij

)

∂ivj = �̂Φ (618)

což je lineárńı nehomogenńı integrálńı rovnice pro distribuci Φ. Jestliže bu-
deme tuto rovnici řesit vzhledem k Φ, dostaneme

f = f (0)(1 + Φ) . (619)

Obecné řešeńı rovnice (618) je lineárńı kombinaćı homogenńı Φh a nehomo-
genńıho Φi řešeńı, kde

�̂Φh = 0 (620)

a kde Φi je partikulárńı řešeńı (618).
Když budeme bĺıže zkoumat strukturu operátoru �̂ vid́ıme, že jeho řešeńım

může být dáno jako lineárńı kombinaćı srážkových integrál̊u

Φh = α + βim(ui − vi) +
1

2
γm(ui − vi)(ui − vi) . (621)

kde α, β, γ jsou libovolné konstanty. Abychom našli partikulárńı řešeńı rov-
nice (618) uvažme, že jej́ı levá strana má tvar

X i(ξ)

(
2kBT

m

)1/2

∂i lnT +Yij(ξ)∂ivj . (622)
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Protože �̂ je lineárńı operátor a Φ je skalárńı funkce, předchoźı výraz indu-
kuje, že bychom měli hledat partikulárńı řešeńı ve formě

Φi =

√

2πkB
m

TAi∂i lnT + 2Bij(ξ)∂ivj . (623)

Jinými slovy, abychom našli nehomogenńı řešeńı, muśıme naj́ıt vektorovou
funkci Ai a tensorovou funkciBij. Pak, vložeńım předpokládané řešeńı (623) a
porovnáńım r̊uzných koeficient̊u, které se vyskytuj́ı u∇ lnT a ∂ivj dostáváme
následuj́ıćı rovnice pro Ai a pro Bij

�̂Ai = ξi
(

ξ2 − 5

2

)

,

�̂Bij =

(

ξiξj − 1

3
ξ2δij

)

.

(624)

Vı́me, že jediné proměnné, které vystupuj́ı v Ai jsou ξi, n a T . Pak je jasné,
že jediný vektor, který může být vytvořen z těchto proměnných, je samotný
vektor ξ. Pak tedy budeme předpokládat, že

Ai = A(ξ2)ξi . (625)

Stejným zp̊usobem můžeme argumentovat, že tensor Bij má tvar

Bij = B(ξ2)

(

ξiξj − 1

3
δijξ2

)

(626)

Pak jasně dostaneme, že tyto funkce splňuj́ı integrálně diferenciálńı rovnice

�̂(ξiA) = ξi
(

ξ2 − 5

2

)

,

�̂

(

B(ξ2)

(

ξiξj − 1

3
δijξ2

))

=

(

ξiξj − 1

3
ξ2δij

)

.

(627)

Když se nyńı vrátime k homogenńımu řešeńı v́ıd́ıme, že konstanty α, β a γ
jsou určeny podmı́nkami (592). Jinými slovy, jestliže vlož́ıme

f (1) = f (0)(Φh + Φi) (628)
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do těchto podmı́nek, dostaneme
∫

d3uf (0)(α + γ
1

2
mc2) = 0 ,

∫

d3uf (0)[A(ξ2)∂i lnT +mβi]mc2 = 0 ,
∫

d3uf (0)(α +
1

2
mc2γ)

1

2
mc2 = 0 .

(629)

Pak je zřejmé, že prvńı rovnice v (629) dává

α = γ = 0 (630)

zat́ım co druhá rovnice ř́ıká, že βi je úměrné ∂i lnT a tedy může být zahrnuto
do členu ∂i lnT .

Pak je možné ukázat, že celkové řešeńı Boltzmanovy rovnice do prvńıho
řádu má tvar

f = f (0)[1 +

√

2kBT

m
Ai∂i lnT + 2Bij∂ivj] =

= f (0)[1 +

√

2kBT

m
A(ξ)ξ∂i lnT + 2B(ξ)

(

ξiξj − 1

3
ξ2δij

)

∂ivj] .

(631)

kde A(ξ), B(ξ) jsou řešeńım rovnic (627).

3.11.4 Termálńı kondukce a tensor napět́ı

S pomoćı řešeńı Boltzmanovy rovnice do prvńıho řádu je možné určit od-
pov́ıdaj́ıćı nenulové př́ıspěvky ve vektoru teplotńı kondukce Qi a P ij. Tyto
př́ıspěvky dostaneme, když vlož́ıme řešeńı Boltzmanovy rovnice do jejich de-
finice a uváž́ıme, že lokálńı Maxwellovo rozděleńı dává nulový př́ıspěvek

Qi =
1

2
m

√

2kB
m

T

∫

d3uc2cif = 0 + qi(1) ,

P ij = 2kBT

∫

d3uξiξjf = δijp− P ij(1) , ξi =
m

2kBT
(u− v)i .

(632)
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S použit́ım řešeńı Boltzmanovy rovnice do prvńıho řádu dostáváme

Qi =

(
2

3

k2BT

m

∫

d3uf 0ξ4AîĀi

)

∇T (633)

a tedy dostáváme následuj́ıćı výsledek pro koeficient termálńı konduktivity

κ = −2

3

k2BT

m

∫

d3uf 0ξ4AîĀi . (634)

Stejným zp̊usobem postupujeme v př́ıpadě tensoru napět́ı, kde dostáváme

P ij =
4kB
5

(

Λij − 1

3
δij∂iv

i

)∫

d3uf (0)Bij
�̂Bij . (635)

Když tedy definujeme koeficient napět́ı následuj́ıćım zp̊usobem

P ij = −2η

(

Λij − 1

3
δij∂iv

i

)

(636)

pak porovnáńım s (721) dostaneme

η = −2

4
kBT

∫

d3uf 0BiĵB̄ij . (637)

Vid́ıme, že transportńı koeficienty závisej́ı na integrálelch před vazebný operátor
�̂. Tyto výpočty jsou ve své podstatě velmi komplikované a požaduj́ı daľśı
matematické znalosti. Např́ıklad, pro částice, které nemaj́ı žádnou vnitřńı
strukt̊uru, dostáváme

κ = −75

8

k2BTn
2

mA11

, (638)

kde A11 záviśı na detailńım popisu interakćı mezi částicemi. Na druhou stranu
se ukazuje, že explicitńı tvar tohoto parametru může být napsán ve formě
integrace přes rozptylové parametry, kde pak dostáváme

A11 = −4n2Ω2,2 (639)

kde v př́ıpadě jednokomponentového plynu

Ω(l,q) =

√

4πκBT

m

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−y2y2q+3(1− cosl θ)sdsdy . (640)

Stejným zp̊usobem budeme postupovat v př́ıpadě koeficientu napět́ı a dostáváme

η = −5

2

kBTn
2

B11

, (641)

kde se dá ukázat, že
B11 = −4n2Ω(2,2) . (642)
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3.11.5 Srážkový integrál v prvńım přibĺıžeńı-Alternativńı postup

Začneme s následuj́ıćım zobecněńım rozdělovaćı funkce

f(x,u, t) = f (0)(x,y, t) + g(x,y, t) , (643)

kde g je malá porucha. Nyńı uvažuje srážkový integrál

C[f ] =
∫

d3u1

∫

dΩ|u− u1|σ(Ω)(f ′
1f

′
1 − ff1) . (644)

Protože v́ıme, že g je malá porucha, je přirozené předpokládat, že srážkový
integrál záviśı na této poruše pouze lineárně. Budeme tedy předpokládat,
že distribučńı funkce, přes které provád́ıme integraci (f ′, f ′

1, f1) mohou být

reprezentovány lokálńım Maxwellovským rozděleńım f (0)′ , f
(0)′

1 , f
(0)
1 . Dále

využijeme vlastnosti, že pro Maxwellovské rozděleńı plat́ı f (0)′f
(0)′

1 = f (0)f
(0)
1

která vyplývá z exponenciálńı formy Maxwellovské rozdělovaćı funkce a ze
zákona zachováńı energie, který plat́ı v dvou částicových srážkách. Pak dostáváme

C[f ] ≈
∫

d3u1

∫

dΩ|u− u1|σ(Ω)(f (0)f
(0)
1 − ff

(0)
1 ) =

= (f (0) − f)

∫

d3u1

∫

dΩ|u− u1|σ(Ω)f (0)
1 =

= −g(x,u, t)
∫

dΩσ(Ω)

∫

d3u1|urel|f (0)(x,u1, t) =

= −σtotn 〈urel〉 g(x,u, t) ,
(645)

kde 〈urel〉 (|u|, T ) je středńı relativńı rychlost mezi srážej́ıćımi se částicemi a
tedy 〈|urel|〉nσtot udává středńı srážkovou změnu částic o rychlosti |u|.

Výsledkem dostáváme

C[f ] = −σtotn 〈urel〉 (f − f (0)) . (646)

Tento výsledek vedl (Bhatnagara,Grosse a Krooka) v roce 1954 k formulováńı
tzv. BGK rovnice, která popisuje systém, jenž neńı př́ılǐs daleko od lokálńı ter-
modynamické rovnováhy reprezentované lokálńı Maxwellovskou rozdělovaćı
funkci f (0) a srážky zp̊usobuj́ı jeho návrat do této rovnováhy. Tato rovnice
má tvar

∂f

∂t
+ u · ∇f +

F

m
· ∂f
∂u

= −f − f (0)

τ
, (647)
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kde τ je tzv. relaxačńı doba. Abychom našli fyzikálńı význam f , uvažujme
distribučńı funkci f , která záviśı pouze na čase. Pak (647) dává

df

dt
= −f − f (0)

τ
(648)

Je jednoduché naj́ıt řešeńı této rovnice a dostáváme

f − f (0) = Ke−
t
τ , (649)

kde K je integračńı konstanta. Vid́ıme, že distribučńı funkce se bĺıž́ı Ma-
xwellovské distribučńı funkci v limitě t → ∞. Z této rovnice je také jasný
význam relaxačńı doby τ , která může být interpretována jako parametr dané
teorie.

Ukážeme, že transportńı jevy mohou být kvalitativně popsány pomoci
BKG rovnice, ale s omezeńım, že hodnoty transportńıch koeficient̊u nejsou
exatńı. Důvod, proč tomu tak je, je ten, že Boltzmann̊uv srážkový integrál ve
skutečnosti záviśı na 1/τ ∝ 〈|urel|〉, což je funkćı u a tud́ıž neńı konstantńı.
Na druhou stranu, i když hodnoty transportńıch koeficient̊u nejsou zcela
přesné, tento model poskytuje jasné schéma a postup, jak mohou být tyto
transportńı koeficienty určeny.

3.11.6 Odklon od Maxwellovského rozděleńı

Jako prvńı krok urč́ıme jak velký je odklod daného rozděleńı od Maxwellovského.
Pak KGB rovnice dává

u · ∇f = −f − f (0)

τ
⇒ |u|f (0)

L
≈ |g|

τ
⇒

|g| ≈ |u|τ
L

f (0) ≈ λ

L
f (0) ,

(650)

kde L je charakteristická škála, na které se měńı daný systém, a kde λ je
středńı dráha mezi srážkami. Vid́ıme, že modifikace Maxwellovského rozděleńı
bude malá za předpokladu, když středńı volná dráha mezi srážkami je mno-
hem menš́ı než škála změny daného systému. Když zavedeme parametr α
jako

α =
λ

L
(651)
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můžeme psát rozdělovaćı funkci f ve formě Taylorovy řady podle parametru
α

f = f (0) + αf (1) + α2f (2) + . . . (652)

kde f (i) jsou veličiny, které nezáviśı na parametru α a tedy stejného řádu.
Jestliže vlož́ıme tento rozvoj do BKG rovnice dostaneme rekurzivńı relaci
pro každý př́ıspěvek f (i). Např́ıklad v prvńım řádu dostáváme

g ≡ αf (1) = −τ
(
∂

∂t
+ u · ∇+

F

m
· ∂
∂u

)

f (0) . (653)

Poznamenejme, že rozdělovaćı funkce f (0) má tvar

f (0) = n(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2

exp

(

−m(u− v)2

2kBT (x, t)

)

(654)

a tedy

∂f (0)

∂t
=

∂n

∂t

∂f (0)

∂n
+
∂T

∂t

∂f (0)

∂T
+
∂vi

∂t

∂f (0)

∂vi
,

ui
∂f (0)

∂xi
= ui

∂n

∂xi
∂f (0)

∂n
+ ui

∂T

∂xi
∂f (0)

∂T
+ ui

∂vj

∂xi
∂f (0)

∂vj

(655)

a s použit́ım (654) dostáváme

∂f (0)

∂t
=

(
1

n

∂n

∂t
+

(

−3

2
T +

m

2kBT 2
c2
)
∂T

∂t
+
∂vi

∂t

mci
kBT

)

f (0) ,

ui
∂f (0)

∂xi
=

(
1

n
ui
∂n

∂xi
+ ui

(

−3

2
T +

m

2kBT 2
c2
)
∂T

∂xi
+ uj

∂vi

∂xj
mci
kBT

)

f (0) .

(656)

Dosad́ıme tyto pomocné výpočty do rovnice (653) dostaneme explicitńı formu
poruchy rozdělovaćı funkce ve tvaru

g = −τ
[
1

T

∂T

∂xi
ci
(

m

2kBT
c2 − 5

2

)

+
m

kBT
Λij

(

cicj − 1

3
δijc2

)]

f (0) (657)

kde
ci = ui − vi . (658)
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3.11.7 Teplotńı tok

Našim ćılem je vypoč́ıtat momenty pomoćı funkce f = f (0) + g, kde

n =

∫

d3uf , nv =

∫

d3uvf , 3nkTT = m

∫

d3uu2f , (659)

a také qi, Pij. V př́ıpadě qi dostáváme

qi =
m

2

∫

d3ucic2g =

= −τ m
2

∂T

∂xi

∫

d3uc2i c
2

(
m

2kBT
c2 − 5

2

)

f (0) .

(660)

Protože tento integrál má stejnou hodnotu pro všechna i = 1, 2, 3, můžeme
ho nahradit jednou třetinou sumy přes i. Pak dostaneme

qi = −K∂iT , (661)

kde

K =
τm

6T

∫

d3uc4
(

m

2kBT
c2 − 5

2

)

f (0) . (662)

Tento integrál může být explicitně zintegrován a dostáváme

K =
5

2
τn
k2BT

m
, (663)

což je koeficinet termálńı kondukce. Jinými slovy odvodili jsme pomoćı mik-
roskopické fyziky Fourier̊uv zákon teplodńı kondukce.

3.11.8 P tensor

Uvažujme tensor P ij, který je definován jako

P ij = m

∫

d3ucicjf = nkBTδ
ij + πij , (664)

kde

πij = m

∫

d3c
¯
icjg =

= −τ m
2

kBT
Λkl

∫

d3ucicj(ckcl −
1

3
δklc

2)f (0) .

(665)
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Vid́ıme, že πii = 0, jež vyplývá ze skutečnosti, že integrand je lichý pro i 6= j,
zat́ım co pro k = j integrand výrazu v závorce je roven nule. Protože je tento
tensor linearńı funkćı Λij, můžeme psát

πij = −2µ(Λij −
1

3
TrΛ) = −2µ

(

Λij −
1

3

∂vi

∂xi

)

. (666)

Vid́ıme, že tedy plat́ı πijδ
ji = −2µ(Λijδ

ji − Λijδ
ji) = 0. Koeficient −2µ

můžeme vypoč́ıtat např́ıklad z tohoto výrazu

π12 = −2µΛ12 = − τm2

κBT
Λkl

∫

d3uc1c2

(

ckcl −
1

3
δklc

2

)

f (0) =

= −τm
2

kBT
(Λ12 + Λ21)

∫

d3uc21c
2
2f

(0) = −2Λ12τnkBT

(667)

což dává
µ = τnκBT . (668)

3.11.9 Momemtové rovnice prvńıho řádu

Když nyńı vyjádř́ıme Pij a qi jako funkce n, T and v můžeme napsat mo-
mentové rovnice, které zahrnuj́ı transportńı jevy. Jestliže vezmeme µ jako
konstantu, dostáváme

∂Pij

∂xi
=

∂p

∂xj
− 2µ

∂

∂xi
(Λij −

1

3
δij∂iv

i) =

=
∂p

∂xj
− µ

∂

∂xi

(
∂vj

∂xi
+
∂vi

∂xj

)

+
2µ

3

∂

∂xj
∂vk

∂xk
=

=
∂p

∂xj
− µ

(
∂2vj

∂xi∂xi
+

1

3

∂

∂xj
∂kv

k

)

(669)

a tedy dostáváme pohybovou rovnici

ρ

(
∂vi

∂t
+ vj∂jv

i

)

= −∂ip+ µ

[
∂2

∂xk∂xk
vi +

1

2
∂i(∂kv

k)

]

+
ρF i

m
. (670)

Podobným zp̊usobem dostaneme

PijΛij = pδijΛij + πijΛij = p∂iv
i − 2µΛijΛij +

µ

3
(∂iv

i)2 (671)
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a tedy následuj́ıćı pohybovou rovnici

ρ

(
∂ǫ

∂t
+ vi∂iǫ

)

= −p∂ivi + ∂i(K∂iT ) + 2µ[ΛijΛij −
1

3
(∂iv

i)2] (672)

spolu s rovnićı zachováńı

∂ρ

∂t
+ ∂i(ρv

i) = 0 . (673)

Rovnice (670) a (672) tvoř́ı uzavřený systeém rovnic a tud́ı̌s nám definuj́ı
dynamickou teorii tekutin.

3.11.10 Hydrodynamické rovnice

Předchoźı momentové rovnice jsou parciálńımi differenciálńımi rovnicemi,
které maj́ı složitou strukturu. Proto typicky uvažujeme jejich zjednodušeńı,které
maj́ı následuj́ıćı formu

• Zanedbáme prostorové variace µ, což už jsme samozřejme implicitně
provedli, když jsme odvozovali rovnici (670).

• Zanedbáme efekt stlačitelnosti (∂iv
i) ve viskozńı śıly v rovnici (670).

• Zanedbáme efekt viskozńı produkce tepla v rovnici vyjadřuj́ıćı zákon
zachováńı energie (672).

• Konečně, budeme psát F i → F i/m. Jinými slovy budeme psát intenzity
pole mı́sto śıly pole.

Poté dostáváme následuj́ıćı hydrodynamické rovnice

∂ρ

∂t
+ ∂i(ρv

i) = 0 ,

∂vi

∂t
+ vj∂jv

i = −1

ρ
∂ip+ F i +

µ

ρ
∂j∂jv

i ,

ρ

(
∂ǫ

∂t
+ vi∂iǫ

)

= −p∂ivi + ∂i(K∂
iT )

(674)

kde druhá rovnice je slavná Navier-Stokesova rovnice.
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Závěrem shrneme postup, jakým zp̊usobem jsme odvodili tyto rovnice.
Našim základńım předpokladem bylo to, že distribučńı funkce má být chápána
jako malá porucha od Maxwellovského rozděleńı. Jinými slovy předpokládali
jsme malý odklod od lokálńı statistické rovnováhy, kde je možné použ́ıt BGK
rovnici. Ukázali jsme, že tento předpoklad plat́ı, jestliže středńı volná dráha je
mnohem menš́ı než škála, na které se měńı makroskopické vlastnosti systému.
Pak je také jasné, že hydrodynamické rovnice přestanou platit v okamžiku,
kdy tato podmı́nka nebude splněna. Samozřejmě, že je možné psát dále mo-
mentové rovnice, když budeme vycházet z obecného Chapman-Enskogova
rozvoje, ale obecně všechny členy v daném rozvoji budou stejného řádu a
tudiž neńı možné provést zanedbáńı člen̊u vyšš́ıch řád̊u.
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