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KAPITOLA 1

Teoretické zaklady nahodnych procesi

1. Uvod

V praktickém zivoté se setkavame s velkym mnozstvim ndhodnych jevi, které se uskutecnuji v ¢ase. Mate-
matickym modelem téchto jevih mohou byt ndhodné procesy.

Pojem nadhodného procesu je zobecnénim pojmu ndhodné veli¢iny. Zatimco ndhodna veli¢ina je redlna
funkce jedné proménné — elementarniho jevu, je ndhodny proces redlnou funkci dvou proménnych — elementéar-
niho jevu a jedné redlné proménné. Tou obvykle byva cas.

K nejstarsim zaznamtm ve tvaru ¢asovych fad patii astronomickd pozorovani. Graficka znazornéni casovych
fad v podobé, na kterou jsme zvykli ted, se zacala objevovat na poc¢atku 19. stoleti (napt. zdznamy zemédélské
produkee - zndméa Beveridgeova fada popisujici cenovy index pSenice v zédpadni Evropé v letech 1500-1869).
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OBRAZEK 1. Beveridge Wheat Price Index, 1500-1869

V praktickych situacich se setkdvame s mnoha nahodnymi procesy. Naptiklad

e ve fyzikdlnich a technickijch véddch:
seismicky zdznam v geofyzice,
fada nejvyssich dennich teplot v meterologii,
prubéh vystupniho signalu urcitého elektrického pristroje,
tenzometrické métreni povrchového napéti v provozu naméhané strojni soucastky,
zmény v tloustce dratu v pribéhu jeho délky,
zmény v poctu vyzev na urcité telefonni lince, atd.;
e v biologickych veddch:
sledovani riznych parametri znecisténi ovzdusi,
EEG, EKG zaznamy v mediciné,
procesy mnozeni (napft. bakterif), apod.
e ve spolecenskych véddach:
zmény v poctu obyvatelstva,
procesy mortality a invalidity obyvatelstva, aj.;
e vekonomice
zmény poptavky po ur¢itém vyrobku,
analyza vyvoje kursu akcii na burze,
objem zemédeélské produkce,
pocet ¢ekajicich v letecké doprave, atd.

Tyto procesy, napohled rozmanité, lze jednotné popsat matematickym pojmem ndhodného (stochastického)
procesu. Ta ¢ast matematické statistiky, ktera se zminénymi procesy zabyva, se také nazyva statistickou
dynamikou.
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Cilem analyzy nahodnych procesi je konstrukce odpovidajictho modelu, coz umozni porozumét mecha-
nismu, na jehoz zakladé jsou generovany sledované tidaje. Znalost modelu dale umoznuje predpovidat budouci
vyvoj a je-li mozné ridit a optimalizovat ¢innost prislusného systému (vhodnou volbou vstupnich parametru a
pocate¢nich podminek).

2. Definice ndhodného procesu

DEFINICE 2.1. Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2,4, P), indexovd mnozina 7' C R a redlna funkce
X :Q xT — R definovana pro Vw € Q a Vt € T.

Jestlize pro Vt € T je X(w,t) borelovsky métitelna funkce vzhledem k A (tj. pro VB € B,Vt € T plati
X 1(B)={weQ: X(w,t) € B} € A, kde B je o-algebra borelovskych podmnozin), pak tuto funkci nazyvame
(n-rozmérnym) ndhodnym procesem.

Néhodny proces X (w,t) pfi pevném w € ) se nazyva realizace (trajektorie) procesu. Pravdépodob-
nostni miru Px(B) = P(X~1(B)) nazyvime rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného procesu X (w,t).

POzZNAMKA 2.2. Obdobné jako u ndhodnych veli¢in, kdy misto X (w),w € Q piSeme pouze X, u ndhod-
nych procest misto { X (w,t),w € Q,t € T} piseme {X;,t € T'}.

DEFINICE 2.3. Pokud indexovd mnozina 7' = Z = {0,4+1,+2,...} nebo T C Z, mluvime o procesu
s diskrétnim ¢asem nebo o ¢asové Fadé ¢i ndhodné posloupnosti. Pokud indexovd mnozina T = (t1, t2),
kde —oo < t1 < tg < 400, ikdme, ze {X;,t € T} je ndhodny proces se spojitym ¢asem. Dvojice (S,S),
kde S je mnozina hodnot ndhodnych veli¢in X; a S je o-algebra podmnozin S, se nazyva stavovy prostor
procesu {X;,t € T}. Pokud ndhodné veli¢iny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, fikdme, Ze jde o proces
s diskrétnimi stavy. Nabyva-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o procesu se spojitymi stavy.

Rozdéleni pravdépodobnosti Py nédhodného procesu {X;,t € T} jednozna¢né definuje rozdéleni kazdého
n-rozmérného ndhodného vektoru X = (Xy,,..., Xy, ), kde ty,...,t, jsou libovolné body z mnoziny 7.

DEFINICE 2.4. Necht T™ je mnozina vsech vektori
TV ={t=(t1,...,tn) 1 <to < - <tyt; €T;i=1,...,n}.
Pak (konecné dimenzionélni) distribuéni funkci ndhodného procesu rozumime funkei
Fo(x)=Fyy, 401, 2n) = P(Xy, <21,..., X, <)
= Px,((—o0,x1 >, ..., (=00, 2, >)
pro Vt = (t1,...,tn) € T" a Vx = (21,...,2,) € R™
Pro rizna n a pro rizné hodnoty t1, ..., t, dostivame cely systém distribuc¢nich funkci, oznacme jej F,

ktery nemuze byt uplné libovolny, ale zfejmé musi spliiovat tzv. Kolmogorovy podminky konzistence

(K1) Podminka symetrie: pro libovolnou permutaci i1, ..., 4, ¢isel 1,...,n plati
Fyootiy @iy ooy @iy) = Fry g, (1000, @),

(K2) Podminka konzistence:

Ftly---yt’nyt’ﬂ+1 (Zl, N o) OO) = Ft1,...,tn (xl, . ,(En).

Kazdému nahodnému procesu lze tedy priradit konzistentni systém distribucnich funkci. K danému kon-
zistentnimu systému distribuc¢nich funkci existuje vzdy takovy nahodny proces, ze jeho systém distribucnich
funkei je totozny se zadanym systémem, coz 1ika nésledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu (lze najit v knize
Neubrunn, Riecan, 1981, [20]).

VETA 2.5. Kolmogorova véta
K systému distribucnich funkci, které splniuji Kolmogorovy podminky konzistence, existuje pravdépodobnostni
prostor (2, A, P) a ndhodny proces {Xy,t € T} tak, Ze F je jeho systémem distribucnich funkci.

Priklad 2.1. Vgpocet distribucni funkce ndhodného procesu. Méjme ndhodnou veli¢inu
U~ N(0,1)
a ozgnacme
®(u) =PU <u); uwek
Prot € T C R zavedme
Xy =U-t.
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Vypocitejme distribucni funkci

0 t=0, <0,

1 t=0, >0,

Fy(z)=P(X; <2)=PU-t < z)= PU>2)=1-3(2) t<0, z€R
P(U<%)=d(%) t>0, z€R.

2.1. Priklady ndhodnych procesu.

Priklad 2.2. Sinusoida s ndhodnou fdazi a amplitudou. Necht A a 6 jsou nezavislé ndhodné veli¢iny

e A je nezdpornd ndhodné veli¢ina: A > 0,
e 0 ma rovnomeérné rozdéleni: § ~ Rs(0, 27).

Néhodny proces {X;,t € T} muze byt definovan takto:

X =rtAcos(vt + 0), v>0,r>0.

n =300
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OBRAZEK 2. Sinusoida s ndhodnou fdzi a amplitudou (A ~ x*(2), r =4, v = J).

Priklad 2.3. Bindrni proces {X;,t = 1,2,...} je posloupnost nezavislych alternativnich ndhodnych pro-

meénnych:
Xy~ A(3).
n =300
l—
1 51 101 151 201 251 301
OBRAZEK 3. Bindrni proces: X; ~ A (%)

Priklad 2.4. Ndhodnd prochdzka {X;,t =1,2,...} je definovdna takto:

Xo=0, X;=X4 1+¢y,

kde € jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s nulovou stredni hodnotou a konstantnim rozptylem,
tj. ¢ ~ L£(0,0?).
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20 n=.300
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OBRAZEK 4. Ndhodnd prochdzka: e, ~ N(0,1).

3. Stochastické procesy druhého radu
3.1. Striktni a slaba stacionarita.

DEFINICE 3.1. Rekneme, 7e nahodny proces {X;,t € T} je striktné stacionarni, jestlize pro Vt =
(t1,...,tp) €T aproVT = (t1 + h,...,t, + h) € T™ plati

Fy(x)=Fyy o0 (21, szn) = Frp g (2,00 2n) = Fr(x).

Rovnost Ize interpretovat tak, ze zakladni pravdépodobnostni charakteristiky procesu se neméni pii posunuti
v Case.

DEFINICE 3.2. Existuje-li pro Vt € T stfedni hodnota FX;, pak nazyvame funkci
pe = EXy
stfedni hodnotu nahodného procesu.
DEFINICE 3.3. Ndhodny proces {X;,t € T'} nazyvame procesem druhého radu, jestlize pro V¢ € T plati
EX} < oo
a rikame, ze ndhodny proces ma konec¢né druhé momenty.
PozZNAMKA 3.4. Pokud EX}? < oo, pak ze Schwarzovy nerovnosti plyne
B Xi| < (B[1]? - BIX)?)? = (B|X,]?)7 < oo,

tj. existuje stredni hodnota EX: = 1y
a rozptyl DX, = EX? — (EX})? = o}

DEFINICE 3.5. Uvazujme ndhodny proces {X;,t € T}, ktery mé koneéné druhé momenty. Pak funkci
y(s,t) = O(Xs, Xy) = B(X, — EX,)(X; — EX;)

nazveme autokovariancéni funkeci a funkeci

p(S,t) — C(XsaXt) 7(5715)

VDX, DX, /(5,97 1)

nazveme autokorelaéni funkei.

PozNAMKA 3.6. Tyto redlné funkce dvou proménnych déavaji informaci o linedrnim vztahu mezi jakou-
koliv dvojici nahodnych veli¢in X a X;. Autokavariacni funkce nabyva hodnoty od minus do plus nekonec¢na a
jeji velikost zavisi na mérnych jednotkach nahodnych veli¢in. Naproti tomu autokorela¢ni funkce je normovanou
autokovarianci, nabyva hodnot od minus jedné do jedné a neni zavisla na mérnych jednotkéch.

DEFINICE 3.7. Nédhodny proces { X}, t € T'} nazyvame stacionarni ve stfedni hodnoté, pokud pro vVt € T
je stfedni hodnota konstantni, tj. EX; = p. Pokud EX; = 0, ndhodny proces nazyvame centrovanym.
Néhodny proces {X;,t € T'} se nazyva kovarianéné stacionarni, pokud pro V¢, s € T plati

v(s,t) =~(0,]s —t|) coz budeme také psat ve formé v(s,t) =vy(s — 1),

tj. autokovarianéni funkce zavisi na svych argumentech pouze prostiednictvim jejich rozdilu.
Néhodny proces {X;,t € T} se nazyva (slabé) stacionarni, je-li staciondrni ve stfedni hodnoté a
kovarian¢né stacionarni.
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P0ozZNAMKA 3.8. Bez (ijmy na obecnosti miizeme pracovat s centrovanymi ndhodnymi procesy, nebot pro li-
bovolnd redlnd ¢isla a,b € R plati

C(Xs + a, X; +b) = E[(X, + a) — B(X, + a)][(X; +b) — E(X; +b)]
E(X, — EX,)(X, — EX}) = O(X,, X;) = (s, 1)

PozNAMKA 3.9. Protoze C(Xs, X;) = C(Xy, Xs), pak pro kovarianéné staciondrni procesy plati y(—t) = ~(t)
a vsechny ndhodné veli¢iny X; maji tentyz konec¢ny rozptyl

Ze Schwarzovy nerovnosti dale plyne
(1) = [C(Xo, X¢)|<VDXo DXt = 7(0).

PozNAMKA 3.10. Privlastek slabé se vétsinou vynechavé. Lze snadno ukézat, Ze je-li proces striktné staci-
ondarni, je také staciondrni. Opacnd implikace vsak neplati.

PozNAMKA 3.11. Necht ndhodny proces {X;,t € T} je stacionarni. Oznac¢me
2
7(0) =07,
pak autokorelac¢ni funkce stacionarniho ndhodného procesu bude mit tvar

olt) = () (@)

a2 4(0)
3.2. Grafické ukazky nahodnych procesi.

Priklad 3.5. Ukdzky (slabé) staciondrnich éasovych tad. Na nisledujicich dvou grafech jsou vykresleny
dvé slabé stacionarni ¢asové rady.

Willamette river, Monthly, Salem, Oregon, Oct. 1950 - Aug. 1983
n =395

ifM AN AL AL ARLIAL Ladd )
VTV
A AR AL AR
S VTV T U

1980 1985 1990
OBRAZEK 5. Staciondrni casové rady

Priklad 3.6. Ukdzky nestacionarity ve stredni hodnoté. Dva dalsi grafy zobrazuji typické casové rady,
které maji nestacionarni stiedni hodnotu. Prvni se vyznacuje linearnim trendem, u druhé je tzv. sigmoidni
trend (tzv. rustova krivka).
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Global mean land—ocean temperature deviations
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OBRAZEK 6. Casové tady nestaciondrni ve stredni hodnoté.

Priklad 3.7. Ukdzka nestacionarity v autokovariacni funkci. V dalsich dvou grafech je vyobrazena
nestacionarita v korelaci, kdy dochazi ke skokové zméné autokorela¢ni funkce.
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OBRAZEK 7. Casové tady nestaciondrni v autokovariacni funkci.
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Priklad 3.8. Ukdzky nestacionarity v rozptylu. Velmi castymi jsou pripady, kdy dochézi ke zméné rozptylu

béhem casu.
UK Quarterly Gas Consumption, 1960 — 1986
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OBRAZEK 8. C(Casové tady nestaciondrni v rozptylu.
Definujme nyni ndhodné procesy, které budou hrat dulezitou roli v aplikacich.

DEFINICE 3.12. Rekneme, ze ndhodny proces {e;,t € T} je bilym Sumem ( White Noise), jestlize ¢; jsou
nekorelované ndhodné veli¢iny s nulovou stredni hodnotou, t;j.

FEe, =0, De;=o?, Clet,es) =0 (s#1),
znacime
g ~ WN(0,0?%).

Pokud jsou navic nejen nekolerované, ale i nezavislé, znac¢ime je symbolem IID (independent identical defined),
piseme

er ~ I1D(0,0?).
VETA 3.13. Ndhodné procesy ey ~ WN(0,02) a g; ~ IID(0,02) jsou staciondrnimi ndhodnijmsi procesy.
DUKAZ. Ziejmy. O
DEFINICE 3.14. Nahodny proces {X;,t € T} se nazyva gaussovskym (normdlnim), jestlize pro kazdé
pfirozené n a libovolna ¢isla t; € T, j = 1,...,n, je jeho n-rozmérna distribuéni funkce Fy, 4. (21,...,2p)
distribuc¢ni funkci n-rozmérného normalniho rozdéleni.

VETA 3.15. Gaussiv ndhodny proces {X;,t € T'} je staciondrnd, pravé kdyz je strikiné staciondrnd.

DUKAZ. Je trividlni a plyne z vlastnost{ norméalniho rozdéleni. |
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Priklad 3.9. Grafickd ukdzka simulovaného bilého Sumu s normdlnim rozdélenim.

s /i
ee=mn—p ~ WN(0,02) o B!
kde m ~ N(p=1,02=1) 8
— )2
hustota: In(x) = \/2;? exp{—%%} proz € R ,
sttedni hodnota: Emn, = pu =
rozptyl: Dy =o0% = 03 / )
g - Il i \\\f\\ TN } HIHH\ - \_ ]
-2 0 2 4
- g /S 11 1P A PN IO S
. A P AT .l‘ AN L A 1
l T T T T T T T
0 50 100 15 200 250 300

0
OBRAZEK 9. Gausovskyj bily sum.

Priklad 3.10. Ukdzka bilého sumu s exponencidlnich rozdélenim.

et=mn—p ~ WN(0,02) Eh
kde n ~ Ezxp(p=1)
hustota: fn(z) = %exp {—im} prox >0 S
stfedni hodnota: Emn = p o
rozptyl: Dny = p? = o2

0 2 4 6

0 50 , 100 150 200 250 300
OBRAZEK 10. Bily sum s exponencidlnim rozdélenim.

Priklad 3.11. Bily Sum s Beta rozdélenim.
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1.2

Et =M — W ~ WN(0,0’?)

[

kde ne ~ DBeta(a =1.25b=1.25) e 4|
hustota: folx) = FF(ESFE% 2211 —2) P prox € (0,1) < | ,’I

sttedni hodnota: Emn, = pu = ai-s-b

0.2

. _ b _ 2
rozptyl: Dny = me =o0;

0.0
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OBRAZEK 11. Bily sum s Beta rozdélenim.

-0.4

DEFINICE 3.16. Rekneme, Ze ndhodny proces {X;,t € T} spliiuje linedrni regresni model, pokud pro
jeho stredni hodnotu plati

m
VteT: EX;=p= Zﬁjfj(t)v
=0
kde fo,..., fm jsou znamé funkce definované na T, B8 = (Bo, ..., Bm)" je neznamy vektor regresnich koefici-
entd.

Priklad 3.12. Staciondrni proces kolem deterministického trendu.

Tydenni teploty v LA se stiedni hodnotou: EX; = By + B1cos(2nt/52) + Pasin(2mt/52)
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OBRAZEK 12. Staciondrni proces kolem deterministické funkce casu.

3.3. Priklady slabé stacionarnich procesi.

Priklad 3.13. Priklad procesu s konecnymi 2. momenty. Méjme posloupnost nezavislych ndhodnych
veli¢in, pro néz plati:
X { N(1,1) je-lit liché,
¢ Ex(1) je-li t sudé.
Proces je (slabé) stacionarni, nebot

EX,=1, DX;=1 a ~(s,t)=0 pro s#t (jsou nezavislé).
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Tento proces vsak neni striktné stacionarni, nebot pro liché a sudé ¢ je distribu¢ni funkce rozdilna.

Priklad 3.14. Kovariancéni stacionarita ale nestaciondrita ve stredni hodnoté. Méjme stacionarni
néhodny proces {Y;,t € Z} a definujme

X, — Y; je-li t liché,
P71 Yi+1 jeli t sudé.

I kdyz

Yx(t+ h,t) = C(Xign, Xi) = C(Yegn, Vi) = v (h),
tj. proces je kovariancéné stacionarni, presto neni (slabé) staciondrni, protoze stfedni hodnota neni kon-
stantni.

Priklad 3.15. Staciondrni sinusoida s ndhodnou fdzi a amplitudou. Mé&me ndhodny proces {X;,t €
Z}, ktery je definovan takto
X = AcosOt + Bsin6t,

kde A, B jsou nekorelované ndhodné veliciny, pro néz
EA=EB=0, DA=DB=1, 0¢c(—mm).
Zjistéme, zda je proces (slabé) staciondrni. Protoze ndhodné veli¢iny A a B jsou nekolerované, pak
C(A,B)=FE(A-B)=0.
Vypocitejme nejprve stfedni hodnotu procesu:

EX; = E(Acosft+ Bsinft) = cosft- EA+sinft- EB = 0.
<~ ——
=0 =0

Autokovarian¢ni funkce:
Yt + h,t) = C(Xeyn, Xt) = E(Xin - Xt)
= E{[AcosO(t+ h) + Bsinf(t + h)] - [Acos 0t + Bsin 6t|}
= F{A?cosf(t + h) cos 0t + AB cos O(t + h) sin 6t
+ ABsin 0(t + h) cos 0t + B%sin 6(t + h) sin 0t}
= cosO(t+ h) cosc9ﬁ£i13+cos0(t + h)sin Ot E/}_B/

=1 =0
: . - 2
+siné(t + h) cos 0t - Ej)B +sin0(t + h) sin 0t - E’f

= cos 0(t + h) cos Ot + sin O(t + h) sin 0t
= cos[f(t + h) — 0t]
= cosBh = y(h)
Tedy ~(t + h,t) nezavisi na t, proto proces je (slabé&) staciondrni.
Priklad 3.16. Ndhodnd prochdzka. Necht
Xo=0, X¢=X;1+e,

kde &; jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny &, ~ £(0,02). Zjistéme, zda tento je proces (slabé)
stacionarni. Vypoctéme nejprve stfredni hodnotu procesu:

t t
EX,=E gl =S Eg =0,

takze proces je konstantni ve stredni hodnoté. Dale pocitejme autokovarianéni funkci:
Y(t+h,t) = C(Xppn, Xi) = E(Xeyn - Xo)

t+h t t
=F <251> <Z€Z> = ZEE? =t-02,
i=1 i=1 i=1

ktera zavisi na t, tedy proces neni (slabé) stacionarni.
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Priklad 3.17. MA (1) proces je dan nasledujici rekurentni definici
Xt =&+ 9515_1, Et ~ WN(O, O'g)
Stfedni hodnota: EX; = E(e; + 0e;-1) = Eey +0 Eey—1 = 0.
R v . ~~ S—
Autokovariancéni funkce =0 =0
’y(t + h, t) = ’V(t + h,, t) = C(Xt+h7 Xt)
= E(Xith - Xt) = E(etn + et1n—1)(er + 0c4—1)
=Feipp - et +0Eeiin_1-€+0Eeiyp -1+ l92E€t+h—1 CE¢—1
o2(1+6%) h=0
= 602 h==+1 % =~(h)
0 jinak

Tedy MA(1) proces je (slabé&) staciondrni. Nakonec vyjadiime jesté autokorelaéni funkci:

1 h=0,
p(h) =1 o= h==1,
0 jinak.

Priklad 3.18. Markovoviv skokovy proces vzniku a zdniku. Méjme ndhodny proces {X;, ¢t € R},
pro ktery plati
P(X;=0)= ﬁ

P(X;=1) =333 A>0, p>0,
P(X; =2|Xs =y) = pya(t — 5) —o00 < s <t < oo,

pricemz
poo(h) =1 —po1(h) = ﬁ + ﬁe—(ﬂru)h h>0,
pu(h) =1—pio(h) = 325 + shge A h>0.
Konstanty A\ a u se interpretuji jako intenzity vzniku a zaniku. Rozhodnéme, zda je proces stacionarni. Proto
postupné pocitejme stfedni hodnotu a autokovaria¢ni funkci:

EX;= Y «P(X;=1z)= 3
z=0,1
V(t,t+h) = C(Xy, Xpn) = BE(Xie Xepn) — (EX)(EXiqn)
A 2
= B(X:Xi) — (325)
E(XiXepn) = >, Y ayP(Xi=z,Xpp=y)=1-1-P(X;=1, X4, =1)

z=0,1 y=0,1
—(A h
= P(X,=1) P(X,n=11X;=1) = 2. [52; + sl e O]
p11(h)
2 2
— A A —(A+p)h A
At t+h) = () + e = ()
A —(+m)h
= algze” M = (k)
Protoze pro kazdou kovarianc¢ni funkci plati
dostavame
v(t) = (Aiz)Qe_(A+“)|t| pro —00 <t < 00.
Proces je tedy slabé stacionarni. Zbyva dopocitat autokorelac¢ni funkci:
t
(t) = L( ) — e~ A+l pro —o0o <t <o
7(0)

Korelace mezi ndhodnymi veli¢inami tohoto procesu pro |t| — oo exponencidlné klesa k nule.
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4. Vlastnosti autokovariaéni funkce

Trebaze v praktickych situacich mame co ¢init jen s redlnymi ndhodnymi veli¢inami, v teorii byva vyhodné
pracovat nékdy s komplexnimi nahodnymi veli¢inami. Komplexni veli¢inou rozumime veli¢inu
X=Y+1Z,
kde Y a Z jsou redlné ndhodné veli¢iny. Komplexnim ndhodnym procesem nazveme systém komplexnich
nédhodnych veli¢in
{Xi,teT}.
Mnoho dalsich tivah se bude tykat pravé komplexnich procesii. Slovo ,komplexni®“ se bude vynechavat, kdyz
bude zrejmé ze souvislosti.
Existuji-li stfedni hodnoty EY a EZ, definuje se stfedni hodnota komplexni ndhodné veliciny X =
Y +1iZ
EX =FY +iEZ.

Budeme se nyni zabyvat zdkladnimi vlastnostmi autokovarianéni funkce
v(s,t) = C(Xs, Xt) = E(Xs — EX)(Xy — EXy).

Pritom se samoziejmé predpokldda, ze jde o proces s koneénymi druhymi momenty.

Jelikoz autokovarian¢ni funkce procesu zustava stejnd pri zméné stredni hodnoty, budeme také pro jedno-
duchost predpoklddat, ze stfedni hodnota procesu je rovna nule, tj. Ze proces je centrovan.

VETA 4.1. Necht { Xy, t € T} je centrovany proces s autokovariancni funkei ~(s,t). Pak plati:
(1) Autokovariancéni funkce v(s,t) je pozitivné semidefinitni funkce.
(2) Autokovariancni funkce (s, t) je hermitovsky symetrickd, tj. pro s,t € T plati

v(s,t) = (L, 5)

(8) Je-li funkce v(s,t) pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetrickd, existuje takovy ndhodny proces (do-

konce normdlni), Ze v(s,t) je jeho autokovariancni funkci.

(4) Pro autokovariancéni funkci v(s,t) plati nerovnosti

Vs,8) 20 a (s, )] < (s, 8)\/ (D).

(5) Soucet dvou autokovariacnich funkci je opét autokovariancni funkct.

(6) Redlnd cdst autokovariancni funkce je téZ autokovariancni funkci. Imagindrni ¢dst je autokovariancni
funkci jen tehdy, je-li rovna identicky nule.
DUKAZ. Postupné dokazujme jednotliva tvrzeni.

(1) Nejprve pripomeneme definici tzv. pozitivné semidefinitni funkce. Necht f(s,t) je funkce dvou proménnych
definovand na T' x T. Rikdme, Ze f je pozitivné semidefinitni, plati-li pro jakékoli p¥irozené éislo n, pro
libovolna komplexni ¢isla ¢y, ..., ¢, a libovolné body t1,...,t, € T vztah

ZZ (tj, tr)cjcr > 0. (1)
=1k=1

Funkce jedné proménné g(t), t € T se nazyva pozitivné semidefinitni, plati-li pro kazdné prirozené n,
libovolnd komplexn{ ¢isla c1, ..., ¢, a libovolné body t1,...,t, € T at; —t, € T pro j,k=1,...,n vztah

Z Z k)cicr > 0. (2)
j=1k=1

Necht {X¢,t € T} je centrovany proces s autokovariancni funkei (s, t). Pak zfejmé plati
2

n n n n n n n
0<SEDY ¢Xy| =E > Xy, Y aXy| =), Z i E(Xy, Xy )= Z ity (ty, th).-
j=1 k=1 j=1k=1 j=1k=1

j=1

(2) Plati v(s,t) = BE(X,X;) = E(X:X,) = 7(t, s), takze autokovarianéni funkce je hermitovsky symetricka.
(3) Dikaz tfetiho tvrzeni lze najit napriklad v knize Doob (1953, [10]).
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(4) Prvni nerovnost (s, s) > 0 plyne z definice autokovarianéni funkce a druhd |y(s,t)| < /7v(s,s)V/7(t, t) je
disledkem Schwarzovy nerovnosti.

(5) Abychom mohli dokdzat paté tvrzeni, pfipomenme si, Ze souc¢et dvou pozitivné semidefinitnich hermitovsky
symetrickych funkci je opét funkce pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetricka.

Necht fi(s,t) a fa(s,t) jsou pozitivné semidefinitni. Polozme

f(87t) = fl(sat) + f2(37t)'

Pro libovolna komplexni ¢isla ¢y, . . ., ¢, plati

n

n n n n n
ZZ ekt (g, tk) = ZZ ek Sty t) ZZ jCkfa(ty, tr)-
i=Lk=1 j=1k=1 j=1k=1

Kazdy z obou vyrazl na pravé strané je nezaporny. Musi byt tudiz nezdporny i vyraz vlevo, ¢imz je zarucena
pozitivni semidefinitnost funkce f. Odtud plyne paté tvrzeni véty.

(6) Necht {Z;,t € T} je komplexni ndhodny proces s autokovaria¢ni funkei
V(s,t) = C(Zs, Zy) = E(Zs — EZ)(Z; — EZy).
Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze ndhodny proces mé nulovou stfedni hodnotu, t;j.
0=FEZ = E(X;+1iY;) = EX; +iFY},
coz implikuje, ze
EX,=FEY;=0.
Pocitejme

vz(8,t) = EZsZy = BE(Xs +iY3) (X — iY})
= EX; X+ EY:Y, + i(EYs Xy — EX.Y;)

Redlna ¢ast vz(s,t) je rovna
Re(yz(s,t)) = EX Xy + EYY; = yx(s,t) + v (s, t).

Je tedy rovna souctu autokovaria¢ni funkce procesu {X;,t € T'} a autokovaria¢ni funkce procesu {Y;,t € T'}
a je podle patého tvrzeni autokovariancni funkei.

Imaginarni ¢ast (s, t) je rovna
Im(vyz(s,t)) = EY, X, — EX,Y,.

Pripomenime, Ze pro libovolnou autokovarianéni funkce +(s,t) musi platit:

(1) v(s,8) = 0 (40) 0 < [v(s, )| < /(s 8)y/(E: ).

V bodech s =t dostaneme
Im(vz(s,s)) = EY; Xy — EX,Ys; = 0.

Druhé nerovnost vsak je splnéna jen tehdy, je-li stdle rovna nule. Na druhé strané funkce identicky rovna
nule je autokovariacni funkei napf. procesu, ktery je stale roven nule.

O
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Priklad 4.19. Harmonicky proces s ndhodnou fdzi. Méjme ndhodny proces: ’Y} =1 cos(two + 0) |,
kde relR je amplituda,

wo € (0,2m) je frekvence
0 ~ Rs(—m,m) je ndhodnd fdze
Ma-li ndhodnd velicina X spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (a,b) (a < b), tj. X ~ Rgs(a,b), pak

hustota distribucni funkce
0 prox < a
1
f(z) = {b—a pro x € (a,b) F(z) = —ﬂl’:“ pro x € (a,b)

ik a
0 jina 1 > b
stredni hodnota rozptyl
_ atb _ (b=a)?
EX = aT DX = 12
Protoze v nasem pripadé 6 ~ Rg(—m, ), pak
hustota distribuéni funkce
0 proz < a
1
_ [5= proz e (—m,m) )i =
flx) = {07r jinak F(r)={5+5 prozc(ab)
1 x>b
stredni hodnota rozptyl
EX =0 DX =T
Hustota 0 ~ Rs(—m, ) Distribu¢ni funkce 6 ~ R(—m, )
g N [ T T T T T 1 g N [ T T T T T 1
-3n/2 - -n/2 0 /2 n 3n/2 -3n/2 -1 -m/2 0 n/2 n 3m/2

Néhodny proces Y; = r cos(twp + 0) vyjadieme s vyuzitim souc¢tovych vzorcu pro cos ekvivalentnim zpu-
sobem, vhodnéjsim pro dalsi vypocty:

Y; = r cos(twg + 6) = r cos b costwy + (—r sin 6) sin twy
—— N 2
=U =V

= U cos twy + V sin twy.

Nejprve ukazeme, ze ndhodné veliciny U a V' jsou centrované:

™

™
1
EU = E(rcosf) =r / cos t—dz = — [sinz]” =0
2 2w

—T

s
1 r
E :E — i = i _ = — ™ =
14 (—rsind) r/sm:rQﬂdm o [cosz]” =0

—Tr



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D.

Vypoctem druhych momentii ndhodnych veli¢in U a V zjistime jejich nekorelovanost a stejné rozptyly:

C(U,V) & E(UV) = E(—r*cosfsinf) = —r*E <2 sin 29)

2
= f—/sm?m—daﬁ— — {COS ﬂ 005239} ~,=0
4m
EU? = E(r*cos®0) = r’E [ (1 + cos20 ] T4l Ec0529
r? r2 7% [sin2z r?
=—4+ = 2 —d =— =—
+ /cos x xr = 3 +4 [ 5 }_W 5
2 2 o2 2 (1 rtor?
EV® = E(r*sin“0) =r°E 5(1 —cos20)| = 5~ 5Ecos29
r2  r? [sin2z]" r?
= — — — 2 _ = — — — = —
/cos x dx 5 " 1 [ > }_W 5

Pro tplnost odvodime rozdéleni obou nadhodnych veli¢in U a V.

’ U=rcosf pro 0~ Ry(—m,m) = U € (—rr) ‘ Pocitejme nejprve distribuéni funkci ndhodné veli¢iny U:

i

Fy(u)=P(U <wu) = P(rcosf <u)

—arccos(y) ‘

‘ arccos(y)

=P (U € (—m, —arccos %) U(arccos ¥, )) T ‘ | ‘
=1-P (Uue (—arccos %, arccos %)) -n ~nj2 0 n/2
arceos ; 1 1 arccos v 1
=1-J uﬂdx =1-5 [w]*arcc;;% =1— carccos® pro we€ (—r7r).
— arccos ;
® TlaceosG) T .

/2

Hustotu dostaneme derivaci distribu¢ni funkce, proto pro u € (—r,r) plati

) = (F)) = =37t = e ~ wm
r r2

Pro ostatni hodnoty je hustota nulova.

-1/2

15
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’V:—rsine pro 0 ~ Ry(—m,7m) = V € (—rr)

‘. Pocitejme distribuéni funkci ndhodné veli¢iny V:

(a) y €0, 1)
Fy(v) =1— P(sinf < y)
=1-P (Ve (—m,arcsiny)U(mr—arcsiny, 7))
mT—arcsiny

= P(0€ (arcsiny, m—arcsiny)) = [ s=dz

y>o/\

arcsin(y):

N - arcsin (V

arcsiny -1 -1/2 0 /2
_ 1 m—arcsiny __ 1 1 . vy 1 1 oy
— 27 [ff]arcsiny =32z arCSlH( 7.) = 5 + carcsin
(b) y € (=1,0)
—
Fy(v)=1— P(sinf <y)
=1-P (Ve(—m—arcsiny, arcsiny))
aresiny 1 1 arcsiny =4
=1- f de = 1_5 [‘T}—w—arcsiny
—m—arcsiny
_ 1 1 : vy 1 1 U y <0
=3 — yparcsin (*F) -2 + 7 AIrCsi - < Fm-arcsin(y) rarcsin(y)
T I T T 1
- -m/2 0 n/2 n

1

1

fv)=(Fy(v) =1

arccos x = 4 + arcsin(—x)

dostaneme pro u € (—r,r)

FU(U,) =1-

arccos% =1

Bl

T /2= prowv € (—r,r).

T _

2

arcsin x,

1

7 (

T _

2

imuy =141 in U
arcsin 1) = 5 + - arcsin 7.

Tedy obé dvé ndhodné velicinu U a V' maji stejné rozdéleni.

Distribucni funkce

0 prox < —r
F(z) =<3+ ZarcsinZ pro z € (—r,7)
1 prox >r
— —
o —

-r 0 r
OBRAZEK 13. Distribucni funkce F

00 05 10 15 20 25

— i |
0
(x) a hustota f(x) ndhodnich velicin U a V.



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 17

Pomoci prvnich a druhych moment ndhodnych veli¢in U a V' vypocitame prvni a druhé momenty procesu
Y: =7 cos(twy + 0):

EY; = E(U coswyt + V sinwpt) = coswot - EU + sinwpt - EV =0

centr.

Yt +h,t) = C(Yeqn,Yy) = E(Yisn Vi)
= E{[U coswo(t + h) + Vsinw(t + h)] - [U coswot + V sinwpt] }
= E{U? coswo(t + h) coswot + UV coswo(t + h) sinwpt
+ UV sinwy(t + h) coswot + VZsinwy(t + h) sin wot }
= coswy(t + h) coswpt - EUE + coswy(t + h) sinwpt - EUV

r2 =0

2

+ sinwg(t + h) coswot - EUV, +sinwy(t + h) sinwpt - EV?
— ——

=0 2

—r2
=3

2

[cos wp(t + h) coswot + sinwy(t + h) sinwpt]

r?
2

_
2

{cos|wo(t + h) — wot]} = % coswoh = y(h)

Tedy ~(t + h,t) nezavisi na ¢, proto proces je (slabé€) stacionarni.

r € R je amplituda, wy € (0,7) je frekvence

1
P e PRy _ [z ze(-mm),

0 ~ Rs(—m, ) je ndhodnd fdze s hustotou fp(x) { 0 jinak.
Momenty:

stredni hodnota EY; =0,

autokovarianéni funkce v(h) = C(Y1, Yin) = 2r% cos hw,
rozptyl DY, = %7’2.
Ekvivalentné lze psat

Y; = U costwy + Vsintwy,| kde

U=rcosfaV=—rsinf jsoundhodné amplitudy s vlastnostmi

EU=EV =0, C(UV)=0,
DU =DV = 1r? = o2

1.0

0.5
|
T

-0.5 0.0
|
I'I'I
<
=
]

-1.0
l

I I I I - : I
0 . 10 20 30 40 50
OBRAZEK 14. Simulovand data harmonického procesu s nahodnou fazi: Yy = r cos(twg + 0) (re-
alizace nahodnych fazi (01, ...,05) = (—2.220,0.503,0.924, —1.433, —2.810) ).



18 M5201 Stochastické modely casovych rad

00 02 04

-0.4

-10 -5 0 5 10
OBRAZEK 15. Autokovariancni funkce harmonického procesu s ndhodnou fdzi: Yy =r cos(two+0)

Priklad 4.20. Harmonicky proces rddu m.

DEFINICE 4.2. Rekneme, 7e ndhodny proces {X;,t € T} je harmonicky proces Fadu m, jestlize ho lze
psat ve formé

m
X = Z [U; cos tw; + Vj sin tw] VteT,
j=1

kde wi,...,wy, navzdjem ruzné konstanty z intervalu (0, 27).
Obdobnym postupem jako v predchozim piikladu lze ukazat, ze

EU; =FEV;=0
EUJ? :Evj2 = 032. >0
EU;U,=EV;V, =EU;V, =0 pro k#j

coz implikuje, ze ndhodny proces {X;,t € T} je centrovany stacionarni nidhodny proces, nebot

EXt :0

EXiXiyp=3 0]2 cos hwj = y(h)
j=1

Priklad 4.21. Rozsireny harmonicky proces rddu m.

DEFINICE 4.3. Rekneme, 7e ndhodny proces {X;,t € T} je rozsifeny harmonicky proces Fadu m,
jestlize ho lze psat ve formé

m
X = Z [U; costw; 4 Vjsintw;] + & VteT,
j=1

kde wy, . . .,w, navzajem rizné konstanty z intervalu (0,27) a &y ~ WN(0,02), ktery je nekorelovany se viemi
Uj a ‘/J

I pro tento rozsiteny harmonicky proces lze ukazat, ze jde o centrovany stacionarni ndhodny proces,
nebot

EXt - 0
EXiXin= g O'JQ- cos hw; + a28(h) = v(h),
j=1
1 proh=0
kde 0(h) = { 0 jF;nak.
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Priklad 4.22. Simulace 4 trajektorii harmonického procesu radu 3

‘ n=1
2.004 1.320 —2.204 -2.010
2.653 0499  1.682 —0.602

—0.030 —0.456  1.740  1.014

n=2 n=3 n=4

Yy = cos(§ +01) +5cos(§ + 02) + 3cos(F + 03) realizace ndhodnych fazi: |

03

i: ' WW N m. W ’mld ‘ N'w‘ | Ij ”% M‘ |
: “‘WW i ol W WJ N\w i le |

I
40

I
60

I
80

I
100

I
120

10

0

-10 -5

o _|
- i
0 — | ‘ fn
\
b ) \ |
| _ AV [ A A Jo T R (L VR . I Y L N _
° EYN t] X/ !l‘ ‘ i {| 7 (] |
0 (L ' - W " L.
/ !
I
o
T' pa—
I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

OBRAZEK 16. Simulace /4 trajektorii harmonického procesu tdadu 3 a rozsireného harmonického
procesu 1adu 3.

0, 20 40 60 80 100 120
OBRAZEK 17. Spolecny graf proni trajektorie harmonického procesu vadu 8 a rozsireného har-

monického procesu Tddu 3.

OBRAZEK 18. Spolecny graf druhé trajektorie harmonického procesu vddu 3 a rozsireného har-
monického procesu radu 3.

19
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0, 20 40 60 80 100 120
OBRAZEK 19. Spolecny graf treti trajektorie harmonického procesu vadu 3 a rozsireného harmo-

nického procesu rdadu 3.

0, 20 40 60 80 100 120
OBRAZEK 20. Spolecny graf cturté trajektorie harmonického procesu 1ddu 3 a rozsiteného har-

monického procesu rddu 3.

Priklad 4.23. Autokovarinacni funkce harmonickiych procesu

5Autokovarianéni funkce pro Y; = cos(% + 61) + 5cos(F + 02) + 3cos(E + 03)

S DY;=y(0) .
| ﬂ .[ |
= |
] | \j
= |
| "1 |
[ T i i il :- --------------------------------------------------
N .
| | i | |
-200 -100 0 100 200
Autokovarianéni funkce pro Y; = cos(% + 61) + 5cos(Z + 62) + 3cos(Z + 03) + &, kde e ~ WN(0,2%)
QAT DY =0y T
- ﬂ | |
— :
o - ' | L LA HH--
S | 5
I “ u |
o :
B N C e e e e e iieiiiiiaiio
| | i | |
-200 -100 0 100 200

OBRAZEK 21. Autokovarianéni funkce harmonického procesu vddu 3 a rozsireného harmonic-
kého procesu Tddu 3.
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Priklad 4.24. Periodicky charakter autokovariancni funkce harmonického nahodného procesu.
VETA 4.4. Pokud |y(t)| = v(0) pro néjaké t # 0, pak ~(t) je periodickd funkce.

DUKAZ. Nejprve dokdZeme pomocny vztah:

D(Yin £Y) = DYyyp + DYy £2C(Yyyn, Yy) = 7(0) +7(0) £ 2v(h)
=2(7(0) £~(h))

(a) plati-li v(h) = ~(0), pak D(Yirp — Y;) = 0, takze Yip = Y; pro V¢, tj. ndhodny proces Y; je periodicky
s periodou h.

(b) plati-liy(h) = —(0), pak D(Y;+r+Y:) = 0, takze Y; 4, = —Y; pro Vi, tj. ndhodny proces Y; je periodicky
s periodou 2h.
Ukézali jsme tedy v obou pripadech, ze ndhodny proces Y; je periodicky, coz automaticky implikuje, ze
i autokovarianéni funkce musi byt periodicka.

0

5. Spojitost a derivace nahodného procesu

5.1. Spojitost ndhodného procesu. Pokud se zajimdme o spojitost procesu {X;,t € T} v bodé
to € T, budeme studovat chovani ndhodnych velic¢in X; pri ¢t — tp.
Jestlize X; konverguji v né¢jakém smyslu k X;,, je mozno mluvit o spojitosti procesu X; v bodé ¢y. Z riznych

Vv

DEFINICE 5.1. Rekneme, %e ndhodny proces {X;,t € T} je spojity podle stfedu v bodé , jestlize
pii t — to konverguji X; k X;, podle kvadratického stiedu, tj. kdyz

E|X; — X2 =0 pro t — to.

V tom ptipadé piSeme
Xto = Lim. Xt

t—to
(zkratka z anglického "limit in the mean").
Je-li proces {X;,t € T'} spojity v kazdém bodé mnoziny , fikame strucné, ze je spojity.

POZNAMKA 5.2. Z teorie pravdépodobnosti je zndmo, Ze konvergence podle kvadratického stiedu implikuje
konvergenci podle pravdépodobnosti.

VETA 5.3 (kritérium spojitosti procesu). Proces {X;,t € T} je spojity pravé tehdy, kdyz je jeho autokova-
riancéni funkce (s, t) spojitd v bodech (s,t), pro néz s =t.

DUKAZ. Bez Gijmy na obecnosti miizeme piredpokladat, Ze proces je centrovany.
= Je-li proces {X;,t € T} spojity, pak plati pro Vs, ¢, sg,tg € T
0 §|’7(57t) - /7(50a tO)’ = |EXSX1‘, - EXSoXt0|
= | E(XS - XSO)(Xt - Xto) + EXSO(Xt - Xto) + E(XS - Xso)Xto |
1 ) 3)

trojihel.ner.

< |E(XS - Xso)(Xt - Xt0)|+|EXso(Xt - Xt0)| + ‘E(Xs - X80>Xt0|
3 3 3
Schwarz.ner. 5 _ S 9 9 _ = 9 9 = 19
B XX |"E|Xi—Xpo|” | + | E|lXoo|"E|Xe=Xeo|” | + | B|Xs=Xgo["E[ Xy, |
—0 —0 —0

pro s — Sp, t = 1o

(vyuzili jsme vlastnosti spojitosti skalarniho souc¢inu). Funkce v(s,t,) je tudiz spojitd vSude, a tedy
také na diagondle s = t.
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< Predpoklddejme nyni, ze (s, t,) je spojitd na diagondle s = t. Mame
E|Xs— Xi> = B(Xs — X4)(Xs — X3)

= EX;Xs — EX: X — EXi X + EXi Xy

= 7(37 8) - ’Y(Sa t) - 7(t7 S) + 7(t7 t)
Pri pevném t a pri s — t z naseho predpokladu vyplyva

V(s,s) = (Et), (s t) = (1), Ayt s) =yt 1),
takze
E|X,—Xi|* =0 pro s —t,
tj. konverguje podle kvadratického stredu.
O

5.2. Derivace ndhodného procesu. Derivaci ndhodného procesu budeme definovat obdobné, jako se
definuje derivace funkce.

DEFINICE 5.4. Rekneme, Ze ndhodny proces {X;,t € T} ma v bodé derivaci Xéo , jestlize plati

Lim, Stoth — Xt

A
im, W = Xy, pro to+hel.

M&-1li ndhodny proces {X;,t € T'} derivaci ve vSech bodech ¢ € T', ¥ikdme stru¢né, ze ma derivaci.
Véty, které davaji nutnou a postacujici podminku pro existenci derivace ndhodného procesu, lze najit v knize
Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad. Praha. SNTL 1976

6. Spektralni rozklad autokovarianc¢nich funkci stacionarnich procesi

6.1. Herglotzova a Bochnerova véta. V celém odstavci budeme predpoklddat, ze ndhodny proces
{Xi,t € T} je staciondrni, centrovany a druhého fadu (tj. s koneénymi druhymi momenty).

Vyznamnou vlastnosti stacionarnich nadhodnych procest je vlastnost, ze jeho autokovaria¢ni funkci lze
vyjadrit jako (nespocetny) soucet harmonickych funkei s ruznymi frekvencemi a amplitudami.

VETA 6.1 (Herglotzova véta). Je-li {X;,t € Z} staciondrni posloupnost, pak se jeji autokovariancni funkce
~(t) da vyjadrit ve tvaru

1) = [ enare,
—r
kde F () je neklesajici, zprava spojitd funkce takovd, Ze
F(—m)=0 a F(m) =~(0).
Pritom F(X\) je jeding.
DUKAZ. Lze najit napiiklad v Forbelskd (2009). O

VETA 6.2 (Bochnerova véta). Je-li {X;,t € R} staciondrni proces spojity podle stredu, pak se jeho autoko-
variancni funkce y(t) da vyjddrit ve tvaru

S8 .
1) = [ ePar),
—00
kde F () je takovd neklesajict, zprava spojitd funkce, Ze
F(—o00) =0 a F(o00) = ~(0).
Pritom F(X) je jedind.
DUKAz. Lze najit naptiklad v Forbelskd (2009). O
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Vzorci i .
) = [ ePaFre) v A= [ ePar(y

se fiké spektralni rozklad kovarianéni funkce. Funkce F()\) se nazyva spektralni distribuéni funkce.
Je-li F(\) absolutné spojita, pak existuje takova funkce f()\), ze pro ndhodné stacionarni posloupnosti,
resp. pro stacionarni ndhodné procesy plati

A A
FOV = /_ f@)de resp. F(V) = /_ f@yda. 3)

Jelikoz F'(X) je neklesajici, je f(A) skoro vSude nezédpornd. Je-li tfeba, pozménime ji na mnoziné miry nula tak,
aby byla vsude nezaporné. Tim se integral (3) nezméni. Funkce f()) se nazyva spektralni hustota. Existuje-li
spektralni hustota, pak muzeme psat

(t) = / FAFO)AA  resp.  A(t) = / A F(A)dA. (4)
—Tr —00

Vsimnéme si jesté, zda a jak se d4 na zdkladé néjaké jednoduché vlastnosti kovarianéni funkce v(t) poznat, zda

vibec spektralni hustota existuje.

VETA 6.3. K existenci spektrdlni hustoty staciondrni ndhodné posloupnosti staci, aby pro jeji kovariancni
funkci platilo

> hl <o

K existenci spektrdalni hustoty spojitého staciondrni ndhodného procesu staci, aby pro jeji kovariancni funkci
platilo

/Oo In(6)]dt < .

— 0o
DUKAzZ. Lze najit naptiklad v publikaci autortt Gichman a Skorochod (1971, viz [13]). O
V nasledujicich dvou vétach je zodpovézena otazka, jak vypocitat spektralni hustotu z kovarianéni funkce.

VETA 6.4. Ezistuje-li spektrdlni hustota f(\) staciondrni posloupnosti a md-li variaci konecnou na (—m, ),
pak plati

1 o0

) =55

ve v§ech bodech spojitosti funkce f(\), coZ je skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mire.

e "y (t) (5)

DUKAZ. Ze vzorce (4) na strané 23 vidime, Ze az na normujici konstantu % jsou y(t) Fourierovy koeficienty
funkce f(\) vzhledem k ortogonalnimu systému funkei {e~%*}. Zbytek tvrzeni plyne z faktu, ze funkce s konec-

b n

nou variaci ma nejvyse spocetné bodi nespojitosti (variace je difinovéna takto \/(f) = sup > |f(zx) — f(zk-1)|,
a Dy k=1

kde D, ={a =29 <21 < --- <z, = b} je déleni intervalu (a,b).) O

VETA 6.5. Existuje-li spektrdlni hustota f(\) spojitého staciondrniho procesu a je-li autokovariancni funkce
absolutné integrovatelnd, tj.
o
| kit < .
—00
pak

O =5 [ e d. ©)

DUKAZ. Ze vzorce (4) na strané 23 vidime, ze az na normujici konstantu % je mezi y(t) a f(A) stejny vztah
jako mezi charakteristickou funkci a hustotou rozdéleni. Proto 1ze primo prevzit vzorec pro vypocet hustoty
z charakteristické funkce. O

VETA 6.6. Spektrdlni hustota f(\) redlného spojitého staciondrniho procesu nebo redlné staciondrni posloup-
nosti je sudd funkce v tom smyslu, zZe pro ni plati

fA) =F(=A) (7)

skoro vsude vzhledem k Lebesgueove mire.
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DUKAZ. Necht {X;,t € T} je spojity stacionarni proces. Jelikoz je redlny, plati pro kazdé t € T, ze
~(t) = y(—t). Proto vzhledem k (4)
V() = [2 e FNAN = [25, e F(N)dA = y(—t).
Substituci se snadno zjisti, Ze pravd strana je rovna [0 e f(=N\)d\ takze

/_O:O e F(N)dA = /_O; A F(=A)dA. (8)

Je-li f(A) = 0 skoro vsude, je tvrzeni véty ziejmé. Predpoklddejme tedy, ze
2o f(N)dx=C > 0.

Bez djmy na obecnosti mizeme polozit C' = 1 (jinak sta¢i misto f(\) uvazovat %) Pak vzorec (8)
ukazuje, ze charakteristické funkce prislusejici hustotam f(\) a f(—\) jsou totozné. Vzhledem k vzajemné
jednozna¢nému vztahu mezi rozdélenim pravdépodobnosti a charakteristickou funkci odtud vyplyva tvrzeni
vety.

Pro stacionarni posloupnosti je dikaz obdobny. O

7. Odhady strednich hodnot a autokovarianci

Stochasticky proces je matematickym modelem redlného déje ndhodného charakteru, ktery probihd nepte-
trzité v case. Mizeme jej vSak pozorovat jen v kone¢nych casovych intervalech a na zakladé téchto pozorovani
ur¢it odhady hodnot charakteristik tohoto procesu - stredni hodnoty, rozptylu, autokovariancni funkce, atd.

Jestlize mame k dispozici dostatetny pocet pozorovani realizaci ndhodného procesu, mtizeme

(1) Priblizné urcit charakteristiky kazdé realizace ndhodného procesu.
(2) Priblizné celkové charakteristiky lze ziskat zprimérovanim predchozich.

Tato metoda zpracovani je vsak pomérné slozitd a vznika otazka, ¢i by nebylo mozné pro stacionarni nahodny
proces zaménit tento slozity pristup za mnohem jednodussi, ktery se zaklada na predpokladu, ze stiedni hod-
nota nezavisi na case a korela¢ni funkce na zaciatku vypoctu. Kromé toho vznika otazka, zda pri zpracovani
pozorovani stacionarniho nadhodného procesu je treba disponovat nékolika jejich realizacemi. Protoze ndhodny
proces je stacionarni a homogenni v case, je prirozené predpokladat, Ze jedna jedind realizace s dostatecnou
délkou je postacujicim materidlem na ziskani charakteristik ndhodného procesu. Pii podrobnéjsim zkoumani
této otazky se ukazalo, ze existuje takovato moznost, ale ne pro vsechny staciondrni nadhodné procesy.

Tedy jestlize jedina realizace ndhodného procesu pozorovana v dostatecné dlouhém case mize byt pova-
zovand za urcitého reprezentanta vsech moznych realizaci, rikame, Ze takovéto stacionarni stochastické procesy
maji ergodickou vlastnost.

Jestlize urcéity ndhodny proces nema tuto vlastnost ergodicnosti, i kdyz je stacionarni, potom jeho rtizné
realizace, které se vyskytuji s ur¢itymi pravdépodobnostmi, maji rizny charakter pribéhti. V tomto duchu, jako
by $lo o realizace riznych jednodussich stacionarnich procest, které maji svoje individualni charakteristiky.

V nékterych piipadech na neergodi¢nost stacionarniho procesu mize piisobit uz jen vyskyt jediného na-
hodného séitance (tj. ndhodné proménné nezavislé na case).

PozNAMKA 7.1. Necht
{(Y(t)= X(t) + Z,t € R}
je ndhodny proces, kde {X(t),t € R} je ergodicky staciondrni proces definovany na pravdépodobnostnim

prostoru (€2, .4, P) a Z ndhodna veli¢ina definovana na témze pravdépodobnostnim prostoru se stfedni hodnotou

Wz, rozptylem a% a pro niz pro kazdé t € R plati

C(X(t),Z)=0.
Potom
py (1) = px + pz

W (t)=CY(s),Y(s+1) =C(X(s)+ Z,X(s+t)+ Z) =
=C(X(8),X(s+1)+C(X(s+1),2)+C(Z,X(s+1)+C(Z,Z)
vx (t) =0 =0 o2

= yx(t) + 0%




RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 25

Tedy nahodny proces {Y(t),t € R} je staciondrni proces, ale nemuzeme ho povazovat za ergodicky, nebot se
dé ocekavat, ze kazda jeho realizace se bude charakterem svého pribéhu lisit od jinych - v zavislosti od toho
jakou hodnotu pri dané realizaci nabyla ndhodné veli¢ina Z.

Autokovarian¢ni funkce stacionarniho procesu Y (¢),¢ € R se od autokovarian¢ni funkce stacionarniho ergo-
dického procesu {X(t),t € R} ligf o kladnou slozku 0%. TakZe pro t — oo se hodnoty vy (t) nezmensuj{ k nule,
ale od uréitého ¢asu t,, zistévaji konstantni (= 0%).

Nyni budeme definovat ergodi¢nost stacionarnich procest presnéji matematicky v souvislosti s konstrukei
odhadti nékterych charakteristik stacionarnich procest.

7.1. Odhady stfedni hodnoty. Necht {Y (¢),t € R} je stochasticky proces 2. fddu, ktery pozorujeme
v ¢asovém intervalu (0,7"). Necht jeho konstantni stfedni hodnota p je nezndma a je tieba ji odhadnout.

DEFINICE 7.2. Odhad stfedni hodnoty fi stacionarniho ndhodného procesu {Y(¢),t € (0,7)} pomoci me-
tody nejmensich ¢tverca (LS — Least Squares) je definovan vztahem:

T
Qi = arg mm/ (Y (t) — p)* dt.
reR Jo

PozNAMKA 7.3. Stale budeme predpokladat, Ze integrily vystupujici v jednotlivych vztazich existuji a daji
se v nich zaménit poradi integrovani a stfedni hodnoty.

Snadno 1ze odvodit, ze odhad stfedni hodnoty pomoci LS-metody je roven

1 T
= fipg = T/ Y (t)dt (9)
0

nebot

Ozd/OT<Y(t)2—2,uY(t)+ _—2/ dt+2u/ dt

dp
=T

T
_ 2Tu—2/ Y(¢) dt
0

VETA 7.4. Odhad stredni hodnoty pomoci metody nejmensich ctverci je nestranny a jeho stredni kvad-
ratickd chyba je rovna

MSE(j T/ (1-) vy (u) du. (10)

DUkAZ. Nestrannost:

A:EG/jY(t)dt) /EY ) dt = j= /dt

=p(stac.)

Stredni kvadraticka chyba v piipadé nestranného odhadu je rozptylem tohoto odhadu

MSE(p) = E (3 — w)?| = E (2 - Ep)?| = D(),
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Pocitejme

2
;/{)TY(t) dt—u] }
)

T T
| [ 0@ -ne - ds dt}

MSE(p) = E (3 — p)?| = E {
1

:E{ T/OT(Y(t)—u)dt

1
|

= [ [ B0 w0 - ) as

Yy (t—s)(stac.)

1 T T
:ﬁ/0 /O vy (t — s) ds dt

u=t—s

0 JO

Uvazujme transformaci

v=t

s Jakobidnem |J| = 1. Protoze s,t € (0,7, pak plati

T < U < T

0 < wv=t < T
a tudiz

u<v=s4+u<T+u,
tedy

max{0,u} < v < min{7T,T + u}.

Tak dostaneme

1 min{7T,T+u}
MSE((j) = ﬁ/—T / vy (u) dv | du
max{0,u}

= % [/_OT (’yy(u) /OT+udv> du + /OT (’yy(u) /quv> du]

L [/()T'yy(u)(T—Fu) du+/0T7y(u)(T—u) du]

.
T T
=7 [ T = ful) du= 25 [T~y (w) du

-2 OT <1 - T> vy (u) du = D()) = D H /OTY(t) dt] .

Pro dalsi studium ergodickych procesu je vhodné vyslovit nasledujici definici:

DEFINICE 7.5. Rekneme, 7e stacionarni proces {Y (t),t € R} je ergodicky ve stiedni hodnoté&, pokud
plati

lim D H /OTY(t) dt] 0. (11)

T—o0

VETA 7.6. Necht pro staciondrni proces {Y (t),t € R} s autokovariancni funkci vy (t) plati

I 1/T<1 “>| (u)| du = 0
By (1) hr@la=o

Potom je ndhodny proces {Y (t),t € R} ergodicky ve stredni hodnoté.
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DUKAz. Tvrzeni véty plyne ze vztahi (10), (11) a nerovnosti
T
u
(1= 7) i < I (1= ) byl du.
0
0
O

DUSLEDEK 7.7. Necht 1tlirn vy (t) = 0. Pak staciondrni proces s autokovariancni funkci vy (t) je ergodicky
—00

ve stredni hodnoté.
DUKAZ. Jestlize
lim 7y (£) = 0,

t—o00

pak také
Jim [yy (£)] = 0.
Pak pro libovolné malé ¢ > 0 existuji dostatecné velka T, Ty € R (Ty < T) takovd, Ze pro kazdé t > Ty, plati

[y ()] <e.
Pak

I Dl/TY(t)dt—l' 2 T<1—“> (u) d
50 T Jo T 5T Jo T) e

2 TO T
= Jim 2 [y @) dut [y ()] d
S 0 N> To ~——
<7y (0) <€

. 10 70
< — - — =
< Thm 2 [ vy (0) + <1 ) 5} 0

ergodicita ve stfedni hodnoté.

Poznamenejme, ze jestlize plati

pak také pro autokorela¢ni funkci plati

coz znamena, ze sila linearnich vazeb mezi jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami, které tvori dany stacionarni
proces {Y(t),t € R}, jakmile se tyto od sebe neustédle vzdaluji, postupné sldbne, tj. jejich korelacni koeficient
— 0.

7.1.1. DISKRETNI NAHODNE PROCESY. Pii pozorovéani stacionarnich procesit {Y (t),t € R} druhého
fadu se spojitym ¢asem nejcastéji pozorujeme jen urcitou jejich konec¢nou diskrétni ¢ast, tj. pro n € N v dis-
krétnich ¢asovych okamzicich ¢1,...,t, € R pozorujeme jen ndhodny vektor

Y = (Y;p"wy;fn), = (Yla"'ayn)/>
ktery nazyvame diskrétnim pozorovanim nidhodného procesu {Y (t),t € R} (anebo diskretizaci ndhodného
procesu {Y (t),t € R} se spojitym casem), kde jsme polozili
ti=i4,i=1,...,n.

Pak 1ze snadno ukazat, ze obdobnym diskrétnim ekvivalentem odhadu stfedni hodnoty je odhad

Z Yt-% :%ZYt, kde At=1
i t=1

t; +At/2
Nf —At/2 Y()d
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7.2. Odhady autokovarianc¢ni a autokorela¢ni funkce. Odhad autokovarian¢ni funkce lze analogicky
jako v pripadé stredni hodnoty nalézt ve tvaru

) =g [ 00 - e+ ) - )

T—1

Podobné jak jsme vyse definovali ergodi¢nost ve stiedni hodnoté pro staciondrni proces {Y (t),t € R}, muzeme
definovat i jeho ergodic¢nost v rozptylu, pokud plati

T—o0

1 T

lim D [/ (Y (t) —M)thl —0
T Jo

a jeho ergodi¢nost v autokovarianéni funkci, jestlize plati

T—1
lim D [; /0 (Y (7 + ) — ) (Y (£) — o) dt

T—o00

=0.

Snadno lze ukazat, ze obdobnymi diskrétnimi ekvivalenty jsou nasledujici odhady:
Odhad autokovariané¢ni funkce:
n—k

1 _ _
cp = (Y =Y) (Y - Y)
n—k Pt
prok=0,1,...,n—1.
Odhad autokorelaéni funkce ACF":

Ck
rpy = —

co

prok=0,1,...,n—1.
Aby tyto odhady mély prakticky vyznam, pozaduje se obvykle

n > 50
a
k<%,
nebot odhady
n—1 n—1
{Ck}kzo resp. {rk}k:O

nejsou linedrné nezavislé a s rostoucim k roste i jejich rozptyl.

8. Odhady spektralni hustoty

8.1. Uvod. Pojem spektra se vyskytuje nejen v teorii ndhodnych procest, ale také v matematice, fyzice a
technice. Jestlize néjaky proces vinéni je souc¢tem harmonickych vinéni (tzv. harmonik), tak spektrum procesu
vlnéni se nazyva funkce, kterd popisuje rozdéleni amplitud podle jednotlivych frekvenci. Spektrum ukazuje,
kterda vlnéni prevladaji v daném procesu a jaka je jeho vnitini struktura. Spektrum v pripadé stacionarniho
nahodného procesu dava rozdéleni rozptylt nahodnych amplitud podle riznych frekvenci vinéni.

A% celém tomto odstavci proto budeme predpokladat, ze nahodny proces
{Yi,t € T} je stacionarni, centrovany a druhého radu (tj. s koneénymi druhymi momenty).

8.2. Periodogram. V dalsim budeme predpokladat, ze {Y;,t € Z} je centrovand staciondrni ndhodna
posloupnost.

DEFINICE 8.1. Necht Y7i,...,Y, jsou pozorovani ndhodné posloupnosti {Y;,¢ € Z}. Pak periodogram
definujeme vztahem

2
I, (w)

n
Z Y;efitw
t=1

=51 w € (—m,m).



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 29

LEMMA 8.2. Polozme

2 O 2 &
Ap(w) = \/;Zthostw B, (w) = \/;ZYtsintw,
t=1

t=1

pak plati
1
L) = - [42w) + BY(w)] -
DUKAZ.

_ —il _ ; : _
I, (w) = - z_:Yte Hel = - Zthostw—zZYtsmtw =

t=1 t=1 t=1

=5 (;thostw> + (;Ytsmtw> = {An(w) + Bn(w)} .

PozNAMKA 8.3. Nékter{ autori definuji periodogram ponékud jinak:
2

2 | & .
Lw) =~ Y Yie ™| = [ Aw) + Biw)| = dnly(w).
t=1
LEMMA 8.4. Pokud oznacime pro k =0,1,...,n—1
1 n—k
Cy = Y:Y;
k=T ;::1 X1tk
1 n—k

Ci=— > ViViu

t=1

pak plati
1 n—1 1 n—1
_ _k _ * *
I,(w) = 5 C’o—|—2kzl<1 n) C’kcoskwl =5 Co—i—ZkZlecoskw] .
DUKAZ.
I,(w) = o (ZECOSL‘LU) + (ZYtSintw>
™mo\i=1 =1
1 n n n n
= — [(Z Y; cos tw) <Z Y, cos sw) + (Z Y, sin tw) <Z Y, sin sw)]
2mn | \{ s—1 =1 s=1
1 n n
=— Z Z Y3 Y5 (cos tw cos sw + sin tw sin sw)
2mn =
1 n n
=5 ZZY}Yscosw(s —t)

Zavedeme-li dale substituci k =s—t,pak —-n+1<k<n-1a

tyké se kladnych k

1 < t < n ——
1 < s=t+k < n = max(1l,1—k) <t <min(n,n—k).
1=k < ¢ = n—k tyka se zapornych k
a pak plati
1 n—1 min(n,n—k)
I (w) = - Z cos kw Z YiYiik.

(L — t=max(1,1—k)
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Nyni vezméme zvlast pripady, kdy k = 0 a ostatni, pricemz vyuzijme faktu, ze funkce cos je sudou funkci.
Dostaneme proto

In(w) 11iy2+1 i 2= M o oy — anYY
n\W) = 7-— t T35 COS Rw tYi+k
2m n = 2 n— [kl 57,
Co C_=Ck
1 n—1 n—k 1 n—k
_|_7Z coskwizYthk:
27 = n—=k P
Ch
=5 Z ( —)Ckcoskw—2 C'o—i—ZZ(l—)Ckcoskw
T k==(n-1) " T k=1 "
In(w) 11§:Y2+1 i kliyy
nw)=—— -+ cos kw — Yk
2m n 2m, i L’
Co Cr,.=Cy
1 n—1 1 n—k 1 n—1
—i-choskw— ZYtY}Jrk = — (Cg+2ZCZcoskw> .
2m 3 i 2m k=1

Cr

0

PozNAMKA 8.5. K numerickému vypoétu hodnot periodogramu se Casto pouzivaji pravé predchozi
vzorce.

P0OzZNAMKA 8.6. Pro teoretické téely byva vyhodnéjsi tato varianta

1 n—1 1 n—1
I, (w) = o Z (1 — %) Cy coskw = o Z C} cos kw.
k=—(n—1) k=—(n—1)

Pro ndhodnou posloupnost {Y;,t € T C Z} plati
1 oo
flw) = %t:z_:oofy(t) cos tw.

Veli¢iny (1 - %) Cy, (resp. C}) mizeme povazovat za jakysi odhad (k) a periodogram se tudiz d4 povazovat
za empiricky odhad spektralni hustoty.

Vlastnosti tohoto odhadu udéava nésledujici véta.

VETA 8.7. Jestlize {Y;,t € T C Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost s nulovou stredni hodnotou a
se spojitou spektrdlni hustotou f(w), pak md periodogram I,,(w) ndsledujici vlastnosti:

Jim El,(w) = f(w) wE (—m,m).

fQ(W) UJ#O,WG (—71',7'('),

lim DI, (w) = {ng(w) w=0,=%m.

n—o0

DUKAzZ. viz Forbelskd(2009). O

7 predchozi véty vyplyva

(1) Periodogram I, (w) je asymptoticky nestrannym odhadem spektralni hustoty.
(2) Periodogram I,,(w) neni konzistentnim odhadem spektralni hustoty, nebot jeho rozptyl nekonverguje
k nule, vzrusta-li neomezené délka posloupnosti n.
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8.3. Neparametrické odhady spektralni hustoty (Window Spectral Estimation). Neparamet-
rické odhady spektrélni hustoty centrované stacionarni ndhodné posloupnosti {Y;,t € Z} jsou zalozeny
na zlepseni vlastnosti periodogramu.

Periodogram je empirickym odhadem spektralni hustoty, ktery je asymptoticky nestranny, avsak nekonzis-
tentni. Pripomenme, ze plati (viz lemma 8.4)

2
In(w) = =

— 2mn

n
Z Y'tefitw
t=1

n—1
= % [Ca‘ +2 ki_:l CY cos kw} .
Vyuzijme déle vztahu
n—k
Cr=Cr, kde Cr=13% VY. pro k=0,£1,+2,...,+(n—1)
t=1
a
cos kw = % (eik“’ + e*"k“’) .
Upravujme postupné

n—1 . n—1 .
Lw) =L {cg + T Gt 3 c;;e—sz}

—1 . n—1 .
= % [Ca‘ + > Cre Y4 C;;e_mw]
s=—(n—1) k=1
1 n—1 "
= 9q Z C;;C_Z w,
k=—(n—1)

Periodogram (jakozto odhad spektralni hustoty) je zalozen na vSech moznych odhadech autokovariacni

funkce v bodech k=0,+1,42,...,+(n—1), tj.

Cy=2(VE+-+72)

n ¢lenu

Cr=Cr=iWYa+ 4+ Y, 1Y, +V3Y,)

n—1 ¢lent

C:L_g = Ci(n,3) = % (Y1Yn72 + YoV, 1+ Y:L%Yn)

3 cleny

C:L_Q = Ci(n,Q) = % (}/lYn—l + }/ZYn)
2 Cleny
* * 1
Ch1= Cf(nfl) =, hY,

1 ¢len
a tedy je zalozen i na velmi malo kvalitnich odhadech. K urc¢itému zlepseni jisté dojde, pokud budeme pouzivat

jen m < n nejkvalitnéjsich odhadt. Mluvime pak o prostém useknutém periodogramu
A~ m m .
falw) =4 % Cieoshw=k 5 Cpe ™,
k=—m k=—m
coz lze také zapsat takto

N n—1 n—1 .
fa)=5% ¥ wk)Cicoskw =5 > wk)Cle e,
k=—(n—1) k=—(n-1)

kde
1 |kl <m

w(k):{ 0 |kl >m

Ozna¢me Fourierovu transformaci funkce w(k)

Ww) =5 > wk)e ==L 3 e7ikw

k=—o0 k=—m

a fadu preindexujeme tak, aby indexy sly od 1 do 2m + 1, tj. polozme s=k+m+1, pak k=s—m—1a
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1 2m+1 . )
(a) prow #2kmje W(w)=5- > p—ils—m—1)w
s=1
2m+1
iei(m“‘l)"-’ (S e—isw
2T
s=1
1 imw 1—e ' Cmihe
- 271'€ 1—672.“’

2m+1 ( 2m+1 2m+1 >
—1 2 w 1 UJ_ —1 2 w
e e e

2

|
o
N[

isin(m—‘r%)w - D (w)
=LUm )

2w 1
sin 5w

kde D,,(w) je tzv. Dirichletovo jadro,
(b) prow = 2k7mje W(w)=2m+ 1.
Vzhledem k tomu, ze lze psét
n—1 .
Liw)=9; X Cle ™,
k=—(n—1)
vidime, Ze I,,(w) je Fourierovou transformaci Cj, takze naopak lze pomoci inverzni Fourierovy transformace
psat

Cr = [ I,(0)e*0d 6.

Pocitejme postupné

~ n—1 .
fr(w) = % > w(k)C,je"k“’
k=—(n—1)
n—1 s . .
=4+ w(k) [ I,(0)e™*0d ge ik
k=—(n—1) —T

W(w—0)
= [ I,(O)W(w—0)d 6.
Jde o tzv. vyhlazeny periodogram (smoothed periodogram).

Funkce W (w) se nazyva spektralni okénko (spectral window). Tato funkce mé do jisté miry aproximovat
Diracovu ¢ funkci a plati pro ni

}T W(w)dw = 1.

Takto pocitat odhad spektralni hustoty by vsak bylo (vzhledem k méalo hladkému prubéhu periodogramu)
nepohodlné, proto se obvykle odhad pocita podle vzorce

~ n—1 .
fa) =5 3 w(k)Cre i,
k=—(n—1)
pri¢emz inverzni Fourierova transformace
™ .
w(k) = [ W(0)e™dp, k=0,41,42,...+ (n—1)

se nazyva korela¢ni okénko (covariance lag window, nebo time-domaing window).
Typickymi korelacnimi okénky jsou tzv. useknuta okénka, pro kterd existuje takové prirozené ¢islo m (bod
useknuti, truncation point) tak, ze w(k)=0 pro |k|>m (m se obvykle voli v rozmezi od ¢ do ¥).

PRIKLADY KORELACNICH A SPEKTRALNICH OKENEK

Prosty useknuty odhad:
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1 0<|k|<m
w(k) =
0 |kl>m
1 sin(er%)w
W(w) = o 1.
Sin 20.)
Lag window w(k) Spectral window W(w)-Dirichlet kernel
1 1 1t
0.8 ] o8l
0.6 1 0.6}
0.4 1 0.4}
0.2 1 0.2t 1
0 0 //\ 417 | o A/nﬂ\xw
‘ ‘ — ‘

-6 -4 -2 0 2 4 6 0 2

OBRAZEK 22. Korelacni a spektralni okénko pro prosty useknuty odhad.
Bartletovo okénko:

() = (1= o<k <m
0 |k| > m

in2 Y
1 smm2

7w :Fm(w)

T 2mm gin! 5

W(w) je v tomto pripadé Fejérovym jadrem.

Lag window w(k) Spectral window W(w)—-Fejer kernel

0.8
1 L 4
/ \ 0.6
0.8} 1
0.6} ] 0.4}
0.4}
0.21
0.2
0 0
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 23. Bartletovo korelacni a spektralni okénko.

Parzenovo okénko:
1-6(E) 16 (1) |y <m
wik) =4 (1 1)’ m ok <m
0 |k| >m

_ 3 smmz - 2 ) w
W(LU) — Brms <1s' w) (1 3 sin 2)
2
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kde m je néjaké sudé cislo.

Lag window w(k) Spectral window W(w)

12
| /N [
0.8} | 8l
0.6} — 6}
0.4} | al
0.2} \\ ] 2t
0= , , , 0 , ,
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 24. Parzenovo korela¢ni a spektralni okénko.

Obecné Tukeovo okénko:
1—2a+2acos™ |k <m
w(k) =

m

0 |k| >m
W(w) = aDy, (w— ) + (1 — 2a) Dy (w) 4+ aDyy (w + I)

kde a € (0, 1).

Pokud a = i, pak se nazyva Tukey-Hanningovo okénko.
Lag window w(k) Spectral window W(w)
T T 0.8 T T
gl /T '
0.6}
0.8} 1
0.6} 1 0.4}
0.4}
0.2y
0.2y
0 ; . 0 ~~ =
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 25. Tukey-Hanningovo korela¢ni a spektralni okénko.
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Tukey-Hammingovo okénko:
0.54 4 0.46 cos ™= |k| < m
w(k) = "

0 |k| >m

W(w) = 0.23Dy, (w — Z) + 0.54Dy, (w) + 0.23D,,, (w + T)

Lag window w(k) Spectral window W(w)
1 0.8f
/T
0.8f 1 0.6f
0.6f
0.4}
0.4}
0.2f
0.2f
0 0 .,A\., ]
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 26. Tukey-Hammingovo korela¢ni a spektralni okénko.

Daniellovo okénko: Na zivér jesté wuvedeme jedno neuseknuté korelaéni okénko.
Méjme pro 6 € (0, 7) nasledujici spektralni okénko

1
W(w) = 55 |w| <6
0 |w|>9d

které je vlastné hustotou ndhodné velic¢iny s rovnomérné spojitym rozdélenim na intervalu (—d,d). Pro
k=41,£2,... £ (n — 1) pocitejme nejprve odpovidajici korelacni okénko:

T 0
. 1 .
w(k) = /W(w)elk‘”dw = %emdw
—T _s
. 5 .
_ L pikw 1, (eisz B efik‘s) _ sin ké
20 | ik | ko 2 ké -
sin kd
Pro k = 0 je zfejmé rovno jedné, celkové tedy
1 k=0
= in kd _ .
Wk e k=E1,%£2,00
Lag window w(k) Spectral window W(w)
‘ ‘ 0.25 w :
1 L
0.2t
0.8t
06 L 015 [
04r 01}
0.2
[ A S AN A m /T\ A A 0.05¢
ARV \U W AVER Y 2
-0.2¢ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ; ;
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 27. Daniellovo korelacni a spektralni okénko.






KAPITOLA 2

Predikce v ¢asovych radach

Budouci vyvoj sledované veli¢iny je mozné odhadovat rtiznymi predikénimi metodami. Vétsinou vychazeji
ze skuteCnosti, ze pokud zndme ¢asovy prubéh hodnot veli¢iny v minulosti (hodnotu v minulém kroku, ale
Castéji posloupnost historickych vzorku z fady minulych kroki), muzeme s vétsi ¢i mensi presnosti predvidat
jeji vyvoj v budoucnosti.

Abychom mohli matematicky predikci zavést, budeme potfebovat definovat Hilbertuv prostor. Je to tplny
normovany linearni prostor, v némz je norma definovana pomoci tzv. skaldrniho souc¢inu. Proto v ném muizeme
vyuzivat vSech poznatkt z metrickych prostori nebo normovanych linearnich prostort.

Skalarni souc¢in umoznuje zavést v prostoru se skaldrnim souc¢inem navic kolmost (ortogonalitu) prvki.

D. Hilbert (1862-1943) polozil zdklady studia této struktury. Vznik teorie abstraktniho Hilbertova prostoru
se vsak klade az do roku 1927 a je spojen se jménem J. von Neumann (1903-1957). Latka o Hilberové prostoru
patii do tzv. funkciondini analijzy.

1. Zakladni metrické a topologické pojmy
Pripomenme nasledujici pojmy a vlastnosti:

UNITARNI PROSTORY Komplexni linedrn{ prostor  se nazjvé unitarni, jestlize pro kazdé dva prvky
x a y z H existuje komplexni ¢islo (z,y), nazyvané skaldrni ¢i vnitfni soucin, tak Ze pro kazdé z,y,z € H
aac€Cplati: (a) (z,y)=(y,z) (d) (x,z)>0

b) (x+y,z)=(z,2)+ (y,2) () (z,z)=0 & x=0.
(c) (az,y) = o(z,y)
NORMA V unitarnim prostoru H definujeme normu vztahem
ol = /(. ).
CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST v unitarnim prostoru plati:
o) <zl llyll a Kool =l vl < == gy

ORTOGONALITA fekneme, ze x a y z unitarniho prostoru H jsou ortogonalni, pokud plati (z,y) =0
a zna¢ime zly.

ORTOGONALNI A ORTONORMALNI MNOZINY fekneme, ze mnozina M C H je ortogonalni,
jestlize pro kazdé ruzné prvky x,y € M plati x Ly. Jestlize navic pro Vo € M plati ||z|| = 1, pak mnozina

M se nazyva ortonormalni.

Poznamka: Je-li M ortogonalni mnozina, pak mnozina ﬂﬁ S ./\/l} je ortonormalni.

VLASTNOSTI NORMY méjme unitarni prostor % s normou definovanou vztahem ||z| = /(x,z). Pak
pro kazdé x,y € H a pro kazdé o € C plati
(@) o +yl? = [l + IlyI? + (z, 9) + (y, 2)

b) x4yl < |zl + |yl (tzv. trojihelnikovd nerovnost)

(c)  laz| = |af|z]
(d) [z =0
() [z]|=0<2=0
) Nze+yl?+llz—yl* = 2||lz]* + 2[|y|I? (tzv. rovnobéznikovd rovnost)

KONVERGENCE PODLE NORMY fekneme Ze posloupnost prvku {z,} z unitdrniho prostoru 4 kon-
verguje podle normy k z € H, jestlize ||z, —z| -0 pro n— .

SPOJITOST SKALARNIHO SOUCINU jestlize {z,,} a {y,} jsou prvky z unitérniho prostoru A takové,
ze ||zn, —z|| = 0 a ||y, — y|| = 0 pro n — oo, pak plati
(&) [[zn]l — =
(b) {ns ) — (&,5) pro n = oo.

CAUCHYOVSKA POSLOUPNOST fekneme, Ze posloupnost prvki {zn} z unitarniho prostoru H je
cauchyovska, pokud ||z, — x| =0 pro n,m — oc.

37
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HILBERTOVY PROSTORY Hilberttv prostor je iplny unitarni prostor, tj. takovy, ve kterém kazda
cauchyovskd posloupnost {z,} konverguje podle normy k néjakému prvku =z € H, tj.
|len —zm|]| ——0 = FreH: |z, —z] ——0.

n,m—00 n—00

UZAVRENY PODPROSTOR ickneme, ze linedrni podprostor M Hilbertova prostoru H je uzavienym
podprostorem #H, jestlize M obsahuje vSechny limitni body, tj. jestlize plati, ze ||z, — x| — 0, pak z € M.
ORTOGONALNI KOMPLEMENT ortogonalni komplement mnoziny M je mnozina ML viech prvki
H, které jsou ortogondlni ke kazdému prvku z M. Tedy ortogonalni komplement je tvaru
Mt ={yeH:(z,y) =0, tj. zly, € M}.
PROJEKCNI VETA jestlize M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru a x € H, pak
(a) existuje jediny prvek & € M takovy, ze |z —Z| = ylen/f/l |z —yl|

(b) #eM a Jz—ill= inf o -yl & e Ma(e—a)eMb
Yy

Prvek Z se nazyva ortogondlni projekci prvku x z H do M a znac¢ime & = Pp(x) a zobrazeni Py : H — M
se nazyva projekci H do M.
VLASTNOSTI PROJEKCE necht H je Hilbertuv prostor a Py je projekci H do M. Pak pro kazdé
x,y,xn € H a pro kazdé «, 8 € C plati
(a) Kazdy prvek x € H mé jedinou reprezentaci jako soucet prvku z M a prvku z ML, tj.
x = Ppm(z) + (I — Pm)(x), kde I znaci identické zobrazeni
(b) Pum(awx + By) = aPpm(z) + BPm(y)
(©) [zl = [1Psm(@)]I? + 11 = Paa) ()]
(@) ln—all —=0 =  Pu(w,) —— Paa)
e) t € M& Py(r)=2x
f) 2 € Mt & Py(z)=0
(g) jestlize My a M3 jsou dva podprostory H takové, ze My C My, pak P, (Pm,(2)) = P, ().
UZAVER. necht M je podprostor Hilbertova prostoru #. Uzavérem M (také budeme znadit sp(M), ang-
licky ,,closed span®) mnoziny M nazveme nejmensi uzavienou mnozinu obsahujici M.
Poznamka: Plati M=3p(M)={z€H: ||z, —z| —— 0,2 € L(M)}, kde L(M) je mnozina vSech linedrnich
kombinaci prvki mnoziny M, tzv. linearni obal mnoziny M.
PROJEKCE NA KONECNE ORTONORMALNI MNOZINE jestlize {ei,...,e,} je ortonormalni
podmnozina Hilbertova prostoru H a M = sp{ey,...,e,}, pak pro kazdé = € ‘H plati
(a) P () = Yy (, e
(b) [|[Pm(z)]1* = Y25y [(2, e)
(c) ||z — i:1<x, eiei]]? <z — 20 ageq|? pro Vaq,...,a, € C
(d
(e

) ||m— Pozeel? =z - X qeil]? & = (z,e))proi=1,...,n
) S W e)|? < || (tzv. Besselova nerovnost)
Poznamka koeficienty «o; = (z, €;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty vzhledem k mnoziné {ei,...,e,}.

SEPARABILITA Hilbertuv prostor H nazveme separabilnim, pravé kdyz H = sp{e;,t € T}, kde T je
spocetnd indexovd mnozina.
ORTONORMALNI REPREZENTACE V SEPARABILNIM HILBERTOVE PROSTORU.

Necht H = sp{ei,ea,...} je separabilni Hilberttv prostor, kde {e;}?2; je ortonormdlni mnozina. Pak
pro kazdé x,y € H plati
(a) Mnozina vSech kone¢nych linedrnich kombinaci {ey,...,e,} je husta, tj. proVr € HaVe >03dn € Na
aiq, ..., op € C takova, ze plati ||z — D5 ase;]] < e.
(b) o= 52, (,e)e; pro Vo € Hy . 2 — Yy (@, eei]| —— 0

)
(©) llzl? = 21 [z, &) |? (tzv. Parsevalova identita)
|

> = Z,?i1<$,€i><€i,y>
() x=0 < (z,6;)=0 i=1,2,...



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 39

2. Hilberttv prostor nahodnych veli¢in druhého radu

Zavedme nasledujici prostory nahodnych velicCin:

o Oznaéme L?(, A, P), resp. LZ(2, A, P) mnozinu vsech realnych, resp. komplexnich ndhodnych veli¢in
definovanych nad tymz pravdépodobnostnim prostorem (€2, .4, P), které maji koneéné druhé momenty, tj.
plati EX? < oo, resp. E|X|? < oo.

Do tohoto prostoru zahrnujeme také vSechny konstanty z R, resp. z C, které povazujeme za nidhodné
veli¢iny s nulovym rozptylem.
V tomto prostoru vytvorime t¥idy ekvivalentnich nahodnych velicin takto: fekneme, ze dvé né-

hodné veli¢iny jsou ekvivalentni, pokud se lisi jen na mnoziné miry nula. Ziejmé X a Y jsou ekvivalentni
praveé tehdy, plati-li

E|X -Y]*=0.

V takto definovaném prostoru tiid ekvivalentnich nédhodnych veli¢in definujeme pro kazdé X,Y €
L%(Q, A, P), resp. X,Y € LZ4(Q, A, P), skalarni souéin piedpisem

(X,Y)=E(XY) resp. (X,Y)=FE(XY)

a odpovidajici normu

1X [ =/(X, X) = VEXZ, resp. | X]|=/(X, X)=\/E(XX)= /EIX]

Prechod ke tifidam je nutny proto, abychom zarucili platnost pozadavku

(x,xz) =0 < x=0.
VETA 2.1. Prostory L*(Q,A,P) a L%(Q,A,P) jsou Hilbertovy prostory.

DUKAZ. Lze najit napiiklad v publikaci autorii Brockwell a Davis, 1991, [5]. O

Jiz drive jsme definovali pojem spojitosti podle stiredu v bodé ty € T takto
E|X; — X,> =0 pro t—to.

coz jsme znacili

Xt() = Lim. Xt

t—to

(zkratka z anglického limit in the mean) a je-li proces {Xy,t € T'} spojity v kazdém bodé mnoziny T, fikali
jsme strucéné, ze je spojity.
Tutéz spojitost mizeme definovat i pomoci vySe uvedené normy takto

1X: — X |I> = E| Xt — X3, =0 pro  t—tg

a pro kazdy uzavieny podprostor M C LZ(Q, A, P) diky projekéni vété miizeme definovat nejlepsi stfedni
kvadratickou predikei prvku Y € LZ(€2, A, P) pomoci M.

DEFINICE 2.2. Jestlize M je uzavieny podprostor H, kde H = L?(Q, A, P), resp. H = LA(Q, A, P), pak
nejlepsi stiedni kvadraticka predikce Y € H v M je prvek Y € M takovy, ze

A

Y —Y|?= inf ||[Y —Z|?= inf ElY — Z]* tj. Y = Py(Y).
[ | ZlgMH l Zlng | j Mm(Y)

Nyni se vratime k teoretickych zakladim regresni analyzy. Hlavni tilohou regresni analyzy je provést
predikci néjaké zavisle proménné ndhodné veli¢iny Y na zdkladé informace, kterou poskytuji méreni néjakych
jinych ndhodnych veli¢in, feknéme X1, ..., X,,.

Predikce spoéiva v nalezeni néjaké funkce g(Xi,...,X,), kterd vhodné aproximuje (predikuje) ndhodnou
veli¢inu Y.

Kvalitu predikce posoudime pomoci st¥edni kvadratické chyby predikce E[Y — g(Xi,...,X,)]%. Za
optimalni budeme povazovat takovou volbu predikéni funkce g, kterd uvedenou stredni kvadratickou chybu
minimalizuje.

Ptipomenme nejprve tvrzeni:
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VETA 2.3. NechtY, X1,..., X, jsou ndhodné velic¢iny. Oznacme X = (X1, ..., X,)" a necht plati EY? < co.
Pak pro kaZdou meritelnou funkci
g:RF 5 R
plati
BE(Y - ¢(X))* > ElY - B(Y[X)]?
a rovnost v uwvedené nerovnosti nastavd prave kdyz
P(9(X) = E(Y|X)) = 1.
DUKAZ. Musime uvazit dva pripady.
(a) Piedpoklddejme nejprve, ze F(g(X)) = co. Pak totiz, pokud dokdzeme 7ze E(Y — g(X))? = oo, potom
tvrzeni véty je zrejmé.
Potiebné tvrzeni dokdzeme sporem. Jestlize plati, ze E(Y —g(X))? < oo, pak vzhledem k pozadavku EY? <
oo by musela byt stfedni hodnota kvadratu linedrni kombinace [V — g(X)] — Y = ¢g(X) dvou ndhodnych
veli¢in Y — ¢g(X) a Y (s koneénymi druhymi momenty) také konec¢nd, coz je ve sporu s predpokladem,
E(g(X)) = oo (nebot jestlize E(g(X)) = oo, tim spise F(g(X))? = o).
(b) Nyni budeme predpokladat, ze E(g(X)) < co. Potom po jednoduchych tpravich dostaneme
E(Y—-9(X))* = E{[Y-E(Y|X)] - [¢9(X)-E(Y|X)]}?
= BY-E(Y|X))” = 2E[Y-E(Y [X)][¢(X)-E(Y |X)] + E[¢g(X)-E(Y |X)]”
V dalsich vyuzijeme vlastnosti podminénych stfednich hodnot, a to
E[E(ZIX)=EZ a  EHX)G(X,Y)|X] = HX)E(G(X,Y)|X)).

EY-EY[X)]lg(X)-EY[X)] = E{E|[Y-EY[X))(g(X)-EY[X)) X

=7 =Z

= B [9(X)-EY[X)] E[Y-E(Y[X)[X]

=H(X)

= B [g(X)-E(YX)] [B(Y|X) - BV]X)] p =0

=0

Protoze prosttedni ¢len je nulovy a E[g(X)—E(Y|X)]? > 0, ditkaz nerovnosti je jasny.
Rovnost ve zkoumané nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz
Elg(X)-E(Y|X)* =0,

coz je pravé kdyz
P(g(X)~E(Y|X) = 0) = 1.

O
7 tvrzeni véty plyne, Ze nejlepsi predikci nahodné veli¢iny Y pomoci ndhodnych veli¢in X, ..., X, ktera
minimalizuje stiedni kvadratickou chybu E(Y — g(X))?, dostaneme, kdy# polozime
9(X) = E(Y|X).

V této souvislosti potom nejlepsi prediktor ¢(X) = E(Y|X) nazyvame regresni funkci ndhodné veli¢iny Y
na ndhodnych velicinach Xi,..., X,.

Z predchozich tivah a z faktu, ze v Hilbertové prostoru H = L?(2, A, P), resp. H = L?C(Q, A, P) (tvoreném
nahodnymi veli¢inami s koneénymi druhymi momenty) je kvadrat normy || X —Y||? = E|X — Y|? stFedni kva-
dratickou chybou, vyplyva, ze projekcemi jsou podminéné stiedni hodnoty. Proto vyslovime néasledujici
dvé definice.

DEFINICE 2.4. JestlizZe M je uzavieny podprostor H, kde H = L?(Q2, A, P), resp. H = LA4(%, A, P), a
X € H, pak definujme podminénou stfedni hodnotu pri dané M predpisem

EpyX = E(X’Y S M) = PM(X)
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Déle definujme

DEFINICE 2.5. Necht X, Z1,...,Z, € H, kde H = L*(Q, A, P), resp. H = L4(, A, P). Pak podminéna

stfedni hodnota X pfi daném nahodném vektoru Z = (Z,...,7,) je ddna vztahem
B(X|Z) = ExzyX = E(X|Y € M(Z),

kde M(Z) je uzavieny podprostor vsech ndhodnych veli¢in ¢(Z) z H, které jsou borelovskou funkci ndhodného
vektoru Z, tj. ¢ : R — C, resp. ¢ : C"" — R.

Na zékladé predchozich vysledki mtzeme tedy fici, ze tloha predikce je teoreticky vyteSena tak, ze za nej-
lepsi prediktor staci zvolit podminénou stfedni hodnotu E(X|Z).

Ovsem vypocet podminéné stiedni hodnoty E(X|Z) vyzaduje znalost sdruzeného rozdéleni ndhodného
vektoru W = (X, Zy,...,Z,)’, coz ¢ini hlavni potiZ pii praktickém vyuziti predchozich vysledk.

V aplikacich nebyvé sdruzené rozdéleni vektoru W = (X, Z1, ..., Zx)' zndmé, proto se, pokud to praktickd
situace dovoli, uvazuji pouze linearni modely typu

9(Z) =g+ a1Zy + - + anZnp,

tj. omezime se na podprostor

M :@{LZla---aZn} = {LZla"'vZn}‘

Pripomenme nejprve dulezitou vlastnost predikce & € M prvku x € H. Plati toziz
i=Pyl)eMesieMA (z—1)e Mt
tj. pro kazdé y € M plati
(z —2,y) = (z,y) — (2,9) =0
a odtud dostaneme tzv. projekéni rovnice
(#,y) = (z,y).
Déle jiz uvazujme Hilbertiv prostor
H = L*(Q, A P)

a jeho podprostor

M :@{1,Z1,...,Zn} = {1,21,...,Zn},
kde Z1,...,Z, € L*(Q, A, P). Pak projekce je ddna vztahem

X =Pu(X)=EuX = arg inf [|X - Y|? = arg inf F(X — Y)?

a projekéni rovnice jsou tvaru
E(Y- -EuX)=EY - X).
Pro kazdy prvek z M (tedy i pro 1, Z1,...,Z,) plati tyto rovnice, tj. pro ¥ = 1 mame
EQl-EmX)=E(1-X)

n
E(1-> oZ)=EX
=0
n
ZaiEZi =FX
=0

aproY = Z;,j=1,...,n dostaneme
E(Z;j - EmX)=E(Z;- X)

=0
> oE(ZZ;) = E(Z;X)
=0

Celkem dostavame systém n + 1 rovnic.

Definujme proto nyni nejlepsi linedrni predikci pomoci obecnéjsich systémt nahodnych velic¢in druhého radu
{Z;,t € T}.
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DEFINICE 2.6. Necht X € H a pro kazdé t € T také Z; € H, kde T je indexovd mnozina, H = L?(2, A, P),
resp. H = LL(Q, A, P).
Pak nejlepsi linearni predikci ndhodné veli¢iny X pomoci {Z;,t € T'} rozumime
P@{Zt,teT}(X)'
Uvédomime-li si, ze C(Z;,Z;) = E(Z;Z;) — EZ;EZ;, vidime, ze pii hledani nejlepsi linedrni predikce

vystacime se znalosti kovarian¢ni funkce a neni tfeba znat ani momenty vyssich fada.

3. Predikce v pripadé normalné rozdélenych niahodnych velicin.

Je-li sdruzené rozdéleni ndhodnych veli¢in X, Z1,..., Z, normalni, tj.

/
(X7 Z17 seey Zn) ~ Nn-‘rl(lj’: 2)7

kde

nx

bz,

. Mz

Hz,

a 2
Ox 0X7Z1 0OXZy " 0XZ,
2
OXZ| Oz, 0Z1Zy """ 0Z1Zyn 9 ,
2
X =|0X2022, Oz, """ 0ZyZ, | = (UX XZ).
. ) } } Yxz Yzz
2

Pak rozdéleni nahodné veli¢iny X pri daném Z mé opét normalni rozdéleni
X|Z~N (MX|zaU§(|z>,
kde
Kx|z = ix + Syz2Y72(Z — pyg)

U§(|z = 0% + SxzY7z57x
Odtud vidime, ze podminénd stiedni hodnota je linedrni funkci ndhodného vektoru
Z=(Z1,....%,).

To znamend, ze v pripadé vicerozmérného normalniho rozdéleni je nejlepsi linearni predikce
totozna s optimalni predikci (ve smyslu minimdlni stfedni kvadratické chyby) zalozené na podminénych
stfednich hodnotach.



KAPITOLA 3

Jednorozmeérné stacionarni procesy

1. Zakladni pojmy

A% dalsim budeme uvazovat centrované stacionarni nahodné posloupnosti
{Y;,t € Z}, kde Y; € L?(2, A, P), coz je Hilbertiiv prostor realnych ndhodnych velicin s koneénymi druhymi
momenty, ve kterém dvé nahodné veliciny X a Y povazujeme za ekvivalentni, pokud

P(X=Y)=
1.1. Operator zpétného posunuti.

DEFINICE 1.1. Necht {Y;,t € Z} je posloupnost ndhodnych velicin. Operator zpétného posunuti je
definovan pomoci vyrazu
BY; =Y,
pricemz jej lze aplikovat nékolikanasobné jako
BY;, =Y.
1.2. Linearni proces. Nez zavedeme pojem linedrniho procesu, vyslovme vétu, kterd zabezpecCuje jeho
korektnost.

VETA 1.2. Necht {e,t € Z} ~ WN(O 02) je bilym sumem, ddle méjme posloupnost redlngch cisel {1;}52,

takovou, Ze Z wQ < 00. Pak rada Z Yiej konverguje podle kvadratického stredu, tj. existuje ndhodnd velicina
J=0 Jj=0
Y € L?(Q, A, P) a plati

J=0
DUKAz. Vime, ze bily Sum & € L*(Q,A,P). Pro libovolnd piirozend &isla
k,N € N plati
N+k N 2 N+k N 2 N+k 2
D wigg = || = E| ) e = e =E| ) e
j=0 t=0 j=0 t=0 j=N+1
N+k N+k
=E| > Wi || D tnen
j=N+1 h=N+1
N+k N+k N+k
2
= 2 D i Egen =02 3 Wi
N—o00
j=N+1h=N+1 Jj=N+1
nekorel

Posloupnost ¢astecnych soucti je tedy cauchyovska, tj. existuje k ni limita

Y =lim. Zi/zjaj

N—>oo]

O
(&)
DEFINICE 1.3. M&me {&;,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost realnych &sel {152, takovou, ze 3 %Q' <

Jj=0
00, pak linearni proces je definovan vztahem

o0
Y=Y e
=0

43
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Pocitejme postupné stfedni hodnotu, rozptyl a autokovarianéni funkci linedrniho procesu a presvédcéeme se,
ze linearni proces je stacionarni.

o0 o0
EY,=E (Y e | = 1 Ee_j =0

A
00 rorel o] 00
nekorel. 2 2 2 2
DYZ =D E ijt_j = E ¢j Dét_j =0 E wj =0y
— — —— —
j=0 7=0 2 j=0

[ee] o0
V() = C(Ys,Yers) = EY Yoy = E | ) thjegj (Z ¢h53+t—h>
=0

h=0
o0 o .
s—j = s+t—nh
=3 > vjnEesjesiin = 3 bz . ’
=0 h=0 —_—— = 7+
nekorel.
o
= 052 Z VY4t
§=0
Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme
o0 oo
(@) = [C(Ys, Yere)| = |02 hjthjt| < /DYDYy = 7(0) = 02 > 45 < oc.
§=0 j=0
Podminka stacionarity je tedy podminka
oo
Z 1!1]2 < 0.
j=0

Pokud zavedeme funkci
(Do .
\II(Z) = Z ¢j2] ’
=0
pak podminka

o0
Zlﬁ? < 00
j=0

implikuje, Ze funkce
U(z) je holomorfni uvniti kruznice |z| < 1.
Takze podminku stacionarity lze vyslovit i pomoci podminky

[e.°]
U(z) je holomorfni pro |z| < 1, pficemz ) %2‘ < 0.
7=0

Oba pozadavky budou splnény, pokud bude platit

U(z) je holomorfni uvnitf a na jednotkové kruznici.
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Linedrni proces lze jesté zobecnit takto:

DEFINICE  1.4. Méjme {e,t € 7} ~ WN(0,02) a posloupnost realnych  &isel

o0
0o v 2 ~_ s qe .. . .
{¥j}52 o takovou, ze > 7 < oo, pak zobecnény linedrni proces je definovin vztahem
j=—o00

o0
Y, = Z Vigt—j .

j==o00

Pro takto definovany zobecnény linearni proces dokazeme obdobnym zptisobem jak pro obycCejny linearni
proces spocitat

o0 o0
EY;=0, DYi=02 Y ¢? a At)=02 > vt
j=—00 j=—o00

Na zavér tohoto odstavce pocitejme jesté spektralni hustotu zobecnéného linearniho procesu.
Nejprve odvodime spektralni hustotu bilého Sumu, a to pomoci jeho autokovarianéni funkce ~.(t)

j— ) 1 = ' o2 B
few) = — e e (t) = e M a25(t) = {ZTF w € (=m,7),
21 = 2m = 0 jinak
kde
1 t=0
6(t) = o
0 jinak.

Pak pomoci autokovarian¢ni funkce zobecnéného linearniho procesu pocitame spektralni hustotu pro w €
<—7T, 7T>

1 s . 1 o ) [e%e)
Friw) =52 et =5, e o2 Y Yt
t=—o00 t=—00 j=—00
) 00 ) ‘ 00 - oo y
= %Er Z wj Z ¢j+te_2tw = fz—:(w) Z %'6”” Z wj+t€_l(]+t)w
j=—o0 t=—00 j=—00 t=—o00
fe(w)
0o 2 . 2
= fe(w) Z Pie ™| = fo(w) Z et nebot |22 =2 %
t=—0c0 t=—00

& .
Pokud polozime ¥(z) = > 2/, pak mizeme psat

j=—o0

fr(w) = f) ¥ () = 2

1.3. Linearni filtry.

VETA 1.5. Necht {X;,t € Z} je (centrovand) staciondrni ndhodnd posloupnost a {;}32_ . je absolutné

oo
konvergentni posloupnost redlnych cisel (tj. 3= |¢j| < o). Pak plati

j=—o0

oo
Vi= Y ¢;Xi; € L*QAP)
j=—o00
tj. {Yy,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost.
DUKAZ. Je zfejmé, Ze staci dokézat existenci ndhodnych veli¢in
1 - )
vW= 3 eixe a v =Y ux,
j=—00 j=0
protoze pak bude platit Y; = Yt(l) + Yt(2). Oznacme
vx(h) = EX;EXi & yx(0) = 0% > 0.
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Pak pro libovolna prirozena cisla k, N € N plati

2 Ntk N 2

=E|\> X =Y tnXip
=0 h=0

N+k

N
S iXe = > nXip
=0 h=0

Ntk 2 Ntk Ntk
> X =E( > ijtj) ( > tht_h)

j=N+1 j=N+1 h=N-+1
N+k N+k

S0 iy EXijXiy

j=N+1h=N+1 ,
[v(j—h)|<yx (0)=0%

2

N+k  N+k N+k

<ok 3% Willl=gx | X Il o0

j=N+1h=N+1 % | =N+

—0

Posloupnost ¢asteénych souctu je tedy cauchyovské (podle kvadratického stiedu), tj. existuje k ni limita
1 _ 1) 2
Y;f - ]\}Ln XE)QPJXt Js Y:‘, S L (QvA7P)7
J

tj. Y;(l) ma nulovou stfedni hodnotu a koneény rozptyl a je tedy stacionarni. Podobné se dokaze i existence
staciondrni ndhodné posloupnosti Y;(Q). O

DEFINICE 1.6. Necht {X;,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost a {1;}72_  je absolutné konvergentni

[e.e]
posloupnost redlnych ¢isel (tj. Dy || < 00). Pak

j=—00

Do ¥iXiy

j=—o0

nazveme linearnim filtrem procesu {X;,t € Z}.

VETA 1.7. Méjme centrovanou staciondrni nahodnou posloupnost { Xy, t € Z} se spektralni hustotou fx(w).

Necht {1;}52 A je absolutne konvergentni posloupnost redlnych cisel
(o) (o]
(ti. > |¥j] < o0). Pak ndhodnd posloupnost Yy = Y 1;Xy—j je staciondrni se spektrdlni hustotou
j=—00 Jj=—00
SN2 O )
frw) = fx@) @ (™), kde wz) = > e |2 <1
j=—00

se nazyvd generujici funkce filtru a
Y(w) =W (e_i”) prenosovd funkce filtru.

DUKAZ. Stacionaritu jsme dokézali v predchozi vété. Nyni pocitejme autokovarianéni funkci.

Yy (t) = C(Ys,Ysry) = C( § %‘Xs—j,h_gé thert—h)

j—*OO
= Z Z i C(Xs—j, Xoqi—n) = E Z Vibnyx(t+3—h)
]—foo j=—ooh
- 5 P> w]whfe“tﬂ " fx () dw
G (E) (S
-7 j=—00
2

™
— j‘ eitw
-

fx(w)dw = }T ettw

—T

0 ..
Z wjeww

j=—00

fx(w)dw

0 .
Z wje—zhw
h=—00
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Oznacme

o0
U(z) = Z ;2 pro |z| < 1.
j=—00

Pak, protoze plati
™ .
Yy (t) :/ ™ fy (w)dw,
—T

dostaneme

fr(@) = fx@) [¥ ()] = o) | ()

1.4. Definice ARMA procesu.

DEFINICE 1.8. ARMA proces radu p, g je definovan vztahem
Yi—o1Yio1— =Y p =t +016i1+ - +046—¢ , kde g, ~ WN(an-g)v

pricemz pomoci operatoru zpétného chodu lze psat

Y, ~ ARMA(pq): ®(B)Y;=6(B)e,
kde

(B)=1— 1B~ — g,
a

OB)=1+6B+---+0,B7 (0o =1).

Rekneme, 7e {Y;,t € Z} je ARM A(p, q) se stiedni hodnotou y, jestlize {Y; — u} je ARM A(p, q) proces.
Specialni pripady ARMA procesii nazyvame:
Autoregresni proces (AR proces): Y; ~ AR(p) ~ ARM A(p,0), tj. ¢ =0

Proces klouzavych souc¢tia (MA proces):

1.5. Kauzalita. Diive nez zavedeme pojem kauzality, vSimnéme si blize AR(1) procesu.

Y, =0.5Y 1+, e~ N(0,1)

4 T T T T T

0 50 100

150

)/;5 = _0'5)/;71 + Et,

200

Et N(O,l)

250

300

4 T T

°

150

200

250

300
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Y;g = 085}/;571 + &¢, gt ~ N(O, 1)

6 | 2 | | | ap | o l

4 |- ° &0 2 © 3% ]

| | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Yt = 70.253371 + &¢, Et ~ Z\[(O7 1)

4 T T T T T

1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

OBRAZEK 1. Ukazky autoregresnich procesa 1. radu

Pro autoregresni proces prvniho rfadu Y; — ¢1Y;—1 = &4 postupné v k krocich upravujme

Vi=o1Yiei+ea =¢1(p1Yiee+e1) e = pIYio+ pre-1 + &
= 90% (p1Yi—s3 +e1-2) + 1601 + &1 = SO?thz + @%Stﬁ + Y1641 + €4

k=1 . koo
=¥ (1 Yip-1+Et—k)+ 'Zo Plerj =M Y g1 + 'Zo Olet—j
J= J=

(1) Uvazujme nejprve piipad, kdy |¢1]| < 1 a {Y;,t € Z} je stacionarni, tj. Y; € L?(Q, A, P) a EY;? < oo, pak
2

k
. 2 2
Y=Y glej| = “@Ierl}/lﬁ—k—l“ =F ’¢]f+1}/t—k—1’ =2 B, g P 0

-
J —0 :03, <00

o0 .
tj. ‘Zo ¢let—; konverguje podle kvadratického stredu k Y; a mizeme psat
j:

oo
_ J
Y; = g O1Et—j-
j=0
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Pak dokazeme spocitat

EY;=F Z (plgt —j = Z 901E5t —j = =0

o2

k 1 S
DY, =D zosolat_j M S D=0 5 el = 1%
J= J=

’Y(t) = C(Y:% Y:9+|t|) = E(Y:S ’ Y;+|t|) =E (ZO QDJIES—]) <hzo @If‘ss+|t|—h)
j: =

x s—j = s+|t|—h
Z S GO Eey iegip = .
N ki U B T B
nelﬁ)lrel.
=02 ¥ el = 50k,
j=0 !
Autokorelac¢ni funkce (ACF) je pak tvaru
() _

ACF pro Yy = 0.5Y; 1 + &

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

ACF pro Yy = —0.5Y;_1 + &4

1 T T T T T T T T T T

08

0.4

02

06 L L L L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

OBRAZEK 2. Ukézky autokorelaénich funkci

Pomoci generujici funkce filtru

e}
. 1
AR(l)(Z) Z P17 1— o2
7=0
pro |z| <1 a lp1] <1 dokdzeme snadno spocitat i spektralni hustotu
2 N |2 2 1 2 1 2 1
fa wzgi“l’A S_W‘Z& = gr = 55— :
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farm (W) pro Yy = 0.5Y; 1 + & far)(w) pro Yy = —0.5Y;_1 + &
0.6 0.60 |
0.51 0.51
0.4} 04}
0.31 0.31
0.2t 0.2t
0.1} , | , | , 1 otf | | , , | |
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 3. Ukazky spektralnich hustot

(2) Déle fesme piipad, kdy |p1| > 1. Pouzijeme-li vztah
Vi1 = &YZ - &&t
a postupné v k krocich budeme upravovat
Y, = éYtH—éEtﬂ = i (énﬂ—é&ﬂ) _égﬁl
= @%Y%Jrz— %81%2— éft—i—l = @% (éy;%— &&%) - @%&“tﬁ - égt-&-l

1 Y, 1 1 1
= =3 — “3EH3 — “ZE2 — €
@? 3 90? 3 Lp% tH2 o1 tH1

k

_ 1 1

= 57 Yotk — Z a5 Et
1 =0 Y1

stejné jako v predchozim pripadu — ZJ‘?‘;O iat_ j konverguje podle kvadratického stfedu k Y;. Avsak vidime,

1
ze Y; zde vyjadiujeme pomoci budoucich hodnot {es,s > t}. Tim porusujeme pfirozenou podminku, ze Y;
je na budoucnosti nezavisla a rikame, Ze neni kauzalni.

(3) V pripadé, ze plati
|901| =1,
pak AR(1) neni stacionarni, jde o tzv. ndhodnou prochazku.
Nyni jiz mtuzeme zavést pojem kauzality.

DEFINICE 1.9. ARMA proces Y; ~ ARM A(p, q) se nazyva kauzalni, jestlize existuje absolutné konver-
gentni posloupnost redlnych éisel W = {9,122, (tj. 3720 [¢;| < o) tak, ze

oo
Y; =) ey, tj. zkrdcend Yy ~ MA(c0): V; = U(B)ey.
=0
PozNAMKA 1.10. Protoze plati

2
Y7 < (Z |1!)j|> < o0,
7=0

M8

[ee)
pak kauzalni proces Y; = 3 je;—; je lineArnim procesem. Protoze linedrni proces je staciondrnim procesem,

je kauzalni ARMA proces Y; ~ ARM A(p, q), kde >°72 |1;| < oo, také staciondrnim procesem.

AUTOREGRESN{ PROCES p ~TEHO RADU: AR(p) : ®(B)Y; =&
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Méjme polynom

®(2) = po— 12— — ppa”
a necht % jsou jeho koreny, tj.
1) _
(L) =0
Pak plati
vo—prz == =0 [] (2= L) = e [T(1 = A2),
J J

v nasem piripadé
wo=1 a ¢, #0.
Provedme tedy rozklad polynomu ®(z) na soucin kofenovych ¢initeli
D(z) = (1= Az)Pt o (1 — Ag2)PE,

kde
1 1
200 = e 20k = —
0=y ok = 3
jsou rozdilné (redlné ¢i komplexni) kofeny polynomu ®(z), pi,...,px je jejich ndsobnost (pricemz plati

pi+ - +pe=Dp).
Budeme hledat takovou absolutné konvergentni posloupnost ¢isel

U= {9}

o0
tak, aby Y; = Y ¢jei—; = ¥(B)e; byl kauzalni proces. Takze postupné odvozujme
j=0

ey = ®(B) \Y/t/ = ®(B)Y(B)ey,
:\P(B)Et
tj.
1
D(z)
Z véty o rozkladu na ¢astecné zlomky dostavame (pokud pro nézornost predpokladdme, ze vSechny kofeny jsou
jednoduché)

®(B)¥(B)=1 nebo (2)V(2) =1 cili U(z) =

1 1 c1 n L Cp hodn4
= ro vhodna Ci1,...,Cp.
B(z)  (1-M2)...(1—-Mpz)  1— iz 1- Mz Lo

Pokud pro k =1,...,p plati |Agz| < 1, mizZeme psat

Ck . > _]
oz jz:;)()\kz)

a dokazali jsme najit konvergentni radu
U(z) = ijzj = Z Ck Z)\izj = Z (cl)\jl +- cp/\f,> 2,
=0 k=1 =0 =0
pricemz
¥ :c1)\{+~-+cp)\
nebot ¥(z) = @ je holomorfni pro |z| < 1 pouze kdyz

J
p7

1 1
M <1, <l o A—1>1,...,A—p]>1,
———
|z01[>1 |zop[>1

tedy vSechny kofeny polynomu ®(z) musi leZet vné jednotkové kruznice.
Tim jsme ukazali, ze existuje feseni
[e.°]
Yi= ) vYjer—;
j=0
tzv. stochastické diferencni rovnice
Vi—oYii—...—ppYip=er & ~WN(0,02) (12)
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a timto feSenim je kauzalni autoregresni posloupnost radu p. Protoze Y; je linedrni proces, je toto reseni
stacionarni.

Podminka tykajici se kofent polynomu ®(z) je podstatné. Lze ukézat, ze v pripadé, kdy alespon jeden kotren

polynomu ®(z) lezi uvniti nebo na hranici jednotkové kruznice, neexistuje kauzalni posloupnost {Y;,t € Z}
splnujici stochastickou diferen¢ni rovnici (12). Snadno se da ukézat, ze toto feSeni je jediné.

STREDN{ HODNOTA, ROZPTYL, AUTOKOVARIANCE A AUTOKORELACE AR(p)

Pro kauzélni AR(p) procesy pocitejme nejprve

o0 [e.e]

EY,=EY tjej=» 1jFe_j=0.

§=0 §=0

Abychom mohli spoéitat rozptyl kauzélniho AR(p) procesu, nejprve rovnici
Yi=p1Yi 1+ -+ oY pt+e
vynésobime vyrazem Y; a spocitdme stiedni hodnoty obou stran, tj.
EY? = p1EY, 1Y, + - + ppBEY, )Y, + Ee,Y,. (Ay)
Protoze FEY; =0, pak autokovarianc¢ni funkce je rovna
() = C(Yt, Yi—j) = E(Y: — EY;)(Yi—j — EY;—j) = EYiY;

a rozptyl

7(0) = EY? = DY;.

Dale spoctéme

o0 o0 o0
EYe =F (Z zpjat_j) er =Y ViEe_jer =Y 1jo2d(j) = oZ,
j=0 j=0 j=0

. 1 7=0,
kde 0(j) = {0 jinak

Vratme se k rovnici (A1), pak po dosazeni EY;e; = 02 a v(0) = EY;? dostaneme

7(0) = p1y(1) + -+ + ©py(p) + o2, (As)

= 2(k)

(0) dostaneme

Podélme obé strany rovnice (Az) vyrazem (0) > 0 a protoze pro autokorelaci plati p(k)

0.2
p(0) = e1p(1) + -+ 9pp(p) + 57

=1
a odtud jiz plyne, ze

2

1—w1p(1)—5~--—wﬂ(z)) )

DY; =~(0) =
Pfi vypoctu autokovariance (nebo autokorelace ACF) budeme predpokladat, ze k > 0, nebot v(0) = DY} jiz
jsme spocitali. Rovnici

Yi=pYia+- -+ epYip+es
vynasobime vyrazem Y;_j a spocitame stfedni hodnoty obou stran, tj.

EYYi = EYi Y+ + o EY, )Y+ EetYi . (A3)
Pfipomenme, zZe s vyuzitim vztahu FEY; =0, je
v(k) = C(Yy,Yir) = E(Y; — EY;)(Yi—t, — EY; 1) = EY;Y; .

Spoctéme

o0 [o¢] o0
EY, e =F (Z %‘&jk) et =Y YjBei_j ke =Y. Vo 64y = 0.
=0 Jj=0 J=0 —

Vratme se k rovnici (As), pak po dosazeni EYie; = 0 a (k) = EY;Y;_; dostaneme
Y(k) = e1y(k —1) + -+ opy(k — p) (A4)
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Podélme obé strany rovnice (A4) vyrazem (0) a protoze p(k) = %, dostaneme tzv. Yuleovy-Walkerovy

rovnice.
p(k) =p1p(k —1) + -+ @pp(k —p) k=1 (As)

EXPLICITNf VYJADRENT AUTOKORELACN{ FUNKCE PROCESU AR(p)

Pri explicitnim vyjadieni autokorelac¢ni funkce procesu vyjdeme
z Yuleo-Walkerovych rovnic

p(k) =pip(k —=1)+ -+ opp(k —p) k=1
Oznacme
Bp(k) = p(k—1),  pricemz  p(0)=1 a p(—j)=p(j)
a hledejme teseni tzv. homogenni diferenéni rovnice
p(k) —1p(k —1) = —ppp(k —p) =0 k=1 tj. ®(B)p(k)=0.
PozNAMKA: RESENf HOMOGENNI DIFERENCN{ ROVNICE
Méjme polynom  @(z2) = wo — w1z — -+ — pzP a necht % jsou jeho kofeny,
tj. ® (%) = 0. Pak plati

po—p1z == = o [ (2 = ) = o [T(1 = A2),
J J

v nasem pripadé pg =1 a ¢, # 0.
1) Necht <& je kofen polynomu ®(z), pak \¥ je feSenim ®(B)p(k) = 0.
Aj J p
Drikaz:

— k—
BBINE = (1= @1 B — - — @, BY)NE = N — o M1 g b
__ 1k 1 1 _ 1 k __

nebo ekvivalentné: jestlize uvazujeme faktorizaci ®(B) = ¢o[[;(1 — \;B), tak mezi faktory je i ¢len
(1 = \;B) a plati

k k k k k—1
(2) Necht /\%, cel /\ip jsou ruzné jednoduché koreny, pak
a4 cp)\l;

jsou fesenim homogenni diferenéni rovnice a cy, ..., ¢, jsou konstanty, které jsou ur¢eny poc¢atecnimi
podminkami.
(3) Je-li koren /\—1] dvojnasobny kofen, pak

Ve kAR
jsou fesenimi ®(B)p(k) = 0.
Diikaz: Diky faktorizaci miizeme psat ®(B) = (1 — \;B)? [11;(1 = AxB). Pak
(1= XB)2AF = (1= 2)\,B+ A BHAF = \F —2x 081 4 22 = 0
(1= X;B)?kAF = (1 —2X;B + \2B*)kX
= kXS — 205 (k — DA 4 A3 (k — 2)A0 2
= kXY — 2tAF 4+ kXY + 2)F —2Mt = 0.
(4) Analogicky dostaneme: je-li kofen /\—1] r-tého radu, pak
NSRRI
jsou fesenimi ®(B)p(k) = 0.



54 M5201 Stochastické modely casovych rad

Shrneme-li tedy ptredchozi, za pfedpokladu, ze )\%, ey im jsou ruzné koreny s nasobnostmi pq, ..., pm, pricemz
p=p1+ -+ Pm, pak FeSeni homogenni diferenéni rovnice ®(B)p(k) = 0 je tvaru
m pj*1
k
o0 =3 (3 et 2
7j=1 \ s=0
kde cj, jsou konstanty, které jsou urceny pocatecnimi podminkami. Déle polozme \; = rjewf . Pak mame
m pj—1 )
o) =3 (13 el | ety
j=1 s=0
Vzhledem k tomu, ze plati
(Ajl =mr; <1,

dostavame odtud, Ze p(k) klesa pro k — oo exponencidlné k nule, tj.

k—o0

coz je velmi dulezitd identifikaéni vlastnost autoregresnich AR(p) procest.
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1.6. Invertibilita. Vime, ze kauzdlni autoregresni proces koneéného radu p lze vyjadrit pomoci MA pro-
cesu nekonecného fadu, tj. AR(p) = M A(o0). Zajimé nés, za jakych podminek muzeme MA proces konecného
radu vyjadrit pomoci autoregresniho procesu nekonecného radu, tj. M A(q) = AR(o0). Nejprve si vSimneme
jednoduchého piipadu, a to M A(1) procesu.

Y, =&+ 0.5¢41, et ~ N(0,1)
3 T T T T . T

l P l L l
-3
0 50 100 150 200 250 300

Y =& — 0.5¢41, e~ N(0,1)
3 T T T T T

-3+ 00 —

" ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300

Y, =&+ 0.85e4_1, gy ~ N(0,1)
3 T T Y T T

2 4 ° ° © ® ° © .' -

-3 ! ° ’ .

” ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300

Y;; =&t — 0.255,5,17 gt ~ N(07 1)
4 T T T T T

2 i-
3 I I [ I ° I

0 50 100 150 200 250 300
OBRAZEK 4. Ukazky MA procesii prvniho fadu
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MA PROCES PRVNIHO RADU:

Vi~ MAQ): Yy =&+ 61621, &~ WN(0,02) .

(a) Nejprve predpokladejme, ze
101] Z 10 < 1.

Vyuzijeme-li vztahu

Yi=e+0c1 = e =Y +0c_1,
miZeme postupné upravovat

et =Y+ 01 =Y +0 (Vi1 + 0ct_2)
=Y, +0Y;_ 1 + 0% o

k
= Z QJY;%J- + 9k+15t_k_1
=0

k 2 k 2

Et—ZHjY;gfj =F {:‘t—zgjy;g,j
7=0 7=0
k+1 2
=K ‘9 5t—k—1‘
— 92(k+1)02 0
€ koo
tedy

oo
g = ZW}Q,]- pro 6] < 1.
=0

(b) Za predpokladu, ze plati
1] ="10] > 1
a s vyuzitim vztahu
Et—1 = %Yt - %&t
miuzeme opét postupné upravovat
et = §Yir1+ 5041

1 1(1 1
= gY;H—l“‘g (51/%4-2"‘9515-1-2)
k+1
1 1
= Z 77 Yttj + grrrEttk41-
Jj=1
I kdyz posloupnost
N
1
> oY
Jj=1

konverguje pro N — oo také k e¢, tento rozvoj nema prakticky smysl, nebot e; je vyjadiena pomoci budoucich
hodnot {Ys,s > t}.
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(c) Nakonec si vSimnéme dalsiho dulezitého faktu, a to ze pokud plati
0] > 1,
a uvazujeme-li dva procesy
(1) Yy =e+0e-1 e ~WN(0, 0%,
(2) Xy =m+gm—1 n~WN(0,6%2),
pak oba dva procesy maji stejné prvni a druhé momenty, nebot

EY, =F (Et + 9€t,1) = Fe; +0FEe, 1 =0,
EXi=F (77t + %Ut—l) = En + %Em—l =0,

a také autokovariancéni funkce obou procesii se rovnaji

vy (k) = BEY Y = E (e + 0g-1) 64k + 0541 5-1)
= Ecietip +0Fsicip_1 + 0Fei 160k + 0°Eey 160151
pokud: t=t+k t=t+k—-1 t—1=t+k t—1=t+k—1
pak: k=0 k=1 k=-1 k=0
o2+ 0%02=0%14+6%) k=0
=1 002 k=41
0 jinak

Yx(k) = EXi Xy = B (77t + %nm) (m+k + %?7t+k—1)
= Enik + 5 Emiri—1 + 5 En—1m4k + 52 Ene—1M46—1

6202 + 6%020’2 =0?(1+6%) k=0
= %9202 = fo? k=+1
0 jinak.

I kdyz obé invertibilni i neinvertibilni MA reprezentace generuji procesy se stejnymi momenty prvniho
a druhého Tadu, z praktickych divodi davame prednost procesu invertibilnimu, nebot nepozorovatelné
veli¢iny €, mizeme odhadnout pomoci pritomnych a minulych hodnot pozorovatelnych veli¢in

{Xs, 8 <t}

kdezto u neinvertibilnich MA reprezentaci nepozorovatelné veli¢iny &; neodhadneme, nebot nemame jesté
k dispozici budouci hodnoty

{Ys,s > t}.

Nyni jiz mtizeme podat definici invertibility.

DEFINICE 1.11. ARMA proces Y; ~ ARM A(p, q) se nazyvé invertibilni, jestlize existuje absolutné kon-
vergentni posloupnost realnych éisel m = {m;}52, (tj. 22720 [7;] < o0,) tak, ze

er=>» mYi_j,  tj. zkrdcend Vi~ AR(c): & = m(B)Y;.
j=0

Déle vysetfeme, za jakych podminek je invertibilni MA proces fadu q.
MA PROCES RADU ¢:




58 M5201 Stochastické modely casovych rad
2
YZNMA(Q) Yt:st+015t_1+---+9q5t_q 8tNWN(0,O'5).

Naprosto analogickym postupem jako v pfipadé kauzdlniho AR(p) procesu, lze ukazat, ze vSechny koreny ©(z)
musi lezet vné jednotkového kruhu. Provedme tedy nejprve rozklad polynomu ©(z) =1+ 612+ --- + 6,29 na
soucin kofenovych Ciniteld

O(2) = (1 — M\2)™ ... (1 — Apz)™

kde zg1 = )\il,...,zok = i jsou rozdilné (redlné ¢i komplexni) kofeny polynomu ©(z), r1,...,r je jejich
ndsobnost (pficemz plati r1 + - - -+ 7y = ¢). Nynf budeme hledat takové absolutné konvergentni 7w = {m;}22(tj.
Z(]?.;O |7Tj| < 00)7 aby

oo
er=» VY
j=0
byl invertibilni proces. Pokud pouzijeme operator zpétného chodu, mizeme psat:
@(B)Y;g = &t¢,

pritom hleddme 7 (B) takové, aby platilo

1
O(z)

m(B)O(B) =1 nebo m(2)0(z) =1 ¢ili m(z) =

Z véty o rozkladu na ¢astecné zlomky dostavame (pokud pro nézornost predpokladdme, ze vSechny kofeny jsou
jednoduché)

. ! L L PN
@(z)_(1—Alz)...(1—/\pz)_1—/\12 1— N2

pro vhodnd ¢y, ..., ¢, Pokud pro k =1,...,p plati |[\zz| <1, mizeme psét

1_)\2 CRZ)\kZ

a dokazali jsme najit konvergentni fadu
ZTr]zﬂ chZ)\JzJ = Z (61)\{ +--~—|—cp)\;') 2
J= J=0
pricemz
T = 01)\{ 4+ F cp)\g,,

nebot m(z) = @ je holomorfni pro |z| <1 préavé kdyz

A1) <1, ., <1 &

1
B>

|z01]|>1 |zop|>1

tedy vSechny kofeny polynomu O(z) musi lezet vné jednotkového kruhu.

Na zavér tohoto odstavce jesté spocitejme stiedni hodnotu, rozptyl, autokovarianéni funkci a také spektralni
hustotu M A(q) procesu. Protoze M A(q) proces je linedrnim procesem, je vzdy slabé staciondrni, proto muzeme
pocitat

E}/t = E(€t + 915,5_1 +---+ qut—q) =0
DY; =D(eg+b1ei—1+ -+ 04gi—g) =02(1+ 67 + -+ 67)

q q , q
s—j = s+t—h
V() = C(Ye,Yeqs) = EY Yoy = > > 0;0.Ee_jesiyp = h J 4t ‘ =02 0,04
=0 h=0 =
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Protoze 60p=1 a 6; =0 pro j > q, dostavame

o2(1  + 63 +o4 02, + 02, + 62) pro t=0

0201 + 0102 4+ 0400,1 + 0,10, t=1

02(02  + 01035 4+ 0420, t=2
V() =

02(0—1 + 6010,) t=q—1

‘752911 l=q

0 jinak

Autokorelacni funkce je pak rovna

1 t=0
p(t) = § Trgmrgr D=0 03t 1<t <q =1
0 jinak

tedy, pro t > ¢ je autokorela¢ni funkce nulovd, coz je velmi dulezita identifikaéni vlastnost M A(g) procesu.
Diky tomu, ze M A(q) proces je linedrnim procesem, spektralni hustota je rovna

friw) = £[0 ()]

Autokorela¢ni funkce p(t) Autokorelacni funkce p(t)
proY; =& —0.4ey 1 +0.26,_9 — 0.364_3 pro Yy = &4 — 0.2, + 0.16,_2 + 0.364_3

08|
05

06

04

02}

05 L L L L L L L L L 02 L L L L L L L L L
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Spektralni hustota fyr4(3)(w)

Spektralni hustota fasa(3)(w)

proY; = e — 0.4e4_1 + 0.264_9 — 0.364_3 pro Yy =& —0.2¢64_1 + 0.16;_2 + 0.34_3
' ' ' ' ' 0.3F \ ' ! ' )
0.5} :
0.25}
0.4r
0.2t
0.3r
0.15¢}
0.2r
0.1}
01r
- - - : - - - 0.05% - : - -
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 5. Ukézky autokorela¢nich funkci a spektralnich hustot pro M A(3) procesy.

1.7. Vicenasobna reprezentace M A(q) procesi. Méjme MA proces fadu g¢:
Vine MA(q): YVi=er+ 01601+ +00-g & ~WN(0,02).

Provedme tedy rozklad polynomu ©(z) =1+ 601z + - -- + 6,27 na soucin kofenovych ¢initelt

®(2) = [J(1 = N2),

J
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Pak (protoze M A(q) proces je linedrnim procesem) autokovarian¢ni generujici funkce je rovna
Gy(z) =06(2)0 (z_l) 0.
Dale plati
(I=X2) (I =Xz ) =1= Xz =Nz + A =X = 2= A+ 1)

J J
1 1
=\ 1-— 1——z1
”( Af)( Af)

Tudiz

€ J
J
———
o2 0.(2) O.(z~1)

Takze proces
Yy~ MA(q): Yy =e; +0ief_ + -+ 05ei_, & ~WN(0,07)
ma stejnou autokovariancéni generujici funkci

Gy(2) = 20.(2)0,(: )

a jsou proto z hlediska prvnich dvou momenti nerozlisitelné.
Obecné muzeme dostat 27 raznych procesi s funkci

q
H — N2 s=1,...,2

Mezi vSemi témito procesy pouze jediny je invertibilni, a to ten, pro kterého plati
)\znvert >‘j ’)‘]| <1,
/\_ ’)\]| > 1.

Takze podminka invertibility zajistuje identifikovatelnost M A(q) procesu z hlediska prvnich dvou momenti.
Drive nez uvedeme nutnou a postacujici podminku pro kauzalitu a invertibilitu ARM A(p, q) procest, vySetieme
problematiku spoleénych kofeniu ®(z) a ©(z).
1.8. Spolec¢né kofeny polynomu ®(z) a O(z). Mé&jme
Yi ~ ARMA(p,q): Yi—p1Yio1 — - —ppYip =&+ b1+ -+ 0481,

kde g, ~ WN(0,02) a predpokladejme Ze ®(z) a ©(z) maji spoleény kofen % Pak muZeme psat

O(z) = (1= A2)(1 = pjz = =y 12V 1) = (1 = A2)@*(2)

O(z)=01-X)(1+6z+---+ 0;_12‘1_1) =(1-X2)0%(2)
tj.

(1-=AB)®*(B)Y; = (1 — AB)O*(B)e;.
Pokud obé strany rovnice vydélime vyrazem (1 — AB), dostaneme
Yi~ARMA(p—1,q—1): ®*(B)Y; = ©*(B)e;

Takze podminka, ze
®(z) a ©(z) nemaji spolecné koreny
zajistuje, ze fady ARMA procesu nelze jiz snizovat.
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1.9. Nutna a postacujici podminka kauzality a invertibility ARMA procesu. V predchozich
odstavcich jsme ukéazali, ze plati

Y ~ AR(p) : ®(B)Y;=¢1, ®(2) # 0 pro Vz € CA|2|< 1 < AR(p) je kauzalni
Yi ~ MA(q) : Y;=0O(B)et, O(2)#0 pro Vz € CA |2|< 1 & MA(q) je invertibilni.
Naprosto analogickym zptisobem lze dokazat obecnéjsi tvrzeni:

VETA 1.12. Necht ®(B) a O(B) nemaji spolecné koreny. Pak
(i) Yi ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y: = O(B)e: je kauzdlni < ®(z) #0 proVz € C Alz| < 1.
(ii) Yi ~ ARMA(p,q) : ®(2)Y: = ©(B)e; je tnvertibilni < O(z) # 0 pro Vz € C Alz| < 1.

Znamena to tedy, ze Y; ~ ARM A(p,q) je kauzalnim a invertibilnim ARM A procesem, jestlize vSechny
koreny polynomt ®(z) a ©(z) lezi vné jednotkového kruhu a koeficienty 1; a m; jsou urceny ze vztaht

@(2)

U(z) = ijzj = 0(z) pro |z| <1
=0

m(z) = iﬂjzj = 283 pro |z] < 1.
=0

V dalsim budeme uvazovat pouze takové
Yi ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y, = O(B)z
procesy, které splnuji nasledujici podminky
(P1) ®(B) a ©(B) nemaji spole¢né kofeny.
(P2) Y; ~ ARMA(p, q) je kauzélni.
(P3) Y; ~ ARM A(p, q) je invertibilni.

1.10. Stfedni hodnota, rozptyl, autokovarianéni a autokorela¢ni funkce procesa ARM A(p, q).
STREDN{ HODNOTA

Vzhledem ke kauzalité ARM A(p,q) procesu muzeme pocitat

o0 o0

E% = EZQ/)jé‘t_j = ijEgt—j =0

j=0 3=0
RozpPTYL
Pri odvozeni rozptylu nejprve rovnici

Vi=o1Yii+ -+ opYip + e+ a1+ + 04—
vynasobme vyrazem Y; a spoctéme stfedni hodnoty obou stran, tj.
EY? = 0 EY; 1Y + - + @, EY, )Y, + Ee,Y; + 01 Eey 1Y, + -+ + 0,Eey Y. (Ag)

Spoctéme pro i =0,1,...,q

o0 o0
Eei_ Yy = Fey_; (Z %’&j) = Z%’E&efﬁti]‘ =102 (pficemz g = 1).

Jj=0 Jj=0
Po dosazeni do rovnice (Ag) dostaneme

7(0) = p1y(1) =+ — ‘Pp')’(p) = ‘73(1 + b+ ...+ qu/’q) (A7).

Podélme obé strany rovnice (A7) vyrazem (0). Vzhledem k tomu, ze p(k) = %, dostaneme

O2(1+ 60101 + ...+ O41,)
7(0)

L—p1p(1) = — ppp(p) =

takze
o2(1 40191 + ... + 0,0,)

DY, =~(0) = I —p1p(l) = — Sppp(p).




62 M5201 Stochastické modely casovych rad

AUTOKOVARIANCNI A AUTOKORELACN{ FUNKCE (ACF)

P1i vypoctu autokovariance rovnici
Yi—p1Yi1— =Y p =g+ 01601+ + 0454
vynéasobime vyrazem Y;_j a spocitdme stfedni hodnoty obou stran, takze dostaneme
vk)—pry(k—1) — - —@py(k —p) = EY; et + L EY_jer—1+ -+ 0,EY;_rer—q (Ag).
Nejprve je tieba si uvédomit, ze pro s > 0 plati
00 )
EeYy s =FE (Et Z%‘Et—s—j) = Z%‘Eft&—s—j = 0.
§=0 §=0

Spoctéme pro i =0,1,...,q

o0 o0
Eei Yy = Feyy (Z %'St—j—k) = Z YiEes i€t j_k

=0 =0
_’t—z’ = t—j—k‘
j o= i—k
o2;_p k<i piicemi Yo=1 = k<gq
:{0 k > 1 mnebot Y =0proj <0

Uvazime-li, ze ¢; = 0 pro j < 0, potom pro 0 < k < max(p,q+ 1) plati
y(k) = p1y(k = 1) = - = ppy(k = p) = 02(0) + Op1tn + - - + Oty 1) (Ag)
a pro k> max(p,q+ 1) plati
(k) —pry(k=1) = —@py(k —p) = 0.
Podélme obé strany rovnice (Ag) vyrazem +(0). Dostaneme

020k + G101 + - + 0gg—i)

p(k) = prp(k = 1) —--- = ppp(k —p) = 2 0)
resp.
p(k) —p1p(k —1) — -+ — ppp(k — p) = 0.
Necht napft.
q+1>p.

Pak mame vice rovnic pro urceni poc¢atecnich p podminek. V tomto ptripadé prvnich ¢ — p+ 1 autokovarian¢nich
koeficientti jsou urc¢eny z prvnich ¢ — p + 1 podminek.
Obecné teseni homogenni diferen¢ni rovnice

p(k) —pip(k —=1) =+ —ppp(k —p) =0 tj.  ®(B)p(k)=0
je tvaru
m pj—1
p(k) =" D cjsk® | AF,
j=1 \ s=0
kde
1 1
D
jsou ruzné kofeny s nasobnostmi
b1,---yPm,

pricemz
p=p1+-+DPm

a cjs je pravé p konstant, které jsou urceny pocatecnimi podminkami.
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1.11. Spektralni hustota ARM A(p, q) procesi.

VETA 1.13 (Spektralni hustota ARM A(p, q) procest). Necht ®(B)Y; = O(B)e; je kauzdlni a invertibilni
ARM A(p, q) proces, pricemz ®(z) a O(z) nemaji spolecné koreny. Pak spektralni hustota ARM A(p, q) procesu

je rovna
2
2

_ o2 S (eiiw)’
fY(w) 27 |(I)(e—iw)‘2

pro wE (—m,m).

DUkAZ. Kauzalita znadi, Ze existuje absolutné konvergentni posloupnost redlnych ¢isel ¢ = {v; 720 (tj.
220 19| < c0) takovd, Ze plati

[o.¢]
Y; =Y tje—;  kde & ~WN(0,02).
j=0

Vime, ze spektralni hustota bilého sumu je rovna
0.2
fe(w) = 2= kde w € (—m,m).

Protoze Y; je linedrnim procesem, vime, ze ma spektralni hustotu

2

fr(w) = }\If (efiw) ’2 few) = ‘\II (efi“’)‘2 2= kde wE (—m,m).

Také

O(B)et
jakozto linedrni proces ma spektralni hustotu tvaru

‘@ (e_iw) ‘2 % pro w € (—m,m).

Rovnéz

®(B)Y:
jakozto linearni filtr mé také spektralni hustotu, a ta je rovna

’<I> (e_i“’) ‘2 fy(w) pro wE (—m,m).

Protoze plati
®(B)Y; = ©(B)ey,

musi také platit

‘@ (e_i‘“>’2 fr(w) = ’@ (e_iw> ’2 % pro wE (—m,m).

Odtud jiz dostavame tvrzeni véty
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Na zavér tohoto odstavce jsou vykresleny priklady t¥i realizaci AR, MA a ARMA procestu spolu s jejich
teoretickymi spektralnimi hustotami.

AR(2): Y =0.5Y;_1 +0.2Y;_o + &4, er ~ N(0,1)

4

50 100 150 200 250 300
MA(2): Yi=¢e;— 0551 —0.25,_1, &~ N(0,1)

50 100 150 200 250 300
ARMA(Q, 2) Y, =051 4+0.2Y 9+ ¢; —0.4e4—1 + 0.364—1, Et ~ ]V(O7 1)

50 100 150 200 250 300

OBRAZEK 6. Ukézky realizaci AR, MA a ARMA procesii
© (=)

2 _ o2 [o(e )’

2 . 0_2
far(w) = %Er @(e,lm)“z furalw) = 5=

1.6
141
1.2¢

081
0.6}
041
021

farma(w) = 2 [B(e—) |2

-3

_2 -1 0 1 2 3
prow € (—m,m).

OBRAZEK 7. Ukazky spektralnich hustot AR, MA a ARMA procesiL.
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1.12. Grafické ukazky AR, MA, ARMA procesia spolu s ACF funkci a spektralni hustotou.
Pomoci nésledujicich prikladu ukdzeme na simulovanych datech typické vlastnosti ACF a spektralnich hustot
vybranych ARMA procest.

Priklad 1.1. ACF a spektrdlni hustota pro AR(1) proces s kladnou hodnotou ¢; = 0.5. Vsimnéme
si, ze ACF hodnoty jsou vsechny kladné a velmi rychle klesaji k nule.
AR(1): Y, =0.5Y_1 + ¢y, er ~ N(0,1)

4 T T T T T

bl ! ! ! ! !

0 50 100 150 200 250 300
2
__ 0¢ 1
ACF fAR(w) - 27 @(e—iw”?
1 T T T T T T
0.6
0.8
0.5
0.6 |-
0.4
04
0.3
o2y 0.2
o 10 0.1
-3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 8. Simulovana data, ACF a spektralni hustota pro AR(1) : Y; = 0.5Y;_1 + &4, ~ N(0,1).

Priklad 1.2. ACF a spektrdlni hustota pro AR(1) proces se zdpornounou hodnotou p; = —0.5.
V tomto pripadé ACF hodnoty stiidaji znaménka a velmi rychle klesaji k nule.
AR(1): Yy =—-0.5Y;_1 + &, ey ~ N(0,1)

4 T T T T T

3+ <
4 ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300
ACF _ a2 1
W)= 38—
1 T T T r r r r fAR( ) W‘¢(671W)|2
° 0.6 ‘ ‘
0.6
05
0.4
- 0.4
0 0.3
-0.2
0.2
-0.4
0.1
08 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 _3 _2 _1 0 1 2 3

OBRAZEK 9. Simulovana data, ACF a spektralni hustota pro AR(1) : Y; = —0.5Y;_1 + 4,61 ~ N(0,1).
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Priklad 1.3. ACF a spektrdlni hustota pro AR(1) proces s kladnou hodnotou ¢, = 0.95 blizkou
k 1. Vsimnéme si, ze ACF hodnoty jsou opét vSechny kladné, ale mnohem pomaleji klesaji k nule.
AR(1): Y, =0.95Y, 1 + &y, ey ~ N(0,1)

8

6

44

2

0

-2

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

ACF 2
far() = 5 Goop
0.8 s
0.6

0.44

i

0214

)

40

30

20

10

]
0 2 %

OBRAZEK 10. Simulovand data, ACF a spektrdlni hustota pro AR(1) : Y; = 0.95Y;_1 + &¢,e¢ ~ N(0,1).
Priklad 1.4. ACF a spektrdlni hustota pro AR (1) proces se zdpornou hodnotou ¢ = —0.95 blizkou

k —1. ACF hodnoty stfidaji znaménka a mnohem pomaleji klesaji k nule.
AR(1): Y =0.95Y, 1 + &y, ey ~ N(0,1)

0

6

44

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

ACF o2 1
1.01 fAR 27r [®(e— M)l
60
0.5
50
il 11111 .
oo L LU ELL L]
|||||||” H||||||| .
20
o5
10
-1.04 0
-30 -20 -10 0 10 20 30 t 2 s

OBRAZEK 11. Simulovand data, ACF a spektrdlni hustota pro AR(1) : Y; = 0.95Y;_1 + &¢,e¢ ~ N(0,1).
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Priklad 1.5. ACF a spektrdlni hustota pro MA(2) proces se zdpornym a kladngm koeficientem.
Pocet nenulovych ACF hodnot souvisi s fadem modelu.
MA(2) : Y, =& —0.2279¢4_1 + 0.2488¢4_o, gy ~ N(0,1)

3

-24

-34

10 0.35
0.8:
0.30
0.6
0.25
0.4
0.20
0.2 | |
0.0 A 0.15
-0.2 | | 0.10
-30 -20 -10 0 10 20 30 3 s = 0 1 Py 3

OBRAZEK 12. Simulovand data, ACF a spektraln{ hustota pro MA(2) : Y; = ey — 0.2279¢,_1 +
0.2488¢,_9, £, ~ N(0, 1).

Priklad 1.6. ACF a spektrdlni hustota pro MA(}) proces s kladngmi koeficienty. Pocet nenulovych
ACF hodnot souvisi pro MA proces s fadem modelu.

1.0

MA(4) : Y; =&+ 081+ 0.264_4, g ~ N(0,1)
o
]
0.
_2-
0 50 100 150 2(')0 250 300
ACF frra(w) = 5210 () °

0.6
0.8
0.5
0.6 0.4

0.3

0.2
0.2

0.1
JLIL

-30 -20 -10 0 10 20 30 3 o a o 1 2 3

OBRAZEK 13. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro MA(4) : Y; = & + 0851 +
0.251_4, ¢ ~ N(0,1).
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Priklad 1.7. ACF a spektrdlni hustota pro MA (12) proces s kladnymi koeficienty. Pocet nenulovych
ACF hodnot souvisi pro MA proces s fadem modelu.

MA(12) : Y =+ 0.8c4-1 + 0.254_19, gy ~ N(0,1)

4-

24

0-

_2-

_4-

0 50 100 150 200 250 300

ACF fua(w) = 5216 (e7)

1.0
0.6

0.8
0.5

0.6 0.4
0.3
0.4
0.2

0.1
I___Ml___il

0.0
-30 -20 -10 0 10 20 30 3 5 a ° 1 5 3

OBRAZEK 14. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro M A(12) : Y; = ¢4 + 0.8¢4—1 +
0.261‘/712, et~ N(O, 1)

Priklad 1.8. ACF a spektrdlni hustota pro ARMA (1,1) proces s kladnymi koeficienty, kde o1 = 0.5.
Pribéh ACF je charakterizovan predevsim AR ¢ésti procesu, proto hodnoty ACF rychle klesaji k nule.

ARMA(L1): Y, =05Y1+e +05e_1, &~ N(0,1)
o
2-
0-
.
0 50 100 15’30 200 250 300
ACF farma(w) = % |§,E::Z:))‘|2

14

08 12

0.6 1o
0.8

0.4

0.6
0.2 0.4
|I 0.2

0.07 -

0.0

-30 -20 -10 0 10 20 30

OBRAZEK 15. Simulovand data, ACF a spektrélni hustota pro ARMA(1,1) : Y; = 0.5Y;_1 +
et +0.5e4_1,¢6¢ ~ N(O, 1)
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Priklad 1.9. ACF a spektrdlni hustota pro ARMA (2,1) proces s kladnymi koeficienty. Praibéh ACF
je charakterizovan predevsim AR ¢asti procesu, proto hodnoty ACF rychle klesaji k nule.
ARMA(2,1) : Y; =02Y,_1+0.7Y_1 + e+ 0.5e4_1, gr ~ N(0,1)

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

o2 |e(ew 2
ACF farma(w) = % |\¢Ee‘”))\|2
1.0-

0.8
0.6
0.4

0.2

-30 -20 -10 0 10 20 30

[

-3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 16. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro ARMA(2,1) : Y; = 0.2Y;_1 +
0.7Y;_1 4+ ¢ + 0.5e4_1,&¢ ~ N(O, 1)

Priklad 1.10. ACF a spektrdlni hustota pro ARMA (1,2) proces se zdpornou hodnotou ¢, = —0.75
a dalsimi kladnymi i zdpornymi koeficienty. Pribéh ACF je charakterizovan predevsim AR ¢asti procesu,
proto hodnoty ACF méni znaménko a rychle klesaji k nule.

ARMA(L 2) . }/t = —0.75)/75_1 +e&r— -1+ 0-255:‘,—2; Et ~ N(O, 1)
5.
0
54
0 50 100 150 200 250 300
—iw)|?
ACF farma(w) = ;*‘? |®(6_m)|2
10 T |®(em)]
12
..|||IAVAVAVAI|||.. ¢
0.0 ..,|I|| ||I|,.. .
-0.5 4
2
30 20 -10 0 10 20 30 0
-3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 17. Simulované data, ACF a spektralni hustota pro ARMA(1,2) : Y; = —0.75Y;_1 +
&t —Et—1 t 0.2561572, Et ~ N(O, 1)
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Priklad 1.11. ACF a spektrdlni hustota pro ARMA (1,3) se zdpornou hodnotou 1 = —0.6 a dalsimi
kladngmi i zdporngmi koeficienty. Prubéh ACF je charakterizovan predevsim AR Casti procesu, proto
hodnoty ACF méni znaménko a rychle klesaji k nule.

ARMA(]., 3) : }/t = —0.6}/;5_1 + & — 0.7€t_1 + O.4€t_2 + 0.4515_3, Et ~ N(O, 1)

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

N2
, 2 |@(e=
ACF farma(w) = 32 |\¢Ee‘”))\|2
1.0
‘
25
0.5
| | 20
0.0 _.lIIVAVAVII'._ 15
1.0
-0.5 05
0.0
-30 -20 -10 0 10 20 30
-3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 18. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro ARM A(1,3) :  Y; = —0.6Y;_1+
et — 0.7e4—1 + 0.4e4_9 + 0.487573, E¢ ~ N(O, 1)

Priklad 1.12. ACF a spektrdlni hustota pro ARMA (2,2) proces s kladnymi i zdpornymi koefi-
cienty. Pribéh ACF je charakterizovan predevsim AR ¢&ésti procesu, hodnoty ACF méni znaménko a rychle

klesaji k nule.
24RMA(2, 2): Y, =0.8897Y;_1 — 0,4858Y;_9 + &4 — 0.2279¢4_1 + 0.2488¢;_2, &4 ~ N(0,1)

3

o2 |© e~ tw 2
ACF farma(w) = % |\¢Ee"“))\|2
1.0-

0.7
0.8
0.6

0.6
0.5

0.4
0.4
0.2 0.3

|||I VI||| .

-0.2: 0.1

-30 -20 -10 0 10 20 30

OBRAZEK 19. Simulovana data, ACF a spektralni hustota pro ARM A(2,2) : Y; = 0.8897Y;_1 —
0,4858Y;_o + ¢ — 0.22792,_1 + 0.2488¢;_o, &1 ~ N(0,1).
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1.13. Stacionarni sezénni modely. Dosud jsme se zabyvaly vztahy mezi ndhodnymi veli¢inami ndhod-
ného procesu, které se v Case vyskytovaly v nejblizsim okoli.

o Y Yeu1, Yiga, ..

Pokud nahodny proces je charakterizovan sezénnimi fluktuacemi, je tfeba vénovat pozornost zavislostem mezi
casovymi veli¢inami, které jsou od sebe vzaleny v krocich, které souviseji s délkou sezonny L.
e Y Y, Yeior, on
Nejprve zavedeme sezéni diferencéni operdtor délky L > O:
ALY, =Y, - Y, =(1-BLy,
ATY; =AL(ALY;) = AL(Yi—Yiyr)

=Y:—Yir)—(Yer—Yeor)
=Y;—2Y, 1 +Yi o = (1-B)?Y,

APY,=(1 - BH)PY,
Abychom co nejlépe porozumnéli konstrukei sezénnich modeli v Boxové Coxové metodologii, tak naptiklad
usporadejme mésiéni data (L = 12) pro [r ] roki ndhodné veli¢iny ndhodného procesu do nasledujici tabulky.

Rok Leden Unor e Prosinec
1 Y, Y e Y12
2 Yi3 Y14 e Yo4
r Y1+12(r—1) Y2+12(r—1) T Y12+12(r—1)

Pro kazdy sloupec samostatné uvazujme ARM A(P, Q) model stejného typu:
Yivie = mYjee-1)+- - +7pY 201+
Nj+12t + V1n12-1) + -+ YQNj1126-1)
Protoze vsech 12 ndhodnych procesu je stejného typu, muzeme psat
n(B?)Y; = U(B?)y,.
Jestlize 12 bilych Sumu stejného typu {niy12:} ~ WN(O, ag)
{mr12:} ~ WN(0,07)

{ma+12e} ~ WN(O, 072;)

sekvencéné zattidime podle ¢asu do sebe a vytvorime tak jediny ndhodny proces
{nf,t=0,£1,£2,...},
nedostaneme vétsinou bily Sum, coz je zptsobeno tim, ze
Enin;,, =0 pouze pokud h jsou nasobky L = 12
Enfnirn #0 pro ostatni h.
Proto proces uvazujme obecné jako ARM A(p, q) proces
(B)n; = O(B)er, er ~ WN(0,02).

Celkové dostaneme tzv. stacionarni sezénni smiseny SARMA model:
O(B)r(BY)Y; = O(B)W(BY)e, ~ SARMA(p,q) x (P,Q);

kde
e d(B)=1—¢p1B —---—@,BP
e 7(BY)=1-mB* — ... —7pBPE
¢« O(B)=1+0B +---+0,B°
o U(BL) =1+ Bl + .- + 4B
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Ddlezitymi specidlnimi pripady jsou tzv. homogenni sezénni modely

e MA homogenni sezénni model

Y; = O(B)¥(BY)e; ~ SARMA(0,q) x (0,Q)y.

e AR homogenni sezénni model
®(B)n(BY)Y; = ~ SARMA(p,0) x (P,0)1,

Na zavér tohoto odstavce si jesté vSimnéme, ze SARM A model je specidlnim ptipadem ARM A modelu.
Uvazujme napiiklad SARM A(1,0) x (1,0);2 model

®(B)n(B?)Y, =¢

(1—¢1B)(1 —mB?)Y,=¢

(1 — B — 71’1312 + (,017'(1313)5/;5 =&y
Vi -1V —mYi 1o+ oimYi13=¢

Vidime, ze jde vlastné o AR(13), ve kterém

e 10 koeficientl je nulovych,
e t1i zbyvajici nenulové koeficienty tvori koeficienty AR(13) procesu.

Zobecnime-li predchozi piiklad, dostavame, ze model SARM A(p, q) X (P,Q)r, je také ARMA(p+ PL,QL+q)
modelem s dodateénymi podminkami na AR a M A koeficienty.

1.14. Ukazky SARMA modelta spolu s ACF a spektralnimi hustotami.

Piiklad 1.13. ,,Cisté“ sezénni homogenni model s MA é&dsti: Y; = U(B'?)e;. Prvni piiklad je spise
hypoteticky, nebof uvazujeme v ném proces n; jako bily sum.
SARMA(0,0)(0,1)12: Y; = (1 —0.95B'%)e; : Y; =&, — 0.95¢4_12, & ~ N(0,1)

ACF foma(w) = Z|W (e=124)?
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OBRAZEK 20. Simulovana data, ACF a spektrdlni hustota pro SARMA(0,0)(0,1)12 : Y; =
(1 -0.95B?)g;: Y = ¢4 — 0.95¢;_12,6¢ ~ N(0,1).
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Piiklad 1.14. ,,Cisté“ sezénni homogenni model s AR &dsti: m(B'?)Y; = ¢;. Také tento piiklad s AR
casti je opét spiSe hypoteticky, nebot uvazujeme v ném proces 7; jako bily Sum.

SARMA(0,0)(1,0)10: (1 —0.95B2)Y, =¢;: Y, =0.95Y; 12 + &4, & ~ N(0,1)

-5

T
100

T
150

T
200

T
250

T
300

1
ACF [sAr(W) = 35 ——imse
2 —il2w) |2
. ™ n(e= 1))
60
0.8
50
0.6 40
0.4 30
20
0.2-
10
0.0
0
-60 -40 -20 0 20 40 60
-3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 21. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(0,0)(1,0)12 : (1 —

0.95B2)Y; =¢;: Y; =0.95Y; 12 +&4,6 ~ N(0,1).

Priklad 1.15. ,,Cisté“ sezénni homogenni model s AR ddsti: 7(B2)Y; = ¢;. Také tento piiklad s AR
casti vyssiho fadu je opét spiSe hypoteticky, nebot v ném proces 7y jako bily Sum.

-2

-3

SARMA(0,0)(2,0)12: (1—0.3B24+01B*)Y, =¢;: Y, =0.3Y; 10 — 0.1Y; o4 + &4, & ~ N(0,1)
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OBRAZEK 22. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(0,0)(2,0)12 : (1 —
0.3B2 4+ 0.1B*)Y; =¢;: Y; =0.3Y;_12 — 0.1Y; o4 + 4,6, ~ N(0,1).
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Piiklad 1.16. Sezénni homogenni model s MA é&isti: Y, = O(B)¥(B'?)g. V tomto piipadé je ACF

charakterizovand koneé¢nym poc¢tem nenulovych hodnot, vidime zde i roli délky sezény L = 12.

SARMA(0,1)(0,1)15: Y3 = (1+0.9B)(1 —04B2)g;: Yy =&, +0.9g;1 — 0.45,_12 — 0.3654_13, & ~ N(0,1)
41 q
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OBRAZEK 23. Simulovana data, ACF a spektrdlni hustota pro SARMA(0,1)(0,1)12 : Y; =
(14+0.9B)(1 —0.4B)e; :Y; =& +0.9¢4 1 — 0.4e4_12 — 0.3654_13, & ~ N(0,1).

Pi#iklad 1.17. Sezénni homogenni model s MA é&sti: Y, = O(B)¥(B'?)g;. V tomto piipadé je ACF
charakterizovand koneénym poctem nenulovych hodnot, vidime zde i roli délky sezény L = 12.
SARMA(0,1)(0,1)12: Y; = (1+0.9B)(14+0.4B'?)e; : Yy =¢; +0.95; 1 + 0.4ey_12 + 0.365;,_13, & ~ N(0,1)
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OBRAZEK 24. Simulovana data, ACF a spektrdlni hustota pro SARMA(0,1)(0,1)12 : Y; =
(1+0.9B)(1+ 0.4312)615 1Y, =64+ 0941 + 0.4e4_19 + 0.3664_13, & ~ N(0,1).
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Pi#iklad 1.18. Sezénni homogenni model s AR é&dsti: ®(B)n(B2)Y, = &, kde ¢; = 0.5 a m = 0.7.
V tomto ptipadé nabyvaji ACF kladnych hodnot a rychle klesaji k nule. Vidime zde i roli délky sezény L = 12.
SARMA(1,0)(1,0)12: (1=0.5B)(1 —0.7B%)Y, =¢;: ¥; =0.5Y; 1 +0.7Y;_19 — 0.35Y;_13 + &1, & ~ N(0,1)

44
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OBRAZEK 25. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(1,0)(1,0)12 : (1 —
0.5B)(1—0.7B)Y, =& : Y, =0.5Y;_1 + 0.7Y;_12 — 0.35Y;_13 + &1, &1 ~ N(0, 1).

Piiklad 1.19. Sezénni homogenni model s AR é&dsti: ®(B)n(B?)Y; = &, kde ¢1 = 0.9 a 1 = 0.7.
V tomto pripadé nabyvaji ACF kladnych hodnot a jiz pomaleji klesaji k nule. Vidime zde i roli délky sezény
L=12.

SARMA(1,0)(1,0)12: (1=0.9B)(1—0.7B2)Y, =¢;: ;1 =0.9Y; 1 +0.7Y;_12 — 0.63Y;_13 + &, & ~ N(0,1)
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OBRAZEK 26. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(1,0)(1,0)12 : (1 —
0.9B)(1 —0.7B2)Y; =&, : V; = 0.9Y;_1 + 0.7Y;_12 — 0.63Y;_13 + &, & ~ N(0,1).
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Pi#iklad 1.20. Sezénni smiseny model: ®(B)r(B'?)Y; = O(B)¥(B'?)g;, kde 1 = 0.5 a m = 0.7, 61 a
maji opacna znaménka. V tomto pripadé nabyvaji ACF kladnych hodnot a rychle klesaji k nule. Vidime zde i
roli délky sezény L = 12.

SARMA(1,1)(1,1)15: (1=0.5B)(1 —0.7B2)Y; = (1+0.9B)(1 — 0.4B'%)¢,
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OBRAZEK 27. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(1,1)(1,1)12 : (1 —
0.5B)(1 —0.7B'?)Y; = (14 0.9B)(1 — 0.4B'?)e,.

Pi#iklad 1.21. Sezénni smiseny model: ®(B)n(B'?)Y; = O(B)¥(B?)g;, kde o1 = 0.5 a m = 0.7, 61 a
maji stejnd znaménka. V tomto pripadé nabyvaji ACF kladnych hodnot a rychle klesaji k nule. Vidime zde i
roli délky sezény L = 12.

SARMA(1,1)(1,1)15: (1=0.5B)(1 —0.7B'2)Y; = (1+0.9B)(1 + 0.4B'%)¢,
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OBRAZEK 28. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(1,1)(1,1)12 : (1 —
0.5B)(1 —0.7B'2)Y; = (1 + 0.9B)(1 + 0.4B'?)e;.
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Piiklad 1.22. Sezénni smiseny model: ®(B)r(B'?)Y; = O(B)¥(B?)g;, kde o1 = 0.9 a m = 0.7, 1 a
maji opacna znaménka. V tomto ptripadé nabyvaji ACF kladnych hodnot a jiz pomaleji klesaji k nule. Vidime
zde i roli délky sezény L = 12.

SARMA(1,1)(1,1)15: (1-0.9B)(1 —0.7B2)Y; = (1+0.9B)(1 — 0.4B'%)¢,
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OBRAZEK 29. Simulovana data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(1,1)(1,1)12 : (1 —
0.9B)(1 —0.7B'?)Y; = (1 4+ 0.9B)(1 — 0.4B'?)e,.
Piiklad 1.23. Sezénni smiseny model: ®(B)r(B'?)Y, = O(B)¥(B'?)g;, kde 1 = 0.9 a m = 0.7, 61 a
maji stejnd znaménka. V tomto piipadé nabyvaji ACF kladnych hodnot a jiz pomaleji klesaji k nule. Vidime
zde i roli délky sezény L = 12.
SARMA(1,1)(1,1)15: (1-0.9B)(1 —0.7B2)Y; = (1 +0.9B)(1 + 0.4B'%)¢,
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OBRAZEK 30. Simulovand data, ACF a spektralni hustota pro SARMA(1,1)(1,1)12 : (1 —
0.9B)(1 — 0.7B'?)Y; = (14 0.9B)(1 + 0.4B'?)e;.
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2. Nejlepsi linearni predikce ve stacionarnich ARM A procesech

Necht {Y;,t € Z} € L?(, A, P) je stacionarni proces se stfedni hodnotou uy a autokovarianéni funkei
vy (t). Pak ndhodny proces {Y; — py,t € Z} mé nulovou stfedni hodnotu (tj. je centrovdn) a ma stejnou
autokovariancni funkei vy (¢).

Uvazujme nejlepsi linearni predikei Y; pomoci Y1, ..., Y n, n > 1 (viz definice 2.6 v odstavci 2), kterd
je ortogonalni projekci

Y = Pip1,vics Ve ) (V2)-
Lze snadno ukazat,ze plati
Y= Pt vicsvieat (V) = iy + Poggyi_yvisy (V0)-

Takze bez ijmy na obecnosti muzeme déle uvazovat pouze centrované stacionarni procesy {Y;, t € Z}, pro které
plati

Vi = Popyir v (YD) = Popvive o (Y0).

Nejprve definujme jednokrokovou predikei.
DEFINICE 2.1. Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany stacionarni proces. Oznaéme pro n > 1
My = @{Ylv cee 7Yn}

Pak jednokrokova (linearni) predikce je definovina vztahem

= - = 1| {0 (—— u,y) n = O,
e P*sp{yl,...,yn}(inﬂ) = Pm,(Ynp1) n>1.

Protoze pron > 1 i}n+1 € M, pak plati
Yn+1 = (bn,lYn + -+ ¢n,nY1
a dni,.-., Pny minimalizuji

”Yn+1 - ?n+l||2 = E’Yn+1 - }A/n+l|2~
Podle projekéni véty pro kazdé X € L?(Q, A, P) a pro kazdé Y € M,, plati

-~

(X -X,V)=(X,Y)—(X,Y)=0= (X,Y) = (X,Y) coz je EXY =EXY ,
takze jestlize pro j = 1,...,n polozime X =Y, 11 aY =Y, 1_;, pak musi platit

EY,11Yni1-5 = E}/}nJrlYnJrlfj

vJ)=F (Yn+1—j Zd’n,iYn—H—i) = OniEYni1—iYni1—;

i=1
n
Z¢n17 Z_J

coz lze maticové zapsat takto

v(1) 7(0) (1) o y(n—1) Pn1

7(2) _ (1) ¥0) - y(n—2) Pn2

+(n) A —1) vn-2) - A0) boin
t].

Projekéni véta zarucuje existenci pravé jednoho reseni ?n+1 € M, pro néjaké ¢, € R" (kterych obecné
muze byt vice, jejich vysledkem je vSsak pouze jediné Y;,11). Jestlize I';, je reguldrni, méme pravé jediné ¢,, € R"
a plati

b =T,
Nasledujici véta dava postacujici podminku k tomu, aby pro kazdé n € N byla I';, regularni matici.
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VETA 2.2. Jestlize plati

pak kovariancni matice
I, = ('Y@ - j))?,j:l
je reqularni pro kazdé n € N.

DUKAZ. Tento diikaz se provadi sporem, viz Brockwel, Davis (1987), str. 160-161. O

DUSLEDEK 2.3. Oznacme
Y, = (Yo, ..., V1)

Jestlize plati v(0) > 0 a v(h) —= 0, pak nejlepsi linedrni predikce Y11 ndhodné veliciny Y11 je tvaru
—00

i}n—i-l :an,lyn‘l_' : +¢n,nYi tj~ ?n—i-l :¢;LY71 pficvemzv ¢n :F;Llfyn .
Stredni kvadratickd chyba je rovna
Un = MSE(Yni1) = E(Yay1 — Yor1)® = v(0) = 4,15y, (13)

DUKAZ. Tvrzeni tykajici se tvaru nejlepsi linedrni predikce a vektoru ¢,, plynou z piedchozich poznamek
a predeslé véty. Zbyva vypocditat stredni kvadratickou chybu.

E(Yn-H - }A/n+1)2 = E(Yn-f—l - ¢%Yn)2 = EY73+1 —2F (Qb%YnYn-Fl) +FE (¢;1YN)2

Nejprve pocitejme
EY, Y1 = (EY, Y1, EYy 1Yni1, ..., EV1Y 1) = (7(1),7(2),...,v(n)) =~,.
Dale si vS§imnéme, zZe lze psat
(¢n.Y0)" = ¢, Y. Y0,

a pocitejme
EY? EY,Y, 1--- EY,Y1

Y
Y, . EY, 1Y, EY?, .- EY, 1V
EY,Y, =F ) (Yo,....,Y1)| = : : . ;
Yl EYV1Y, EY1Y, 1--- EY?
v0) (1) y(n—1)
(1) (0) v(n —2)
= . p— rn
yn—=1)y(n—2)--- ~(0)

Takze muzeme pokracovat ve vypoctu stfedni kvadratické chyby
E(Yn+1 - 17;7,-"-1)2 = EYnQJrl - 2¢;LEYTLY7Z+1 + (b;’LEYTZY;’L(bn
=7(0) = 2,7y, + . Tny,

=7(0) — 29, T, 'y, + VoL Tl My, = 7(0) — 44T, M,

Nyni definujme h-krokovou (linearni) predikci.
DEFINICE 2.4. Necht {V;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany stacionarni proces. Oznaéme pro n > 1
M, =3sp{Y1,..., Y, }.
Pak h-krokova predikce je definovana vztahem

Von = Visnn = 0 (= py) n,h =0,
= _
e Popivi,..vat(Yaen) = Pr, (Yogn) nh > 1
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Obdobnym zptsobem jako u jednokrokové predikce mizeme odvodit, ze jestlize plati

7(0) >0 a ~y(h) ——0,
h—o00

pak nejlepsi linedrni h-krokova predikce ?n+h ndhodné veli¢iny Y;,+, je tvaru

?n-‘rh = ¢£ﬁYn + e+ QZ)’EL],ZT)zyl tj' i}n-‘rh = (¢£1,h))/ Yn
pricemz
o =T a A = () (1), (- 1)
Stiredni kvadraticka chyba je rovna
~ ~ !/
ol = MSE(Voin) = E(Var1 = Yar1)? = (0) — (&) T, ' ¢{]".

V nasledujicich odstavcich se pfedevsim zaméiime na dvé rekurentni metody vypoctu nejlepsi linearni
predikce.

2.1. Durbin-Levinsiv algoritmus.

VETA 2.5 (Durbin-Levinsiiv algoritmus). Necht {Y;,t € Z} € L*(Q2, A, P) je centrovany staciondrni proces
s autokovariancéni funkci y(h) takovou, Ze v(0) > 0 a y(h) — 0. Jestlize Yn11 = Pgypyy,.. vy (Yot1) =
—00

Gn1Yn + -+ dnnY1 je nejlepsi linedrni predikce, pak pro koeficienty ¢n; (j = 1,...,n) a stredni kvadratické

2
chyby v, = FE (Yn+1 — Yn+1> plati ndsledujici vztahy

11 =25 = (1) vo = 7(0) (14)

P = [¥(n) = Dr_1Vn_1] /Vn-1 (15)

D) = b1 — bnni Un = Un-1 (1 B d)i”) (16)
kde

D= (dn-11,-- - Pn1n-1)’ Or_ 1= (Pn-t1n-1,-- -, Pn-11)

Gn = (Dn1,- -y Prp—1: Pnn) o) = (¢nts- - nm1)

DUKAZ. Pro ziskdni vySe popsaného rekurentniho vypocétu pro viechny slozky predikce autor algoritmu
vysel z myslenky rozlozit projekci na soucet dvou ortogonalnich projekci

o~

Y1 = Prt,(Yot1) = Pty (Vo) + P (Vo)
kde
My, = 5p{Yi,... Yo}
Mot = 5p{Ya,..., Yo}

My =5p{Y1 = P, (Y1)}
Vidime, Ze M;- ; je ortogonalni komplement M, _1 v M,,.
Podrobny dukaz lze najit napiiklad v publikaci Forbelsk(2009). O

2.2. Disledek Durbin-Levinsonova algoritmu.

DUSLEDEK 2.6.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces s autokovariancni funkci ~(h), pro kterou
plati v(0) > 0 a y(h) —— 0. Oznacme
h—o00
M, = @{Yh s aYn}
Mn_l - @{YQ, [ 7Y7’L}
a nejlepst linearni predikci
}/}n+1 = PMn (YnJrl) = (bn,nYl + ¢n,n71Y72 +-+ ¢n,1Yn7

pak plati
an,n =R (Yn+1 - P./\/ln,1(Yn+1)a }/1 - PMn,1 (}/1)) . (17)
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DUKAZ. Podrobny dikaz lze najit v publikaci Forbelska(2009). O

2.3. Parcialni autokorela¢ni funkce (PACF).

DEFINICE 2.7. Necht {Y;,t € Z} € L?(€, A, P) je stacionarni proces. Pak parcialni autokorelaéni funkce
je definovana vztahem

a(l) = R(Y:, Yi1)

a(k) = R(Y; — Y3, Yy, — Yip) pro |k| > 1
kde Y, resp. Yi_r  jsou nejlepsi linedrni predikce Y; (resp. Yi k) pomoci
Yiokt1,--, Y1
Nejlepsi linearni predikce Y, a Yok jsou projekce Y, = Pr,  (Y2) a

Y, = Pr,  (Yik), kde My = 5p{Ysi_p41,...,Ys—1}. Pritom existuji takova
D1 = (Po-1,15--» Po-1h-1)",
ze plati
Yi=¢p-11Yi-1+ -+ Op—1k—1Ye—k+1
a také takova ¥, = (Yr—_11,...,Yr—1,-1) s Ze plati
Yk = Yk-11Yi k41 + -+ Vp_1p-1Yio1,
kterda minimalizuji
E(Y,—Y;)?  resp.  E(Yix—Yi)
pricemz (jak jiz vime z dukazu Durbin-Levinsonova algoritmu) plati
Pk—11 =Vk—11,- -+, Ph—1k—1 = Yk—1k—1 . Pr_1 =Pp_q.
Celkové tedy, oznacime-li
Yio1=Yigrr,--5 Y1)
Yk—l — (}/t*l’ cee 71/t—k‘+1)/
tak dostaneme
PMn—l(Y;—k) = ¢;€71Yzfl
PMnfl (Yt) = ¢;€—1Yk—1

Vime, ze pokud pro autokovarianéni funkei ~v(h) plati ~(0) > 0 a
~v(h) h—> 0, pak matice I';_; je regularni a neznamé slozky vektoru ¢, _, jsou rovny
—00

-1
Gr—1 =T 21 Y61
Avsak podle dtsledku 2.6 Durbin-Levinsonova algoritmu neni tfeba pocitat inverzni matici I‘,;_ll, odtud ¢;,_1,

nésledné Y;_j, = Py, (Yi_p) a Y, = Py, (Y;) a nakonec korelaéni koeficient al(k) = R(Y; — Y1, Vi, — Yi_p),
nebot plati

a(k) = érp = R (Yi = Pry,(V2), Yk = Pag, (Yiw))
2.4. Inovac¢ni algoritmus. Zakladni myslenkou Durbin-Levinsonova algoritmu je rozdéleni
M, =35p{Y,,...., Y1}
na dva ortogonalni podprostory
Mo =5p{Yn,.... Y2} & My =5p{Y1 — Pum,, (Y1)}

Nésledujici rekurentni algoritmus spociva v dekompozici M, na n ortogondlnich Hilbertovych podprostort
pomoci Gram-Schmidtova algoritmu.

Rekurentni algoritmus lze aplikovat nejen na stacionarni procesy, ale obecné na procesy s kone¢nymi dru-
hymi momenty. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze jsou centrované. Nejprve zavedme nasledujici znaceni:

(i, j) = EX; X;.



82 M5201 Stochastické modely casovych rad
Stejné oznacme

M, =35p{Y,,..., 1}
o= oo
Pokud oznacime

> 0(=py) pron=1
Y, =
Py, (Yn) pron=23,...

pak zfejmé
My =5p{Yp = Y,,.... 1 =V1} n>1
Definujme tzv. inovaci vztahem

~

n
Uns1=Yni1 — Ynp1 = Yoy1 — > bnjYnr1-j.
j=1

Oznacme

Pak lze psat

U, = AnYna
kde matice A, je dolni trojuhelnikovou matici

1 0 e 0

—b11 1 0 .. 0

—¢2,2 —p21 1 0 0

An = . . . .
—bn—2n-2 —Pn-2n-3 ° —Pp_21 1 0
—Pn—1n-1 —Pn-1,n-2 " —¢p-11 1

Vsimnéme si, Ze determinant matice je roven 1, takze existuje inverzni matice
_ A1
C,=A,",
ktera je také dolni trojihelnikovou matici. Upravujme postupné

Y.=Y,-U,=A;'U, - U, = (A;' - 1,) U, = 0,U,,

kde

0 0 . . .0
011 0 0 . .0
0272 92,1 0 0 cee 0
en - Cn - In == . .
On—2n—2 Ono2n-3 -+ —Oh21 0 0
On—1n-1 On—1n—2 - e Op—11 O

Protoze

Y,=60,U,=0,Y,—-Y,)
a protoze 0,, je dolni trojuhelnikovou matici, mizeme psat

n=20

v 0
+1 =
" O (Yogi—j — Yos1—j) n=1.2,....
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VETA 2.8. Necht {Y;,t € Z} je centrovany ndhodny proces s konecnymi druhymi momenty, pricemz kova-
riancéni matice (EYY)” 1= (’Y(iaj))Zj:1 je regularni pro kazZdé n € N. Pak pro jednokrokovou predikci plati
ndsledujici rekurentni vztahy

R 0 n=>0
Yo = { z 0 (Yoo — Vo) n=12... (18)
vo =(1,1) (19)
Otk =0, [Y(n+1,k+1)— Z Ok k—iOnm—jvj|, k=0,...,n—1 (20)
v, =7v(n+1,n+1)— Zﬁnn] (21)
DUKAZ. Podrobny dikaz lze najit napiiklad v publikaci Forbelsk4 (2009). O

POzNAMKA 2.9. Zatimco Durbin-Levinsiiv algoritmus davéa koeficienty ¢, ; v reprezentaci

n+1 Z¢n7j n+l—j — Z¢nn -7 ]—1—1’

inovacni algoritmus dava koeficienty 6, ; v ortogondlnim rozvoji

zn: ( ntl=j ”+1—J') Zan J( JH1 T Yj+1).

PozNAMKA 2.10. Inovaéni algoritmus davd ,inovacni reprezentaci“ samotnych Y, .1, nebot plati
Yo=Y, Y, + Y, = (Y, —Yn) +(Cp — L) (Y, — Yy) = Co(Yn — Y,).

a polozime-li ,, 0 = 1, mizZeme psat

Yot = 29 ,g( l—j — n+1—j) Zenn g( 41— Yj+1)-

Tyto vztahy vyuzijeme pozdéji pti odvozovani maximalné Verohodnych odhadi nezndmych parametri ¢, ;.

2.5. Jednokrokova nejlepsi linedrni predikce v AR(p). Nejprve si vSimnéme, jaké vlastnosti mé
predikce v pripadé autoregresnich procesu radu p.

VETA 2.11. Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany nedegenerovany kauzdlni AR(p) proces Y; =
©1Yi1 + -+ @pYi_p + €. Pak pro nejlepsi linedrni predikci plati

0 n=20
}//\' +1 = min(n,p)
" Zl iYni1; n=12...
]:

DUKAZ. Vzhledem k tomu, ze autokovarianéni funkce y(h) exponencialné klesa k nule, sta¢i predpokladat,
ze proces neni degenerovany, tj. rozptyl v(0) > 0. Nejlepsi linearni predikce podle definice je rovna

}7+1—? 1 _{O(ZMY) "=y
n - -+ -
S P?p{Yl,...,Yn}<Yn+1) = Ppm, (Ynt1) n=>1
Predpoklddejme tedy, ze n > p a postupné upravujme
Yot = Poppvi, vy (Yar1) = P vy (1Y + -+ 9pYarip + €nt1)
=Y @iPpmi,. vy (Yas1-5) + Peppvi, v} (Ent)-

j=1
Pripomenime, ze pro projekci v pripadé j = 1,...,n plati

P@{Y17._.7Yn}(}/}) =Y], nebot Y; e sp{Yi,..., Y}



84 M5201 Stochastické modely casovych rad
Dale pocitejme pro 7 = 1,...,n skalarni soucin

o0 (0.)

kauzal.

(Ent1, Y5) "= (enyr, Y wiej k) = i Elentagj—k) = 0,
k=1 k=1 :"0

tj. ent1 L Y7,...,Y,, a P@{yhm7yn}(€n+1) = 0, takze

Yori=w1Yn+ -+ @pYarip jestlize n>p,
¢imz dostavame tvrzeni véty. O

Tedy v pripadé AR(p) procesu
Yi=p1Yia+ -+ epYiptes

jsou koeficienty ¢y, 1, ..., ¢n,1 nejlepsi linedrni predikce pro n > p rovny
¢n,1 = 1
Pnp = ¥p
¢n7p+1 = 0
¢n,n = 0
2.6. Vicekrokova nejlepsi linearni predikce v AR(p). Podle definice h-krokova predikce je defino-

vana vztahem

Y { 0(= wy n, h = 05
Yn—i-h = Yn+h|n = { ( )

Popvi,...vat(Yaen) = Pr, (Yogn) nh > 1
Pocitejme postupné
Yn+2|n = P@{Yh...,Yn}(Yn—&—Q)
= P@{Yh...,Yn}(@lYn—l—l +-- QOpYn—i-2—p + 5n+2)

p
= 0iPovi, vt Yns2—j) + Py, vy (Ens2)
j=1

=0(viz predchozi dukaz)

p
= 01Pgvi, v} (Vo) + O 95 P, v} (Yoo )
j=2

=In42—j

= ‘Pl?nJrl\n + ¥+ +opYniop

~

Yn+p|n = P@{Yl,...,Yn}(Yn-ﬁ-p)
= P@{Yl,...,Yn}(ﬁplyn-i-p—l + o+ EpYn + Enqp)
= @1}/}n+p—1|n + -+ @p—lyn—&-ﬂn + ¢p¥n
pro s >p

Yotsin = Popivivn) Yots)
= Py, v} (@01 Yngs—1 + -+ 0pYots—p + Ents)
= (pl?n+sfl|n +oeeet Qpp?n+sfp|n
2.7. PACF pro AR(p), MA(q) a ARMA(p,q).

VETA 2.12. Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany nedegenerovany kauzdlni AR(p) proces Y, =
©1Yi 1+ -+ ©pYip + &¢. Pak plati

(1) a(p) = ¢p
(2) a(k) =0 pro k > p.
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DUKAZ. Jiz difve jsme ukézali, ze v pripadé AR(p) procesu
Yi=o1Yi a1+ -+ epYiptes

jsou koeficienty ¢y, 1,. .., ¢n 1 nejlepsi linedrni predikce pro n > p rovny
1 = 1
Pnp = ¥p
Pnpt1 = 0
an,n = 0

Tedy pokud primo n = p, tak podle disledku Durbin—Lewinsonova algoritmu plati

a(p) = dpp = Pp-
Jestlize k > p, pak je parcidlni autokorela¢ni funkce nulové a(k) = 0, coz je velmi dulezitd identifika¢ni vlastnost
AR(p) procesi. O

PozNAMKA 2.13. Parcidlni autokorela¢ni koeficienty «(1),...,a(p — 1) lze uréit jako ¢11,...,¢p—1p-1 2
Durbin-Levinsonova algoritmu.

DUSLEDEK 2.14. Necht {Y;,t € Z} € L*(, A, P) je centrovany nedegenerovansyj invertibilni M A(q) (resp.
ARM A(p, q) ) proces. Pak neexistuje takové ko € N, Ze pro k > ko plati a(k) = 0.

DUKAzZ. Vyuzijeme  toho, ze  proces  MA(q) (resp. ARMA(p,q)) je  invertibilni.
Pak existuje absolutné konvergentni posloupnost realnych Cisel T = {m; }]‘?‘;0
(tj. 22720 Imj| < o0) takova, Ze

€ = Z ;Y j, tj. zkrdcend Y, ~ AR(o0) : &, = w(B)Yy,
=0

tj. p = oo, takze podle predchozi véty nenajdeme ko € N takové, ze pro k > ko plati a(k) = 0. Il

2.8. Jednokrokovéa nejlepsi linearni predikce v M A(q). Pro jednokrokovou predikci v piipadé M A(q)
procesu je velmi uziteény inovacni algoritmus. Nejprve uvedeme podrobné rekurentni vzorce pro stacionarni
procesy, pro které plati

V(i 4) = (i = j).-
Predikci pomoci inovaci 1ze vypocéitat pomoci nasledujicitho vzorce

~ 0 n =
Y1 = S S ,
it { Ont (Yo—Yo) oot 0 (i-T1) n=1,2,...
pricemz pro
n=20 vo = ¥(0),

déle
_ ()
Hn,n - 1(,0
_ (-1 v
en,nfl — (vl ) - el,len,nﬁ
_ 1n2) v _ v1
0n,n—2 = T g 92,20n,n V2 92,19n,n—1 V2
_ 22 _ vo ... _ Un=3
0n,2 = Uno 9n72,n720n,n Un2 9n72,19n,3 Vo
(n—2) ¢lent
9 :’\/(1)_9 0 Vo _0 9 (%1 __9 9 YUn-2
n,1 V1 n—1,n—1Ynn VU1 n—1,n—2Yn,n—1 VUn1 n—1,1Yn 2 VUn1

(n—1) ¢lent
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a nakonec
2 2
Up = 7(O> - en,nvo - _an,lvn—l'

Vzhledem k tomu, ze M A(q) proces mé autokovarianéni funkei v(k) = 0 pro k > ¢, pak v pripadé, ze n > g

jsou koeficienty 0, , =0,...,0, 441 = 0 a teprve 0, 4 #0,...,0,1 # 0, takze nejlepsi linearni predikce je tvaru
0 n=>0
i}n+1 = min(n,q)

Z Gw (YnJrlfj - An+1,j> n = 1, 2, e
j=1
2.9. Nejlepsi linearni predikce v ARM A(p,q). Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A
proces
{Y;,t € Z} ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = ©O(B)e; & ~ WN(0,02).
Z kauzality vyplyva, ze existuje posloupnost {1;}32 takova, ze > 72 [1;] < oo a plati

o0
Y, =) e, ti. Vi~ MA(),
j=0

takze pro |z| < 1 dostavdme

©(2)
U(z) = = ®(2)¥(z) =06
(2) () (2)¥(z) = O(z)
Koeficienty {1172, se uréf ze vztahu
(1= pr2—pa2? = @pa?) (ot 1222 4+ ) = (L+ 02+ 0oz -+ 0y27)

porovnanim koeficientt u mocnin proménné z , tj.

ZO : ¢0 =1 = 'QZJO =1

2 —p1 =0 = Y1=01+¢p

Zii o — p1P1 — 2 = O = =02+ P11 + 2

z

3 — path1 — 12 — p3 =03 = P3 = O3 + patP1 + P12 + @3

Obecné, polozime-li 0 =0 pro J =4 a oznac¢ime-li m = maz(p, q), dostaneme
¢j =0 J>p
Yo = 1
min(j,p) ,
v = 0;+ Zl Yij—i pro 1<j<m
1=
P
Y = 21 i pro Jj>m
1=

a vidime, ze pro j > m se koeficienty 6; neprosadi. Pokud bychom pouzili predikci pomoci inovaci, bude vzdy
pro n > m platit

n
Yo = Zen,j (Yn+1fj — n+17j>
=1

takze pouzijeme vzdy n predchozich inovaci a ztracime tak vyhodu, kterd byla u M A procesu koneéného fadu.

Nechceme-li o tuto vyhodu prijit, ukazalo se, ze diky jednoduché transformaci vyuzijeme jednak moznosti
pouzit maximalné g predchozich inovaci a také toho, ze diky AR Casti je proces linedrni kombinaci predchozich
p hodnot.

Polozme nejprve
m = max(p, q)

a definujme

W =
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tedy pro 1 <t < m jde o ARM A(p, q) proces s jednotkovym rozptylem a pro t > m jde o M A(q) proces (opét

s jednotkovym rozptylem).
Zkoumejme jednokrokovou predikci tohoto transformovaného procesu. Zrejmé

Mn = @{Yh cee >Yn} :@{Wh .. '7Wn}7
takze polozime-li
Wi =0=py =puw pro n=1,

pak prol1 <t <m
Wi = Py, vy (02 1Y) = oY)

aprot>m
Wt sp{Y1 Yt_l}(aa_l(I)(B)Y%)

=0e Pp{Y1 ..... Vi Vi — 1Yo — - — Y p)
o (T Y ge)

7 predchoziho také plyne, zZe
Wt - Wt == O'a_l(YVt *Y}/)
Pouzijeme-li inova¢ni algoritmus na proces W;, dostaneme
Ze,]( n+l—j — n+17j> I1<n<m-—1,

Z On.j ( nt+l—j — Wn+1—j> nz=m.

Koeficienty 6,, ; se urc¢i pomoci autokovariancéni funkce procesu Wy (viz inovacni algoritmus). Zpétnou trans-
formaci k ptivodnimu procesu bude nejlepsi linearni predikce o jeden krok dopredu rovna

0 n=1
n
p

Pti odvozeni predikce o h > 1 kroka dopfedu opét vyjdeme z transformovaného procesu W;
= P@{Yh-n,Yn}(Us—lYn-&-h) n+h<m,
Wn+h\n = 4 v
P@{Yh--,Yn} (Us (Yoin — Zj:l ‘Pij—h—j)) n+h>m.

2.10. Yuleovy-Walkerovy rovnice a odhad parametra v AR(p). Necht {Y;,t € Z} je centrovany
kauzalni autoregresni proces
AR(p) : ®(B)Y; = & g ~ WN(0,02).
Vratme se k Yuleovym-Walkerovym rovnicim

0.2
p(0) = p1p(1) + -+ opp(p) + 575 = 02 =7(0)[L—p1p(1) = — pp(p)]
=1
p(k) = p1p(k = 1) +---+ppp(k —p) k=1
Oznacime-li
5 ~ - . ~ ~ ~ /
R, = (p(i _]))ﬁjzl pp = (p(1),...,p(p))
/ ” ~ ~
b, = (p1,---,0p) b, = (%1, %)
a v Yuleovych-Walkerovych rovnicich nahradime p(k) odpovidajicimi odhady p(k), pak (pokud 7(0) > 0)
dostaneme tzv. Yuleovy-Walkerovy odhady:
¢, = R,'p
52 = 30)(1- PR, "y)
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VETA 2.15.  Necht  {Yi,t S Z}  je  centrovany  kauzdlni  autoregresni  proces
AR(p) : ®(B)Y; = &, kde e, ~ IID(0,02) a @, je Yuleoviv-Walkeriv odhad ¢, = (¢1,. .., ©p)', pak plati
Vi (¢, —,) N, (0,021, 1)
kde T'p, = (y(i — j))f,j:l- Kromé toho plati
52 L, 0.
DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991, [5], str. 255-257). O

7 predchozich tvrzeni plyne, ze odhady ziskané fesenim Yuleovych-Walkerovych rovnic jsou asymptoticky
nestranné a lze pro né konstruovat asymptotické intervaly spolehlivosti.

V praktickych situacich vsak skutecny rad p autoregresniho procesu nezname. V tom piipadé se vyuziji
tvrzeni nasledujici véty.

VETA 2.16.  Necht {Yi,t € Z}y  je  centrovany  kauzdlni  autoregresni  proces
AR(p) : ®(B)Y; = &, kde e ~ IID(0,02) a

~

&m = (ﬁgm,la---aam,my = Rr_nlﬁma m > p,
pak plati
Vi (G = &) ~ N (0,027,

kde Ty, = (y(i —j))%zl, @y, jsou koeficienty nejlepsi linedrni predikce ¢, Ym = Pspiy,,,..v1} Ym+1, pricemz

' = Y, Y1), o b, = R.'p,,, pricemz R, = (p(i = 5))ij=1-
Specidalné pro m > p plati

A
V1 Gmm ~ N(0,1).
DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991, [5], str. 255-257). O

2.11. Predbézné odhady v AR(p) a Durbin-Levinsav algoritmus. Predpokladejme, ze mame k dis-
pozici pozorovani

Yi,- -5 Yn
centrované stacionarni posloupnosti
{Y,,t € Z} ~ AR(m) : ®(B)Y; = & et ~ WN(0,02).

Za predpokladu, ze 7(0) > 0, pak muzeme odhadnout nezndmé parametry autoregresniho modelu fadu
m < n pomoci Yuleovych-Walkerovych rovnic. Odhadnuty AR(m) proces je tvaru

Yi—maYi1 = = bmmYiem =& &~ WN(0,0),
kde
D= (s Gom) = Rip,
O =3(0) (1= PRy B ) -
Jestlize 4(0) > 0, pak Ry, Ry, ... nejsou singuldrni a miazeme vyuzit Durbin-Levinsuv algoritmus pro postupné

odhady autoregresnich koeficientu (,271, q?)z a odhady variability bilého Sumu v1, s, . ...

VETA 2.17 (Durbin-Levinsuv algoritmus). Jestlize 7(0) > 0, pak parametry ngSmyl, .. .,qAbm,m a Uy, autore-
gresniho modelu

Y;f - Cgm,lyzfl - ggm,my;ffm =&t gt~ WN(O,’/U\m),
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prom=1,...,n—1 lze ziskat rekurzivné ze vztahu
G =30 _ 5 B0 =7
¢1,l :Y\(O) p(l) Vo = ’Y(O) (22)
~ A, ~ ~
Gmm = [1(m) = By V1] [Bm (23)
¢m = ¢m71 - ¢m,m¢m_1 6771 = 67’”*1 (1 - %n,m) (24)
kde
<75m_1 = ((Emfl,l’ sy (}Emfl,mfl)/ &m—l = (amfl,mfla ceey ¢A5m71,1)'
—~ ~ —~ ~ ~(1) ~ —~
¢m - ((bm,h ey ¢m,m—17 ¢m,m)/ ¢m = ((bm,h ey ¢m,m—1)/
2.12. Predbézné odhady v MA(q) a inovacni algoritmus. Jestlize chceme na zékladé pozorovani
Y1, ..., Yn centrované staciondrni posloupnosti provést odhad M A(m) (m =1,2,...,n — 1) ve tvaru

}/t =¢e¢+ 9m,1£t—1 +---+ Hm,mgt—m gt~ WN(O, Um)a
muzeme vyuzit inovaéni algoritmus.

VETA 2.18. Jestlize 7(0) > 0, pak odhady parametri M A procesi lze provést pomoci ndsledujicich rekurent-
nich vztahi

vp = 7(0)
Omam—t =0~ [A(m = k) = O o Omm—;0; k=0,...,m—1
=0

m—1
~ ~ 9 ~
Um = 7(0) - Z Hm,m—jvj
j=0
OznacCme

Pak plati véta

VETA 2.19.  Necht {Yi,t € Z}y  je  kauzdlni o  invertibilni  ARMA  proces

®(B)Y; = O(B)ey, ey ~ I1D(0,02), Ec} < 00 ah(z) = 20 V2l = 287 |z| < 1. Pak pro libovolnou posloup-

nost kladngjch celych cisel {m(n)}, takovou, Zem < mn, m — oo am = o (n%>, kdyzn — oo, pro kazdé k plati

~ ~ ~ /!
Vi (Oma =01, 02 = Y2 B — ¥, ) & Ni(0, A),

kde A = (aij)ﬁjzl a
min(z,5)
A5 = Z ¢ifr¢jfr-
r=1
Krome toho plati

Oy — 02,
DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991, [5], str. 239). O

I kdyz rekurentni odhady koeficienti M A procesti pomoci inova¢niho algoritmu jsou analogické jako re-
kurentni odhady koeﬁc1entu AR procesu pomoci Durbin-Levinsonova algoritmu, je mezi nimi prece jen jisty
rozdil. Pro odhady qf)p (¢p71, cel d’p,p) pomoci Durbin-Levinsonova algoritmu plati

<~ P
@, — Py,

avsak odhady 0 = (Gq Tyeos ,gqu)’ nekonverguji podle pravdépodobnosti k 6,. Ke konvergenci podle pravdépo-

~

dobnosti je treba odhad (01, - 5 .q)’, kde posloupnost {m(n)}5>; splnuje podmlnky predchozi véty. Vybér
m (maximalné az do %) pro Vyber pevné délky se voli tak, aby odhady (0m 1y ¢9m7q) se stabilizovaly.
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2.13. Predbézné odhady v ARM A(p, q) procesu. Necht {Y;,t € Z} je kauzilni a invertibilni ARM A
proces
{Y;,t € Z} ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = ©(B)e; & ~ WN(0,02).
Z kauzality vyplyvd, ze existuje posloupnost {1;}32 takovd, ze 372 || < oo a plati Y; = 3222 ¥jer—j, tj.
pro |z| < 1 dostavame

Koeficienty {1;}52 se uréi ze vztahu

(=121 22—~ gp2?) (ot rz-Hha2+ ) = (182 + 82> 440,27
porovnanim koeficientd u mocnin proménné z , tj.
20 Py =1 = YPy=1
b o — 1 =06 = Y1=0+p
Zii Yo — P11 — 2 = b = =02+ P11 + 2
z°

Y3 — a1 — P12 — 3 =03 = Y3 = 03+ p21P1 + Y192 + @3

;=0 pro j

Obecné, polozime-li -4 dostaneme

;=0 J>p
Yo = 1
min(7,p) i=12,...
Yy = 0+ 21 ij—i o
1=
Za predbézné odhady V1,2, .. Upyg pouzijeme inovacni odhady
Om1s- -, 0mprq, jejichz asymptotické vlastnosti dava piedchozi véta. Takze dostéavame
;2 = Um
a
R min(j,p)
gm,j:0j+ Z Qoiam,j—i j:1,2,...,p—|—q.
i=1
Nejprve uvazujeme rovnice pro j =q+1,...,p+¢q
€m7q+1 Agmq 973,(1—1 o e Qm7q+1—p ¥1
Om.q+2 Om,q11 Omg  Omg-1 - Om.q+2-p ¥2
Om.qip—1 Omgip—2 - Omgri Omg  Omga $p-1
Om.q+p Omgp-1 o Om,q+1 Om.q “p
Resenim téchto rovnic dostaneme odhady @1, . . ., @,. Nakonec ziskdme odhady 51, e ,gq ze vztahi
min(j,p)

0;=0n;— > @ibmj—i J=1....q
i=1

POZNAMKA 2.20. Pro M A(q) plati §j = émd , nebot p = 0.

2.14. Maximalné vérohodné odhady. Predpokladejme, ze {Y;,t € Z} je Gaussovsky proces s nulo-
vou stfedni hodnotou a kovarian¢ni funkci

OznaCme
Y,=,...,Y,) a r,= (v(i,j))zjzl .
Vérohodnostni funkce nahodného vektoru Y, je tvaru
1
L(Ty) = (27) 2 [Tu| 2 exp{~4Y,T, 'Y, ).

Daéle oznacme

M, =35p{Y,,.... Y1}
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a
}A/n:{O (= py) pron =1
Py, (Yn) pron=2,3,...
pak ziejmé R R
M, =35p{Y,-Y,,....Y1 - Y1} n > 1.

Pro nejlepsi linearni predikce pouzijme inovacni algoritmus, podle kterého

~ 0 n=>0
Yo = { POy (Yoo = Yarig) n=1,2,...

pricemz stredni kvadratickou chybu oznac¢me

~ 2
Un = HYnJrl - Yn+1H .

Oznacime-li R R R
Y,=Y,...,Y,)

a
1 0 . e e 0
011 1 0 e o0
02’2 9271 1 0 s 0
Cn - . . . 9
0n—2,n—2 0n—2,n—3 to _en—2,1 1 0
On1n-1 On-1pn-2 - e Op-11 1

pak muzeme psat

Postupné upravujme
Y, =YY+ Y, = (YY) +(Crn—L) (Y= Y,) =Cpn (Y, —Y,).
Tento vysledek pouzijme pri vyjadreni varianéni matice
T, = EY,Y,, = E |Co(Y, = Yo) (Yo — ¥,)'C}
= CoB (Yo = Y0) (Yo - Ya)| C,

Nyni pocitejme

E|(Yn-Y,) (Yo Y,)]
E(Vi-V1)?  E(Vi-Y1)(Yo—Y2) e E(Y1-Y1)(Yp—Y,)
=v0 =0 A:O .
E(YyYy)(V1-Y1)  E(YaYy) e E(Y>—Y2)(Yn—Yy)
— =0 =v1 =0
E(Y,—Y,)(Y1-Y)) e E(YyY)(Yno1—Yn_1)  E(Y,—Y,)?
=0 =0 =Un—1

= diag{vo,...,vn—1} = Dy.
Takze

Pocitejme déle
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Dale zirejmé plati

ITn| = ’CnDnCM = |Cy| |Dnl |C/n’ = VoV1--Un-1 -
S~~~ S~~~
=1 =1

Takze vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru

n 1 " (Y — Yi)2
L(T,) = (27)72 (opor -+ 00 1) 2exp{5 ()}
j= a

v
1
Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces

{Y;fat € Z} ~ ARMA(p, q) : (I)(B)}/t = @(B)et €t ~ N(Ov O‘?)

Ukazuje se (viz Brockwell, Davis, 1991, [5], str. 168-170), ze k velkému zjednoduseni jednokrokové predikce
dojde, pokud inova¢ni algoritmus aplikujeme ne na Y;, ale na nasledujici transformovany proces

B oY, t=1,...,m; m=max(p,q)
TleB)Y; t>m

Poznamenejme nejprve, ze ziejmé

@{Yly--wyn}:@{Wlw--;Wn} n > 1.

Oznactme ~
_ 0=Y; Jj=0,
Wit = {P W) j>1
@{Wl,...,wj}( ]+1) J =z L
Pak plati
B e t=1,...,m; m=max(p,q),
Wy = N
ot [Y;_‘Plnfl_"'_@pnfp} t>m,
takze

Y, =Y = o (Wy — Wy).
Pii aplikaci inovac¢niho algoritmu na W; dostaneme 6, ; a stfedni kvadratické chyby, které oznacme 7;.
Pak z predchozich vztaht vyplyva, ze plati

=~ { ?:1 an,j(Yn—l—l—j - Yn—i—l—j) 1<n< m,

Yn+1 = >
1Yo+ + opYar1p + X7 Oy (Yosi—j — Yag1-5) n=m.

vp, = E(Yp41 — }A/n+1)2 = agE(Wn_H — Wn+1)2 = 0527“” .

Takze vérohodnostni funkce nahodného vektoru Y, je tvaru

n 1 n (Y — }? 2
L(6.,0,0%) = (20?)"3 (rory -~ r-1) 2 exp {—2;2 ) ()} .

Pokud polozime
OlnL

=0,
Jo?
a budeme predpokladat, ze 17] a r; jsou nezavislé na o2, dostaneme
0% =.5(¢.0),
kde

5.0 =y M)
— -1

<

a (?5 a0 jsou hodnoty, které minimalizuji tzv. redukovany logaritmus vérohodnostni funkce

o~

1($,0) =1n (%S(g), 5)) +1 znjln i1
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POZNAMKA 2.21. Alternativou k maximalizaci L((,‘b ) Je minimalizace vaZzeného souctu ctverci
n )2
7j=1
pricemz
~ 1 -
2 IS
= S(3.0)
a plati s
S(¢,0)

(viz Brockwell, Davis, 1991, [5], §8.9).
Takto ziskané odhady se nazyvaji odhady metodou nejmensich ¢tverci. coz vede k systému nelinear-
nich rovnic.

Pokud chceme zkoumat asymptotické vlastnosti maximalné vérohodnych odhadi, musime zesilit
predpoklady: necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces

{YV;,t € Z} ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = ©(B)e; & ~ IID(0,052)

a necht ®(z) a ©(z) nemaji spolecné koreny.
Pak, oznac¢ime-li maximalné vérohodny odhad nezndmych parametra

6 = (¢/70,7U€2)/

symbolem

~ ~I ~I

BMLE - (¢ 79 7082),a
plati

> A
Vi (Briss = B) # Naypa(0,V(8)),
kde -1
V(8) = o? EU,U; EU,V,
EV, U, EV,V,)

pricemz

Uy = (Us,...,Uip1p)
Vi=(V,..., Vt+1—q)/
a {Us,t € Z} i {Vi,t € Z} jsou autoregresni procesy
O(B)U; = ¢
OB)V, =¢;
(viz Brockwell, Davis, 1991, [5], §8.9).






KAPITOLA 4

Nestacionarni jednorozmérné nahodné procesy

Az dosud jsme uvazovali pouze o procesech (slabé) staciondrnich. V redlnych situacich se vSak se stacio-
narnimi procesy setkdvame pouze zridka.

Obecné rozlisujeme dva druhy nestacionarity e ve stfedni hodnoteé,
e v rozptylu.

1. Procesy nestacionarni ve stredni hodnoté

1.1. Uvod.

Nejprve je treba vysvétlit a odlisit pojmy, a to deterministicky a stochasticky trend.

Deterministicky trend:

pokud nestacionaritu ve stfedni hodnoté chapeme jako funkci ¢asu, pak k jeho modelovani
muzeme pouzit napriklad
polynomicky trend:  f(t) = o + Bit + - - + Bat?,

periodicky trend: fit)=pn+ Z?zl(ajcos)\jt + Bjsin\jt).
Stochasticky trend:

U ARM A procesu jsem pozadovali, aby vSechny kofeny polynomu
(z)=1—p1z2— - —@pa

lezely vné jednotkové kruznice, tj. aby proces byl kauzalni.

Pokud vsak néjaky koren lezi

e na jednotkové kruznici,

mluvime o procesu nestacionarnim se stochastickym trendem,
e uvnitf jednotkové kruzZnice,

mluvime o procesu nestacionarnim explozivniho typu.

1.2. Stacionarni procesy kolem deterministického trendu.

Jestlize pro ndhodny proces plati vztah
Yy =f@t)+m, kde n ~ARMA(p,q),
pak odectenim deterministického trendu dostaneme stacionarni proces
Y, — f(t)=m, kde n ~ ARMA(p,q).

Jako priklad mizeme uvést tydenni casovou fadu s pocty tmrti na kardiovaskularni choroby s determinis-
tickou funkci ve tvaru

f(t) = Bo+ But + Bat® + Bat® + ay cos(2mt/52) + ag sin(27t /52)

trend sezénnost

95
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100 110 120 130
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80 90
|

70

1970 1972 1974 1976 1978 1980

Time
OBRAZEK 1. Ukdzka staciondrniho ndhodného procesu kolem deterministického trendu.

Této tridé ndhodnych procesi se také nékdy iika integrované procesy radu nula, popf. se nazyvaji
trendové stacionarni a pise se

Y, ~ I(0).

Ihned vidime, ze ARM A(p, q) procesy jsou integrovanymi procesy fadu nula, nebot v tom piipadé

ft) =0,

pro centrované stacionarni nahodné procesy, popripadé

flt) =p <o

pro necentrované stacionarni nahodné procesy.

K modelovani nestaconarity ve stfedni hodnoté chapané jako funkci Casu se vyuzivaji regresni modely,
které vychazeji z rozkladu (dekompozice) ¢asové fady na nékolik slozek.

Dekompozici ¢asové rady rozumime rozklad ¢asové rady na deterministickou a nahodnou slozku,
ktera ma v pripadé

aditivniho modelu tvar Y =Trs + Sz + ¢4,
multiplikativniho modelu Y, =Try- Sz - &4
Jednotlivé slozky

Try, Sz trend a sezonni slozka maji deterministicky charakter
€t nahodné fluktuace maji stochasticky charakter,

pricemz {e;,t € Z} je bily Sum s nulovou stfedni hodnotou Ee; = 0, ktery je nekorelovany, tj.

0 s £ t, .
Cl(et,e5) = Eegeg = 9 7 Znatime € ~ L£,(0,0°1,),
Dey =0 s=t.
kde pro n € N, ¢ € Z je n-rozmérny vektor € tvaru € = (g4, €441, - - -, Et4n—1)’, prifemz vzdy Ee=0=(0,...,0)" a

n
ij=1
normalitu, budeme znaéit e; ~ N(0,02), popt. € ~ N,(0,02L,).

varian¢ni matice De = (C(gj, ¢5)) =021, kde I, je jednotkova matice. Pokud navic budeme piedpokladat
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1.2.1. Obecné linedrni regresni modely a metoda nejmensich ctvercid. Méjme regresni model plné hod-
nosti:

Y=XB+e A hX)=h(XX)=p+l=k An>p+1 A e~ L,(0,0%1,)

s vektorem zavisle proménnych Y = (Y3,...,Y,)
matici planu X=(xy5) i=1,....,n; j=0,...,p
vektorem chyb e=(c1,...,en), kde Fe=0; De=o’l,.
Tento model se také nazyva regresni model plné hodnosti s pevnym planem, nebot regresory x;;
(i=1,...,n,7=1,...,k) jsou nendhodné, tj. pevné dané.
Podminka De = ¢%I,, znamen4, ze nadhodné veli¢iny Y7, ...,Y, maji rtizné stiedni hodnoty (které jsou

zndmou funkei regresort) a stejné rozptyly - mluvime o homogenité rozptylu.
Odhad nezndmych parametria 8 provedeny metodou nejmensich ¢tverci je feSenim normélnich rovnic
X'XB=XY
a plati:
1

B=(X'X)"'X'Y.

Oznacme

2 Y=X3=XXX)'XY=HY

N———
H
®&e=Y-Y=(I-HY=MY=MZXB+¢)) =MXB+Me=(I-H)e
M *O
SSE S\ 1 ala S
= 2= S50 L (YY) (Y-Y)= 1 e =LV I-H)Y =L ¢/ (I-H)e

Pak plati (viz napf. Zvara, K.: Regresni analyza. Praha. Academia. 1989):

'S E,/B\ — /37
n 2 _ E(SSE) _ 2 4 2 ’ 3 2%y -1
» Es® = T2F =07, tj. s je nestrannym odhadem rozptylu, DB = 0%(X'X)

Plati-li navic
IS g~ Nn(0,02In) ,

pak
Y ~ No(XB,0%,)
g~ Nn(O,O'Q(I - H))
w B~ Nyi(8,02(X'X) 1)
= SE ey )
w3 a 52 jsou stochasticky nezavislé

= Ty = 220 t(n - p—1), kde (X'X) 7! = (vij)ij=0,..p

S ’UJ]
w F = L (By — Bs) W (By — By) ~ Flg,n—p—1),
_ vV U B 5 ﬂ
kde (XX 1:( ) :( 1), L) a (W)=
coxX) = w )oa=( 5 ) = 5 ) e nwi=
T = \/% ~t(n—p—1), kde c = (cp,c1,...,¢) a E(dB)=cp
m Oznac¢me i-ty fadek matice planu X jako x} = (0, ..., Zip), pak
Y, =xiB+ei ~  N(xiB,0%),
Y =xiB ~  NB, o’ x(X'X) i)
Y, - Yi=x(B-B)+ei ~ N0, (14 x(X'X) ).

V nasledujici tabulce uvadime horni a dolni meze ptislusnych intervalii spolehlivosti:
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H INTERVALY SPOLEHLIVOSTI H

pro parametry [3; dolni mez Bj —ti_e(n—p—1)s,/v;;
(1=0,...,p) horni mez 5j+t1_g(n—p—l)8 (T
pro stfedni hodnotu predikce || dolni mez xﬁ —t1_a (n—p—1)sy/x[(X'X) " 1x;
EY,=Ex/B=x!8 (i=1,...,n) || horni mez XiB +t1_ g (n—p—1)s /XL (X'X) " 1x;
pro predikci dolni mez x;ﬁ —ti_g (n—p—1)sy/1+x(X'X)"1x;
?i :xg/ﬁ\ (i=1,...,n) horni mez x;/ﬂ\—l—tl,%(n—p—l)s 14+x5 (X' X)~1x;

kde t1-a (n—p—1) je 1—5 kvantil Studentova rozdéleni o n—p—1 stupnich volnosti

A7 doposud jsme uvazovali linedrni regresni model plné hodnosti. V nékterych situacich je vsak vhodné
pouzit model s nedplnou hodnosti,

tj. h(X) =r <k <n.

V tom pripadé systém normalnich rovnic ma nekoneéné mnoho feseni, takze zadny vektor stfednich hodnot

EY =pu=Xp3
neurcuje jednoznacné vektor 3.

Neni vsak vylouceno, ze existuji néjaké linearni kombinace vektoru 3, jejichz hodnoty jsou vektorem
stfednich hodnot g € M(X) urceny jednoznac¢né. Ukazuje se (viz Andél, 1978), ze témito hledanymi vektory
jsou (nestranné linedrné) odhadnutelné parametrické funkce § = ¢’B. Jejich dulezitou vlastnosti je, Ze jsou
to pravé linedrni kombinace fadku matice X, tj. ¢ € M(X'). Pokud mame vektor 8 = (61,...,0,,), m € N,
jehoz slozky jsou odhadnutelné, jde o odhadnutelny vektor parametri.

D4 se ukazat (viz Andél, 1978), Ze nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem odhadnutelné parametrické
funkce 6 = c¢’B je 6 = ¢’B, kde B je libovolné FeSeni normalnich rovnic. Odtud je ihned vidét, ze vektor stfednich
hodnot p = FY = X je vzdy odhadnutelny a jeho nejlepsi nestranny linearni odhad je tvaru

o=XX'Xy XY =HY.
Plati-li navic
15 |Y ~ N, (XB,0%L,)|,
pak (viz Andél, 1978)
w Statistika Se/0? = L (Y-XB)(Y-XB) = LY'[I,-H]Y ~ x*(n—r).
m Statistika s? = f_er je nestrannym odhadem parametru o?.
w Vektor 8 = (X'XJX'Y a s2 jsou nezavislé.
1y 19t — M ~ _
Statistika 7' o XX t(n —r).
Neékdy musime vzit soucasné se zakladnim linearnim modelem v ivahu i nékolik specidlnich pripadi tohoto
modelu, kterym se fikd podmodely nebo submodely.

Méjme néhodny vektor Y = (Yi,...,Y,,)" a predpoklddejme, ze plati model M a jsou dény dalsi dva
submodely M; a My, pficemz pro n>k>r>r; >1ry mame

= : Y ~ N,(XB,0%1,), X jetypunxk, h(X)=r, B jetypuk x1
= : Y ~ N, (UBy,0%1,), U je typun x ki, h(U)=r1, By je typu ky x 1
= : Y ~ N,(TBy,0°1,), T jetypun x ko, h(T)=rs, By je typu kg x 1

Polozme p, =U(U'U)UY a p,=T(T'T) T'Y, pak (viz Andél, 1978)

m plati-li model = [ = Mé ~ F(r —ri,n—r),

r—r]

s plati-li model = Ih = Mé ~ F(ri —r2,n—7).

r1—r2

KOEFICIENT DETERMINACE
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Predpokladejme, Ze v regresnim modelu
(M]: Y=XB+e kde e ~ N(0,0%1,)

matice planu X (typu n x (p + 1)) mé v prvnim sloupci vektor jednicek. Pak velmi dulezitou roli v regresni
analyza hraje tzv. nulovy (minimdalni) model, coz je model ve tvaru

Mo|: Yi=po+e=p+e, kde e~ iid N(0,02), tj. € ~ N(0,02L,).

Oznacime-li matici planu nulového modelu symbolem Xy = 1,,, kde 1, je jednotkovy vektor, pak resenim
normélnich rovnic dostaneme

X(Xofo=XoY = 1.1,50=1Y = nfp=nY = Jo=i=Y.

Byva zvykem v regresni analyze oznacovat

SSE:(Y—?)/(Y—?):(Y—X,@)/(Y—X,@): (Y;— Ai)2 SUM OF SQUARES, ERROR
=1
~ ~ _ _ n _
SST=(Y-Yo)(Y-Y0)=(Y-Y1,)(Y-Y1,)= (Y;—Y)z SUM OF SQUARES, TOTAL
=1
- ~ noo.
SSR=(Y-Y1,)(Y-Y1,)=> (Yi—Y)2 SUM OF SQUARES, REGRESSION
=1
Pak nestrannymi odhady rozptylu o2 v minimalnim modelu My a o2 ve vychozim modelu M jsou v tomto
znaceni

~2 SS ~2 SSE
Oc = p—1 2 = n—p—1°-

Protoze miniméalni model je podmodelem vychoziho modelu , tak lze dokazat, ze plati

SSR=SST -~ SSE = |SST =SSR+ SSE|.

Koeficient determinace R? je vlastné vybérovy korela¢ni koeficient mezi Y a Y a ukazuje, jak velky dil
vychozi variability hodnot zévisle proménné (charakterizované vyrazem SST) se podafrilo vysvétlit uvazovanou
regresni zavislosti. Nevysvétlena variabilita je dana rezidudlnim souctem c¢tverch SSE.

n n
S vyuzitim vztahu Y Y; = > Y; se d& ukazat, ze
i=1 i=1

_(Y-YV1,)(Y-Y1,) SSR_ SSE _
- (Y-Y1,)(Y-Y1, SST — SST

Oznacime-li vychylené varianty odhadt ptislusnych rozptylt symboly
52— SST . 52 _ SSE

€ n n ’

pak muzeme psat
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Nahradime-li v tomto vzorci vychylené odhady rozptyli nevychylenymi, dostaneme tzv. upraveny (adjusto-
vany) koeficient determinace

o2 —
Rigy=1-%=1- 551 -RY),

S ohledem na rozklad celkové sumy S.ST na soucet dvou slozek SSR a SSFE byva zvykem jako vystup regresni
analyzy nabizet tzv. ANOVA tabulku ve formé

Source ‘ df ‘ SS ‘ MS ‘ F ‘ p-valule ‘
Total n—1 SST

Regression P SSR| MSR = SfTR % P(F > %gg)
Residual |n—p—1|SSE | MSE = nﬁii

Statistika ' mé za platnosti nulové hypotézy (f1,...,08p) = (0,...,0) F—rozdéleni o p a n — p — 1 stupnich
volnosti.

Priiklad 1.1.
REGRESNI PRIMKA V KLASICKEM LINEARNIM REGRESNIM MODELU
Klasickym specialnim pripadem linedrniho modelu je jednoducha linearni regrese, kdy predpokladame,
ze nezavislé ndhodné velic¢iny Y; (i = 1,...,n) maji normélni rozdéleni

Y;l ~ N(MZ = /60 + /leiaaz):
kde x; jsou dané konstanty, které nejsou vsechny stejné. Rozptyly Y; jsou stejné, kdezto stiedni hodnoty lze
vyjadrit jako linedrni funkci znamych konstant x; pomoci neznamych parametra Sy, 81.
V tomto piipadé
Yi 1 = 1
Y=|:|, maticepldinu: X=|: : |, e=|[: | ~N,(0,0°L,).
Y, 1 x, En

OBRAZEK 2. Ukazka klasického regresniho modelu s homogennim rozptylem.

1.2.2. Rozsireny linedrni regresni model a vdZend metoda nejmensich ctvercu. Nésledujici véta ukazuje,
jakym zplisobem lze linedrni regresni model rozsitit i na pripad, kdy rozptyl neni homogenni.

VETA 1.1. Méjme regresni model, ve kterém Y = XB + €, € ~ L£,(0,0?V), V > 0, a hodnost matice
h(X) =k (tj. V je pozitivné definitni), pak odhad pomoci metody nejmensich ctverci je roven
B =(X'VIX)"IX'V1y,
DUKAzZ. Jelikoz jsme predpoklddali, ze V > 0, tj. V je pozitivné definitni, takZe existuje V_%, ktera je
symetrickd a regularni. Proto

h(V72X) = h(X) = k = h(X'VX) = h(X'V 2V 2X)
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takze X’'V~1X je regularni. Polozme

Z=V73:Y, F=V:X, 1n=V e

Pak z
Y =XB+¢
plyne, ze
V3Y =V 3XB 4+ Voie,
tj.
Z=Fp+n.
Pak . .
En=FEV 2e =V 2 Fe =0
—~—
=0
a

_1 2x7r—L _1 Inr—ixrix i —1 2
Dn=D(V 2e)=0"V 2VV 2 =0¢°V 2V2V2V 2 =¢°],
a tento model jiz splnuje predpoklady klasického regresniho modelu, ve kterém odhad vektoru neznamgych
parametri metodou nejmensich ¢tverct je roven

B=(FF)'FZ=(XV VX)XV vy = (X'VIX)'X'V'y.

PozNAMKA 1.2. Nejcastéji se matice V uvazuje ve tvaru

V = diag{vi,...,v,},

tj. jde o diagonalni matici. Polozime-li
wW=vl= diag{%, ol i} = diag{wi, ..., w,},

pricemz prvky wi, ..., w, se nazyvaji vahami (tedy ¢im je rozptyl vétsi, tim je vdha pozorovini mensi). Pak
odhad neznamych parametri metodou nejmensich ¢tverci:

B =X'WX) ' X'WY
se nazyvd VAZENA METODA NEJMENSICH CTVERCU.

POLYNOMICKY A TRIGONOMETRICKY TREND

7 velkého okruhu trendovych funkci, které vedou k linedrnimu regresnimu modelu, se zaméiime na

U polynomicky trend: f(t) = Sy + Sit + - - + [pt?
O trigonometricky trend: f(t) = pu+ >7_, (ajcos\;t + BjsinA;t)
V pripadé polynomického trendu, matice planu je tvaru

2
1t 2 -
X=1: : 1
1 t, t2 ...
Kromé nezndmyjch parametra 8 = (fo,...,[p) zbyva ur¢it vhodny stupen polynomu p. Pro odhad stupné

polynomu se nabizi 2 intuitivni metody
(1) ,od nejnizsiho stupné k nejvyssimu“: za¢neme se stupném p = 0, postupné stupen zvysujeme a tes-
tujeme hypotézu
Hy: B, =0 proti alternative Hy: 3, # 0
pomoci statistiky (viz Andél)

Tp — M ~ t(n —p— 1), kde (X/X)il = (Uz’j)p

D) 1,j=0"
\/ SkVpp

Jestlize Hy zamitneme = zvysujeme stupen polynomu.
(2) ,od maximélniho stupné dola“: zvolme p = P4, Testujeme opét

Hy : 8, =0 proti alternativé Hy : 3, #0
pomoci T},. Jestlize Hy nezamitneme = sniZujeme stupen polynomu.

Obé metody neddvaji uspokojivé vysledky (viz Anderson(1971)).



102 M5201 Stochastické modely casovych rad

Penaliza¢ni metoda odhadu poctu regresnich koeficientt

Predpokladejme, ze kg je skutecny pocet regresnich parametri. Lze ukazat, ze plati
E(s?) > 0? pro k< ko
E(s?) = o? k> ko

Zustava problém, jak z grafu hodnot s% ur¢it pravé tu hodnotu kg, od niz pocinaje jiz graf dostava vodorovny
charakter. Tento problém se Tesi zavedenim tzv. penalizacni funkce a napr. Andél navrhuje misto hodnot s%
pouzit jeji modifikaci

A = 5%(1 + kwn)'

Penalizac¢ni funkce w,

> nesmi byt prilis velka - aby nezkreslila klesajici charakter sz pro k < ko;
> nesmi byt prilis malé - aby z hodnot s% oscilujicich kolem o? vytvotila pro k > 0 rostouci posloupnost;

Za odhad k se bere hodnota k € {0,1,..., kmaz}, pro kterou Ax nabyva svého minima. Konstanta kg, je
maximalni poc¢et parametri, které jsme ochotni uvazovat a o némz jsme si jisti, ze splnuje podminku kg < kpyaz-

Za dosti obecnych podminek tykajicich se rozumné volby hodnot t; lze ukdzat (Geweke a Meese(1981),
Andél a kol.(1981)), ze

pokud wy, >0 A wy, —— 0 A nw, —— 00 = k — ko podle pravdépodobnosti.
n— oo n—oo

V praxi se osvédcilo volit

t].
Ak :Sz <1—}—]€> .

Dalsi kriteria pro urceni poctu regresnich koeficienta

Akaikeovo infor. kritérium (1972) AICy =Ins} + 2% nadhodnocuje kg
Swarz (1978) a Rissanen (1978) SRy, =Ins} 4 klon
Hannan a Quinn (1979) HQp =Ins; + W ¢ > 1; obvykle ¢ = 2 nebo 3.

Priklad 1.2. Pramérné roc¢ni priatoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech 1907 az 1957
(prevzato z knihy Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad, Praha SNTL 1976)
Na nasledujicim obrézku jsou znazornéna vstupni data, ktera vykazuji vyrazny trend.

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957

80
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OBRAZEK 3. Vstupni data: Primérné rocni pritoky vody v tece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech 1907 a%
1957. Data jsou uvedena v kubickych stopach za sekundu (krat 107?).

Casovou fadu budeme chtit modelovat pomoci polynomického trendu, proto nejprve pomoci riznych penalizaénich
kritérii odhadneme vhodny stupen polynomu.



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 103

S_k (Mean Square Error) AIC_k
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OBRAZEK 4. Penaliza¢ni kritéria pro vybér vhodného stupné polynomu pro primérné rocni
prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali).

Optimalnim stupném se jevi polynom Sestého ¢i sedmého radu.

Na dalsim obrazku vykresleme trendové funkce reprezentované rtiznymi stupni polynomu.

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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OBRAZEK 5. Polynomické trendy fddu jedna, tii, Sest a sedm pro primérné rocni pritoky vody
v Tece Nigeru v Coulicouro (Mali).

TRIGONOMETRICKY TREND



104

Je-li  f(t)

Uvazujme model:

periodicka

Y= f(ti) + i
fti) = p+ 35 (ajeoshjti + BjsinA;t;)
ft) =p+ Z§:1 yjcos(Ajt; +wj)

kde (a)
nebo (b)

M5201 Stochastické modely casovych rad

funkce s  periodou T, pak frekvenci

Fe;i =0; Deg; =07

v = 1/0[? +ﬂ]2, w; = arctan %

Jde o nelinearni regresni model vzhledem k (3p + 1) nezndmych parametri:

(a) a1y, 0 Bis---sBp

)

Odhad vektoru neznadmych parametrta pomoci metody nejmensich ctverci minimalizuje vyraz
aﬁ]m)‘la"w)‘p) =

(a) S(Maala"
(b) Sy,

.,O[p,ﬂl,...

y Yoy Wiy - -

.,wp,)\l,...

12 )\17...,)\1,

o AlsovsAp Wiy-nn,Wp

Sy (Vi — f(t))?
Ap) =0y (Vi = f(t:))?

Numericky lze systém nelinearnich rovnic fesit napr. pomoci Gauss-Newtonovy metody.

Linearni model pro znamé frekvence

Situace se zjednodusi, pokud frekvence Ay, ...

, Ap jsou zndmé.

Pak model (a) je linedrni a matice pldnu je tvaru:

I enn s12 - o1 $p1 Aot i1
o Cji = COS Ajlg ] =
Xn><(2p+1) - ’ kde Sji = sin /\jti pro t=1,...
1 Cin  Sin " Cpon  Spn
Pokud n = 2m+1 pocitejme postupné
ti = i
Aj = 2%3 pro nékterd j € {1,...,m}

(1) Pro k = +1, 42, ... plat{

Protoze tedy

pak plati
Zcos kAt = Zcos k%t = Zsin kAt = Zsin k%t =0 (k==1,£2,...)
t=1 t=1 t=1 t=1
2) S vyuzitim vztahu sin avcos a = 2 sin 2a a (25) dostaneme
2

D et =N “(cos kAt +isinkAjt) =
t=1

eik}\j (1 _
1 _ €ik)‘j

e’Lk?)\JTL)

2mj
n

eik

_ i27rkj) —0
- ‘k?”'( ——
1 —e'fm )

Z cos kAt +1 Z sinkA;t =0,
t=1 t=1

n n

n
chtsjt = Zcos Ajtsin A\t = %Zsin 205t = 0.
t=1 t=1 t=1

(3) Protoze cos® o = 3(1 4 cos 2a), pak

(4) Obdobng, protoze sin? o =

1
2

[
[

n n

2 _ 2y 4 _
g Cjy = g cos” A\t =
t=1 t=1

(1 — sin 2ar), pak

n n

2 _ L2y 41
E sjt—g sin® A\;t = 3
t=1 t=1

(14 cos2a) = g

o~
Il
—

NE

n
1 —sin2a) = —.
(1 —sin2a) 5

~
Il
-

rozumime

Cleie))=0;i#jiij=1,....n

velic¢inu

(25)
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(5) Pouzijeme-li vztah (cos2a + cos23) = cos(a + 3) cos(a — ), pak pro

n n
Z CjtCht = Z CoS %t Cos %t
t=1 =1
nejprve vypocteme « a 8 ze vztah
a+f= %t N 200 = Wt (sedtenim rovnic)
a—p =2t 28 = Wt (odectenfm rovnic)
takze pro j # h plati

n n

h) h
chtcht:%Zcm ﬁ t+22cos j 2n=h)y —
=1

t=1 t=1

=0 =0

(6) Protoze 3 (cos2a — cos2f3) = sin(a + ) sin(8 — a), pak pro

2
n n
. 2mi, .
E SjtSht = E sm%ﬁfsm%t
t=1 t=1

nejprve vypocteme « a 8 ze vztaht

a+ =20y 26 = Wt (sedtenim rovnic)

B—a= %t 200 = Wt (odectenim rovnic)

takze pro j # h plati

n n

n
27 (j—h) h)
g SjtSht = ; E cos ”(j f% E cos 2 j+ t=0.

t=1 t=1

=0 =0

(7) Analogicky, protoze 3(sin2a + sin23) = sin(a + 3) cos(a — 3), pak pro j # h plati

n n n
Z SjtCht = 3 Z sin Wt +3 Z sin Wt =0.
=1

t=1 t=1

=0 =0

Nyni, jestlize vyuzijeme predchozich vztaht, mizeme spocitat matici

n 0 0
X'X = 0 3
(2p+1)x(2p+1) =
: 0
0 0 5

a odtud velmi snadno z normalnich rovnic dostaneme odhady nezndmych parametri ve tvaru
n
A1
B=x Z Yy
t=1
n
dj:%Zthos)\jt j=1,...,p.

n
) =23 V;sin\jt
t=1

Neznédmé parametry modelu (b) ziskdme ze vztaht

e
[

~

<o

ji=1...,p.

w,; = arctan =2
J [e7]

105

Pokud ¢asova fada vykazuje (po odecteni napf. linedrniho trendu) piiblizné periodické chovani, je tfeba rozhodnout,
které frekvence se na tvorbé periodického trendu vyrazné uplatnuji. Pro nalezeni vyznamnych period je vyhodné uzit

metod spektrdlni analyzy casoviych rad.
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Priklad 1.3. Pramérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech 1907 az 1957
(pfevzato z knihy Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad, Praha SNTL 1976)
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OBRAZEK 6. Vstupni data spolu s linedrnim a trigonomickym trendem (s periodou délky 25.5 rokt). Data jsou
uvedena v kubickych stopach za sekundu (krat 107%).

Pro zndmou frekvenci (ziskanou pomoci metody skrytych period, viz skripta Forbelskd, 2009)

2 21
A—?—ﬁ—0.2464

budeme uvazovat regresni model tvaru
Y, = a+ bt + acos(At) + Bsin(At) + &, g ~ N(0,0?)
nebo ekvivalentni model
Y; = a+ bt + ycos(M + w) + &4, g ~ N(0,0%)
s matici planu

1 t1 cos(Aty) sin(Atq)
X=1: : a vektorem nezndmych parametria 8 =
1 t, cos(Aty,) sin(At,)

™R o

Pomoci metody nejmensich ¢tverct obdrzime odhady

54.2645 a =9.0107 y = 2.4084
= 0.2101 g =-81678 & =-1.277"

pritom prvni pozorovani konané v roce 1907 odpovida ¢ = 1.
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1.3. Diferencné stacionarni nahodné procesy.

Nestacionarni proces obsahujici stochasticky trend 1ze prevést na stacionarni diferencovanim.
Zavedme proto tzv. diferen¢ni operator:

AY, =Y, -Y,.1 = (1- B)Y,
A?Y, = A(AY) = A(Y; = Vi)
=Y, —Y—1) — (Y1 — Yi_o)
=Y, - 2Y,_1 + Y, = (1 - B)%Y,

A%, = (1 - B)"Y;.
Nestacionarni proces se stochastickym trendem nazyviame integrovanym smisenym modelem a znacime
ARIM A(p,d,q) .

Formélné jej zapiSseme pomoci operatoru zpétného chodu takto:
ARIMA(p,d,q) : ®(B)(1 - B)%; = 6(B)g;
a polozime-li
W, = (1 - B)%Y;,
pak W; je stacionarni ARM A(p, q).

Zvlastni piipady ARIM A(p,d, q)

pld]|gq Zkratka | Néazev
IMA(d,q) | Integrovany proces klouzavych souctt
0]0 MA(q) | Proces klouzavych souctu
0| ARI(p,d) | Integrovany autoregresni proces
00 AR(p) Autoregresni proces
0 0 1(d) Integrovany proces
0|10 I(1) Néhodné prochazka (random walk)

1.3.1. Integrované procesy ridu jedna.

Nejprve popiSme ruzné varianty ndhodné prochazky.

, Cistd “ ndhodnd prochdzka (pure random walk, random walk without drift):

;=Y 1 +e kde g ~VW(0,02) (26)

Jestlize pouzijeme rekurentni vzorec (26) opakované, dostaneme

Y, = ZEt—s (27)
s=1

Proces ,,¢isté“ ndhodné prochézky je limitnim p¥ipadem procesu AR(1), kde 3 =1, takze
(a) hodnoty ACF = p(k) budou klesat velmi pomalu (linedrné),
(b) hodnoty PACF = a(k) jsou logicky velmi podobné procesu AR(1).

Protoze jeden kofen polynomu lezi na jednotkové kruznici, tak se také diferencné stacionarnim procestim riké procesy
s jednotkovym korenem.
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T T T T I
0 50 100 150 200

OBRAZEK 7. Cist4d ndhodnd prochazka Y; = Y; 1 + &4, kde e; ~ N(0,1).

Nyni predpokladejme, Ze proces ma pocatek v case t = 0 a Yy = yg je pocatecni deterministickd podminka. Pak

t—1
Y =yo+ Z Ei—s (28)
s=0
(a) EY; = yo
t—1 t—1 t—1
(b) DY, =D <yo + > 5t3> =D <Z ats> nekorel. 3 Dey_s =to? tj. rozptyl je funkef Gasu.
s=0 s=0 s=0

Ndhodnd prochdzka s deterministickym trendem, (také se ¥ikd s posunutim, vychyglend) (Random Walk with Drift):

V praxi se pouziva nasledujici modifikace:

Yi=08+Yi1 +ey, 8 €R.

Potom, pokud budeme postupné upravovat, dostaneme

t—1
Vi=f+Yiite =Y, 2+28+ete == z2+B1t + Y e
s=0
deterministicky ~——
linearni trend stochasticky trend

Takto vytvoreny ndhodny proces obsahuje jak deterministicky, tak stochasticky trend.



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 109

50
|

40

30
|

20
|

10

T T T T I
0 50 100 150 200

OBRAZEK 8. Vychylend ndhodna prochazka Y; = 8+ Y;_1 + &4, kde ¢4 ~ N(0,1), 5 =10.3

Cist4d nahodné prochazka a vychylend ndhodna prochézka se od sebe vyrazné lisi. Cistd ndhodna prochézka miva
cyklicky prubéh, kdezto v ndhodné prochéazce s posunutim prevladd deterministicky trend nad stochastickym trendem a
neni jiz pritomen specificky cyklicky pribéh.
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OBRAZEK 9. Srovnani stochastického procesu kolem deterministického trendu (tj. proces 1(0))
s procesem se stochastickym trendem (tj. proces I(1)). Deterministicky trend: y;, = a + St
(a=5,8=01), I(0) : Y, =y +m, kde my = i1 + & ~ AR(1) (¢ =0.3), I(1) : Vi =y + &,
kde ft = ft—l +eracgg~ N(O, 1)

1.3.2. Integrované procesy rddu d.

Operator
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se nékdy nazyva zobecnény autoregresni operator.

Pokud v(B) chapeme jako polynom v proménné B, pak vzhledem ke kauzalité modelu
(1 — B)W, = ©(B)e; mé v(B) pravé p korent lezicich vné jednotkového kruhu a d kofenti rovnych 1.

V praxi se nejprve diferencovanim casové fady ziskd staciondrni fada Wi a pro ni se vybuduje proces ARM A(p, q).
Pokud jsme ptivodné méli Y7, ...,Y,, po diferencovani ztistanou Wyyq,..., W,,.

POzZNAMKA 1.3. Tvary ACF = p(k) a PACF = a(k) procesi ARIMA(p,d,q) a ndhodné prochdzky I(1) jsou

prakticky totozné. Pritomnost jednotkovych korenti zptisobuje ,zakryti“ témér vsSech identifikacnich detaili téchto
funkci.

POzZNAMKA 1.4. ARIM A(p,d,q) nema smysl centrovat, nebot plati:
AYY, —Y) = Aly,.

PozNAMKA 1.5. Kromé trendl vyzadujicich stochastické modelovani mohou ARIMA modely zachytit i ¢isté deter-
ministické trendy, pokud provedeme takovéto zobecnéni ARIM A(p,d, q) modelu:

Pak této definici vyhovuji procesy tvaru:

Bo+ Bt +--+Bat’  + Y.

polynomicky trend fadu d

s vyuzitim poznatki o diferencovini polynomu lze totiz psat:
O(B)(1 - B) (B + But + -+ Bat? + V) =
O(B)(dlfs) + O(B)(1-B)'Y:=B+0(Be.
—_—

B=(1—p1——pp)d!Ba
1.4. Modelovani sezénnosti.

Sezénnost je v  Box-Jenkinsonové metodologii stejné jako trend modelovina  stochasticky.
Nejprve zavedme sezénni diferenc¢ni operator o délce L > 0:

ALY, =Y, - Y, =(1-B"YY,

ATY: = AL(ALYy) = Ap(Yi—Yip)
=Y:—Yir)-(Yer—Yeor)
=Y -2V, 1 +Y5or = (1-B")?Y,

AZY: = (1-B")PY;
Pri konstrukci se uvazuje zptusobem, ktery budeme demonstrovat pomoci nasledujiciho prikladu:
Necht casovd fada {Y;} vykazuje sezénnost o délce L = 12.

(1) Zkonstruujeme nejprve ARIM A(P;, D1,Q1) model pro fadu lednovych mé¥enti, tj. pro {S} = B1?Y;}
m(B?)ADY, = u, (B2)Y ~ ARIMA(Py, Dy, Q1)
kde casovy index t odpovida lednovym obdobim a o 7, se budeme zajimat pozdéji.
Pritom
m(B2) =1—m B2 — - — 7y p B2
je tzv. sezénni autoregresni operator SAR(P;)
Uy (B2) =1+ B2 + - + ¢y g, BIZ@
je tzv. sezénni operator klouzavych soucta SMA(Q1)
AP = (1 - BY)P  je tzv. sezénni diferenéni operator SI(D;)
(2) Podobné modely zkonstruujeme pro ostatni mésice:

m(B12)AR2Y, = Uy (B12)n® ~ ARIMA(Py, Dy, Qy)

m12(B?) ALY, = \1’12(312)77,92) ~ ARIMA(Pi2, D12, Q12)
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(3) Predpokladejme pfitom, ze tyto modely jsou pro jednotlivé mésice priblizné stejné, tj.
P~ ...~Po~P
Q1 R Q12rQ
Di~---x~Dio~D
m(B2) ~ -+~ m9(B?) =~ 7(B1?)
U (B?) ~ - &~ U3(B?) = ¥(B'?)

Q

(4) Ndhodné veli¢iny n,gj ) (j = 1,...,12) by vsak v téchto modelech mély byt pro ruzné mésice mezi sebou

korelované, nebot by mél existovat napr. vztah mezi lednovymi a tnorovymi hodnotami. Predpokladejme
proto, Ze také fada 7 je popsdna modelem ARIM A(p,d,q) tvaru

O(B)A%n, = ©(B)e; ~ ARIMA(p,d, q)
kde g; ~ WN(0,02) je bily sum.

(5) Spojme predchozi dva modely do jediného tzv. multiplikativniho sezénniho modelu ¥adu(p,d,q) X
(Pa Da Q)L
O(B)n(BY)AYALY, = ©(B)U(BY)e; ~ SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q), L =12.
Piiklad 1.4. Model SARIMA(0,1,1) x (0,1,1)15 mé tvar:
AApRY; = (1 - B)(1 - B%)Y; = (1 +6:B)(1 + 11 B'?)ey,

nebo ekvivalentné
Yi =Y 1 =Y+ Y3 =g + 0161 +Yrigi—12 + 01916413,

PozZNAMKA 1.6. Existuji také aditivni sezénni modely, které se vSak pouzivaji jen ziidka. Jako piiklad lze uvést
model

Y = e + 01641 + O1284—12 + O136¢—13.

1.4.1. Viystavba sezénnich modeli. Oznac¢me Fad bézného diferencovani na odstranéni trendu jako d a D jako rad
diferencovani na odstranéni sezénnosti. V praktickych situacich vétsinou d = 0,1,2 a D = 0,1. Déle necht L je délka
sezony.

Vystavba sezénnich modeli probih4 ve t¥ech stejnych fazich jako pro modely ARIM A. V§imnéme si pouze FAZE IDENTIFI
nebot ostatni dvé faze jsou totozné.

(1) Odhad parametra d, D :
(a) Provede se studium odhadnuté autokorelaéni funkce ACF = 4(k), nebot identifikuje p¥itomnost trendu.
Doporucuje se prozkoumat 4L hodnot 4(k).
®» Urceni D : M4-li funkce p(k) v bodech L,2L,3L... lokalni maxima, pak (bez ohledu na jeji
prubéh mezi témito ¢asovymi body) je nutné polozit D = 1.
To plyne z toho, Ze hodnoty p(L),p(2L), p(3L), ... predstavuji odhadnuté hodnoty autokorelaéni
funkce pro rady {S,{ = BLYY;}, j=1,...,L modelu

m(BYAPY, = ¥(B*)n, ~ ARIMA(P,D,Q),

pricemz nestacionarité tohoto ARIMA modelu odpovida pomaly pokles autokorelac¢ni funkce
p(L), p(2L), p(3L), ..., tj. tuto fadu je nutno diferencovat (s krokem L) a poklddame D = 1.
®» Urceni d : Jestlize funkce 7y klesd mezi body jL a (j + 1)L pouze priblizné linearné, je tfeba
provést také bézné diferencovéni.
(b) Cisla d, D se také nékdy uréuji tak, Ze se hled nejmensf ¢islo mezi odhadnutymi hodnotami

A2 A2 ~ ~
OY’UAX’}?UAL}Q?UA%IYH"‘

rozptyl dané fady a jejich diferenci.
(2) Odhad parametri p, P, q,Q :
Po urceni rddu d a D zkonstruujeme radu W, = AdAfYt,

pro kterou je nutné identifikovat model tvaru
®(B)n(BYYW, = ©(B)¥(B*)e; ~ SARIM A(p,0,q) x (P,0,Q)L.

Pro tento tcel se pouzije odhadnuta ACF = p(k) a PACF = &(k) fady Ws.
(a) MA-HOMOGENN{ MODELY
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m Jestlize ACF funkce p(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech

1,....q
L—gq,....L+q
2L —q,...,2L+q

pricemz mezi témito body se neodlisuji vyznamné od nuly

w5 funkce &(k) v jednotlivych usecich mezi body jL a (j + 1)L vzdy v absolutni hodnoté klesa
(geometricky nebo po sinusoidé s geometricky klesajici amplitudou) a zaroven klesa, kdyz ji sle-
dujeme v bodech L,2L,3L, ...,

pak polozime
p=0aP =0,
tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako
W, = ©(B)¥(BY)e; ~ SARIMA(0,0,q) x (0,0,Q)1,
a tedy model pro radu Y; jako
AAPY, = 0(B)Y(BY)e; ~ SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q)r.

AR-HOMOGENNI MODELY
m Jestlize naopak funkce p(k) klesa v absolutni hodnoté (geometricky nebo po sinusoidé s geometricky
klesajic{ amplitudou) v tsecich mezi body jL a (j + 1)L a zaroven klesi, kdyZ ji sledujeme v

bodech L,2L,3L,...

m g funkce &(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech

1,...,p
L,....L+p
2L,...,2L+p
PL,...,PL+p

pricemz mezi témito body se neodlisuji vyznamné od nuly,

pak polozime
¢g=0a@Q=0,
tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako

®(B)n(BLYW, =, ~ SARIMA(p,0,0) x (P,0,0),
a tedy model pro radu Y; jako
®(B)m(BY)AYAPY, = ¢, ~ SARIMA(p,d,0) x (P,D,0)z.
NEHOMOGENN{ MODELY typu
SARIM A(p,d,0) x (0,D,Q), nebo SARIMA(0,d,q) x (P,D,0)p,
se vétsinou nepouzivaji, nebot obvykle vedou pri srovnani s predchozimi tzv. homogenni modely
SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q)r nebo SARIM A(p,d,0) x (P,D,0)

k odhadu netinosné velkého poc¢tu parametri.

Identifikace obecnych modelu
SARIMA(p7 d7 q) X (P7 D7 Q)La

v nichz ¢isla p, ¢, P a Q mohou byt vesmés nenulové, je jiz dosti komplikovanou zélezitosti a obvykle zde
hodné zalezi na zkuSenostech statistika, ktery analyzu provadi.
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1.5. Exponencialni vyrovnavani. Exponencidlni vyrovnavani, které zavedl Brown, vychazi z polynomialni lokalni

vazené metody nejmensich ¢tverct, kde vihy jednotlivych ¢tverct uvniti asymetrického okénka (tj. vyfezu ¢asové fady)

se smérem do minulosti exponencialné snizuji — odtud nazev metody.
Uvazujeme-li asymetrické vyhlazovaci okno pouze smérem do minulosti, pak pro kazdé ¢,7 = 0,1,... dostaneme
regresni model tvaru
m
Yt_T:Z(fT)Jﬂj(t)Jrst_T , Bet_,=0; Eeyes=0, q# s; Dey_r=a "0% a € (0,1)
§=0

} =diag{a®,a’,...,a"...}.

tj. matice vah je rovna
C Wiy e e

W = diag{w, ..
Odhad parametrti 8 metodou nejmensich vaZenych étvercii (nebot rozptyly nejsou konstantni) je dén vzorcem:

B=(X'WX) ' X'WY

kde
Z a’ Z (=m)ta™ e Z (—=7)ma’ Z a"Yior
OOTIO 7‘0:00 o‘ro=0 ooT:O
Z (—=m)ta” Z (=7)%a" e Z (—m)mtlar Z (-m)ta Y,
XWX =|7=0 =0 =0 ., X'WY= |0
S e S £ o S
=0 7=0 T=0 =0

Tento pristup zalozeny na vazené polynomidlni metodé nejmensich ¢tvercu se nazyva Browntv pristup.

ZNACENI:
Pro dobrou srozumitelnost zavedeme nésledujici znac¢eni. Necht {Y;,t € Z} je ndhodné posloupnost, jeji realizace v ¢a-
sovych okamzicich t1,to,...,t, oznacme yi,¥ys, ..., Y. Symbolem ozna¢me odhad hodnoty Y; v Case ¢t na zakladé

hodnot do ¢asového okamziku k véetné.
S Jestlize k < t, pak nazyvame predikci,

& pokud k =t, nazyvame filtraci
© ajelik=n>t, pak nazyvame vyrovnanim (smoothing).

JEDNODUCHE EXPONENCIALNI VYROVNAVANT{
Exponencidlni vyrovnavani pro m = 0 se nazyva jednoduché exponencidlni vyrovnavani. Pouzijeme-li oznaceni Sy (t) =

L dostaneme

1-a?

o0
bo(t) a uvazime-li, ze pro a € (0,1) je > a™ =
7=0

b, (t) Z a” = ZoﬁYLT = bo(t) = Y, = (1-a) Z aQ"Y_,
=0 =0 =0

subst.
k=71-1

Abychom ziskali rekurentni vztah, upravujme
Vi = 1-a)XX, a7V, =
(1-a)Yi+(1—a)X ooty

oo
= l-aYi+a(l-a ZakYt_l_k =(1-a)Y,+a¥i,
k=0

(1-a)Vi+(1-0a) Y, a7V,

Vi1
Protoze predikee o 7 (7 > 0) kroki dopfedu pro jednoduché exponencidlni vyrovnavani je rovna

Yt+7'|t = }A/t = bo(t)v
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muzeme predchozi rekurentni vztah pfepsat pro realizace a dédle upravovat

Geg1pe = (1 — @)ye + a1
= (1 = a)ys + aGeje—1 + Geje—1 — eje—1
= G-+ (L —a)  (ye — Jeje—1)
—_———
chyba predikce €;;_1

a o rekurentnim vzorci s chybou predikce &;_; se fika, Ze je ve formé korekce chyby predpovédi (error correction form).

Ad hoc pristupy Holta a Winterse

Pokud chceme na zdkladé pozorovani yi, ...,y sestrojit pfedpovéd budouci hodnoty y; 1 v Case t + 1, oznaéme ji
Yi+1|t> Pak nejjednodussim odhadem mize byt obycejmy primér. Tato predpovéd je vhodnd, pokud hodnoty casové fady
nahodné kolisaji kolem stfedni hodnoty, ktera se v Case neméni. Jako rozuméjsi se vsak jevi pouzit pro predikci budouci
hodnoty ve vétsi mire pozorovani, kterd jsou ¢asové nejblize. Pak se nabizeji vazené prumeéry

t—1
Yere = ij,tyt—jy (29)
j=0

v . . 7’ . n
kde soucet vah je roven jedné, tj. ijo wj¢ = 1.
Exponencidlni vyrovnavani je zalozeno na myslence pouziti vah, které do minulosti klesaji exponencialné.
S vyuzitim vztahu

t—1 1 _ at
ZaJ = , proa € (0,1), (30)
, 1l—«a
7=0
chceme-li, aby soucet vah, které exponencialné klesaji, byl roven jedné, polozime
1l—a
wjt = ma] . (31)

Protoze pro t — oo konverguji vdhy w;; — w; = (1—a)a’, mizeme uvazovat jednokrokovou predpovéd ze vSech minulych
pozorovani ve tvaru

o0
U1 = (1 — ) Zajyt,j, pro a € (0,1) . (32)
j=0
Analogicky jako u Brownova pristupu odvodime rekurentni vztahy

o0
Y= 1 -y + (1 — ) Zajyt—j
j=1

o0
=1-a)y +a(l—a) Zakyt_l_k
k=0
= (1 —a)y: + agyi—1

Obdobné ziskdme i tvar vyuzivajici korekei chyby predpovédi

Yep1pe = (1 = @)ys + -1 + Yeje—1 — Yeje—1
=Ytje—1 + (1 — @) (Yt — Yeje—1)
= Ypje—1 + (1 — a)&yp—1

Na tomto ad-hoc pristupu se ndm podarilo ukéazat, Ze se v podstaté jednd o jednoduché exponencialni vyrovnavani,
které prepokladd model

Yi=Po(t) +e
s lokalni hladinou Sy (t).
Pouzijeme-li znaceni obvykld pro tento pristup, kdy vahy maji tvar

wj = A1 - B, (33)

tj. « =1 — 3, misto ﬂ/o\(t), piseme L, (level). Odvozené vztahy v novém znaceni:
Uir1e = Byt + (1 = B)Yeje—1 = Yeje—1 + BErje—1 (34)
Liv1 = L+ BE (35)

Holtovo exponencidlni vyrovnavani
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Oproti jednoduchému exponencidlnimu vyrovnavani Holtova metoda predpokladé lokalné linedrni trend, jehoz koefi-
cienty fSo(t) i f1(t) se v ¢ase méni. Hodnota Casové fady v okamziku ¢ je uréena jednak jeji drovni fy(t), jednak smérnici
B1(t). V Holtové metodé se tiroveni v ¢ase t zna¢i symbolem L; (zkratka pro level) a smérnice jako Ty (zkratka pro trend).

Uroven L, je zarovei vyrovnanou hodnotou realizace y, v okamziku ¢. Smérnice lokalné linedrniho trendu T} (nékdy
se mluvime kratce o trendu) vyjadiuje o¢ekdvanou zménu trovné ¢asové fady pii jednotkové ¢asové zméné. Pokud chceme
pomoci Holtovy metody prepovidat hodnotu ¢asové fady o h > 0 jednotek dopredu, polozime

Yine = Le +Tih . (36)
Takze, je-li h = 1, dostaneme jednokrokovou predpovéd jako
Uit = Le + T . (37)

Protoze by priblizné mélo platit, Ze realizace y;4+1 ~ Lyy1, pak se jevi vhodné ziskat L, 1, jako konvexni linedrni kombinaci
hodnot (L; +T}) a y4+1. V Holtové metodologii byva zvykem misto a € (0,1) pouzivat 8 = 1 — «, takze konvexni linedrni
kombinace bude mit tvar

Livr = (1= B)(Le +Tt) + By4r - (38)
Hodnota f se nazyva vyrovnavaci konstanta pro trovern rady.

Analogickou tvahu pouzijeme i pro smérnici trendu 7;. Z prepokladu, Zze fada mé lokalné linearni trend vyplyva, ze
by ptiblizné mélo platit
Ti11 = T,
ale zédroven ma také smysl ocekavat, ze smérnice trendu je priblizné rozdilem sousednich trovni, tj.
Tt+1 ~ Lt—',—l — Lt .
Novou hodnotu smérnice 7341 budeme uvazovat jako konvexni linedrni kombinaci
Tt+1 = (1 — ’y)Tt + ’Y(Lt+1 — Lt)7 kde Yy S (O7 1) (39)

v je tzv. vyrovndvaci konstanta pro linedrni riist (pro smérnici).
Na zavér odstavce jesté ukazeme prepsani predchozich rekurentnich vztahtt do chybového tvaru.

Liv1 = (1= B)(Le + Ty) + Bytrr = (1 = B) (Lt + Tt) + BYe1 + BYry1e — BYege
= B W1 — Yeyre) (1 = B)(Le +T2) + BYryape
—_——

——

St Ly+Ty

=B+ L + Ty

Tip1 =0 =T +v(Lig1 — L) =T, =Ty +v Ly —vLy
S
Li+Ti+Berya)e
=Ty — Ty + (Lt + Tt + BEr 1)) — YLt
=T + B4t -

Holtovo-Wintersovo exponencialni vyrovnavani

V pripadé, kdy casova fada mé sezonni charakter, nevystac¢ime se zidnou z predchozich metod. Rozsifeni Holtovy me-
tody na sezénni ¢asové fady je zndmo jako Holtova—Wintersova metoda. Autorem je Holtuv student Peter R. Winters.

Holtova-Wintersova metoda je zaloZena na trech vyrovnavacich konstantdch. Jedna je pro hladinu, druha pro trend
a treti pro sezonnost. Dle charakteru dat vyuziva aditivni nebo multiplikativni notaci.

Uvazujme casovou Tadu s lokdlné linedrnim trendem a sezénnosti s periodou p > 2. Stejné jako u Holtovy metody
oznaCme symbolem L; tGroven v cCase t, symbolem T; smérnici lokdlné linearniho trendu a symbolem S; sezénni vykyv
Case t. Soucet trovné L; s hodnotou sezénniho vykyvu S; predstavuje v okamziku ¢ vyrovnanou hodnotu realizace y;.
Predpovéd hodnoty casové fady o h > 0 jednotek dopredu je pak ddna vztahem

Uepnjt = Lt + St—pyn + Tih, (40)
takze v pripadé jednokrokové predikce plati
Uip1t = Lt + Sty1-p + T (41)
Protoze by mélo priblizné platit
Yi+1 ~ Lep1 + Sep1—p
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Liyr = Ly + T4,

ma smysl ziskat uroven Ly jako konvexni linearni kombinaci hodnot Ly + Sy)
a (Yr+1 — St+1-p), t-

Liyy = (1= B)(Le + Tt) + B(Yer1 — Sev1-p)- (42)
Protoze fada ma lokdlné linearni trend, mélo by priblizné platit
Tiv1 = T,
ale zéroven lze smérnici lokalné linearniho trendu vyjadrit pomoci rozdilu sousednich hladin

Tit1 ~ Liyr — Ly

Oba predchozi vztahy vyuzijeme pii konstrukci smérnice lokalné lindrniho trendu diky konvexni lindarni kombinaci

Tip1 = (1 =9)T; +v(Ley1 — Ly),

kde v € (0,1) se nazyvd vyrovnavaci konstanta pro smérnici trendu. Pro sezénni vykyvy musi platit vztah

St+1 ~ St+17p s
a také
St+1 ® Yer1 — L
Tedy oznac¢ime-li symbolem ¢ € (0,1) vyrovnavaci konstantu pro sezénni vykyvy, pak
Stp1=(1=0)Sts1-p + 6(Ye+1 — Li41)

Na zavér odstavce odvodime rekuretni vztahy v chybové formé. Tedy upravujme

=1 -=8)(Lt +T2) (Y41 — Stt1-p)

= (1= B)(Lt + T3) + B(Ye+1 — Sev1-p) + BYsr1)t — Byt

= BWtr1 — Yeg1e) + Le + Ty — BLy + =BTy — BSt11-p+ B Yrape
~——

Li+St41-p+T:

Liyq

=Ly + T + BEiape

Tip1i =1 —Ti+v(Lig1 — L) =T, — T + Litq —Ly
e
Ly+Ti+Berqae
=Ty =Ty + (Lt + Tt + BE1pe — vLt)
=Ty +vBE1411

Sir1 = (1=0)Sit1-p + 6(Ye+1 — Lis1)
= Sty1-p — 0(St41-p — Yes1) — 6 (Lt + Tt + BEi1pt)
= St41-p T 0Ytp1 — 0(Le + Tt + Sty1-p) — 0BE 11t
= Si41-p +6(1 = B)Ers1pe-
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Priklad 1.5. Pro demonstraci exponenciadlniho vyrovnavani zvolime mési¢ni ¢asovou fadu s pocty nezaméstnanych
mladych zen ve véku od 16 do 19 let v USA od ledna 1961 do srpna 2002.

400 500 600 700 800 900
| | | | | |

300
|

I I I I I
1960 1970 1980 1990 2000

OBRAZEK 10. Vstupni data pro ¢asovou fadu: Pocet nezaméstnanijch mladyjch Zen ve véku od 16
do 19 let v USA od ledna 1961 do srpna 2002

Na nactena data vyzkousime Holtiv—Winterseniv model se vSemi komponentami, ve kterém odhady parametra maji
hodnoty
B8 = 0.3568 ~¥ = 0.0206 0 = 0.2020

Hodnoty sezénnich slozek vykreslime do grafu.

10
|

o o /
T T T T T T
2 4 6 8 10 12

OBRAZEK 11. Hodnoty sezénnich slozek

Vysledné exponencialni vyrovnanini je znazornéno na nésledujicim grafu.
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Holt—Winters filtering
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OBRAZEK 12. Holtovo—Wintersonovo exponencidlni vyrovnavani pro ¢asovou radu: Pocet neza-
mestnangch mladych Zen ve véku od 16 do 19 let v USA od ledna 1961 do srpna 2002

2. PROCESY NESTACIONARNI V ROZPTYLU

Neni-li splnéna podminka neménnosti rozptylu v Case, je proces nestacionarni v rozptylu. Takovyto proces je
ovsem tieba nejprve vhodné transformovat. Vysvétleme si struéné pojem transformace stabilizujici rozptyl.

Situace nestabilntho rozptylu nastédva predevsim v piipadé, kdy ndhodnd veli¢ina Y; ma rozdéleni, které zavisi na
jediném parametru ¥, ktery obecné nemusi mit pro vsechna t stejnou hodnotu. Predpoklddejme, ze tento parametr je
zvolen tak, aby platilo

‘ElttY;t = M-
Ve vétsiné pripadt (ne vSak u normélniho rozdéleni) na p; zdvisi i rozptyl veli¢iny Y;, takZze mizeme psat
Dut}/t = Uz(ﬂt)‘
Pritom o () byva obvykle hladkd funkce proménné p.
Protoze pu; muze souviset s ¢asem t, neni splnéna podminka neménnosti rozptylu v case. Vzniké tedy otazka, zda lze
najit netrividlni funkci g tak, aby nahodna veli¢ina
Zy = g(Yr)
méla rozptyl nezavisejici na u;. (Pozadavkem netriviality se vylucuji konstantni funkce g, které by vedly k veli¢indm
s nulovym rozptylem).
Uvedena tloha v obecném pripadé nemad reseni. Pouziva se vSak urcitych aproximaci, které se ukazaly velmi uzitecné.
Pokud se zabyvame jen dostatecné hladkymi funkcemi g, z Taylorova rozvoje dostaneme aproximaci
9(Ye) = g(pe) + 9" () (Ye = pe).-
Potom stfedni hodnotu 1ze aproximovat takto
Eu9(Ye) = Eg(pe) + g' (1) (Ve — p1e)] = g(pae)
a rozptyl

2 2
Dy, [9(Y)] = [g'(YO))” Dy, Ye = [g/ ()] 0 (pe)-
Chceme, aby po transformaci byl rozptyl konstantni a nezdvisel na stfedni hodnoté, t;j.

=D, gV =g () o* () = ) =

U(Mt)’
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kde ¢ je néjaka konstanta. Odtud snadno dostaneme tvar transformace stabilizujici rozptyl

g(pe) = C/ﬁdﬂt + K.

Konstanty ¢ a K se voli tak, aby funkce g vypoctend podle predchoziho vzorce méla vyhodny tvar.

Ukazalo se, ze funkce g vypoctena podle pfedchoziho vzorce nejen vyrazné stabilizuje rozptyl, takze rozptyl D, g(Y:)
zévisi na p; jen velmi mélo, ale zéroverl také rozdéleni ndhodné veli¢iny Z; = ¢(Y;) byva jiz velmi blizké normélnimu,
i kdyz treba samotné rozdéleni veli¢iny Y; je vyrazné nenormalni.

2.0.1. Mocninné transformace. Pro prehlednost vynechejme index t a uvazujme kladnou ndhodnou veli¢inu X z roz-
déleni, které zavisi na parametru p se stredni hodnotou

EX=u
(pokud tomu tak neni, provede se vhodnd reparametrizace) a rozptylem
D,X = o?(p) = (ou”)?, 0,9 €R,
tj.
X~ L(p, o).

Podle obecného vzorce se transformace stabilizujici rozptyl vypocita takto:

cdp du Zlnjpl + K 9 =1,
Q(M):/ +K:*/*+K c |1‘—19 :

Polozme v dalsim

A=1-9
a tento parametr nazvéme transformac¢nim parametrem pro mocninnou transformaci.
Riiznou volbou ¢ a K dostaneme nésledujici ¢asto uzivané transformace

» Box-Coxova mocninna transformace pro kladné ndhodné veli¢iny pri volbé

0 A=0=>9=1,
c=0 a K= 1 1

a odtud
g(X) = xXN = {1;1{1 i_ 0(W=1), _
5 #0 (9 #1).
» Box-Coxova mocninna transformace s posunutim se pouzije v pripadé, ze hodnoty nahodné veli¢iny
nejsou kladné. Nalezneme proto takové realné cislo a tak, aby pro vSechny realizace platilo x + a > 0 a trans-
formace bude mit tvar:

N (ol ol
» Mocninna transformace se znaménkem lze opét pouzit v pripadé, ze ndhodné veli¢iny nejsou kladné:
sign(X)In|X| A=0(=1),
sign(X )% A#£0 (Y #1).

2.0.2. Odhad transformacniho parametru mocninné transformace.

9(X) = sign(X)| x|V {

» Parametricky pristup pomoci metody maximalni vérohodnosti.
Méjme nezavislé realizace ndhodné veliciny

X~ Lpx, 0% 1y).
Predpokladejme, Ze existuje takové A = 1 — ¢}, Zze transformovany nahodny vektor

Y = (Y1 = g(X1),....Yn = g(X,))

je vybér z normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o2. Oznaéme y = (yi,...,y,)" realizaci
nahodného vybéru. Hledejme maximum vérohodnostni funkce pro 8 = (u, 02)’, tj. pro funkci
Lot =] |- 5 (
’ pale} 27r02 2 o
1 o 2
= (2m0?)~ 2exp{2zl( > }’
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coz je stejné tdloha jako hledat maximum logaritmu vérohodnostni funkce
1 — Yi— 1
I, 02) =In L 2:-%2—71 - d
(1,%) =W L{s o) = =3 1n(2r) — G ") = 5 3

Maxima nalezneme, polozime-li % =0a ‘?TlQ =0.

ol 2
0—@—ﬁ;(%—ﬂ)

ol n R~ 9
0= 57 = 307 T 37 20 1)

a odtud pak dostaneme

(,0%) = =5 In(2m) = S1n(0?) = 55 > (i = 9) + (7 — )

n n 9 1 = _
= —5111(27) - §ln(0 ) - 592 Z:l(y y)” +n(y —p) }
1
— 2 2 2
= ——1In(27) — = In(c*) — 252 (ns* + n(y — p)?]
Nyni dokazme, Ze funkece (i, 0%) nabyva v bodé (i, 52) = (¥, s%) svého maxima. Plati
(g, s) = =5 In(2m) = ZIn(s?) = 7,
Ovérme, zda plati nerovnost
?
l(p,0%) < Uy, s?)
2y _ ns®tn(g—pm? 2 2
—5In(27) — §In(0?) — =5 "~ < In(27) In(s*) —
Clln(e?) - g - G L mpp(e) 1
2 202 202 — 2

(@)
~J
7 N
®
[\v]
\
| —
"
\
®
+
—
<
\
=
[V}

1. ¢len

Protoze pro vsechna kladnd x = 2 > 0 plati Inx < %, je prvni i druhy ¢len nezaporny a nerovnost plati.

Celkové jsme tedy dostali, ze

max (. 0%) = U(7, 5%) = —gln(%r) - %ln(sz) -

w,o2

|3

n
2

max L(p, o %)= L(y,s*) = (2ms%) % e~

n,02

wl3

Nyni toto maximum vyjadfeme v puvodnich proménnych z;, kdy

Inz; A=0,
yi = g(w;) = =1

Loa#o.

Nejprve vypoctéme jakobidn této transformace:

7] = H

i=1

n

ﬁ Ax}\fl _ le{\il’

i=1 i=1

dyz
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Pak
max L(p, 0%, \) = (27rs2()\))7% e

yO

©l3

J|

= (27T82()\))_% et H:c;‘_l

9 n n.o, . n <
max l(p,0%,A) = — 2 In(27) — 5111(5 N) — 5T (A — 1);lnxi.

.o 2

Nyni hledejme maximum funkce I(f, 5%, \) = (¥, s, \) pro parametr \. Protoze maximum vzhledem k \ nezévisi
na konstantach, budeme maximalizovat funkci

I"(\) = ,g In(s2(\) + (A — 1) Zlnxi.

Teoretickym odvozenim maximéalné vérohodného odhadu parametru A se zde jiz dale nebudeme zabyvat,
ale ukédzeme si jednodussi pristup, ktery pro ekvidistantni{ hodnoty A; < A < -+ < A, (pro dostatecné velké
m) ze vhodné zvoleného intervalu (A7, A3), (kde A7, A5 € R, A} < A3) vypocitd hodnoty [*()) a hledd argument
A maxima téchto hodnot.

Ve své praci Box a Cox (1964) odvodili asymptotické rozdéleni statistiky

K= =21 () = (V)] 2 (),
takze muzeme zkonstruovat jednostranny asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr \

l—a=P(K<x,1)=P (—2 [z*(x) - z*(&)} < X%,a(l))

tj. vSechna A splnujici nerovnost
*(\) > D,
lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy prijatelna.

Testovani hypotéz typu Hj : A = )¢ proti alternativé H; : A > Ag:
(1) Budeme testovat hypotézu

H& A=1.
Pokud hypotézu nezamitneme, tj. I*(1) > D,,, nemusime data transformovat.
(2) Pokud predchozi hypotézu zamitneme, muizeme testovat dalsi
hypotézu
H3:\=0.

Pokud HZ nezamitneme, tj. [*(0) > D, Al*(1) < D,, transformace bude tvaru
Yy = Inz;.

Pokud vsak se I*(0) < D, Al*(1) < D, provedeme transformaci

» Jednoduchy algoritmus v praktickych dlohach

(1) Algoritmus nejprve zkontroluje vstupni data tak, aby byla nezdporn4, tj. piipadné pfic¢te kladnou kon-
stantu.

(2) Upraveny vektor dat rozdéli na kratké useky o délce 4 az 12 udaju.
(3) V kazdém tseku dat se provede pokud moZno robustni odhad stfedni hodnoty ji; (prumér, medidn) a
robustni odhad variability 62 (napf. max-min, interkvartilové rozpéti).
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(4) Protoze predpokladdme, Ze plati
9
o(p) =op
pak logaritmovananim dostaneme vztah

In(o(s)) = In g +0 (),

a
takze nezndmé ¢ muzeme odhadnout pomoci metody nejmensich ¢tverca diky hodnotam
zi=1In(c;) a w;=Ingy
v regresnim modelu
z; = a + Ju; + &; gi ~ WN(0,02).

(5) Pro odhad 9 =1 — X pomocf t-statistiky zkonstruujeme interval spolehlivosti (5)

~

— Pokud tento interval bude obsahovat nulu, tj. 0 € I() data se nebudou transformovat.

-~ -~

— Pokud 0 ¢ I(9) A1 € I(9), voli se logaritmickd transformace
¥ = Inx;.

— Jinak se voli mocninnd transformace

Priklad 2.6.

V Nové Anglii probihalo na bfezich a na dnech jezer (zhruba ptred 12 600 roky po dobu asi 6000 let) béhem jarniho
tani ledoveu ukladani vrstev pisku a bahna do vrstvi¢ek zvanych varvy. Pomoci tloustky ro¢nich sedimenttu se napiiklad
odhaduje teplota. Na obrdzku jsou zndzornény tloustky ro¢nich sedimenti v Massachusetts za 634 roku (pfed 11.834
roky).

Paleoclimatic Glacial Varves

o
LD —
—
o
O —]
) —
2
©
>
o _|
n
O —
T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600
Time

OBRAZEK 13. Casova fada ro¢nich sedimentii v Massachusetts za 634 rokt

Vidime, zZe rozdily v tloustkéach se zvysuji v zavislosti na jejich velikosti, takze vstupni data bude nutné transformovat.

Pomoci metody maximéalni vérohodnosti provedeme odhad parametru A.
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OBRAZEK 14. Maximéalné vérohodny odhad parametru Ay, = —0.1103, interval spolehlivosti

(—0.2132, —0.0074) neobsahuje nulu.

Na dalsim grafu jsou zndzornéna jiz transformovand data pomoci parametru XM e = —0.1103.

4.0

3.0

transformed varve
2.5
|

2.0

15

0 100 200 300 400 500 600
Time
OBRAZEK 15. Boxova—Coxova transformace dat pro Py vmLe = —0.1103.

Odhad neznamého parametru A provedeme jesté pomoci jednoduchého algoritmu, ktery byl zminén na konci odstavce.
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LINEAR GROWTH OF VARIANCE (logarithmic transform): transx = log(x)
seglen = 8, location = median, variab_i,l,ity”= ti)qr

4.0

35

25

logVariability

2.0

15

1.0
|
o

b= 10'{'6%56, lambda =I—O.076656, Cl =I(—0.281182 , 0.12|7869)
25 3.0 3.5 4.0
logLocation
OBRAZEK 16. Graf znizornujici odhad parametru A pomoci jednoduchého regresniho modelu.

Vidime, zZe vysledek jednoduchého algoritmu navrhuje logaritmickou transformaci dat. Z interpreta¢niho hlediska je
tato transformace vhodnéjsi nez transformace pomoci Ay p = —0.1103.

Proto se podivejme, jak se data logaritmickou transformaci zménila.

n -
< —
—
()
>
j
©
\?/(v)_
(o))
o
o -

I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600

Time

OBRAZEK 17. Boxova—Coxova transformace dat pro A =0.



KAPITOLA 5

Stacionarni a nestacionarni vicerozmérné nahodné procesy

Analyza jedné ¢asové fady vytrzené ze souvislosti s ostatnimi ¢asovymi fadami neni postacujici. Sledujeme-li napiiklad
vydaje domacnosti, tak jisté zavisi nejen na vydajich za minuly mésic, ale i na prijmu domacnosti, investicich, tirokové
mire, atd.

Proto je velmi dulezitd analyza vicerozmérnych ¢asovych rad.

Rozsifeni jednorozmérnych nahodnych procest na vicerozmérné neni nijak obtizné, pouze jednorozmérné nahodné
veli¢iny Y; nahradime vicerozmérnymi nahodnymi vektory Y, = (Y14,...,Yn.)

Stfedni hodnotou ndhodného procesu {Y:,¢ € T} budeme rozumét vektor
e = (p1tyeespime) = EYy = (EYi, ..., EYmy),
varianéni matice bude definovina vztahem
D, =DY;=E(Y;— EY:)(Y:— EY,),
autokovarianéni matice bude matice
I, =C(Y,,Yy) =E(Y, - EY,)(Y,— EY,).

Pokud proces bude slabé stacionarni, pak pro V¢, s € T musi platit

EY;=p, a L,;= I‘O,|s—t|'
Obdobné jako v jednorozmérném piipadé budeme psat

L., =T, a D, =DY,=T,.

Pro vicerozmérny bily sum
{et,t €T} ~WN(0,X,)
musi platit

EEt =0
De; = Feie, =3,
C(es,et) = Eegel, =0 s#Et

1. Vicerozmérné Box—Jenkinsonovy modely

Forma, kterou popisujeme mnohorozmeérné (vektorové) ndhodné procesy, je analogickd jednorozmérnému pripadu.
Nejobecnéjsim modelem je vektorovy sezénni smiSeny model - VSARIM A(p,d, q, P, D, @), ktery je tvaru

®(B)n(BY) 1 - 1B)4I - 1BY)PY, = ©(B)¥(BL)e; ~ VSARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)r,

kde IBY; =Y;_; a ®B)=1-9,B— by,B2 — ... — o, B?
IBLY, =Y, ©O(B)=1+01B+6:B%>+ -+ 0,B1
I-1B)Y, =Y, - Y, n(B) =I—mBL — 1B — ... — gpBPL
I-IBHY, =Y, - Y, 1 U(B) =1+, BY 4 U, B?F ... 4 U BRL

Tak naptiklad rekurentni vztahy
Yip =¢uYis1+¢12Yo 1 +e1s
Yor =¢aYii—1+ d2Yos 1 +e2;s

( Yl,t > _ < b11 P12 ) ( Y1,t71 )+ ( €1t )
Yo P21 P22 Yo i1 €9t

Yt = (I)IYt—l +E&r ~ VAR(I)

Ize vyjadtrit maticoveé

tj.

Podminky kauzality a invertibility u VARM A procesu lze vyslovit nasledujicim zptsobem:

Kritérium kauzality det ®(z) #0 pro vSechna z € C tak, ze |z| <1
Kritérium invertibility det®(z) #0 pro vSechna z € C tak, ze |z| <1

125



126 M5201 Stochastické modely casovych rad

PozNAMKA 1.1. Podminku kauzality lze formulovat ekvivalentné také tak, Ze vSechna vlastni éisla matice

) By - D, B,

I, 0 -~ 0 0O

A_|l 0L, - 0 o

0 o I, O
mpXmp

jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

Priklad 1.1. UvaZujme dvourozmérny ndhodny proces typu VAR(2)
Y =P1Y; 1+ P2Y:2 + &y,

0.5 0.2 ~03 —0.7
%= ( ~0.2 0.5 ) a 2= ( ~01 03 )

Pro ilustraci zndzornime simulovana data, kterd se fidi timto modelem

!
ittt

kde

Y[1]

-1

-2

-3

4
|

Y[2]

—— e

I I I
50 100 150 200

-1

-2

-3

o

OBRAZEK 1. Simulovand data VAR(2) modelu.

Simulované data naznacuji, ze jde o stacionarni proces, coz lze ovérit tak, ze vypocitame absolutni hodnoty vlastnich

¢isel matice modelu
0.5 0.2 0.3 —0.7

Ao (P @) _| 02 —05|-01 03
1L, o )| 1 0 [ 0 0
0 1 0 0

Ziskané hodnoty
|A1] = 0.818 |A2| = 0.597 [A3] = 0.572 [A4] = 0.572

zajistuji, ze jde o staciondrni proces.
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2. Modelovani vicerozmérnych casovych rad pomoci kointegrace

P1i modelovani vicerozmérnych ¢asovych rad je ucelné rozliSovat mezi

» kratkodobymi vztahy mezi casovymi fadami, které casem mizi, a
®» dlouhodobymi vztahy, které maji dlouhodobé trvani.

Pripomenme dva typické priklady nahodnych procesi nejprve s kratkou a pak s dlouhou paméti.
Kauzalni AR(1) proces:
(1 —B)Y; = &, kde lo| < 1.
Vzhledem k tomu, ze uvazujeme kauzalni proces, musi existovat takova posloupnost realnych cisel

s AR(1) iy 00
{'(/)j}j=o = {‘Pj}jzoa

o0
Y, = ngj{:‘t_j ~ MA(OO)a
§=0
ve které se vahy
V= ¢’

bilého Sumu exponenciilné snizuji. Bily Sum se interpretuje jako posloupnost nekorelovanych (popf. nezdvis-
Iych) ,Soku“ a v tomto pripadé vidime, ze vliv ,Soku“, které se uddly v minulosti, velmi rychle sldbne, takZe
jde o proces s kratkou paméti.

Poznamenejme, Ze tuto vlastnost kratké paméti maji vSechny kauzalni AR(p), invertibilni M A(q) a kauzalni a
invertibilni ARM A(p, q) procesy. Skutecnost, Ze jde o staciondrn{ posloupnost, budeme zkracené znacit symbo-

lem | I(0) | a fekneme, Ze jde o integrované procesy fadu nula.

Nahodna prochéazka I(1):
(1 — B)Y;g =&t
je limitnim pf¥ipadem AR(1) procesu, kdy ¢ = 1, tj.

oo
Yi=Y, 1+e = E Et—js
=0

takze vSechny ,Soky“ maji stejnou vahu

Y =1
a vliv minulych ,$okd* nemizi — maji dlouhou pamét. Totéz plati pro vSechny integrované procesy, tj. pro takové
procesy, které po diferencovani se stanou staciondrnimi, coz symbolicky ozna¢ime jako I(d).

Vsimnéme si déle vztahi, které se tykaji linedrnich kombinaci I(d) procest.
Plati (zfejmé)
(1) {Xe} ~ 1(0) = {a+0bX:} ~ 1(0)
1(1)

2) {X} ~ I(1 = {a+bX) ~ I(1)

® BT = e~ 10
@ G = e~
6 G %;} P (X, Y} ~ I(1)

Posledn{ vlastnost v8ak pro nékterd {X;} a {Y;} nemusi platit. Mize totiz existovat jejich linedrni kombinace, kterd je
jiz staciondrni, tj. {aX; + bY;} ~ I(0). Proto Engle a Granger (1987) zavedli pojen kointegrace, kterd se tyka dvou (¢i
vice) integrovanych procest.

Problematika dlouhodobych vztahti souvisi s pojmem rovnovazny stav (ekvilibrium), ktery chdpeme jako stav,
ke kterému je systém neustale pritahovan.

P1i konstrukci modeli ¢asovych Tad je logické vychéazet z predpokladu, ze vyvoj jednotlivych rad spjatych teoreticky
zduvodnénym vztahem se v dlouhodobém ¢asovém horizontu nerozchazi. Pokud odklon smért vyvoje ¢asovych rad je pouze



128 M5201 Stochastické modely casovych rad

kratkodoby, ¢asem se vytraci a existuje mez, za kterou nemuze jit, potom rikdme, ze ¢asové fady jsou v rovnovazném
stavu (ekvilibriu).

Prikladem miize byt cena podobnych potravin v rtiznych zemich, poptavka po penézich a hodnota penéz, kratkodobé
a dlouhodobé irokové miry apod.

Obecné hleddme-li rovnovazny stav mezi proménnymi, které jsou slozky m-rozmérného vektoru
Y:=(Yit,...,Yme), chceme najit vektor 8 takovy, aby platilo

B'Y;=0 v kazdém case t.
V praxi tolerujeme kratkodobé odchylky od rovnovazného stavu, které znacime v case t jako
Z; = B'Y,.

Hleddme tedy vektor 8 takovy, Ze odchylky od rovnovdhy {Z;,¢ € Z} tvoir{ stacionarni proces s nulovou stfedni
hodnotou a konec¢nym rozptylem.

Ukazuje se, ze tohoto dlouhodobé rovnovazného stavu lze dosdhnout i v pripadé, ze jednotlivé velic¢iny jsou integrované.
Kointegrace je vhodnym nastrojem k analyze téchto vztahi.

Timto tématem se intenzivné zabyval nositel Nobelovy ceny z ekonomii Clive Granger. Zékladni myslenky jsou shrnuty
v ¢lanku Granger & Engle (1987), kde je i nasledujici obecna definice pojmu kointegrace.

DEFINICE 2.1. Necht b,d € N a d > b. Rekneme, Ze slozky m-rozmérného nadhodného procesu {Y;,t € Z} jsou
kointegrované radu d, b, jestlize

(i) vSechny slozky Y, jsou I(d) a
(ii) existuje nenulovy vektor 8 = (B1,...,Bm)" takovy, ze slozky linedrni kombinace Z; = 8'Y; jsou I(d — b).

Vektor B se nazyva kointegraéni vektor. Kointegraci budeme znacit

Y, ~ CI(d,b).

Je ziejmé, ze kointegracni vektor neni jednoznacny. Staci jej vynasobit nenulovou konstantou a opét dostavame
kointegrac¢ni vektor. Pro dimenze m > 2 muze obecné existovat vice nezavislych kointegracnich vektort. Existuje-li r
(r < m — 1) takovych nezavislych vektort, pak se [r]se nazyvi fad kointegrace.

V dal$im se seznamime s riznymi modely kointegrovanych c¢asovych rad, z nichz nékteré umoznuji modelovat pouze
jeden kointegraéni vektor (tzv. jednorovnicové modely).
Piiklad 2.2. Uvazujme dvourozmérny ndhodny proces {Y; = (Y1, Y2:)',t € Z}, ktery je (pro A # 0) definovany vztahy

Yip = oYo,+ei,
Yo = You1+ea,

Yl,t—OéYz,t = €1,
Yoy —Yo 1 = €2,

) )

tj.
coz lze vyjadrit maticové takto

1 —« Yie ) (00 Yiem1 \ [ €1t

0 1 Yot 0 1 Yoiu1 ) \ear )
Vsimnéme si, Ze tento proces neni v obvyklé (tzv. redukované) formé, kde &g = I,,,, ale v tzv. strukturdini VAR formé
(SVAR model),tj.

@()Yt — ¢){Yt—l =&t~ SVAR(l)

Podivame-li se na jednorozmeérny proces {Ys,t € Z}, vidime, Ze jde o ndhodnou prochazku, tj Y2, ~ I(1). Také je
zfejmé (viz prvni rovnice), ze i Y7 ; ~ I(1). Hned z prvni rovnice vidime, jak bude vypadat kointegraéni vektor, nebot

Yig—aYe;=¢e1p ~ WN(0,0,,2) ~ I1(0),
takze vektor Y, = (Y14, Y2,) je kointegrovany radu CI(1,1) s kointegra¢nim vektorem
B = (17 —Oé)/-

Pro nazornost vykreslime simulovana data, kterd se fidi timto modelem, a to pro dvé rtizné hodnoty parametru «.
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OBRAZEK 2. Simulovand data CI(1,1) procesu pro dvé hodnoty a € {0.5,0.85}. Tlusta ¢ara
se tyka procesu {Y2;,t € Z}, proces {Y14,t € Z} reprezentuji dvé fady, carkovana céra se tyka
hodnoty o = 0.85 a tenkd ¢ara hodnoty o = 0.5.

2.1. Jednorovnicové modely.
2.1.1. Staticky regresni model kointegrovangch velicin. Uvazujme nejprve obecné (m + 1)-rozmérny ndhodny proces

{Z; = V1, X}),t € Z}. Jednim z moznych pfistupti, jak modelovat vzidjemny vztah mezi Y; a X, je pouziti tzv.
statického regresniho modelu
Y;:C'F,th"‘ﬁt EtNWN(O,O'g).

Tyto jednoduché modely jsou velmi oblibené. Jejich konstrukci je vsak tfeba provadét obezietné, nebot jejich pouziti
mé smysl jediné v pfipadé kointegrovanych procesu CI(1,1). Pfi pouZiti nekointegrovanych nestacionarnich ¢aso-
vych fad miZze vzniknout situace, kterd se nazyva zdanliva, resp. nesmyslna regrese (anglicky spurious regression).

Uvazujme pro jednoduchost piipad, kdy m = 2. Miize se totiz stat, ze i kdyz {X;} i {Y;} vécné nesouvisi, pfesto
v regresnim modelu, kde jedna fada vystupuje v pozici nezavisle proménné, druhéd v pozici zavisle proménné, je index
determinace R? velmi vysoky, také F-test i vechny ¢-testy ukazuji na vhodnost regresniho modelu.

Typicky pripad zdanlivé regrese budeme demonstrovat na nasledujicim ptikladu.

Priklad 2.3. Uvazujme dvourozmérny ndhodny proces {Y; = (Y1,,Y2,)',t € Z}, ktery je definovany vztahy

Yip = o1 +Yi1+e,
Yo = as+Ye;1+eay

takze jde o dvé ndhodné prochazky s posunutim, které spolu nijak nesouvisi. Pro nazornost vykresleme simulovana data.
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OBRAZEK 3. Ukéazka dvou nesouvisejicich vychylenych ndhodnych prochazek Yj; = a;j+Yj -1+
gt , kde gj ~ N(0,1) (j =1,2), a1 = 0.8 (Cerna céra), oy = 0.6 (Seda céra)
Pro simulovand data uvazujme statickou regresi tvaru
Yie=Bo+ B1Yo, + ey, kde & ~ WN(0,02).

V nasledujicich dvou tabulkach uvadime vysledky statické regrese z hlediska odhadu parametri a prislusnych statistik.

Tabulka t—statistik pro koeficienty 5y, 51 Tabulka s vysledky F—testu
Estimate Std. Error t value Pr(> [t]) Df Sum Sq Mean Sq  F value Pr(>F)
(Intercept) 7.7569 0.5280 14.69 0.0000 y2 1 359465.55 359465.55 25973.43  0.0000
y2 1.0765 0.0067 161.16 0.0000 Residuals 198 2740.27 13.84
R* =0.992, R, ,;; = 0.992

Vidime, ze koeficienty Sy, 51 se vyznamné lisi od nuly a také model se jevi jako velmi vhodny, nebot podle koeficientu
determinace R? ¢asovd fada {Ya.} vysvétluje 99% variability casové fady {Y7.}, prestoZe ob& dvé ¢asové fady spolu
nesouvisi.

Vysledky regrese potvrzuje i grafickd interpretace statické regrese.

o
o —
—

Y1
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OBRAZEK 4. Staticky regresni model Y7+ = By + 1Y2 + € pro simulovand data dvou nesouvi-
sejicich vychylenych ndhodnych prochazek. Jednotlivymi body je prolozena regresni piimka.

Protoze pro tyto dva ndhodné procesy neexistuje kointegracni vektor, rezidualni slozka nebude bilym Sumem. Pro
testovani autokorelace rezidui prvniho fadu je pouzivan Durbiniv—Watsontv test.

DURBINUV-WATSONUV TEST AUTOKORELACE REZIDUI 1. RADU

Durbinova-Watsonova statistika je definovina vztahem
(e — Tt—1)2

n
> i
t=1

NE!

DW:t 2

Protoze plati (a — b)? < 2a? + 2b%, dostédvame

n n
2y i +2y i,

pw<-=22 =2 <4 = [0<DW <4

Vzhledem k tomu, ze Er = 0, bude pro vétsi hodnoty n platit

n n n—1
Zrtz = Zrtz = Zr?-&-l
t=2 t=1 t=1
Oznacme vybérovy autokorela¢ni koeficient:
nil
- Tt4+1T¢
p(1) = Eftrj” == . = DW ~2(1— 1) nebo p(1)~1- 2%,
DryDriyq nil r2 nil r2,,
t=1 =1

Pokud budou rezidua malo korelovana, hodnota D se bude pohybovat kolem 2.
Kladna korelace zptsobi, ze DW € (0,2) a zaporna korelace zptsobi, ze DW € (2,4).

Presné rozdéleni statistiky DW zdvisi na tvaru matice planu X, proto jsou tabelovany intervaly djp a dy, ve
kterych se nachdzi kritické hodnoty (pro rtzna n, k a ).

Dolni a horni hranice Durbinova-Watsonova testu na 5% hladiné vyznamnosti

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5+
n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU
50 | 1.50 | 1.59 | 1.46 | 1.63 | 1.42 | 1.67 | 1.38 | 1.72 | 1.34 | 1.77
60 | 1.5 | 1.62 | 1.51 | 1.65 | 1.48 | 1.69 | 1.44 | 1.73 | 1.41 | 1.77
70 | 1.58 | 1.64 | 1.55 | 1.67 | 1.52 | 1.70 | 1.49 | 1.74 | 1.46 | 1.77
80 | 1.61 | 1.66 | 1.59 | 1.69 | 1.56 | 1.72 | 1.53 | 1.74 | 1.51 | 1.77
90 | 1.63 | 1.68 | 1.61 | 1.70 | 1.59 | 1.73 | 1.57 | 1.75 | 1.54 | 1.78

100+ | 1.65 | 1.69 | 1.63 | 1.72 | 1.61 | 1.74 | 1.59 | 1.76 | 1.57 | 1.78

kde k je pocet nezavisle proménnych v regresni rovnici.

Pro rychlé posouzeni autokorelace prvniho rfadu vysta¢ime s nasledujici tabulkou:

Pokud hodnota Durbinovy-Watsonovy statistiky DW bude v mezich

0 az dr, dr, az dy dy az (4—dU) (4—dU) az (4—dL) (4—dp) az 4
Zamitame Ani Nezamitame Ani Zamitame
Hy nezamitame nezamitame Hy
KLADNA ani nulovou ani NEGATIVNI
autoko- | neprijimame hypotézu nepfijimame auto-
relace Hy Hy Hy korelace




132 M5201 Stochastické modely casovych rad

Pro rezidua naseho statického regresniho modelu vykreleme bodovy graf mezi r;_q1 a r; a vypocitejme hodnotu
Durbinovy—Watsonovy statistiky.
DW=0.17 rhol1=0.91 p-value=0

It

f-1
OBRAZEK 5. Bodovy graf mezi r;_1 a r; pro staticky regresni model Yie = Bo+ 1Yoy + &
pro simulovana data dvou nesouvisejicich vychylenych ndhodnych prochazek. Jednotlivymi body
je prolozena regresni primka.

Vidime, Ze rezidua vykazuji vyznamnou pozitivni autokorelaci. Navic jsme provadéli regresi pro dvé ¢asové rady, které
spolu viibec nesouvisi.

V literatufe (viz Arlt, 1997) je uveden empiricky poznatek o souvislosti mezi vysokymi hodnotami F-statistik modeld,
jako i t-statistik regresnich koeficient a nizkymi hodnotami Durbinovy-Watsonovy (DW) statistiky rezidui u zddnlivé
regrese. Je to natolik charakteristickd vlastnost zddnlivé regrese, ze Granger a Newbold (1974) navrhli, aby splnéni
nerovnosti:

R* > DW
tj. kdyz koeficient determinace je vétsi nez DW statistika, bylo urcitym indikatorem nebezpeci existence zdanlivé regrese.
Priklad 2.4. Vratime se k prikladu, kde vystupuje dvourozmérny kointegrovany nahodny proces {Y; = (Y1, Y2)',t €
Z} ~ CI(1,1), ktery je (pro A # 0) definovany vztahy

Yip = oYoi+er,
Yo = You1+ea,

Pro simulovana data uvazujme statickou regresi tvaru
}/1-,t =B+ 51Y2,t + &¢ kde Ep ~ WN(O, O'?)

V nésledujicich tabulkdch uvadime vysledky statické regrese z hlediska odhadu parametria a ptislusnych statistik, a
to pro dvé rizné hodnoty parametru o € {0.85,0.5}.

Tabulka t—statistik pro koeficienty 5y, 51 pro @ = 0.85 Tabulka s vysledky F—testu pro a = 0.85
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
(Intercept) 0.0570 0.1819 0.31 0.7547 y2 1 4688.54 4688.54  3800.08 0.0000
y2 0.8684 0.0141 61.64 0.0000 Residuals 98 120.91 1.23
R* =0.975, R, = 0.975
Tabulka t—statistik pro koeficienty Sy, 51 pro a = 0.5 Tabulka s vysledky F—testu pro o = 0.5
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]) Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
(Intercept) 0.0570 0.1819 0.31 0.7547 y2 1 1670.84 1670.84 1354.23  0.0000
y2 0.5184 0.0141 36.80 0.0000 Residuals 98 120.91 1.23

R? =0.933, R2, = 0.932

adj
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Vidime, ze koeficienty ;1 se vyznamné lisi od nuly a také oba modely se jevi jako velmi vhodné, nebot podle koeficientu
determinace R? ¢asovd fada {Ya .} vysvétluje 97.5% (pro A = 0.85) a 93.2% (pro A = 0.5) variability ¢asové fady {Y1 .}
Déle si vsimnéme, jak byl pomoci statické regrese pomérné dobre odhadnut parametr o pomoci parametru ;.

Na nésledujicim obrazku jsou vykresleny pro dvé riizné hodnoty parametru o € {0.85,0.5} vysledky statické regrese.

n
N

20

15

Y1
10

0 5 10 15 20 25

Y2

OBRAZEK 6. Staticky regresni model pro simulovana data CI(1,1) procesu pro dvé hodnoty
a € {0.5,0.85}. Cernd kolecka reprezentuji dvojice {Yay,Y1:}% pro hodnotu parametru o =
0.85 a Sedé kolecka pro hodnotu parametru a = 0.5. Jednotlivymi body je prolozena regresni
primka. Pro prvni model byl odhad parametr 51 roven hodnoté 0.868, v druhém pripadé hodnoté
0.518.

Pro rezidua obou statickych regresnich modeli vykreleme bodové grafy mezi r;_1 a r; a vypocitejme hodnoty
Durbinovy—Watsonovy statistiky.

DW =2.05 rhol=-0.02 p-value =0.89824 DW =2.05 rhol=-0.02 p-value = 0.89824
~ ° ° ° ~ - o o °
° ° ° °
o ° o ° [ ° o °
o °
o o % ° ° o %¢ °
S g
o o ° o ° °
° o
o o ° o o °
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OBRAZEK 7. Bodové grafy mezi r;_1 a r; pro oba staticky regresni modely. Jednotlivymi body
je proloZena regresni primka.

Vidime, ze zamitdme hypotézu o autokorelaci prvniho fadu, nebot hodnota DW statistiky je velmi blizka ke dvojce.
Vysledek testu odpovida faktu, ze jsme model navrhli tak, ze plati

Yig = aYaiters ere ~ WN(0,07).
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Kromé toho plati
R% < DW,
coz nesignalizuje vznik zdanlivé regrese. Tento regresni model je spravny, statisticky korektni a existujici.

Pfipomenime, Ze zdanlivé regrese nemize nastat v piipadé, kdy oba dva procesy jsou stacionarni (tj. jde o procesy
1(0)), nabizi se myslenka nestaciondrni procesy I(d) s d > 1 nejprve diferencovat a pak je pouZit ve statické regresi.
Jenze touto cestou nelze postupovat, protoze se tim ztraci dilezité informace o dlouhodobém vztahu {X,;} a {Y;}.

Je vidét, ze pravé snaha konstruovat regresni model tak, aby

» respektoval jak kratkodobé, tak dlouhodobé vztahy
®» 3 pritom se vyvarovat zddnlivé, nesmyslné (angl. spurious) regrese

vedla k zavedeni pojmu kointegrace a k zavéru, ze v regresi je tfeba pouzivat nediferencované casové rady, které vsak
musi splnit urc¢itou podminku, a to aby byly kointegrované.

Zavér. Uvedme tii davody, pro¢ lze povazovat princip kointegrace za ustredni myslenku modelovani integrovanych caso-
vych tad.

(1) Stacionarni linedrni kombinaci integrovanych (tj. nestaciondrnich) procestu (jde o jakysi slozeny proces) lze
chapat jako odhad ekvilibria, které spojuje uvazované procesy. Ekvilibrium je v tomto pripadé stredni
hodnota této linedrni kombinace obou procest.

(2) Regrese obsahujici integrované (tj. nestaciondrn{) procesy mé smysl pouze tehdy, pokud jsou procesy koin-
tegrované (tj. jsou spjaté spoleénym stochastickym trendem, jinak mé kazdé Casovd fada jiny smér vyvoje).
Test kointegrace dvou ndhodnych procesu je zaroven metoda odliSeni mezi pravou regresi a zdanlivou regresi.

(3) Skupinu kointegrovanych procesu lze popsat (kromé jinych modeli) také pomoci tzv. ERROR-CORRECTION
modelu. Tento model obsahuje parametry, které charakterizuji miru vychyleni systému od dlouhodobé se
prosazujiciho ekvilibria.

2.2. Dynamicka regresse. Uvazujme nejprve, ze

{Xe} {Ye} ~ 1(0).

Jejich vztah mtze byt modelovan pomoci regresniho modelu
§/t =c+ ﬁXt + U,
piiéemZ mohou nastat dva pifpady (a) uy ~ WN(0,02) --- jde o korektn{ regresn{ model
(0) ue ~ AR(p), tj. up = prup—1 + -+ @puis—p + &4, €0 ~ WN(0,02).

Ad (b): pokud pro odhad parametrt ¢ a 8 pouzijeme klasickou metodu nejmensich ¢tvercu, tj. cors a BO Ls, pak odhady
sice budou nestranné, ale nebudou vydatné (nebudou mit nejmensi rozpyl).

Pokud napft.
up~ AR(1)  tj. w=pu+e, kde [pl <1 a9 >0,
pak nekorektni OLS nabizi smérodatné odchylky odhadii, které jsou mensi nez ve skutecnosti, coz v tomto pripadé muize
vést k zamitnuti nulové hypotézy, i kdyz tomu tak byt nema.
Problém autokorelovanych rezidui lze resit pomoci tzv. dynamické regrese. Vratme se k jednoduchému prikladu
Y, =c+BX;+u;, kde up=uiq+e, e ~WN(0,02).
| —
(1) (+2)

Budeme se snazit dostat regresni rovnici, ve které bude misto chybového AR(1) procesu bily Sum. Proto postupné
upravujme

Up — QU1 (*2b)
Y, —c—BXy (*1b)

z rovnice (x2) €t
z rovnice (x1) Ug

Dosadime-li vztah (x1b) do vztahu (x2b), dostaneme
g =Y —c—BXy — oY1 —c— BX1)
a odtud pak
Yi=c(l—¢)+ @Y1+ BXs — pBXi—1 + &1, et ~ WN(0,02).
Tento model se nazyvd AUTOREGRESSIVE DISTRIBUTED LAG MODEL (nékdy se znad¢i ADL, castéji ARDL) a piSeme
Y; ~ ARDL(p,q) = ARDL(p,q;k) s p=1g9g=1 a k=1 (poCet vysvétlujicich proménnych)
Pordd zustéavd otdzka, jak parametricky popsat dlouhodobé rovnovdzny stav (tj. ekvilibrium) mezi endogenni (tj.
zévislou) a exogenni (tj. nezdvislou, vysvétlujici) proménnou.
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Vratme se k prikladu
Yi=c+BX: +uy
kde
(a) ug ~ WN(0,02) s Eu; =0, Du; = 02. Pak
EY; = c+ PEXy,
takze dlouhodobé se prosazujici vztah je dan parametrem , ktery se pak nazyva dlouhodoby multiplikator
(long-run multiplier).

(b) v ptipadé dynamické regrese, kdy napr.
Ug = Pup_1 + & s & ~WN(0,0%)

i = c(l—¢)+¢Yio1+BXs —pBXi 1 +e
prepisme predchozi vztah pomoci operatoru zpétného chodu
(I—=¢B)Y; =c(1 —¢)+ Bl — ¢B)X; + &

Protoze predpokladame, ze
EY;=EY;1 a EX;=FEX;,,

dostaneme
(1= @)EY; = c(1 — ) + B(1 — p)EX,,
takze a ) a )
_ —¥ ¥ _
EY; = (1—<p)+ﬁ(l—s0)EXt_c+BEXt

a parametrem je opét dlouhodoby multiplikator (long-run multiplier).

Prepisme nyni model
Yi=c(l—¢p)+eYi1+BXs —0BXi 1 +e
trochu jinak. Proto upravujme

Vi =Y = cl-@)+(@-1)Yia +8(X; = Xi1) = Ble—1) X1+
error COrreCtiOn
——
Ay, = c(l—¢) +BAX, + (p—D(Yio1 — BXi1) e
—_———

modeluje kratkodoby vztah  modeluje dlouhodoby vztah

Vztah na poslednim fadku se nazyvd modelem korekce chyby (anglicky ERROR CORRECTION MODEL, EC—model ¢
ECM).

Dlouhodoby vztah mezi ¢asovymi fadami je vyjadfen regresorem (Y;_; — 8X;_1), ktery obsahuje dlouhodoby mul-
tiplikator . Zbytek modelu popisuje kratkodoby vztah mezi ¢asovymi radami.

Parametr vyjadiuje miru odlisSnosti kratkodobého vztahu od vztahu prosazujiciho se dlouhodobé. Lze ho

interpretovat jako rychlost, s jakou se kratkodobé vychyleni od rovnovazného stavu ztrati, nebo jakou silou se prosazuje
rovnovazny vztah mezi éasovymi radami.

Nyn{ uvazujme obecny ARDL(p, ¢; k) model s k vysvétlujicimi proménnymi ve tvaru:

k
a,(B)Y; =c+ Z Big(B)Xi ¢ + us,

i=1
kde
a,(B) = 1—-wyB—---—q,B?
Biy(B) = 14+Bi1B+---4+Bi4B* pro i=1,... .k

Tento model lze ve strednich hodnotach vyjadrit nasledujicim zpisobem:

k
ap(l) E}/t =c+ ;,qu(].) EXi’t

k
. i w1 «_ Big(D)
EY, =c —|—Z;,31 EX;, kde ¢ =& B = a,(1) "
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Budeme se nyni snazit i tento model vyjadrit v ECM formé. VSimnéme si, Ze lze proi = 1, ..., k psit (za pfedpokladu,
ze polozime B; 0 = 1)

q
Big(B)Xit = ZBz‘,ijXi,t = BioXe+Bi1 Xy +Bi2Xy 4 +Big—2Xs + Big—1Xy +5i,g X1
j=1 —Bi1 Xy —Bi2Xy — - —Big—2Xy — Big—1X+ — B¢ X¢

FBia X1 +Bio X1+ +Big—2Xi—1  + Big—1Xi—1 +BigXi-1
—BipXi—1— +Pig—2Xi—1  — Big—1Xi—1 —BigXi—1

+Biqg—2Xi—grot—Biq-1Xi—qr2+Bi g Xi—q42
= Big—1Xt—qr2—Bi,qXt—qr2

+ Big—1Xt—qg+1+8i,g Xi—g+1
—Bi,qXt—q+1

+5i,th—q

Tedy muzeme psat

q q
Big(B)Xit = ZBi,jBJXi,t = Bi o Xt + ZB;jAXt,j,

j=1 =0

Zﬁz,] = 1q

kde

aproh=1,...,q
q
Bin==2_ b
j=h
Zcela analogicky provedeme

1—204] Y;t Za]BJYt
j=1

P P P P
=Y Z%Yt+z%"4 =2 oY) a¥ioi =) ag¥ia ) ay¥ia t -
=1 j=1 j=1 j=2 j=2 j=3
(1725:1 Otj)}/t A}szzl Qj AYt71-25:2 Qg

P
- E QY pp1 + opYipp1r — oYy

j=p—1

apAYi_pi1

p
= (1—ag)Yi+ Y ajAYip
j=1

kde
P
(1-af) = Za]fap a ah*:Zaj (h=1,...,p).
j=h

Na zdkladé predchozich vztahti a po dalsmh upravach miuzeme ARDL(p, q; k) proces vyjadiit v ECM formé takto

k g—1 q—1
AV, =c+> > B0 AX”]—FZ,H” DY AXi
i=1 7=0 i=1 7=0

q—1 k

—Za; JAY,—j = 0y(1) DAY+ (Yees = > B Xipms) + 01,
i=p i=1

kde
vy=a,(1), Bf= (i=1,...,k) s = max(p, q).
g ap(1)
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3. Kointegrac¢ni analyza

Koncept kointegrace by nebyl prakticky aplikovatelny bez statistické teorie testovani kointegrace a odhadu parametra
kointegrovanych linedrnich systému. Tuto problematiku jako prvni zpracovali Granger a Engle (1987).

Prisli s jednoduchym testem kointegrace zalozenym na testu stacionarity rezidui statické regrese pomoci testti jednot-
kovych kofent a zdivodnili metodou dvoustupnového odhadu parametri modelu EC, ktery spoc¢iva v tom, ze se nejprve
odhadnou parametry kointegra¢nich vektori a potom ve druhém kroku se na jejich zdkladé odhadnou ostatni parame-
try. Uvedeny test kointegrace a metoda odhadu parametri modelu korekce chyby byly zakladnim krokem k rozsifeni
praktickych aplikaci kointegracni analyzy zejména ekonomickych ¢asovych rad.

Obecné lze rici, ze kointegracni analyza mize byt uskutecnéna vice zpusoby — bud korektné pomoci numerickych
testl a kointegracni regresni rovnice anebo priblizné, ale zato nazorné, pomoci grafického znazornéni.

V dalsim textu bude ukézan pouze zakladni zptisob pomoci numerické kointegracni analyzy, kde jeji postup poztstava
ze dvou nésledujicich kroku:

(1) Testovan{ integrovanosti veli¢in test I(1) = test tzv. jednotkovych kofentl.

(2) Testovani vyskytu kointegrace dvou veli¢in test CI(1,1). Prakticky to znamend, Ze kointegraci dvou (obecné
m) veli¢in m4 vyznam testovat jen tehdy, pokud jsou obé veli¢iny nestaciondrni a tzv. integrované alespori fadu
1. Tuto skutecnost lze zjistit pravé pomoci testl jednotkovych korent.

3.1. Testovani jednotkovych korenti a kointegrace. Testovani jednotkovych kofenu slouzi ke stanoveni typu
nahodné veli¢iny, tj. zda veli¢ina je nestaciondrnim procesem typu I(1), tzn. integrovanym procesem 1. ifddu. Casova
fada je typu I(1), kdyz jeho diference je obecna staciondrni casovd tada typu I(0) = ARM A(p,q), ve specidlnim a
nejjednodussim piipadé je to tzv. bily sum WN = ARM A(0,0) = AR(0) = M A(0).

Pokud uvazujeme jednoduchy staciondrni AR(1) proces typu I(0):

B)Y,=¢cr tj. Yi=Yi—pYii+e a g ~WN(0,02),

pak se tento proces stane nestaciondrnim typu I(1), kdyz polynom ®(z) m4 jednotkovy koten, coz u AR(1) znamen4,
ze p1 = 1. V tom piipadé jde o ndhodnou prochdzku, kterd obsahuje tzv. stochasticky (nedeterministicky) trend a proces
je nestaciondrni v rozptylu, pfi¢emz rozptyl roste pfimo imérné s casem (délkou) casové fady, tj.

DY; = to?.
Na testovani (nulové) hypotézy
Hy:p1=1 proti alternativé Hi :|p1] <1 (stacionarita)

existuje nékolik parametrickych a neparametrickych testi:

®» mezi parametrické testy patii zdkladn{ Dickey-Fullertiv (DF) test a rozsifeny Dickey-Fulleriv (ADF) test;
» mezi testy neparametrické lze zaradit test Phillipstv, testy Phillips-Perronovy, Newey-Westovy, Bierensovy,
Bierens-Guovy a alternativni KPSS (Kwiatkowski Phillips Shmidt Shin)

Pro testovdni kointegrace existuje vicero testi: CRDW Durbintiv—Watsoniv, CRDF Dickeytuv—Fullertv (se dvéma
variantami), CRADF Augmented DF, Phillipsiv, Johansentuv, Engle-Grangeruv a Bierensuv.

Uvedené testy jsou podrobné popsany v literatufe Hamilton (1994), Arlt (1999), Arlt & Arltova (2003), Neubauer
(2005).

Priklad 3.5. Uvazujme dvourozmérny kointegrovany nahodny proces, ktery je definovan nésledujicim zptisobem

Y17t =0.5 }/Q,t =+ uy kde uy = 0.6us_1 — 0.2up_o + 0.1us_3 + €1t a €1, ™~ N(O, 052)
Yor=Yi1-1+e2s g2.4 ~ N(0,0.5?)
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OBRAZEK 8. Simulovand data dvourozmérného kointegrovaného ndhodného procesu jsou vy-
kreslena v prvnim panelu. Cerné ¢ara znaci proces Ys; a Sedd Y7 ;. Ve druhém panelu je zné-

zornén AR(3) proces uy.

Kointegraéni vektor je tvaru

B=(1,8)=(1,-05).

Prii odhadovani nezndmych parametra vyuzijeme dvoukrokovy algoritmus navrzeny Grangerem a Englem.

V prvnim kroku ziskdme rezidua ze statického regresnitho modelu, ktery popisuje dlouhodoby vztah mezi dvéma

casovymi radami.

Yii =00+ B1Yo, + €

Odhadem Bl obdrzime odhad dlouhodobého multiplikdtoru, ktery popisuje dlouhodoby vztah mezi Y5; a Y7 ;.
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Yii=080+B1Yo + €
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OBRAZEK 9. Regrese OBRAZEK 10. Odhady rezidui
Vysledky regrese jsou dany v nésledujicich dvou tabulkach.
Tabulka t—statistik pro koeficienty 5y, 51 Tabulka s vysledky Ftestu
- Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Estimate Std. Error t value Pr(> |t])
y2 1 975.95 975.95 2638.17  0.0000
(Intercept) 0.1914 0.0528 3.63 0.0003 Residuals 248 91.74 0.37
y2 0.4822 0.0094 51.36 0.0000 5 - —
R? = 0.9141, R2,; = 0.9137
Na zékladé vysledka vidime, Zze odhad dlouhodobého multiplikdtoru se blizi hodnoté 0.5.
Rezidua, ktera jsme ziskali v prvnim kroku, pouzijeme do dalsiho regresniho modelu
AY) =bo + b1 +b2AY5 1 +b3AY1 11 + e
Vysledky regrese v druhém kroku jsou dany v nésledujicich dvou tabulkach.
Tabulka t—statistik pro koeficienty g, 51 Tabulka s vysledky Ftestu
- Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Estimate Std. Error t value Pr(> [t])
i T 0.01 0,01 017 0.86 ect 1 14.02 14.02 40.12 0.0000
(Intercep 2 062 007 858 00p  Deltay2l 1 0.26 0.26 0.73  0.3922
ee e ' b ' DeltaY1.1 1 12.69 12.69 3632 0.0000
DeltaY2.1 0.32 0.09 3.48 0.00 Residuals 244 85.95 0.35
DeltaY1.1 -0.42 0.07 -6.03 0.00 . .

R? =0.2403, R2,. = 0.231

adj

139



140 M5201 Stochastické modely casovych rad

4. Modelovani heteroskedasticity

Ve vsech predchozich modelech chybové slozky mély vzdy konstantni, tj. homoskedasticky rozptyl. V redlnych situa-
cich je vSak casto tato podminka nesplnitelna. Pak je mozné

» bud provést transformaci stabilizujici rozptyl,
» nebo pouzit modely, které s heteroskedasticitou pocitaji.

Nejznaméjsi jsou modely navrzené Robertem Englem (nositelem Nobelovy ceny za ekonomii v r. 2003). V ekonometrii
se pojmu variabilita fika volatilita (pfelétavost) a mluvi se o volatilité ménici se v ¢ase.

4.1. Autoregresivni podminéna heteroskedasticita. Autoregresni modely s podminénou heteroskedasticitou
(ARCH; AutoRe-gressive Conditional Heteroskedasticity) predstavuji pomérné rozséhlou tfidu modelt, vyuzivanych
zejména pri analyze finanénich ¢asovych fad. Pravé finanéni ¢asové fady (naptiklad vyvoj cen akcii, derivatl, dluhopist,
urokovych mér nebo sménnych kurzi) se vyznacuji v ¢ase proménlivim rozptylem, a tuto vlastnost je mozné zachytit
pomoci podminéné heteroskedasticity.

Daily Closing Prices of the France Stock Index CAC
from 22 August, 1991 until 8 June, 1998

3500

2500

I I I I I I I
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

1500

Log Returns: A(log(x))

0.04
l

0.00
l

-0.04

I I I I I I I
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

-0.08

OBRAZEK 11. Ukédzka ¢asovych fad s proménlivych rozptylem: vyvoj dennich zaviracich kurziu
akcii a prislusné logaritmické vynosy.
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Méjme realizace casové fady x;, které vykazuji pomérné malé, ale stalé procentni zmény p;, tj.
xe=14+p)ai—1 = logzy=log(l+p:)+logai—1 = Aloga; =loga; —logas_1 =log(1l+ pt).
Déle si pfipomenme, Ze pro dostatecné mald p; (v absolutn{ hodnoté - cca do 15%) plati

pe] =0 = log(l+p)~p: = Alogxz ~p;.

Vétsina analyz casovych fad pracuje ne piimo s puvodni Casovou fadou, ale néjakou jeji transformaci. V pripadé
finan¢nich ¢asovych rad jde tfeba o vynosy - relativni prirastky cen.

Mégjme naptiklad ceny akcii Xy, pak jednoduché (aritmetické) vynosy ozna¢me
_ X=X
X1

A pravé pro casové rady vynosu je charakteristickd proménlivost v rozptylu.

}/;5 = Xt = (1 + }/t)thl = AIOgXt ~ }/;

4.2. ARCH(1) modely. Nejjednodussimi modely, které pocitaji s variabilitou, kterd se v ¢ase méni, jsou ARCH (1)
modely.

Tyto modely vychézeji z predstavy, Ze napf. staciondrni model AR(1)

Yi=9¢Yi1+e, (ol <1)
je vhodné z divodu proménlivého rozptylu (promeénlivé volatility) modifikovat tak, Ze je tzv. podminéné hete-
roskedasticky proces s konstantni podminénou stiedni hodnotou
E(e4|Q-1) =0
a s podminénym v ¢ase se ménicim rozptylem
D(et|x-1) = B(¢7|Q-1) = o7,

kde ©;_1 je relevantni minuld informace az do ¢asu ¢t — 1.

Konkrétni modely proménlivého rozptylu (tj. proménlivé volatility) jsou potom dany specifickou formou podminéného
rozptylu o?.

Engle navrhl modely podminéného rozptylu tiidy ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity). Nejjedno-
dussim z nich je model ARCH (1), ktery ma podminény rozptyl ve tvaru
ARCH(1): o0} =g+ aier_y,
model ARCH (p) lze vyjadfit jako
ARCH(p): o} =ap+aie;_+-+ ozpef_p.
Engle vyvinul teorii odhadu modeli ARCH, stanovil podminky konzistence a asymptotické normality maximélné véro-

hodnych odhadu jejich parametra a predstavil test hypotézy o nepritomnosti ARCH efektu ve sloZce &;.

Definice modelu ARCH se stala zékladem pro mnoho dal$ich typt linedrnich a nelinedrnich modeli podminéného
rozptylu o2. Tyto modely vychazeji piedevsim z empiricky pozorovanych vlastnosti konkrétnich finanénich a ekonomickych
casovych rad.

Bylo napiiklad zjisténo, Ze kvadraty logaritmi vynosu ¢asovych fad s vysokou frekvenci pozorovéni (denni nebo
tydenni) jsou charakteristické relativné pomalu klesajici autokorela¢ni funkei, coz by vyzadovalo mnoho zpozdéni v modelu
ARCH, tj. vysokou hodnotu p. Engleho doktorsky student Tim Bollerslev proto piisel s myslenkou rozsitit model ARCH o
zpozdény podminény rozptyl o2. Timto zpiisobem upraveny model ARCH lze zobecnit na tzv. GARCH (angl. Generalized
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) model, ktery mé tvar

GARCH(p,q): o0} = ao+aigf_ + -+ apef_, + N0G_1 + -+ 107
Model GARCH(1,1) se posléze stal nejpopuldrnéjsim modelem volatility v empirické praxi.
Poznamenejme jesté, ze aby predchozi vztahy mély smysl, musi platit
a; >0, Y5 > 0

a aby proces byl slabé stacionarni, musi byt

p q
ZO&Z‘ + Z’Yj <1.
i=1 j=1
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Pokud plati
P q
Z a; + Z v; = L.
i=1 j=1
model se nazyva IGARCH.

Engle svou myslenkou modelu ARCH a dalsimi ideami inspiroval statistiky, ekonometry, finan¢ni teoretiky a analy-
tiky a prakticky i teoreticky orientované ekonomy po celém svété k publikovani stovek teoretickych a praktickych praci
zabyvajicich se danou problematikou. Modely ARCH a GARCH se staly jednim ze zdkladu nové védni discipliny, kterd
se oznacuje jako finan¢ni ekonometrie.



KAPITOLA 6

State—space modely

Misto jednorozmérné nédhodné posloupnosti {Y;,¢ € Z} uvazujme posloupnost w-rozmérnych ndhodnych vektora
{Y;,t € Z}, Y, € RY, které spliiuji tzv. DATOVE A STAVOVE ROVNICE
DATOVA ROVNICE:
Yt:GtXt+Wt t:1,2,3,...
STAVOVA ROVNICE:
X1 =F Xy +V, t=1,2,3,...

pricemz
X; ... jetzv. stavovy v-rozmérny ndhodny vektor
W, ...je Sum meéreni
Vi ...je sum procesu
G; ... je posloupnost matic typu w x v
(popisuji vztah pozorovani ke stavu)
F; ... je posloupnost matic typu v x v

(modeluji dynamiku - tzv. matice prechodu)
Dale plati

EV,=0
EW,=0
EWtW/:Rt
wW,\ (R, S . N
o(3)-(38) + BT

EW,V/, =8,
C(Xy, (W5, V3)') =0, tj. jsou nekorelované

Vsechny ndhodné vektory maji konecné druhé momenty.

Pfiklad 0.1. NAHODNA PROCHAZKA S TRENDEM

Megjme B eR,

Sum procesu V; ~ WN(0,02),

nahodné veli¢iny T'ry, pricemz Trg = pg = 0.
Daéle necht prot =1,2,... plati

C(Try, Vi) =0 tj. Try a V; jsou nekorelované, coz znacime Tr, 1L V.

Definujme

:TTt+/3+Vt:T7’t—1+ﬂ+Vt—1 +B8+V

=Tri 1 +28+Vi+ Vi =+
po t krocich = Tro +5t + Z V;
=po= 0 i=1
Polozme
(T (W (11

x=(5) v=(0) =)

Pak

K] = (") = (6 1) (5 + (§) ~FXov) =1
o) a

Ozna¢me Sum méfeni Wt ~WN(0

Fl=0 o) () w=[eX i W] =12
——

-G,

polozme

143
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. T . . (s .
Jestlize X1 = ( Tl), Vi, Wi, Vo, Wy, ... jsou nekorelované, dostavame stavovée-prostorov
B S—— Y——

chdzky, pro kterou plati

, o2 0
EVt = O DVt = EVtVt = OU O =
EW;,=EW, =0 DW,=EW,W,=EW?2 =0
EV,W/ — (8) _s,—s.
Ptiklad 0.2. SEZONNI RADA SE SUMEM
Uvazujme sez6onu délky
a sezénni komponenty
pricemz plati
Styd =5 a S1+---+83=0.
Takze dostaneme
St+1 = St41—d
Sgp1+ 5S¢+ S-1+ -+ S41-941 =10
Odtud ziskame deterministickou rovnici
St+1 = =S8t — St—1 =+ — St4+2-d
Pfidejme $um procesu V; ~ WN(0,02) a dostaneme po preznaceni stochastickou rovnici
Yiji=-Y Y 1— Yo 4+ Vs
Polozme
i - b Y, Vi
Y, 1 o --- 0 0 \ A 0
Xppp=| V=1 | =0 . : Yia [4+]0
Yits-d 0o .- 0 1 0 Yito-d 0
—_————
_F, =X, =V,

tj. stavové-prostorovy model sezénni fady se Sumem je roven
X1 =FX; +Vy

Yt:(l 0 --- O)Xt
—_— —m——
=G,

1. Stacionarni stavové-prostorové modely
DATOVA ROVNICE:
Yt:GXt+Wt t:1,2,37...
STAVOVA ROVNICE:
Xt+1:FXt+Vt t:172,3,...

pricemz
X; ... jetzv. stavovy v-rozmérny nahodny vektor
W, ...je sum méreni
V: ...je sum procesu
G ... je matice typu w x v (popisuji vztah pozorovani ke stavu)

.. je matice typu v X v tzv. matice prechodu

Stochastické modely casovych fad

ou reprezentaci ndahodné pro-

2—R =R

Q=Q
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Dale plati

145

EVt - O
EW, =0
EWtW, = Rt
W:\ (R S . )L
D< Vt ) = < Sé Qt > tJ EVtVt = Qt

EW,V/, =8,
C(Xy, (W}, V}) =0, tj. jsou nekorelované

Vsechny ndhodné vektory maji koneéné druhé momenty.
Stavova rovnice se nazyva stabilni (také kauzdlni), pravé kdyz vSechna vlastni ¢isla matice F lezi uvnitf jednotkové

kruznice, tj.

det(I — Fz) # 0 pro V |z| < 1.

Pokud je systém stabilni (kauzdln?), pak

oo

Xe=) FVi
j=0

Y, =W, +G) F'V,
j=0
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Pi#iklad 1.3. AUTOREGRESNI MODEL RADU p
AR(p) : 1/75 :Qfolyvtfl"'—i_sopy;ﬁfp—i_gt 9 kde €t NWN(O?O—E),

Yiin Y1 P2 o Pp-1 Pp Y; £t
Y, 1 0o -« 0 0]y, 0
Yieeo [ =] o . - : : Yio[ 4]0

. . . . 0 0 . .
Yit1-p 0 -~ 0 1 0/} \Yip 0

——— ——— N~
=Xi41 = =X =Vi
Vi=(1 0 -+ 0)X,
—_———
=G

Pi#iklad 1.4. MA PROCES RADU ¢
MA(q): Yi=er+bies1+- - +046q, kdee~ WN(0,0’S),

Et (1) 0 00 Et—1 Et
Et—1 0 - 00 Et—2 0
€t—2 =10 ’ : €34 10

: . .00 :
€t+1—¢ 0O --- 0 1 0 Et—q 0
—_————
=Xit1 -F =X =V
Yt:(el 9q)Xt+ Et
=G =W,

Pi#iklad 1.5. ARMA PROCES RADU p, q
ARMA(p7 q) : Y; = 901}/;571 trt + Sop}/tfp + &t + 9181571 + tre + qutfq 9 kde E¢x WN(07 U?)a

Y 9011 0 o1 @p L O e g %1 Yia 0
Y, Y, 0
Y 0o . . : Y 3 0

: = . . 1 <. : . + :

th+17p : .. .. : }/t*p 0
Et+1 : : 0 ’ : &t Et+1

Et . 1 Et—1 0

Ei41—q 0 O 0 1 () Et—g 0

——— ——— N——
:Xt+1 -F :Xt :Vt
th = ((pl (pp 1 91 9q) Xt
=G

2. Nejlepsi linearni predikce pomoci projekce nahodnych vektori druhého radu
Mégjme pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P). Pro pevné zvolené v € N ozna¢me
Ly ={X=(X1,...,X,) : X1 € L*(QAP),....,X, € L*(, A, P)}

a oznacme

o0
Ly =] L.
v=1
Pak 1ze nad timto prostorem definovat skaldrni soucin pro X € LY a'Y € LY (v,w € N) predpisem

(X,Y) = EXY’
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za predpokladu, ze existuje sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru Z = <§> aZelLy™.

Oznacme pro Yo,..., Y € LY
Mt = Sp{Yo, ce 7Yt}
uzavieny podprostor generovany vsemi moznymi linedrnimi kombinacemi typu

CoYp+ -+ CiYy,

kde Cy, ..., C; jsou realné matice.
Pak uvazujme nad L3° projekci X € LY do M,

Pr,(X) = (Pag, (X1), -5 P, (X))
kterou budeme znacit riznymi zpusoby, a to
Py, (X) = X = P(X) = P,(X[Yo,...,Yq).
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Pripomenme vlastnosti predikce, které v nasledujicich diitkazech vyuzijeme
(a) vzdy existuje jediny vektor P;(X) takovy, ze pro VY € M; = 5p{Yo,..., Y} plati
(X-X,Y)=0< (X,Y) = (X,Y) & EXY' = EXY'.
Protoze X € M, pak
EXX' = EXX'.
(b) Jestlize X,Y1,...,Y; maji sdruzené normélni rozdéleni, pak (pokud Yo =1 = (1,...,1)") plati
X=P(X)=EX|Yy,....,Ys) t>1.
(¢) Predikce X = P;(X) je linearni v tom smyslu, Ze pro libovolnou matici A € R¥*V a X, Z € LY plati:
P,(AX) = APR(X)
P(X+2Z)=P(X)+ P(Z)
(d) Pokud X € Ly a'Y € LY pak
P(X[Y) = MY,
kde M € RY*%_ pro niZ plati
M = EXY' [EYY']”
a A~ znadi pseudoinverzni matici k matici A, coz je takova matice, pro niz
AT =AA"A
Kazda matice ma alespon jednu pseudoinverzni matici. Pokud matice A je regularni, pak
A=A
Pripomenme opét definici stavového modelu
DATOVA ROVNICE:
Y, =GX; + W, t=1,2,3,...
STAVOVA ROVNICE:
Xir1 =Xy + 'V, t=1,2,3,...

pricemz
X; ... je tzv. stavovy v-rozmérny nahodny vektor
W;: ...je Sum mereni
V: ...je sum procesu
G; ... je posloupnost matic typu w x v
F; ... ]je posloupnost matic typu v x v

Dale plati

EVt:O
EWtZO

W\ W, , N _ (EW,W, EW,/V,\ (R, S;
b (Vt) =k (Vt> (Wi Vi) = EViW, EV\V;) \S, Q
C(Xy, (W}, V}) =0, tj. jsou nekorelované: X; L (W}, V)’

Xt\k = Pspivo,... v (Xe) = P(X¢[Yo,..., Yy)
Qi = B(Xy — Xyp) (X — Xypp)'

Oznacéme

Pokud k=t—1...jde o tzv. problém (jednokrokové) predikce
k=t ... jde o tzv. problém filtrace
k=mn>t...jde o tzv. problém vyhlazeni
Pridejme predpoklady pro V ¢
W, L {Yy,..., Y1}, tj. jsou nekorelované
VL {Yo,.... Y1}
S: = 0 (tj. Sumy procesu V; a méfeni W, jsou nekorelované)
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VETA 2.1. JEDNOKROKOVA KALMANOVA PREDIKCE

= Xyjp—1 = P-1(Xy) = P(Xe[Yo, ..., Y1) = Ppiv,... v, 13 (Xe)
a CHYBOVA PREDIKCNI KOVARIANCNI MATICE

= B(X, = X)X = Xy)' = B(Xy = Xyjoma) (Ko = Koo)'

jsou jednoznacné urceny

(1) pocdtecnimi podminkami:

X1 |=Xyj0 = P(X1]Y0) = Popyey (X1)

kde

¥x,x, = BX1X]
N N
Bz, = EXiX|

(2) a plati pro né nasledujici rekurentni vztahy:

X1 | = Xpgrpe = FeXyppo1 + Koo (Yo — G Xyp—1),

kde K11}, je tzv. PREDIKCNI KALMANUV ZISK, pro néjZ plati:

KtJrl\t = Ext+11t z)Itlt

pricemz
Ex,01, = FiQy1GY
Er1, = Gy 1 Gy + Ry
a
= X X~ E§t+lit+l
pricemz

!
Yx Xy = Fe2x,x, Fp + Q¢
_ PN ! A
~ = thxtxtFt + Kt+1|tZItIth+1‘t

Xi+1Xt41

a kde I; jsou INOVACE pro Y, tj.

L=Y Y=Y~ Pyrvo..v. (Y0
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DUKAZ. Nejprve definujme pro Y,

In =Y

L=Y -Y,
=Y: - Pyiyo,.. v (Ye)
= Yt - Pt—l(Yt)

=Y, — P_1(GX; + W)
=Y - GP_1(Xy) = P_1(Wy)

Diky nezavislosti ndhodnych vektort
W; L {Yo,..., Y1}
plati
P, 1(Wy) = Py, v} (W) =0,

Je tieba si uvédomit, Ze inovace jsou ortogondlni (tj. nekorelované)

Ip LI, LI, 1 ... 11,

takze dostaneme

takze pro libovolné X plati

P(X) = P(X|Yo,...,Yy)
= PX|Iy,...,I;)
= P(X[Io, ..., Ti-1) + P(X|I;) = P,1(X) + P(X|L;)
= P;_1(X) + MI,,
kde
M = EXL[ELL] .
Takze

Xt+1 = Xt+1\t = Pt(Xt+1)
= P 1(X441) + P(X¢ 1 [Ti)
=P_1(FX; +Vy) + EXy qn LIELL] L
a oznacime-li
X1, = EXpq I
¥1,1, = ELIL,

pak
Xip1 =F Py (Xe) + Po1 (Vo) +3x,,.1, B0, (Ye — G Xo)
—_— Y
=X =0
tlt—1
Vyjadireme nyni

= EX, 1}

- ’
— B(F,X, +V,) [Gt(xt X))+ Wt}

~ o~ —~ /
—E [Ft(xt—xtHthtJrvt} {Gt(xt—xt)ert]
=F, E(X; - X)(X; — X)) G} + Fy BE(X,— X, ) W4F, EX, (X, — X,)’'

=Qyp—1 =0(nekorel.) =0(nekorel.)
+F, EX,W, +EV,(X,-X,)'G, + EV,W,
—— —_—— ~——
=0(nekorel.) =0(nekorel.) =S;=0

=|FQ1Gy
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Déle pocitejme

~ —~ li
—ELL = E [Gt(Xt X))+ Wt} {Gt(Xt X))+ Wt}
= GE(X — X)) (X; — Xy)'G)
+ G E(X; — X)W, + EW,(X, — X;) G} + EW,W,,
=0(nekorel.) =0(nekorel.)

= Gtﬂt\t—lG; + Ry

Tedy celkové mame
Xit1 = X1 = FXypo + Ex0n S, (Y — GiXo)
—_———

=I;

Kirpe =2x,,1,21,

je tzv. KALMANUV PREDIKCNT ZISK a mtiZeme tedy psat

X1 = FeXypo1 + Koo (Y — G Xyp—1)

Zbyva najit rekurentni vztah pro €2, ;. Pfitom vyuZijeme dilezity vztah, ktery vychdzi z vlastnosti ortogondlni projekce,
tj. ze pro VY € Pgpry,,.... v, .} Plati

(X; - X, Y)=0
<Xt7Y> = <5§t7Y>
EX,Y = EX,Y

a protoze )A(t € Pgp(v,,.... Y, .}, dostaneme

Extxt = EXQAQ .

Proto pocitejme
Qo= = EX; — X)Xy - Xy
= EX,X/ — EX|X/ - EX; X, +EX, X,
W—/ ‘A/—’A
=EX;X| =EXiX|
= BX; X} - EX;X| = 2x,x, - £5 1.

Uplnou matematickou indukei obdobné dokéZeme, Ze pokud budeme piedpokladat, ze plati

Q1 = Bxx, — Vg 5,5

pak

Qi1 = BXip1 — Xop1)(Xigr — X))’
= EX; 11X}y — EXXpy, — BEX X +BX 0 X

=EXt+1X£+1 :EXtJrlechl

/ e </
= EXt+1Xt+1 - EXt+1Xt+1 = Ext+lxt+1 -

S -
Xip1Xeq1

Ex, 01X = EXe1Xppy = BE(FiXy) + W) (FiXy) + W)

—F, EXX,F,+F, EX,W, + EW,X, F,F,EV,V/
N—— N—_—— N—_——
=2x,x, =0(nekorel.) =0(nekorel.)

=F3x,x,F, + Q
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~ S
= EXt+1Xt+1

Xpp1X¢q1

~ ~ ~ ~ /
=FE [FtXt + Ko (Y — GtXt)} [tht + K11 (Y — GtXt)}

-1,
—_—
=F; EX;X,F, + F, EX; (Y; — G;X;)’ ;+1\t
S~ ~ =0(nekorel.)

X X4
+ Kt+1|t E<Yt_Gt§Z-t>§-t F;
—_————
=0(nekorel.)
+ Kpr) B(Y— G X)) (Y~ G X)) Ky,

=31,

=FEx,x,F, + Kt-’rlltzItItK;:—‘—l‘t
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VETA 2.2. Pro KALMANOVU FILTRACI

X | = P(X(|Yo,...,Y,)

a FILTROVACI CHYBOVOU KOVARIANCNI MATICI

= B(X; — Xyp0)(Xe — Xyp)

pro ¥Vt > 1 plati ndsledujici rekurentni vztahy

)A(t\t = Xt|t—1 + Ky (Y — Gtxt\t—l) )

kde Ky, je tzv. FILTRACNI KALMANUV ZISK, pro néjZ plati

Ky =2x,1,%51, |

pricemz
Ex.1, = Qpo1GY
zItIt = Gtﬂt|t—1G:5 + Ry

Qt|t = (I - Kt|th)Qt\t71 )

kde I je jednotkovd matice rddu v X v.

DUKAZ. VyuZijme op&t inovaci

In =Y

L=Y:-Y,
=Y: — Pypryo,.. v (Ye)
=Y, - P1(Yy)

=Y, - P 1 (G Xy + W)

= Yt - GtPtfl(Xt) - Ptfl(wt
== Yt - Gtﬁt

- Gt(Xt - Xt) + Wt

které jsou navzajem kolmé (tj. nekolerované).

Pocitejme
Xy = P(X4[Yo,...,Y,)
= P(Xt‘]:()? s aIt)
= _1:)()(15‘:[07 ey Itfl) + P(Xt‘:[t)
== Xt + MIt
=X, + EX,I, [EX,T)] I,
=X, +Ex,1, 21, (Y — GiXo)
pricemz

3x,1, = EX,I,
~ /
— EX, [Gt(Xt X))+ Wt]
~ ~ Py ’
= B[(Xi = X0) + X [Gi(X, - X)) + W,
= B(X, - X)(X; - X)'Gy + B(X; — X)W,
—
=0(nekorel.)
+ EXt(Xt - Xt)/ G; + Extwt e Qt\t—lGIt
— —
=0(nekorel.) =0(nekorel.)

Takze celkové dostaneme R ~ R
Xt = Xt + 3x,1, 27,1, (Y — G Xy),

ozn. Kyt =I



154 M5201 Stochastické modely casovych rad

odtud R R
Xt\t - Xy = Kt\tI‘

Zbyva dopocitat €;. Vime, ze
Qi1 = B(X, — X) (X, - Xy)f
I

=F | (X - }A(t\t) + (ﬁt\t - Xt\tfl) (X — Xﬂt) + (Xt\t - Xﬂtfl)

—_— —

=Kt\t1t :Kt|t1t
= B(X; — Xt|t)(Xt - Xt|t)l +E(X; —~ )A(t\t)I; K;\t
Qe =0(nekorel.)

+ Ky BL(X; — Xt\t)/ +Ky ELI, K::|t =y + Kt|tEItItK;‘t
—_—

=0(nekorel.)
Protoze

Kot =2x,1,251, = Qi 1GiEq g,
dostavame

Qt\tfl = Qt|t + Extlt z:I_tIt EItIt z:I_tIt Elxtlt
= Qe+ 2x,0, 201, 2x,1, = Qe + Q-1 GEEL L, Gy
—_———
:Kt\t

Odtud

Qt\t = Qt\tfl - Kt|thQt|t71 = (I - Kt|th)Qt|t71-

3. Kalmanuv iterac¢ni proces

Shrime pfedchozi vysledky Kalmanovy predikce a filtrace takto
1) Protoze

. - _ IN—
Kivip =3x,01.251, =FQy1Gi3p
— - . A —
Kt\t - ZXtItEItL - Qt‘t_thEItIt

} = ’ Ky = Fi Ky |

2) Dale plati

Ftit\t = Ftit\t—l + Fi Ky (Y — Gtxt)

= tht\t—l + K1 (Y — Gtxt)

- Xt+1|t .

3) Budeme se snazit nové vyjadrit €44} . Protoze

Xit1 — ﬁt+1\t =F:X;+V:— Ft)/it\t

=|Fu(X; — j\(t\t) + 'V,

a vzhledem k tomu, ze V; L (X; — it‘t), dostdvame

=E(Xip1 — Xt+1\t)(Xt+1 - Xt+1\t)/

. . :
= B [Fu(X; = Xype) + Ve [FuXi = Xyp) + Vi

=F,E(X; — X)) (X — Xy)'F} + EV, V)

=|F.Q F; + Q|

VsSechny predchozi mezivysledky pouzijeme pro odvozeni velmi jednoduchého Kalmanova iteracniho procesu, ktery je
spojenim filtrace a predikce.
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KALMANUV ITERACNI PROCES

(I) POCATECNT PODMINKY

Xip=X1=EX; pi Yo=1
Q0 = B(X; — EX,)(X; — EX;)' = DX,
(IT) DATOVY (FILTRACN{) KROK KALMANOVA FILTRU
Nejprve se spocitd tzv. KALMANUV zISK (nebo té% Kalmanovo zesilent)
Ko = Q411G (G Q411G + Ry) ™,

pak
Xy = Xypo1 + Ko (Y — G Xypp—1)
a FILTRACNI CHYBOVOU KOVARIANCNI MATICI
Qt|t = (I - Kt|th)Qt\t—1~
(IT1) CAsOVY (PREDIKENT) KROK KALMANOVA FILTRU
Xt+1|t = FtXt|t
!
Qi1 = Fi Q) Fy + Qq.







Literatura

[1] ANDEL, J. Statistickd analijza casovyjich 7ad. Praha. SNTL 1976.

[2] ANDERSON, T.W. The Statistical Analysis of Time Series. John Wiley & Sons Inc. 1971.

[3] BOX, G.E.P, COX, D.R. Analysis of Transformations. Journals of the Royal Statistical Society,Biometrika 26, 1964, 211-252.
[4] BOX, G., JENKINS, G. Time series analysis - forecasting and control. Holden-Day 1976.

]
]
]
|
[5] BROCKWELL, P.J., DAVIS, R.A. Time Series: Theory and Methods. Springer—Verlag, New York, 1991.
]
]
]
]

[6] BROCKWELL, P.J., DAVIS, R.A. Introduction to time series and forecasting. Springer-Verlag, New York, 2002.

[7] BROWN, R.G. Statistical forecasting for inventory control. New York. McGraw-Hill. 1959.

[8] CIPRA, T. Analyza casoviych tad s aplikacemi v ekonomii.SNTL, Praha, 1986.

[9) CERNOHLAVKOVA, P. CHKO Moravsky kras (management chrinéné oblasti). Bakaldiskd prace.Masarykova univerzita. Brno

2002.
[10] DOOB, J.L. Stochastic processes. New York, Wiley 1953.
[11] FORBELSKA, M. Detekce periodicity v hydrologickych datech.In XIII. letni skola bometriky, Biometrické metody a modely v
soucasné védé a vijzkumu. 1. vyd. Brno: UKZUZ Brno, 1998. s. 173-178.
] FORBELSKA, M. Stochastické modelovdni jednorozmérnigch éasovijch tad. Brno. MUNI PRESS 2009.
[13] GICHMAN, LI, SKOROCHOD, A.V. Teorija slucajnych processov. Moskva. Nauka 1971.
] HAMILTON, J.D. Time Series Analysis. Princeton University Press. 1994.

| HANNAN, E.J., QUINN, B. G. The Determination of the Order of an Autoregression, Journal of the Royal Statistical Society,
Series B, 41, No.2, 1979, 190-195.

[16] HOLT, C.C. Forecasting seasonal and trends by exponentially weighted moving averages. Office of Naval Research, Research
Memorandum No. 52. 1957.

[17] KALMAN, R. A new approach to linear filtering and prediction problems. Trans. ASME J. Basic Eng. D 82 (1960), 34-45.

[18] KUBACKOVA, L., KUBACEK, L., KUKUCA, J. Pravdepodobnostt a $tatistika v geodézii a geofyzike. Veda, Bratislava, 1982.

[19] MICHALEK, J., BUDIKOVA, M., BRAZDIL, R. Metody odhadu trendu casové fady na prikladu stiedoevropskijch teplotnich tad.

1. vyd. Praha : Cesky hydrometeorologicky tstav, 1993, 53 s.

] NEUBRUNN, T., RIECAN, B. Miera a integrdl. Bratislava. Veda 1981.

] PRIESTLEY, M. Spectral analysis and time series. Academic Press 1989.

[22] RAO, R.C. Linedrni metody statistické indukce a jejich aplikace. ACADEMIA Praha, 1978.

] STULAJTER, F. Odhady v ndhodnyjch procesoch. Alfa. Bratislava. 1989.

] VESELY, V. Knihovna programii TSA-M pro analjzu ¢asovych fad.Ed. P.Flak. In XIV. letnd $kola biometriky, Biometrické
metédy a modely v podohospoddrskej vede, viyskume a vyuke. Nitra: Agentura Slovenskej akadémie pddohospodérskych vied, 2000.
s. 239-248.

[25] VESELY, V. Uvod do &asovych fad. In Proceedings ANALYZA DAT’2003/I1. Pardubice (Czech Rep.): Trilobyte, Ltd., 2004. od
s. 7-31.
[26] ZVARA, K. Regresni analjza Praha. Academia. 1989.

157



