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M5201 — 2. CVICENI: Regresni analijza v R

1 Uvod do regresni analyzy

Regresni analyza je jednou z nejcastéji pouzivanych statistickych technik. Zabyvame se pii ni
vztahy mezi nékolika veli¢inami. Snazime se zjistit, jak hodnoty jedné veli¢iny (vysvétlované
proménné, odezvy) zavisi na hodnotdch ostatnich veli¢in (vysvétlugicich veli¢in, regresori,
kovaridt).

Vychazime z predpokladu, ze vysvétlovana veli¢ina je funkci vysvétlujicich proménnych
a nahodné slozky, coz je ndhodné veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou, kterd reprezentuje
nahodné odchylky, chyby v méfeni apod.

Y = f(x1,29,...,2m, ),

kde

Y je vysvétlovana proménna
TlyeveyTim jsou vysvétlujici proménné
3 je ndhodné slozka

Funkce f patii do pfedem zvolené t¥idy funkci a zdvisi na jednom ¢&i vice parametrech. Ty
jsou neznamé a odhaduji se na zakladé zjisténych dat.

Obvykle mame k dispozici n pozorovani vysvétlované proménné Y7, Ys, ..., Y, a jim odpovi-
dajici hodnoty vysvétlujicich proménnych x11, 12, ..., Tin, £21, 22, - - -, T2ns+++ » Tmly - - - » T
a pomoci modelu muzeme popsat jednotliva pozorovani

}/i:f(xlinZia---axmiagi), izl,...,n

Nejjednodussim pifpadem regresniho modelu je linedrni regresni model. Je charakteri-
sticky tim, Ze vysvétlovanou proménnou se v ném snazime popsat pomoci linedrni kombi-
nace znamych funkei vysvétlovanych proménnych s neznamymi regresnimi koeficienty. Pomoci
rovnice muzeme linearni regresni model zapsat takto

Yi = Bo+ Bifi(zii, @21, - -, Tmi) + Bafo(zis, 24, - o i) + - - B S (214, 20, - -, i) + €5,

kde

Y je vysvétlovand proménna

TlyeeeyTim jsou vysvétlujici proménné

fisfoy.o oy fr  jsou zndmé (predem zvolené) funkce vysvétlujicich proménnych

Bo, B1,---,0k  jsou neznadmé regresni koeficienty

€ je ndhodn4 veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a konstatnim rozptylem

V linedrnim regresnim modelu tedy vysvétlovanou proménnou modelujeme jako soucet
systematické slozky (coz je funkce, kterd je linedrni v nezndmych regresnich koeficientech) a
ndahodné slozky.

V linedrnim regresnim modelu se déle predpokladd, ze pro ruzné realizace Y;, i =1,...,n
vysvétlované proménné jsou odpovidajici ndhodné velic¢iny e; navzajem nezavislé a maji stejné
rozdélen{ s nulovou stfedni hodnotou a konstatnim rozptylem, coz znaéime ¢; ~ I1D(0, 0?).

Pro odhad nezndmych parametri regresnich modelta existuje vice metod. Pro linedrni
regresni modely se obvykle pouziva metoda nejmensich ¢tvercu. Odhady parametrii se obvykle
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oznacuji stiiskou, napt. 5o, 51, .... Hodnoty vysvétlované proménné Y;, které ziskdme po
dosazeni odhadnutych parametru do regresni rovnice

Yi = Bo + B1f1(21i, Tois - - i) + Bofo (@16, 220 - s Tmi) + -+ Brefr(@1is Tais - - Tyni)

se nazyvaji vyrovnané hodnoty. Rozdily mezi skuteé¢nymi a vyrovnanymi hodnotami vysveét-
lované proménné &; = Y; — )A/Z se nazgyvaji rezidua.

Veli¢iny v modelu mohou byt jak spojité, tak kategorické (sem patii nomindlni, ordinalni
a diskrétni veliciny). Kategorické proménné se také nazyvaji faktory a jejich hodnoty se nazy-
vaji urovné.

Znaceni:
Spojité veliciny budeme znacit pismeny z konce abecedy: z,Y, ...
Faktory budeme znacit pismeny ze zacatku abecedy: A, B, ...

2 Pouziti funkce 1m

K odhadu parametra linedrniho regresntho modelu je v systému R k dispozici funkce 1m. Tato
funkce mé nésledujici argumenty

Im(formula, data, subset, weights, na.action,
method = "qr", model = TRUE, x = FALSE, y = FALSE, gr = TRUE,
singular.ok = TRUE, contrasts = NULL, offset, ...)

Nejdulezitéjsi je argument formula, kterym se zadava, jakou podobu ma mit rovnice
popisujici model. Modelovy vztah mezi proménnymi se obecné zadava ve tvaru

vysvétlovand proménnd ~ systematickd slozka

Zatimco na levé strané muzeme normalné pouzivat obvyklé matematické funkce jako logar-
itmus nebo matematické operdtory +, — apod., na pravé strané maji matematické operatory
ponékud odlisny vyznam. Konkrétné:
+ pridat vysvétlujici proménnou
- odstranit vysvétlujici proménnou
interakce mezi veli¢inami
vSechny komponenty
absolutni ¢len
-1 odebrat absolutni ¢len

Pokud potifebujeme pii specifikaci modelu pouzit matematické operatory v obvyklém
smyslu, musime vyraz s témito operatory napsat jako argument funkce I(). Rozdil mtuzeme
ukézat na prikladu.

y~xl+x2 definuje model Y; = By + B1x1; + PBoxe; + €4,
zatimco
y ~ I(x1+x2) definuje model Y; = By + f1(x1; + x2;) + &;-

Konkrétni priklady zaddvani modela v systému R jsou ukazany v nasledujici tabulce.



Stochastické modely ¢asovych rad (2. cviceni)

Formdlni zdpis Syntaxe v R Popis

Yi=p+e; y 1 Model pouze s absolutnim ¢lenem

Y, = 6o+ Prx; + & y ©ox Linearni model se  spojitou
vysvétlujici  proménnou x  (re-
gresni pifmka)

Y, = iz + ¢ y T x-1 Linedrni model se  spojitou
vysvétlujici = bez absolutniho
¢lenu

log(Y;) = Bo + Brx; + &5 log(y) ~ x Linedrni model se  spojitou

Y; = Bo + Bizi + Bex? + &

Y = Bo + frx1i + Bazai + €

Y = Bo + Bizi + Bowo; +
B3T1iT2i + €5

Yij=p+oai+eg

Yijk = p+ a5 + B + €iji

Yije = ptoi+Bi+(aB)ij+eijn
Yiiwe = b+ i+ 55 + Vi + €ijm

Yijri = p+ o + 85 + 7 +
(aB)ij + ()i + (BY)jr +
(aB)iji + €ijki

Yijrw = p+ o + 55 + v +
(B)ij + (y)in + (B7) jk +€ijki

y T ox + I(x"2),
y 7 poly(x, 2)

y 7 x1+x2

x1%x2,
y 7 x1+x2+I(x1*x2)

~<

y ~ A

y " A+B

y ~ A+ B+ A:B,
y ~ AxB

y " A+B+C

y
y 7 AxBxC
y © A+B+C+A:B+A:C+B:C

y = (A+B+C) "2

vysvétlujici x a s logaritmicky
transformovanou vysvétlovanou
promeénnou

Kvadraticky model se spojitou
vysvétlujici proménnou x (regresni
parabola)

Model se dvéma spojitymi vysvétlu-
jicimi proménnymi x1 a xo, v kazdé
z nich je linedrni (vicendsobna
regrese)

Model se dvéma  spojitymi
vysvétlujicimi  proménnymi  x
a ry s kifzovym clenem

Model s jednim faktorem (jednofak-
torové analyza rozptylu, ANOVA)

Model se dvéma faktory bez in-
terakce (dvoufaktorovd analyza
rozptylu)

Model se dvéma faktory s interakeci
(dvoufaktorové analyza rozptylu)

Model se tremi faktory bez interakci
(tFifaktorovd analyza rozptylu)

~ A+B+C+A:B+A:C+B:C+A:B:C Model se tfemi faktory s in-

terakcemi
rozptylu)

(tFifaktorovd analyza

Model se tfemi faktory obsahu-
jici kromé hlavnich efekti max-
imélné dvojné interakce (tiifak-
torové analyza rozptylu)

Yij = p+ o + Bxij + €4 y 7 xt+A Model se spojitou proménnou = a
faktorem A bez interakce interakce
(ANCOVA)
Yij=p+o;+prij+0x+ei; y 7 x*A Model se spojitou proménnou x a
faktorem A s interakci (ANCOVA)
Tabulka 1: Prehled zapisu zdkladnich modelu
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3 Priklady

PRIKLAD 1: REGRESNI PRIMKA
Mame k dispozici idaje o tom, jaky pocet australskych domécnosti mél v letech 1998-2008
pripojeni na internet:

Rok 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Pocet domdcnosti 1098 1538 2340 3114 3445 4039 4393 4730 5138 5492 5878

Data nejprve nacteme, a to tak, ze idaje o poctech domacnosti zkopirujeme do schranky
a pouzijeme funkci scan.

> domacnosti <- scan("clipboard", sep = " ")
> time <- 1998:2008

Nactena data vykreslime do grafu.

> TxtX <- "Rok"
> TxtY <- "Pocet domacnosti"
> plot(time, domacnosti, type = "p", xlab = TxtX, ylab = TxtY)

Pocet domacnosti

o

T T T T T T
1998 2000 2002 2004 2006 2008

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Rok

Obréazek 1: Pocet domécnosti s pfipojenim na internet v letech 1998-2008

Budeme uvazovat regresni model, v némz bude pocet doméacnosti majicich ptipojeni na
internet zaviset linearné na case. Model muzeme popsat rovnici

Y = Bo + Brxi + i, i=1,...,11

kde
Y; je pocet domacnosti s pfipojenim na internet v i-tém roce
x; je rok odpovidajici -tému pozorovani
Bo, b1 jsou neznamé regresni koeficienty, které budeme odhadovat
€ je ndhodné odchylka ptislusejici i-tému pozorovani

Parametry tohoto modelu odhadneme v systému R pomoci funkce 1m a k zobrazeni
vysledkii pouzijeme funkci summary.
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> modell <- Im(domacnosti ~ time)
> summary (modell)

Call:
Im(formula = domacnosti ~ time)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-306.45 -200.05 20.18 173.09 318.82

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) -948407.45 45085.31 -21.04 5.81e-09 *x*x
time 475.36 22.51 21.12 5.61e-09 **x*

Signif. codes: O “**x” 0.001 “*x” 0.01 "% 0.05 .7 0.1 ° ~ 1

Residual standard error: 236.1 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9802, Adjusted R-squared: 0.978
F-statistic: 446 on 1 and 9 DF, p-value: 5.615e-09

Ve vypisu vysledki odhadu modelu vidime nejprve zadany tvar modelu. Dale jsou zde
uvedeny informace o reziduich (minimalni a maximélni reziduum, horni a dolni kvartil a
medidn). V dalsi tabulce jsou shrnuty odhadnuté parametry

Bo = —948407.45 (Intercept) 1 = 475.36 (time)

a v dalgich sloupcich jsou smérodatné odchylky odhadnutych parametra a testové statistiky
pro testovani nékterych hypotéz tykajicich se parametri modelu. V zavéru jsou uvedeny
souhrnné statistiky tykajici se celého modelu.

Na zavér zobrazime data prolozena odhadnutou regresni primkou.

> plot(time, domacnosti, type = "p", xlab = TxtX, ylab = TxtY)
> abline(Im(domacnosti ~ time), col = "blue", 1ty = 1)

Pocet domacnosti

1000 2000 3000 4000 5000 6000

T T T T T I
1998 2000 2002 2004 2006 2008

Rok

Obréazek 2: Potet domécnosti s pfipojenim na internet v letech 1998-2008
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PRIKLAD 2: POLYNOMICKA REGRESE

Mame k dispozici prumérné roéni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali). Udaje
se vztahuji k obdobi 1907 az 1957 a jsou uvedena v jednotkéch cfs.1073.

Data jsou uloZena v souboru DataNiger.dat. Prvni fadek obsahuje popis casové tady,
pak nasleduje volny fadek, teprve potom dva sloupce dat: rok a primérny ro¢ni prutok.

Nejprve nacteme nadpis.

> fileDat <- paste(data.library, "DataNiger.dat", sep = "")
> (TXT <- paste(scan(fileDat, what = "", nlines = 1), collapse = " "))

[1] "Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v~Coulicoure (Mali) v~letech 1907 az 1957"

Pak nacteme vlastni data do datového ramce za pomoci funkce read. table s argumentem
skip=2, ktery zpusobi vynechani prvnich dvou fadku. Ve vzniklém datovém rdmci pojmenu-
jeme proménné, vypiseme jeho strukturu a prvnich Sest fadku. Nakonec data vykreslime.

> datalNiger <- read.table(fileDat, header = F, skip = 2)
> names(datalNiger) <- c("Rok", "Prutok")
> str(datalNiger)

'data.frame': 51 obs. of 2 variables:
$ Rok : int 1907 1908 1909 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 ...
$ Prutok: num 39.8 42.9 69.1 43.7 56.7 ...

> head(dataNiger)

Rok Prutok
1907 39.793
1908 42.892
1909 69.070
1910 43.653
1911 56.700
1912 45.990

O U WN -

Piikazem attach zpiistupnime proménné v datovém ramci dataNiger a data vykreslime.

> attach(datalNiger)
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> plot(Rok, Prutok, main = TXT, cex.main = 0.85, type = "1")

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957

Prutok
30 40 50 60 70 80

I
1910

I I
1920 1930

Rok

I I
1940 1950

Obrazek 3: Prumérné ro¢ni prutoky v fece Niger v Coulicoure (Mali).

piimku by mohlo byt pfilis zjednodusujici. Proto zkusime daty prolozit polynom vyssiho
stupné. Nejprve zkusime polynom tietiho stupné, kdy budeme piedpokladat, ze jednotliva
pozorovani muzeme popsat vztahem

Y; = Bo + Bix; + Pox? + Baxi + i)

kde Y; oznacuje prutok vody a x; oznacuje rok odpovidajici danému udaji.
Neznamé parametry tohoto modelu nyni odhadneme.

> model3 <- 1Im(Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok~3))

> summary (model3)

Call:

Im(formula = Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok"3))

Residuals:

Min 1Q  Median

-22.2179 -7.0170 -0.9496

Coefficients:

Estimate Std. Error

(Intercept) -1.483e+07
Rok 2.302e+04
I(Rok"2) -1.191e+01
I(Rok"3) 2.055e-03

Signif. codes: 0 “x¥x’

Residual standard error:

4.903e+06
7.614e+03
3.941e+00
6.800e-04

0.001 “*x~

12.14 on

Multiple R-squared: 0.2108,

F-statistic: 4.183 on 3 and 47 DF,

3Q Max
7.6885 27.1292

t value Pr(>ltl)
-3.024 0.00403
3.023 0.00404
-3.022 0.00405
3.022 0.00406

0.01 “x” 0.05 °

*k
*%
*%
*%

© 0.

1° 71

47 degrees of freedom
Adjusted R-squared: 0.1604

p-value: 0.0105
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Vysledky modelu s polynomem fadu tii zakreslime do grafu. Odhadnutou regresni k¥ivku
zobrazime do grafu tak, ze nejprve vytvoiime vektor gridt obsahujici 500 hodnot v rozmezi
1907 a 1957. Pak pouzijeme funkci predict, pomoci niz pro vSechny prvky gridt spocitame
vyrovnané hodnoty na zéakladé odhadnutych parametri modelu a ulozime je do objektu Pred3.
Vyslednou kiivku zobrazime pomoci funkce matlines, kde jako argumenty zadame gridt a
Preds3.

n <- length(Rok)

gridt <- seq(Rok[1], Rok[n], length.out = 500)

Pred3 <- predict(model3, data.frame(Rok = gridt))

par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot(Rok, Prutok, type = "1", main = TXT, cex.main = 0.85)
matlines(gridt, Pred3, col = "red")

vV V.V Vv Vv Vv

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957

80
|

70

60
|

50

40

I I I I I
1910 1920 1930 1940 1950

Obrézek 4: Prumérné ro¢ni prutoky vody v fece Niger v Coulicoure (Mali) prolozené poly-
nomem tietiho stupné.

Zkusime odhadnout jiny model s polynomem Sestého stupné, budeme tudiz predpokladat,
ze jednotliva pozorovani lze popsat vztahem

Vi = Bo + Biw; + Poxi + Bl + Paxi + Bl + Beal + e
Odhadneme parametry nového modelu.

> model6 <- lm(Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok"3) + I(Rok™4) + I(Rok"5) +
I(Rok"6))
> summary (model6)

Call:
Im(formula = Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok~3) + I(Rok~4) +
I(Rok™5) + I(Rok"6))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-22.2179 -7.0170 -0.9496 7.6885 27.1292
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Coefficients: (3 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1.483e+07 4.903e+06 -3.024 0.00403 *x

Rok 2.302e+04 7.614e+03  3.023 0.00404 x*x*
I(Rok"2) -1.191e+01 3.941e+00 -3.022 0.00405 **
I(Rok"3) 2.055e-03 6.800e-04 3.022 0.00406 *x*
I(Rok"4) NA NA NA NA
I(Rok"5) NA NA NA NA
I(Rok"6) NA NA NA NA

Signif. codes: O “**x” 0.001 “*x” 0.01 "% 0.05 .7 0.1 ° " 1

Residual standard error: 12.14 on 47 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2108, Adjusted R-squared: 0.1604
F-statistic: 4.183 on 3 and 47 DF, p-value: 0.0105

Vidime, ze odhad modelu s vysokym stupném polynomu je numericky problematicky,
protoze se koeficienty od ¢tvrtého stupné vyse nepodafilo spocitat. V takovych piipadech se
doporucuje proménnou Rok centrovat a odhadnout parametry pro model s touto centrovanou
proménnou. Centrovani znamena, ze od kazdé hodnoty proménné Rok odetteme prumér vsech
hodnot. Model se tak zméni do podoby

Y; = Bo + Brzi + B2z2 + Bazd + Bazi + Bs2? + Bezl + e,

kde z; = z; — x.
Provedeme novy odhad modelu s centrovanou proménnou.

> delta <- mean(Rok)

> RokC <- Rok - delta

> model6C <- 1m(Prutok ~ RokC + I(RokC"2) + I(RokC"3) + I(RokC"4) + I(RokC"5) +
I(RokC"6))

> summary (model6C)

Call:
Im(formula = Prutok ~ RokC + I(RokC~2) + I(RokC"3) + I(RokC~4) +
I(RokC"5) + I(RokC"6))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-19.3877 -5.4541 -0.9673 5.1213 21.0478

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)

(Intercept) 6.469e+01 2.872e+00 22.523 < 2e-16 **x*
RokC -1.757e+00 3.909e-01 -4.494 5.02e-05 *x*x
I(RokC"2) -2.385e-01 5.367e-02 -4.444 5.90e-05 *x*x
I(RokC"3) 1.045e-02 2.371e-03 4.408 6.63e-05 **x
I(RokC"4) 8.809e-04 2.268e-04 3.884 0.000341 **x*
I(RokC"5) -1.165e-05 3.209e-06 -3.631 0.000733 **x*
I(RokC"6) -8.461e-07 2.526e-07 -3.350 0.001666 **

Signif. codes: O “#*x” 0.001 “*x” 0.01 **” 0.05 *.” 0.1 ° 7 1

Residual standard error: 9.36 on 44 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5608, Adjusted R-squared: 0.5009
F-statistic: 9.364 on 6 and 44 DF, p-value: 1.278e-06
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Vysledky opét znazornime graficky.

gridtC <- gridt - delta

Pred6 <- predict(model6C, data.frame(RokC = gridtC))
par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot(Rok, Prutok, type = "1", main = TXT, cex.main = 0.85)
matlines(gridt, Pred6, col = "red")

vV V. Vv Vv Vv

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrézek 5: Prumérné ro¢ni prutoky vody v fece Niger v Coulicoure (Mali) prolozené poly-
nomem Sestého stupné.

PRIKLAD 3: TRIGONOMETRICKA REGRESE
Mame k dispozici idaje o prumérnych mésiénich teplotach v New Yorku. Zjisténé teploty
ve stupnich Celsia za obdobi leden 1949 — prosinec 1959 jsou ulozeny v souboru nytemps.dat.
Soubor obsahuje jediny sloupec se zjisténymi teplotami a neni v ném uvedena hlav-
icka. Data nacteme obvyklym zpusobem pomoci funkce read.table, zobrazime strukturu
vytvofeného datového ramce a vypiSeme zacatek datového souboru. Proménnou v datovém
ramci pojmenujeme a zpfistupnime pomoci piikazu attach.

> fileDat <- paste(data.library, "nytemps.dat", sep = "")
> data <- read.table(fileDat)
> str(data)

'data.frame': 168 obs. of 1 variable:
$ Vi: num 11.5 11 14.4 14.4 16.5 ...

> head(data)

Vi
11.506
11.022
14.405
14.442
16.524
17.918

o U W N
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\%

names (data) <- "teploty"
attach(data)

v

Vyvoj teplot v ¢ase znazornime graficky.

TXT <- "Prumerne mesicni teploty v New Yorku"

n <- length(teploty)

Time <- 1:n

plot (1946 + (Time - 1)/12, teploty, type = "1", xlab = "Cas", ylab = "Teplota")

vV V. Vv Vv

Teplota
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Obréazek 6: Prumérné mésiéni teploty v New Yorku v letech 1946-1959.

Z grafu je patrné, ze vyvoj teplot v ¢ase je periodicky. Z povahy véci muzeme predpokladat,
ze perioda mé délku 12 mésici. Proto jako regresni funkci pouzijeme takovou funkci, kterd
je periodickda s periodou 12. K tomu jsou nejvhodnéjsi funkce sinus a cosinus. Jednotliva
pozorovani popiSeme rovnici

. 27 27
Y; = Bo + Pisin (12$1> + cos (12%) + &,
kde Y; oznacuje teplotu odpovidajici i-tému pozorovani a x; je odpovidajici ¢as.
K odhadu parametri modelu opét pouzijeme funkci 1m.

> modelPeriod <- lm(teploty ~ 1 + I(sin(2 * pi/12 * Time)) + I(cos(2 *
pi/12 * Time)))
> summary (modelPeriod)

Call:
Im(formula = teploty ~ 1 + I(sin(2 * pi/12 * Time)) + I(cos(2 *
pi/12 * Time)))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.6248 -0.4007 0.0111 0.3264 5.4562

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 15.33289 0.05203 294.70 <2e-16 *xx
I(sin(2 * pi/12 * Time)) -2.53766 0.07358 -34.49 <2e-16 *xx*
I(cos(2 * pi/12 * Time)) -2.92704 0.07358 -39.78 <2e-16 **x*
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,

Signif. codes: O “**xx’ 0.001 “#x” 0.01 "%~ 0.05 ~.” 0.1 ° "1

Residual standard error: 0.6744 on 165 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9438, Adjusted R-squared: 0.9431
F-statistic: 1386 on 2 and 165 DF, p-value: < 2.2e-16

Nakonec zobrazime data spolu s odhadnutou regresni kiivkou.

n <- length(data$teploty)

gridt <- seq(Time[1], Time[n], length.out = 500)

PredPeriod <- predict(modelPeriod, data.frame(Time = gridt))

par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot (1946 + (Time - 1)/12, data$teploty, type = "1", main = TXT, cex.main = 0.85)
matlines (1946 + (gridt - 1)/12, PredPeriod, col = "darkgreen")

vV V.V Vv Vv Vv

Prumerne mesicni teploty v New Yorku

16

12

1(#‘/1V¢’~\/,‘\

T T T T T T T T
1946 1948 1950 1952 1954 1956 1958 1960

10

Obrézek 7: Primérné mésicéni teploty v New Yorku s trigonometrickou regresni funkei.

PRIKLAD 4: JEDNOFAKTOROVA ANOVA

Byl proveden experiment, v némz se do pasti odchytaval jisty druh mury. Pasti obsaho-
valy vzdy jeden ze ti{ riznych typu navnady a byly umistény v riznych vyskach stromu.
Data z experimentu jsou uloZena v souboru moths.csv a informace o datovém souboru jsou
k dispozici v souboru moths_info.txt.

Nejprve pomoci funkce readLines nac¢teme soubor moths_info.txt.

> fileTxt <- paste(data.library, "moths_info.txt", sep = "")
> con <- file(fileTxt)
> (popis <- readLines(con))

[1] "Spruce Moth Trap"

[2] nn

[3] "Response: number of spruce moths found in trap after 48 hours"

[4] "Factor 1: Location of trap in tree (top branches, middle branches, lower branches, ground)"
[6] "Factor 2: Type of lure in trap (scent, sugar, chemical) "

[6] nn

[7] nn

> close(con)

V souboru moths.csv jsou data ulozend ve tfech proménnych, jejichz nazvy jsou uvedeny
na prvnim fadku a jsou oddéleny stiednikem. Proto pouzijeme funkci read.table s argumenty
sep=";" a header=TRUE.
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> fileDat <- paste(data.library, "moths.csv", sep = "")
> data <- read.table(fileDat, header = TRUE, , sep = ";")
> str(data)

'data.frame': 60 obs. of 3 variables:
$ Location: Factor w/ 4 levels "Ground","Lower",..: 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 ...
$ Lure : Factor w/ 3 levels "Chemical","Scent", 2222233333...

$ Number : int 28 19 32 15 13 35 22 33 21 17 ...

Zajima nas, jaky vliv na pocet miur chycenych do pasti ma umisténi pasti. Urovné této
proménné typu faktor zjistime piikazem levels.

> levels(data$Location)

[1] "Ground" "Lower" "Middle" "Top"

Umisténi pasti je v nasem ptipadé kategoridlni proménnd se ¢tyimi drovnémi Ground,
Lower, Middle a Top.

Pribliznou predstavu o rozdilech mezi zjisténymi idaji pro riuzna umisténi pasti muzeme
ziskat z krabicového grafu.

> plot(data$location, data$Number, ylab = "Number")

45

25

Number

15

Obrézek 8: Pocet chycenych mur v zavislosti na umisténi pasti.

Budeme ptedpokladat, ze stfedni hodnota poc¢tu odchycenych miur se lis{ v zdvislosti na
tom, v jaké vysce byla past umisténa, coz muzeme zapsat

E(Yground) = I+ Qground
E(Yiower) = it + Qower
E(Yiiddie) = 1+ Qmiddie
E(Yiop) = 1+ aiiop



14 Stochastické modely casovych rad (2. cviceni)

kde proménnd Y oznacuje pocet odchycenych miur a index oznacuje umisténi pasti.
Tomu odpovida model, v némz jednotliva pozorovani popiSeme rovnici

Y = p+ o + €, (1)

kde index j = 1,2, 3,4 oznacuje umisténi pasti odpovidajici danému tdaji a index k oznacuje
poradi pozorovani mezi pozorovanimi se stejnym umisténim pasti. Tento model se nazyva
analyza rozptylu jednoduchého tridénd, zkracené jednofaktorovda ANOVA.

K odhadu koeficienti ;1 a o; pouzijeme opét funkei 1m.

> anoval <- 1Im(Number ~ Location, data)
> summary (anoval)

Call:
Im(formula = Number ~ Location, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-19.000 -4.517 -1.200 5.950 13.000

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Iltl)
(Intercept) 19.067 1.970 9.676 1.49e-13 *x*x
LocationLower 14.267 2.787 5.120 3.90e-06 **x*
LocationMiddle 11.933 2.787 4.282 7.32e-05 **x
LocationTop 4.267 2.787 1.531 0.131
Signif. codes: O “#*x” 0.001 “*x” 0.01 “*” 0.05 *.” 0.1 ° 7 1

Residual standard error: 7.632 on 56 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3779, Adjusted R-squared: 0.3446
F-statistic: 11.34 on 3 and 56 DF, p-value: 6.459e-06

Systém R ale pracuje s jinou parametrizaci, nez jaka je uvedena v rovnici (1). Prvni
skupina pozorovéni je zvolena jako referenéni (zde jsou to pozorovani, u nichz ma proménna
Location uroven Ground) a je zavedena nasledujici omezujici podminka

a1 = Qground = 0.

Odhadnuté parametry pak maji tento vyznam:

i vyjadiuje stfedni hodnotu Y pro prvni (referenéni) tiroven kategoridlni proménné,

a; vyjadiuje rozdil ve stfedni hodnoté Y mezi prvni a j-tou drovni kategoridlni proménné.
7 vypisu informaci o modelu anoval zjistime tyto tudaje:

(Intercept) = E‘(ngund) 19.067
LocationLower = E(onwer) — A(Y;]mund) = 14.267
LocationMiddle = E(Yimidaie) — E(Yground) = 11.933
LocationTop = E(Ytop) (ngmd) = 4.267
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A odtud muzeme dopocitat stfedni hodnoty pro jednotlivé trovné proménné Location:

E( Yyround,k) = (Intercept) = 19.067
E(Yiower) = (Intercept) + LocationLower = 19.067 + 14.267 = 33.334
E( Yoniddie,ks) = (Intercept) + LocationMiddle = 19.067 + 11.933 = 31
(Y;fop k) = (Intercept) + LocationTop = 19.067 + 4.267 = 23.334

PRIKLAD 5: DVOUFAKTOROVA ANOVA

Pro stejnd data tykajici se odchycenych mur zkusime odhadnout model, v némz bychom
zohlednili jak vliv umisténi pasti, tak vliv zvolené ndvnady na pocet miur, které se podatilo
lapit do pasti.

Abychom si udélali predstavu, jak pocet chycenych mur ovliviiuje ndvnada, vykreslime
krabicové graf pro zjisténa dat zvlast’ pro jednotlivé typy ndvnady.

> plot(data$Lure, data$Number, ylab = "Number")

:
{

35

Number

25

15

'
—_—

| T T
Chemical Scent Sugar
Obréazek 9: Pocet chycenych mur v zavislosti na typu navnady.

Situaci se pokusime popsat modelem, do néhoz zahrneme vliv obou kategorickych promén-
nych. Nejprve zkusime odhadnout jednodussi model

j=1,2,3,4
Yk = o+ aj + Br + €51 kde k=1,2,3
l:1,...,njk

kde «; zachycuje vliv umisténi pasti a (3 zachycuje vliv k-tého typu ndvnady a pro pocty
pozorovani plati Z?Zl Sh_injk =n = 60.

> anova2 <- 1lm(Number ~ Lure + Location, data)
> summary (anovaZ2)
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Call:
Im(formula = Number ~ Lure + Location, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-17.4500 -5.1208 -0.5167 6.0625 12.9333

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 19.883 2.415 8.234 4.14e-11 ***
LureScent -2.750 2.415 -1.139 0.260
LureSugar 0.300 2.415 0.124 0.902
LocationLower 14.267 2.788 5.117 4.23e-06 **x*
LocationMiddle 11.933 2.788 4.280 7.70e-05 ***
LocationTop 4.267 2.788 1.530 0.132
Signif. codes: O “**x” 0.001 “*x” 0.01 "% 0.05 .7 0.1 ° "1

Residual standard error: 7.636 on 54 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3995, Adjusted R-squared: 0.3439
F-statistic: 7.184 on 5 and 54 DF, p-value: 3.236e-05

Systém R opét zvolil prvni urovné faktoru jako referen¢ni. Proto koeficient oznaceny
v tabulce jako (Intercept) pfedstavuje odhadnutou stfedni hodnotu chycenych mur pro
Location = Ground a Lure = Chemical. Zbylé koeficienty piedstavuji odchylky stfednich
hodnot od referen¢ni v piipadé, ze se zméni droven jedné z proménnych.

V modelu anova?2 jsme mléky predpokladali, ze vliv proménnych Location a Lure se s¢ita,
nebrali jsme v ivahu moznost, ze by mohlo dochéazet ke slozitéjsim interakcim mezi nimi.

Jak se méni{ primérné hodnoty chycenych mur pro rizné kombinace tdrovni obou vysvétlu-
jicich proménnych si muzeme prohlédnout v nasledujicim grafu.

> interaction.plot(data$Location, data$Lure, data$Number, xlab = "Location",
ylab = "Number", trace.label = "Lure")

35

Number
25

20

Ground Lower Middle Top

Location

Obrézek 10: Porovnani primérného poc¢tu chycenych mur v zavislosti na umisténi pasti a
typu navnady.
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Yijm = p+ aj + B + (aB)ji + €ji,

j=1,23,4
kde k=1,2,3
[l = 1,...,71jk

17

kde a; zachycuje vliv umisténi pasti, i, zachycuje vliv k-tého typu navnady a (af3) j, zachycuje

vliv interakce mezi j-tou Urovni proménné Location a k-tou drovni proménné Lure.

> anova3 <- 1lm(Number ~ Lure * Location, data)

> summary (anova3)

Call:
Im(formula = Number ~

Residuals:

Min 1Q Median 3Q
-15.80 -5.00 -0.90 5.85
Coefficients:

(Intercept) 19.
LureScent -2.
LureSugar 1
LocationLower 16.
LocationMiddle 12.
LocationTop 3
LureScent:LocationLower -1.
LureSugar:LocationLower -6.
LureScent:LocationMiddle -1.
LureSugar:LocationMiddle -0.
LureScent:LocationTop 0
LureSugar:LocationTop 0
Signif. codes: O “x*x” 0.001

Lure * Location, data = data)

Max
14.20

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

Residual standard error: 7.95

Multiple R-squared: O.
F-statistic: 3.178 on 11 and 48 DF,

4214,

PRIKLAD 6: ANCOVA

Pii experimentu byla zkoumaéna zdvislost rychlosti rustu populace studenokrevnych organ-
ismu na teploté prostiedi. V laboratofi byla sledovana rychlost popula¢niho rustu (proménna
rate) u dvou druht rozto¢u (kategoridlni proménnd genus se dvéma drovnémi genA a genB)

pii ruznych teplotdch (proménné temp).
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.341 0.00162 *x*
.506 0.01565 =*
.756 0.45347
.141 0.88875
.928 0.35795
.263 0.80124
.028 0.97768
.084 0.93310
.113 0.91089
0.1 71

on 48 degrees of freedom
Adjusted R-squared: 0.2888

p-value: 0.002653

Data jsou obsahem souboru mite.txt, v némz je na prvnim fddku uvedena hlavicka a
hodnoty pro jednotlivé proménné jsou oddéleny tabelatorem. Proto k nacteni pouzijeme funkci

read.table s argumentem sep = "\t".
> fileDat <- paste(data.library, "mite.txt", sep = "")
> roztoci <- read.table(fileDat, sep = "\t", header = TRUE)

> str(roztoci)
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'data.frame': 22 obs. of 3 variables:

$ temp : num 10 12.5 15 18 20 22.5 25 27.5 30 32.5 ...

$ rate : num 0.01 0.0759 0.1083 0.1505 0.1774 ...

$ genus: Factor w/ 2 levels "genA","genB": 1 111111111 ...

> attach(roztoci)

Naétend data zndzornime graficky. Abychom si udélali pfedstavu o tom, jak se vysledky
1is{ pro ruzné druhy roztocu, zndzornime jinou barvou udaje ziskané pro roztoce druhu A (bild
barva) a pro rozto¢e druhu B (Cernd barva).

Toho dosdhneme tak, Ze nejprve nakreslime , prazdny“ graf a pak do néj zvlast’ vykreslime
body reprezentujici data pro druh A a pro druh B.

> plot(temp, rate, type = "n")

> points(temp[genus == "genA"], rate[genus == "genA"])

> points(temp[genus == "genB"], rate[genus == "genB"], pch = 16)

> legend("topleft", legend = c("genA", "genB"), pch = c(1, 16), bty = "n")
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Obrézek 11: Zavislost rychlosti rustu na teploté pro dva druhy roztoc¢u: "genA” (bile), "genB”
(Cerne).

Podle obrazku bychom mohli usoudit, ze zavislost rychlosti rastu populace na teploté neni
linedrni a navic pro druh A je vétSinou o néco vyssi. To nds vede k tomu, ze model popisujici
vztah proménnych, by mohl mit nasledujici podobu

Yi = p+ o + Bajp + 730]2% + €k,

kde Y oznacuje rychlost rustu populace, = je teplota, j je index oznacujici druh roztoce a k
oznacuje konkrétni pozorovani v rdmci daného druhu.

Modely, v nichz figuruje alespon jedna spojitd a alespon jedna kategoridlni proménna, se
nazyvaji analyza kovariance (ANCOVA).

> ancova <- Im(rate
> summary (ancova)

temp + I(temp~2) + genus)
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Call:
1m(formula = rate

temp + I(temp~2) + genus)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.013530 -0.006213 -0.002241 0.003962 0.017629

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) -3.111e-01 1.779e-02 -17.489 9.63e-13 *x*x*
temp 4.060e-02 1.694e-03 23.966 4.15e-15 *x*x
I(temp~2) -8.154e-04 3.719e-05 -21.927 1.96e-14 **x
genusgenB -1.224e-02 4.128e-03 -2.966 0.00828 **

Signif. codes: O “#*x” 0.001 “*x” 0.01 **” 0.05 *.” 0.1 ° 7 1
Residual standard error: 0.009682 on 18 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9753, Adjusted R-squared: 0.9712
F-statistic: 237.1 on 3 and 18 DF, p-value: 1.186e-14

Podobné jako v pfedchozich piikladech byl druh A vybran jako referencni, a proto odhad-
nuty parametr genusgenB vyjadiuje odchylku druhu B od druhu A.

Vysledky odhadu modelu zobrazime do grafu.

> grid <- seq(from = min(temp), to = max(temp), length.out = 300)
> predA <- predict(ancova, data.frame(temp = grid, genus = rep("genA",

300)))
> predB <- predict(ancova, data.frame(temp = grid, genus = rep("genB",
300)))
plot(temp, rate, type = "n")
points (temp[genus == "genA"], rate[genus == "genA"])
points(temp[genus == "genB"], rate[genus == "genB"], pch = 16)

matlines(grid, predA, col = "navy")
matlines(grid, predB, col = "darkgreen")
legend(x = 10.5, y = 0.2, legend = c("genA", "genB"), pch = c(1, 16),
col = c("navy", "darkgreen"), bty = "n")
> legend(x = 9, y = 0.18, legend = c("genA", "genB"), lty = 1, col = c("navy",
"darkgreen"), bty = "n")

V V.V Vv Vv Vv



20 Stochastické modely casovych rad (2. cviceni)

0.10 0.15 0.20
| | J

rate

0.05
|

0.00
|

10 15 20 25 30 35

temp

Obrazek 12: Zavislost rychlosti rustu na teploté pro dva druhy roztoc¢u: "genA” (bilé body,
modrd ¢ara), "genB” (Cerné body, zelend cara).



