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M5201 — 2. CVICENI: Regresni analijza v R

1 Uvod do regresni analyzy

Regresni analyza je jednou z nejcastéji pouzivanych statistickych technik. Zabyvame se pti ni
vztahy mezi nékolika veli¢inami. Snazime se zjistit, jak hodnoty jedné veli¢iny (vysvétlované
proménné, odezvy) zavisi na hodnotach ostatnich veli¢in (vysvétlujicich wvelicin, regresori,
kovaridt).

Vychazime z predpokladu, ze vysvétlovana veli¢ina je funkci vysvétlujicich proménnych
a nadhodné slozky, coz je ndhodné veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou, kterd reprezentuje
nahodné odchylky, chyby v méreni apod.

Y = f(x1,29,...,2m, ),

kde Y je vysvétlovana proménna
T1,...,Tm jsou vysvétlujici proménné (kovaridty, regresory)
€ je ndhodné slozka

Funkce f patii do pfedem zvolené tiidy funkci a zdvisi na jednom ¢i vice parametrech. Ty
jsou neznamé a odhaduji se na zakladé zjisténych dat.
Obvykle mame k dispozici n pozorovani vysvétlované proménné

Y1,Y5,...,Y,
a jim odpovidajici hodnoty vysvétlujicich proménnych
T11,L125+++ sy LIns L21,L22y -+« s X205+ -+ s Lmly+ -y Lmn
a pomoci regresniho modelu muZzeme popsat jednotlivd pozorovani
Yi:f(:zﬂ,xig,...,:cim,ei), izl,...,n

Nejjednodussim piipadem regresniho modelu je klasicky linedrni regresni model. Je cha-
rakteristicky tim, ze vysvétlovanou proménnou se v ném snazime popsat pomoci linearni
kombinace zndmych funkci vysvétlujicich proménnych s nezndmymi regresnimi koeficienty.
Pomoci rovnice muzeme linearni regresni model zapsat takto

Yi = Bo+ Bifi(zir, Tio, - . ., Tim) + Bafo(zit, Tio, . .., Tim) + -+ + Brfu(@it, Tio, . . ., Tim) + &4,

kde proi=1,...,n

Y jsou vysvétlované proménné

Tily - Tim jsou vysvétlujici proménné (kovariaty, regresory)

fisfos-ooy fr jsou zndmé (predem zvolené) funkce vysvétlujicich proménnych

8o, 01,-..,0k  jsou neznamé regresni koeficienty

€ jsou nekorelované ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstat-

nim rozptylem

V linedrnim regresnim modelu tedy vysvétlovanou proménnou modelujeme jako soucet
systematické slozky (coz je funkce, ktera je linedrni v nezndmych regresnich koeficientech) a
ndahodné slozky.
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V linedrnim regresnim modelu se déle predpokladd, ze pro ruzné realizace Y;, i =1,...,n
vysvétlované proménné jsou odpovidajici ndhodné veli¢iny e; navzajem nezavislé a maji stejné
rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a konstatnim rozptylem, coz znaéime e; ~ I1D(0, 0?).
Pro testovani hypotéz je tieba pridat predpoklad, ze rozdéleni chybové slozky je normélni.

Pro odhad neznamych parametri regresnich modelu existuje vice metod. Pro linearni
regresni modely se obvykle pouziva metoda nejmensich étverci. Odhady parametri se obvykle
oznacuji stiiskou, napf. 30,31, .... Hodnoty vysvétlované proménné }A/i, které ziskdme po
dosazeni odhadnutych parametru do regresni rovnice

Yi = Bo+ Bif1(xi, Tigs - - Tim) + Bafo(@it, Tioy - s Tim) + - - - + B fr(@in, Tz, - ., Tim)

se nazyvaji vyrovnané hodnoty. Rozdily mezi skute¢nymi a vyrovnanymi hodnotami vysvét-
lované proménné &; = Y; — Y; se nazyvaji rezidua.

Veli¢iny v modelu mohou byt jak spojité, tak kategorické (sem pati{ nomindlni, ordinalni
a diskrétni veli¢iny). Kategorické proménné se také nazyvaji faktory a jejich hodnoty se na-
zyvaji tirovné.

POZNAMKA
Pti maticovém popisu regresniho modelu obvykle provedeme urcité preznaceni
systematicka slozka

Yi = Bo+ b1 fi(zins zi2s - - -5 Zip) +02 fa(zin, Zizs -+ Zip) + -+ + B fm(2i1, Zi2, - - -5 Zim) +€i5

oznaéime x;1 oznacime x;o oznaéime x;,

takze pracujeme s modelem

Yi= 6o+ Bir11 + - + Bnrik + €1 Y 1 z11 - Tim Bo €1
. tj. . . . . . .
: - 1= : N el B
maticové
Yn:ﬂo + ﬁlxnl +- ﬁmxnm +éen Y, 1 zp1 -+ Tum ﬁm En
—— —_——  ——
Y X (matice planu) B €

Uvazujme klasicky regresni model plné hodnosti, kde chyba mé normélni rozdéleni:
Y=XB+e A hX)=h(X'X)=m+1 A n>m+1 A &~ N,(0,0°L,)

Odhad neznamych parametru 3 provedeny metodou nejmensich étverct je feSenim normalnich
rovnic
X'X3=XY
a plati R
B=XX)"'XY.

Oznacme

Y = XB=X(XX)'X'Y=HY

[ ——
H
& = Y-Y=I-HY=MY=MXB+¢))=MXB+Me=(1-H)e
M =0
82 - n—%—l - n—s"b—l (YiY),(YiY) = n—nll—lé/é: n—'rln—lY,(IiH)Y: n—rln—lsl(]:iH)E
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Pak pripomenme néasledujici vlastnosti klasického regresniho modelu (plné hodnosti)

m EB=p (nestrannost odhadu)

=02, tj. s?je nestrannym odhadem rozptylu

s DB =o%X'X)!

s Y~ N,(X83,0%I,)

m £~ N,(0,0%(I-H))

n B~ Nt (B, 0*(X'X) )
% ~x*(n—m—1)

m B a s2 jsou stochasticky nezavislé

s T=C50 ~tn—m—1), kde  (X'X)7 = (v5)i=0,.m

A

= F:q%(ﬁz—ﬂz)lw_l(ﬁ2—ﬂ2) ~ F(gn—m—1),

kde (X’X)‘1:<¥ ; ) ﬁ:<§21> B:(%) a h(W)=gq

n T:d[a;dﬁwt(n—m—l), kde ¢ = (co,c1,...,0m) a E(C’B):C’B

Vs2e/(X'X)1e

Y; =x/B+¢; ~ N(xi3,0° R
= Y Tim N+ (XK) )
Y =x.8 ~ N(x3,0°x,(X'X) " "x;)

kde x|, = (x0,...,%im) je i-ty fadek matice pldnu X

Na zakladé predchozich vlastnosti 1ze odvodit néasledujici intervaly spolehlivosti
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[ INTERVALY SPOLEHLIVOSTI |

pro parametry [G;
j=0,...,p (B; —ti_g (n—p—1)sy/vj;, B +ti—s(n—p—1)s\/v5;)

pro stiedni

hodnotu predikce (xi,@ —ti—g (n—m—1)sy/x(X'X) " xi, X8 + ti—g(n—m—1)s x;(X’X)—lxi)

BY:=Ex|B=x!
pro predikci

Vi =x/8 (xgﬁftl,% (n—m—1)sy/14+x4(X'X)1x;, xgﬁthl,% (n—m—1)s 1+x;(X’X)—1X¢)

i=1,...,n

kde t1_g (n—m—1) je 1 — 5 kvantil Studentova rozdélenf o n—m—1 stupnich volnosti

2 Pouziti funkce

K odhadu parametru linedrniho regresniho modelu je v systému R k dispozici funkce 1m. Tato
funkce ma nésledujici argumenty

Im(formula, data, subset, weights, na.action,
method = "qr", model = TRUE, x = FALSE, y = FALSE, qr = TRUE,
singular.ok = TRUE, contrasts = NULL, offset, ...)

Nejdulezitéjsi je argument formula, kterym se zadava, jakou podobu ma mit rovnice
popisujici model. Modelovy vztah mezi proménnymi se obecné zadava ve tvaru

vysvétlovand proménnd ~ systematickd slozka

Zatimco na levé strané muzeme normalné pouzivat obvyklé matematické funkce jako logarit-
mus nebo matematické operatory 4, — apod., na pravé strané maji matematické operatory
ponékud odlisny vyznam. Konkrétneé:

+ pridat vysvétlujici proménnou
- odstranit vysvétlujici proménnou
interakce mezi veli¢éinami
v8echny komponenty
absolutni ¢len
-1 odebrat absolutni ¢len

Pokud potirebujeme pii specifikaci modelu pouzit matematické operatory v obvyklém
smyslu, musime vyraz s témito operatory napsat jako argument funkce I(). Rozdil muzeme
ukézat na prikladu.

y~x1+x2 definuje model Y; = By + f1x1; + Boxo; + &4,
zatimco

y ~ I(x1+x2) definuje model Y; = Gy + fi(z1; + x2) + &;.

Konkrétni priklady zaddvani modela v systému R jsou ukazany v nasledujici tabulce.



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D., Mgr. Marie Levakova

Formadlni zdpis Syntare v R Popis

Yi=p+e; y 1 Model pouze s absolutnim ¢lenem

Y, = 0o + frx; + & y ©ox Linearni model se spojitou vy-
svétlujici proménnou z (regresn{
piimka)

Y, = iz + & y T x-1 Linearni model se spojitou vysvét-
lujici « bez absolutniho ¢lenu

log(Y;) = Bo + Brx; + &4 log(y) ~ x Linedrni model se spojitou vy-

Y; = Bo + Bizi + Boz? + &4

Y; = Bo + fizin + Paxio + €5

Yi = [o + bz + Boxiz +
Bazi1Tio + €

Yij = p+ o +ei5

Yijk = b+ s + B + €iji

Yijk = p+ i + B + (af)ij + cij
Yiiwe =+ i + 55 + Ve + €ijm
Yiju = p+oi+ B+, + (f)i; +
(@y)ir + (B7)jk + (aB7)ijk + €ijm
Yijkr = p+oi+ B+ + (aB)i; +
(ay)ir + (BY)jk + €ijrl

Yijzu—&-aj-i-ﬁxij—i—aij

Yij = nt oy + Baij +0;i; + €45

y T ox + I(x"2),
y 7 poly(x, 2)

y 7 x1+x2

x1%x2,
y 7 x1+x2+I(x1%*x2)

<

y " A+B+ A:B, y~Ax*xB

y " A+B+C

~ A+B+C+A:B+A:C+B:C+A:B:C
y ~ AxBxC

<

~ A+B+C+A:B+A:C+B:C
y = (A+B+C) "2

<

y 7 x+A

y 7 x*A

svétlujici = a s logaritmicky
transformovanou  vysvétlovanou
promeénnou

Kvadraticky model se spojitou vy-
svétlujici proménnou z (regresni
parabola)

Model se dvéma spojitymi vysvét-
lujicimi proménnymi 1 a xa, v
kazdé z nich je linedrni (vicend-
sobnd regrese)

Model se dvéma spojitymi vysvét-
lujicimi proménnymi z1 a xo s kii-
zovym ¢lenem

Model s jednim faktorem (jed-

nofaktorovd analyza rozptylu,
ANOVA)

Model se dvéma faktory bez in-
terakce (dvoufaktorovd analyza
rozptylu)

Model se dvéma faktory s interakei
(dvoufaktorovd analyza rozptylu)

Model se tremi faktory bez
interake{  (t¥ifaktorovd analyza
rozptylu)

Model se tfemi faktory s in-
terakcemi (tfifaktorovd analyza
rozptylu)

Model se tifemi faktory obsahu-
jici kromé hlavnich efektu maxi-
malné dvojné interakce (tfifakto-
rové analyza rozptylu)

Model se spojitou proménnou x a
faktorem A bez interakce interakce
(ANCOVA)

Model se spojitou proménnou x a
faktorem A s interakei (ANCOVA)

Tabulka 1: Prehled zapisu zékladnich modelu (spojité veli¢iny zna¢ime pismeny z konce abe-
cedy: z,Y, ..., faktory pismeny ze zacatku abecedy: A, B, ...)
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3 Priklady
PRIKLAD 1: REGRESNI PRIMKA

Mame k dispozici idaje o poctu australskych domécnosti pfipojenych v letech 1998-2008
na internet:

Rok 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Pocet domdcnosti 1098 1538 2340 3114 3445 4039 4393 4730 5138 5492 5878

Data nejprve nacteme, a to tak, ze idaje o poctech domacnosti zkopirujeme do schranky
a pouzijeme funkci scan().

> domacnosti <- scan("clipboard", sep = " ")
> time <- 1998:2008

Nactena data vykreslime do grafu.

v

TxtX <- "Rok"
TxtY <- "Pocet domacnosti"
plot(time, domacnosti, type = "p", xlab = TxtX, ylab = TxtY)

VvV Vv

3000 4000 5000 6000
|

[~}
[

Pocet domacnosti
o

2000

o

I I I I I I
1998 2000 2002 2004 2006 2008

1000

Rok

Obréazek 1: Potet domécnosti s pfipojenim na internet v letech 1998-2008

Budeme uvazovat regresni model, ve kterém pocet domécnosti s pfipojenim na internet
zévisi linedrné na ¢ase. Model muzeme popsat regresni rovnici

Yi = fo + Bixi + &, i=1,...,11

kde
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Y; je pocet doméacnosti s pfipojenim na internet v i-tém roce
x; je rok odpovidajici -tému pozorovani

Bo, 01 jsou neznamé regresni koeficienty, které budeme odhadovat
€ je ndhodné odchylka ptislusejici i-tému pozorovani

Parametry tohoto modelu odhadneme v systému R pomoci funkce 1m() a k zobrazeni
vysledku pouzijeme funkci summary ().

> modell <- Im(domacnosti ~ time)
> summary (modell)

Call:
1m(formula = domacnosti ~ time)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-306.45 -200.05 20.18 173.09 318.82

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -948407.45 45085.31 -21.04 5.81e-09 **x
time 475.36 22.51 21.12 5.61e-09 **x

Signif. codes: O “*¥x’> 0.001 ‘*x*x’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.” 0.1 < * 1

Residual standard error: 236.1 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9802, Adjusted R-squared: 0.978
F-statistic: 446 on 1 and 9 DF, p-value: 5.615e-09

Ve vypisu vysledkiu odhadu modelu vidime nejprve zadany tvar modelu. Dale jsou zde
uvedeny informace o reziduich (minimalni a maximélni reziduum, horni a dolni kvartil a
medidn). V dalsi tabulce jsou shrnuty odhadnuté parametry

Bo = —948407.45 (Intercept) B1 = 475.36 (time)

a v dalgich sloupcich jsou smérodatné odchylky odhadnutych parametra a testové statistiky
pro testovani nékterych hypotéz tykajicich se parametria modelu. V zavéru jsou uvedeny
souhrnné statistiky tykajici se celého modelu.

Na zaveér zobrazime data prolozenda odhadnutou regresni piimkou. Do grafu navic dokre-
slime interval spolehlivosti kolem stfedni hodnoty a predikéni interval spolehlivosti (ktery je
sirsf a mél by obsahovat cca 95% dat).

n <- length(time)

gridt <- seq(time[1], time[n], length.out = 500)

ci.conf <- predict(modell, newdata = data.frame(time = gridt), interval = "confidence")
ci.pred <- predict(modell, newdata = data.frame(time = gridt), interval = "prediction")

yrange <- range(c(domacnosti, ci.pred[, 2], ci.pred[, 3]))
plot(time[c(1, n)], yrange, type = "n", xlab = TxtX, ylab = TxtY)
matlines(gridt, ci.conf[, 1], 1ty = 1, 1lwd = 2, col = "red2")
matlines(gridt, ci.conf[, 2:3], 1ty = 2, lwd 1.5, col = "dodgerblue")
matlines(gridt, ci.pred[, 2:3], 1ty = 3, lwd 1.5, col = "darkgreen")
points(time, domacnosti, pch = 21, cex = 0.85, bg = "red1")

N

V VVVVVVVVYV
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Obrazek 2: Grafické vyjadieni regresni piimky pro data Pocet domdcnosti s pripojenim na in-
ternet v letech 1998-2008 spolu s intervaly spolehlivosti kolem stfedni hodnoty a s predikénim
intervalem

V VVVVVVVVYV

Pro zajimavost totéz provedeme v trochu jiné grafické tiprave.

plot(time[c(1, n)], yrange, type = "n", xlab = TxtX, ylab = TxtY)
xx <- c(gridt, rev(gridt))

yy <- c(ci.conf[, 2], rev(ci.conf[, 31))

polygon(xx, yy, col = "gray75", border = "gray75")

yy <= c(ci.conf[, 2], rev(ci.pred[, 21))

polygon(xx, yy, col = "gray85", border = "gray85")

yy <- c(ci.conf[, 3], rev(ci.pred[, 31))

polygon(xx, yy, col = "gray85", border = "gray85")
matlines(gridt, ci.conf[, 1], 1ty = 1, 1lwd = 2, col = "red2")
points(time, domacnosti, pch = 21, cex = 0.85, bg = "yellowgreen")
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Obrazek 3: Grafické vyjadieni regresni piimky pro data Pocet domdcnosti s pripojenim na in-
ternet v letech 1998-2008 spolu s intervaly spolehlivosti kolem stfedni hodnoty a s predikénim
intervalem — s vyuzitim ploch

PRIKLAD 2: POLYNOMICKA REGRESE

Maéme k dispozici prumérné roéni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali). I,Jdaje
se vztahuji k obdobi 1907 az 1957 a jsou uvedena v jednotkéch cfs.1073.

Data jsou uloZena v souboru DataNiger.dat. Prvni fadek obsahuje popis casové rady,
pak nasleduje volny fdadek, teprve potom dva sloupce dat: rok a prumérny ro¢ni prutok.

Nejprve nacteme nadpis.

> fileDat <- paste(data.library, "DataNiger.dat", sep = "")
> (TXT <- paste(scan(fileDat, what = "", nlines = 1), collapse = " "))

[1] "Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957"

Pak nacteme vlastni data do datového ramce za pomoci funkce read.table() s argu-
mentem skip=2, ktery zpusobi vynechéni prvnich dvou fadkt. Ve vzniklém datovém ramci
pojmenujeme proménné, vypiSeme jeho strukturu a prvnich Sest fadku. Nakonec data vykres-
lime.

> datalNiger <- read.table(fileDat, header = F, skip = 2)
> names(dataNiger) <- c("Rok", "Prutok")
> str(datalNiger)

'data.frame': 51 obs. of 2 variables:
$ Rok : int 1907 1908 1909 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 ...
$ Prutok: num 39.8 42.9 69.1 43.7 56.7 ...
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\%

head(datalNiger)

Rok Prutok
1907 39.793
1908 42.892
1909 69.070
1910 43.653
1911 56.700
1912 45.990

O O W N

Piikazem attach() zpfistupnime proménné v datovém ramci dataNiger a data vykres-

lime.

> attach(dataNiger)

> plot(Rok, Prutok, main = TXT, cex.main = 0.85, type = "1")

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957

Prutok
60 70
|

50

30
|

I I I I I
1910 1920 1930 1940 1950

Rok

Obrézek 4: Prumérné ro¢ni prutoky v fece Niger v Coulicoure (Mali).

piimku by mohlo byt piilis zjednodusujici. Proto zkusime daty prolozit polynom vyssiho
stupné. Nejprve zkusime polynom tietiho stupné, kdy budeme pifedpokladat, ze jednotliva

pozorovani muzeme popsat vztahem
Y; = o+ Brxi + Boxi + Bsx + &4,

kde Y; oznacuje prutok vody a z; oznacuje rok odpovidajici danému udaji.
Neznamé parametry tohoto modelu nyni odhadneme.
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> model3 <- Im(Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok~3))
> summary (model3)

Call:
Im(formula = Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok"3))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-22.2179 -7.0170 -0.9496 7.6885 27.1292

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) -1.483e+07 4.903e+06 -3.024 0.00403 *x*

Rok 2.302e+04 7.614e+03 3.023 0.00404 *x*
I(Rok™2) -1.191e+01 3.941e+00 -3.022 0.00405 *x*
I(Rok"3) 2.055e-03 6.800e-04 3.022 0.00406 **
Signif. codes: O “**x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.> 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 12.14 on 47 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2108, Adjusted R-squared: 0.1604
F-statistic: 4.183 on 3 and 47 DF, p-value: 0.0105

Vysledky modelu s polynomem fadu tfi zakreslime do grafu. Odhadnutou regresni kiivku
zobrazime do grafu tak, ze nejprve vytvoiime vektor gridt obsahujici 500 hodnot v rozmezi
1907 a 1957. Pak pouzijeme funkci predict (), pomoci niz pro vSechny prvky gridt spocitame
na zakladé odhadnutych parametrii modelu vyrovnané hodnoty jednak odhadnuté hodnoty,
kromé toho také intervaly spolehlivosti kolem stfedni hodnoty a predikéni intervaly.

n <- length(Rok)

gridt <- seq(Rok[1], Rok[n], length.out = 500)

ci.conf <- predict(model3, newdata = data.frame(Rok = gridt), interval = "confidence")
ci.pred <- predict(model3, newdata = data.frame(Rok = gridt), interval = "prediction")

yrange <- range(c(Prutok, ci.pred[, 2], ci.pred[, 3]))

par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot(Rok[c(1, n)], yrange, type = "n", main = TXT, cex.main = 0.85)
matlines(gridt, ci.conf[, 1], 1ty = 1, 1lwd = 2, col = "red2")
matlines(gridt, ci.conf[, 2:3], 1ty = 2, 1lwd = 1.5, col = "dodgerblue")
matlines(gridt, ci.pred[, 2:3], 1ty = 3, lwd = 1.5, col = "darkgreen")
points(Rok, Prutok, type = "o", pch = 21, cex = 0.85, bg = "red1")

V VVVVVVVVVYV
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Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obréazek 5: Grafické znazornéni polynomické regrese 3. stupné pro data Prumérné rocéni prii-
toky vody v Tece Niger v Coulicoure (Mali) spolu s intervaly spolehlivosti

Opét intervaly spolehlivost zduraznime pomoci ploch.

par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot(Rok[c(1, n)], yrange, type = "n", main = TXT, cex.main = 0.85)
xx <- c(gridt, rev(gridt))

yy <= c(ci.conf[, 2], rev(ci.conf[, 31))

polygon(xx, yy, col = "gray75", border = "gray75")

yy <= c(ci.conf[, 2], rev(ci.pred[, 21))

polygon(xx, yy, col = "gray85", border = "gray85")

yy <= c(ci.conf[, 3], rev(ci.pred[, 31))

polygon(xx, yy, col = "gray85", border = "gray85")

matlines(gridt, ci.conf[, 1], 1ty = 1, 1lwd = 2, col = "red2")
points(Rok, Prutok, type = "o", pch = 21, cex = 0.85, bg = "yellowgreen")

V VVVVVVVVVYV
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Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrézek 6: Grafické znazornéni polynomické regrese 3. stupné pro data Prumérné rocéni pri-
toky vody v Tece Niger v Coulicoure (Mali) spolu s intervaly spolehlivosti — pomoci ploch

Zkusime odhadnout jiny model s polynomem Sestého stupné, budeme tudiz predpokladat,
ze jednotliva pozorovani lze popsat vztahem

Y = Bo + Prxi + Bax} + Bax} + Baw + Bsa + Boxy + e
Odhadneme parametry nového modelu.

> model6 <- Im(Prutok ~ Rok + I(Rok~2) + I(Rok~3) + I(Rok~4) + I(Rok"5) +
I(Rok"6))
> summary (model6)

Call:
lm(formula = Prutok ~ Rok + I(Rok"2) + I(Rok~3) + I(Rok™4) +
I(Rok™5) + I(Rok"6))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-22.2179 -7.0170 -0.9496 7.6885 27.1292

Coefficients: (3 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)
(Intercept) -1.483e+07 4.903e+06 -3.024 0.00403 **

Rok 2.302e+04 7.614e+03  3.023 0.00404 x*x*
I(Rok"2) -1.191e+01 3.941e+00 -3.022 0.00405 *x*
I(Rok"3) 2.055e-03 6.800e-04 3.022 0.00406 *x
I(Rok"4) NA NA NA NA

I(Rok"5) NA NA NA NA
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I(Rok"6) NA NA NA NA

Signif. codes: O “**x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.> 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 12.14 on 47 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2108, Adjusted R-squared: 0.1604
F-statistic: 4.183 on 3 and 47 DF, p-value: 0.0105

Vidime, ze odhad modelu s vysokym stupném polynomu je numericky problematicky,
protoze se koeficienty od ¢tvrtého stupné vyse nepodafilo spocitat. V takovych piipadech se
doporucuje proménnou Rok centrovat a odhadnout parametry pro model s touto centrovanou
proménnou. Centrovani znamena, ze od kazdé hodnoty proménné Rok odecteme prumér vsech
hodnot. Model se tak zméni do podoby

Y; = Bo + Brzi + 222 + Bazd + Bazi + Bs2? + Bezl + i,

kde z; = z; — .
Provedeme novy odhad modelu s centrovanou proménnou.

> delta <- mean(Rok)

> RokC <- Rok - delta

> model6C <- Im(Prutok ~ RokC + I(RokC"2) + I(RokC~3) + I(RokC"4) + I(RokC"5) +
I(RokC"6))

> summary (model6C)

Call:
Im(formula = Prutok ~ RokC + I(RokC"2) + I(RokC"3) + I(RokC"4) +
I(RokC"5) + I(RokC"6))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-19.3877 -5.4541 -0.9673 5.1213 21.0478

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.469e+01 2.872e+00 22.523 < 2e-16 *x**

RokC -1.757e+00 3.909e-01 -4.494 5.02e-05 ***
I(RokC~2) -2.385e-01 5.367e-02 -4.444 5.90e-05 **x
I(RokC"3) 1.045e-02 2.371e-03 4.408 6.63e-05 *xx
I(RokC"4) 8.809e-04 2.268e-04  3.884 0.000341 **x
I(RokC"5) -1.165e-05 3.209e-06 -3.631 0.000733 ***
I(RokC"6) -8.461e-07 2.526e-07 -3.350 0.001666 *x*
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘**> 0.01 ‘*’> 0.05 “.> 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 9.36 on 44 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5608, Adjusted R-squared: 0.5009
F-statistic: 9.364 on 6 and 44 DF, p-value: 1.278e-06

Vysledky opét znazornime graficky.

> n <- length(RokC)

> gridt <- seq(Rok[1], Rok[n], length.out = 500)

> ci.conf <- predict(model6C, newdata = data.frame(RokC = gridt - delta),
interval = "confidence")
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ci.pred <- predict(model6C, newdata = data.frame(RokC = gridt - delta),
interval = "prediction")

yrange <- range(c(Prutok, ci.pred[, 2], ci.pred[, 31))

par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot(Rok[c(1, n)], yrange, type = "n", main = TXT, cex.main = 0.85)

matlines(gridt, ci.conf[, 1], 1ty = 1, 1lwd = 2, col = "red2")

matlines(gridt, ci.conf[, 2:3], 1ty = 2, 1lwd = 1.5, col = "dodgerblue")

matlines(gridt, ci.pred[, 2:3], 1ty = 3, lwd = 1.5, col = "darkgreen")

points(Rok, Prutok, type = "o", pch = 21, cex = 0.85, bg = "red1")

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrézek 7: Grafické znazornéni polynomické regrese 6. stupné pro data Prumérné rocéni pri-
toky vody v Tece Niger v Coulicoure (Mali) spolu s intervaly spolehlivosti

V VVVVVVYVVVYV

Opét intervaly spolehlivost zdtiraznime pomoci ploch.

par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

plot(Rok[c(1, n)], yrange, type = "n", main = TXT, cex.main = 0.85)
xx <- c(gridt, rev(gridt))

yy <= c(ci.conf[, 2], rev(ci.conf[, 31))

polygon(xx, yy, col = "gray75", border = "gray75")

yy <= c(ci.conf[, 2], rev(ci.pred[, 21))

polygon(xx, yy, col = "gray85", border = "gray85")

yy <= c(ci.conf[, 3], rev(ci.pred[, 31))

polygon(xx, yy, col = "gray85", border = "gray85")

matlines(gridt, ci.conf[, 1], 1ty = 1, 1lwd = 2, col = "red2")
points (Rok, Prutok, type = "o", pch = 21, cex = 0.85, bg = "yellowgreen")
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Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrézek 8: Grafické znazornéni polynomické regrese 6. stupné pro data Prumérné rocéni pri-
toky vody v Tece Niger v Coulicoure (Mali) spolu s intervaly spolehlivosti — pomoci ploch

Na zaveér piikladu nesnime zapomenout zrusit zpfistupnéni jména proménnych v datovém
ramci

> detach(datalNiger)

4 Ijkoly

1. Nactéte datovy soubor japanese-vehicle.txt obsahujici idaje o mnozstvi motorovych
vozidel vyrobenych v Japonsku v letech 1947-1989.

— Data vykreslete do grafu.

— Odhadnéte parametry nasledujicich ¢tyt modelu:

Model 1: Y = Bo + Brx; + &

Model 2: Y; = Bo + Bizi + Box? + &

Model 3: Y; = Bo + iz + o} + Bsz) + ¢

Model 4: Yi = fo + Pras + o} + Py} + Baz + e,

kde Y; je pocet vyrobenych vozidel a x; je ¢as. Pokud to bude vhodné, pracujte s
centrovanym casem.

— Pro kazdy model do grafu vykreslete data, odhadnutou regresni kf¥ivku, interval
spolehlivosti kolem stfedni hodnoty a predikéni interval spolehlivosti.
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Na zavér vykreslete grafy pro vsechny modely do jednoho obrézku.

2. Do datového souboru US_population.txt byly zaznamenany idaje o poctu obyvatel v
USA v desetiletych intervalech v rozmezi let 1790-1980.

Data nactéte.

Do grafu vykreslete

(a) puvodni hodnoty ¢asové fady

(b) ¢asovou Fadu, v niz jsou po¢ty obyvatel zlogaritmovany.

Odhadnéte parametry v modelech:

Model 1: Yi = Bo+ Przi + Bax + &
Model 2: ]n}/Z — ﬁ() + ﬁlxz’ + 52%2 + &,

kde Y; je pocet obyvatel a x; je rok.

Pro kazdy model do grafu vykreslete data, odhadnutou regresni kfivku, interval
spolehlivosti kolem stfedni hodnoty a predikéni interval spolehlivosti. U modelu s
logaritmem vykreslete jak graf se zlogaritmovanymi hodnotami, tak s hodnotami
na puvodni gkale.

Na zavér vykreslete grafy pro oba modely do jednoho obrazku (v puvodnim méfitku
bez logaritmovéni).



