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M5201 — 6. CVICENI:
Generovdni nahodnijch procesi
(bily Sum, IID proces; AR, MA, ARMA procesy),
odhad jejich ACF a PACF

1 Bily Sum a IID proces

Nahodny proces {e;,t € T} je bily dum (znacime g, ~ WN(0,0?), jestlize e; jsou nekorelo-
vané ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem, tj. plati

EEt:O, DEt:O'Z, C(Et,ES) :0, S#t.

Bily Sum, v némz jsou ndhodné veli¢iny €; nejen nekorelované, ale také nezavislé, se nazyva
ITID proces a znaéf se e, ~ [1D(0,0?).

Autokorelaéni funkce staciondrniho ndhodného procesu { X, t € T'} je definovéna vzta-
hem

kde y(t) je autokovarianéni funkce a v(0) = D(Xy).

Parcidlni autokorela¢ni funkce staciondrntho ndhodného procesu {X,t € T} € L(w, A, P)
je definovana vztahem

Oé(l) = R(Xt,XtJrl),
a(k) = R(X; — X, Xpo, — Xi—)  pro |k > 1,

kde )A(t, resp. )A(t_k jsou nejlepsi linedrni predikce Xy, resp. X;_x pomoci Xy_p11,...,X¢—1.
PRIKLAD 1

Méjme nahodny proces {ey,t € T}, kde vSechny ndhodné veli¢iny e; maji normélni roz-
déleni N(0,0?) a jsou navzajem nezavislé. Je ziejmé, ze takovy proces predstavuje bily sum
(jednd se dokonce o IID proces).

Hodnotu rotpylu zvolme 02 = 1 a vygenerujeme 300 hodnot tohoto procesu. Vygenerova-
nou fadu vykreslime.

> x <- rnorm(300, mean = 0, sd = 1)
> plot(x, type = "1", xlab = "t")



2 Stochastické modely casovych rad (6. cviceni)

-1

-2

-3

0 50 100 150 200 250 300

t

Obrazek 1: Simulovand data bilého sumu ¢, ~ N(0,1)

Nyni prozkoumame autokorela¢ni a parcialni autokorela¢ni funkci bilého Sumu. Vyjdeme
pii tom ze znalosti autokovarianéni funkce pro bily sum

o2 k=0
(k) = { L
0 jinak
Odtud ihned vidime, ze
1 k=0
o(k) = { .
0 jinak
a(k) =0 k=1,2,....
Podivejme se, jak tomuto faktu odpovidaji odhady autokorela¢ni funkce a parcialni autoko-
rela¢ni funkce, které ziskame na zakladé vygenerovanych dat.

K vypoctu a vykresleni vybérové autokorela¢ni funkce pouzijeme v R funkci acf () a pro
vybérovou parcialni autokorelacni funkci existuje analogicka funkce pact ().

> acfWN <- acf(x, main = "Vyberova ACF", xlab = "k")
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Obrazek 2: Vybérova autokorela¢ni funkce bilého sumu e, ~ N(0,1)

V obrazku odhadnuté autokorela¢ni funkce jsou dvé modré prerusované ¢ary. Ty piredsta-
vuji 95% pés spolehlivosti pro autokorela¢ni funkci bilého sumu. To znamend, ze v piipadé
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bilého sumu by hodnoty vybérové autokorelaé¢ni funkce pro k& > 0 mély lezet s pravdépodob-

nosti 95 % uvniti tohoto pasu.

> pacfWN <- pacf(x, main = "Vyberova PACF", xlab = "k",

ylim = c¢(-0.2, 1))

Vyberova PACF
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Obrazek 3: Vybérova parcidlni autokorelaéni funkce bilého sumu e; ~ N(0, 1)

Na obrazku opét vidime, ze hodnoty vybérové parcialni autokorelacni funkce lezi uvnits
95% pésu spolehlivosti zkonstruovaného pro piipad bilého Sumu, coz souhlasi s tim, ze nase
zkoumanad fada byla simulovana jako realizace bilého Sumu.

Pro testovani nulové hypotézy

Hy: ¢asovd tada predstavuje bily sum

byl odvozen Box-Piercuv a Box-Ljunguv test. VyzkouSejme oba tyto testy na simulovand data

bilého Sumu.

> Box.test (x)

Box-Pierce test

data: x
X-squared = 2.2612, df = 1, p-value = 0.1327

> Box.test(x, type = "Ljung-Box")

Box-Ljung test

data: x
X-squared = 2.2839, df = 1, p-value = 0.1307

V obou piipadech jsme dostali p-hodnoty (p-value) vétsi nez 0.05, a proto testy nezamitaji
hypotézu, zZe testovand data jsou bilym Sumem (coz, jak vime, skuteéné plati).
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2 Kauzalni AR procesy

Uvazujme autoregresni model p-tého fadu. Tento model je definovan vztahem:

Yi—o1Yei1— =Y p =6

a ekvivalentné ho muzeme psat takto:

Yi=o1Vi 1+ -+ oY pter.

AR proces Y; ~ AR(p) se nazyva kauzdlni, jestlize je mozné ho zapsat jako proces M A(c0),
tj. Yo = > 720 Vi

Kauzalni AR proces je zaroven stacionarni. Nutnou a postacujici podminkou kauzality
AR procesu je, aby vSechny koieny polynomu ®(z) =1 — 12 — @92% — ... — ppP lezely vné
jednotkové kruznice.

Pro autokorela¢ni a parcidlni autokorelacni funkci kauzalntho AR(p) procesu plati nasle-
dujici:

e o(k) klesé pro k — oo exponencialné k nule

e Je-li {Y};,t € Z} centrovany nedegenerovany kauzalni AR(p) proces, pak plati:

(1) alp) = @
(2) a(p) =0prok >p (dulezita identifika¢ni vlastnost AR(p) procesu)
PRIKLAD 2

Déle budeme pracovat s AR procesem druhého fadu s konkrétnimi hodnotami ¢; = 0.9 a
o = —0.25, tj. proces zadany rovnici

Y: =0.9Y;-1 — 0.25Y; 2 + €.

U takto zadaného modelu nevime, zda se jedné o kauzalni nebo nekauzalni proces. Abychom
to byli schopni zjistit, potfebujeme znat kofeny polynomu 1 — 12 —---— ¢,2P . K tomu
pouzijeme funkci polyroot (), kterd predpokldda, ze koeficienty polynomu fadu p jsou zadany
v poradi od nejnizsi mocniny k nejvyssi, tj. ag,ai,...,a, . Az budeme znat kofeny polynomu
®(z), pomoci funkce Mod () zjistime jejich absolutni hodnoty.

> ARphi <- ¢ (0.9, -0.25)

> ARroots <- polyroot(c(1, -ARphi))
> Mod (ARroots)

[1] 2 2

Pro vétsi ndzornost si jesté vykresleme obrazek, v némz bude znézornéna poloha kofenu
polynomu ®(z) vuéi jednotkové kruznici.
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\%

x <- seq(-1, 1, length = 1000)

y <= sqrt(l - x°2)

plot(Re(ARroots), Im(ARroots), type = "p", pch = 19,
xlab = "Realna cast", ylab = "Imaginarni cast", main = "Jednotkova kruznice",
ylim = c(-2.5, 2.5), xlim = ¢(-2.5, 2.5))

lines(c(x, rev(x)), c(y, -rev(y)))

abline(h = 0)

abline(v = 0)

legend(c(-2.2), legend = "Koreny procesu AR(2)", pch = 19,
bty = "n")
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Obrazek 4: Poloha kofent polynomu ®(z) vzhledem k jednotkové kruznici

Vidime, ze kofeny lezi vné jednotkové kruznice, takze jde o kauzdlni AR proces.

Nyni pomoci R vygenerujeme 300 hodnot takto zadaného AR procesu. Pouzijeme k tomu
funkci arima.sim(), kterd je uréena ke generovani ARIMA procesu. Parametry téchto procest
se zaddvaji do argumentu model a musi se jednat o datovy objekt typu seznam (list), ktery
méa polozky s ndzvy ar, ma a order. V piipadé AR procesu staéi zadat seznam s jedinou
polozkou ar obsahujici vektor s koeficienty ¢1,...,¢,. Po vygenerovani ziskanou casovou
fadu vykreslime.

> ar.sim <- arima.sim(model = list(ar = ARphi), n = 300)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(ar.sim)
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Obrazek 5: Simulovand data AR procesu Y; = 0.9Y;_1 — 0.25Y;_5 + &

Pomoci funkce ARMAact () muzeme vypocitat teoretickou autokorela¢ni funkci p(k) (ACF)
a teoretickou parcidlni autokorelaéni funkei a(k) (PACF) AR procesu Y; = 0.9Y;_1—0.25Y; o+
g¢. Vybérové protéjsky téchto funkci vypoctené na zékladé vygenerovanych hodnot procesu
ziskame opét pomoci funkei acf (), popi. pact ().

> tARacf <- ARMAacf(ar = ARphi, lag.max = 20)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(0: (length(tARacf) - 1), tARacf, type = "h", main = "Teoreticka ACF")
> abline(h = 0)
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Obrézek 6: Teoretickd, ACF pro AR proces Y; = 0.9Y;_1 — 0.25Y;_o + &

> vARacf <- acf(ar.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARacf, main = "Vyberova ACF")
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Obréazek 7: Vybérova ACF pro simulovand data AR procesu Y; = 0.9Y;_1 — 0.25Y;_9 + &

Z graft je dobfe vidét ze jak teoretickd, tak vybérové autokorela¢ni funkce klesd exponen-

cialné k nule.

> tARpacf <- ARMAacf(ar = ARphi, lag.max = 20, pacf = TRUE)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(1:length(tARpacf), tARpacf, type = "h", main = "Teoreticka PACF")
> abline(h = 0)
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Obrazek 8: Teoretickd PACF pro AR proces Y; = 0.9Y;_1 — 0.25Y;_9 + &

> vARpacf <- pacf(ar.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARpacf, main = "Vyberova PACF")
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Obréazek 9: Vybérova PACF pro simulovand data AR procesu Y; = 0.9Y;_1 — 0.25Y;_o + &

Teoreticka parcidlni autokorela¢ni funkce nabyva nenulovych hodnot pouze pro k =1 a
k =2 a v souladu s tim je také jeji vybérovy protéjsek, kde pro k > 2 jsou hodnoty vybérové
parcidlni autokorelacni funkce blizké nule a lezi uvniti 95%niho pdsu spolehlivosti pro bily
sSum.

Pomoci funkce arima () muzeme provést odhad parametru AR(2) modelu. Pfi pouziti této
funkce je nutné do argumentu order zadat fad odhadovaného ARIMA modelu. AR proces
v nasem piikladu je specidlnim piipadem ARIMA procesu s fadem c(2,0,0).

> ar.fit <- arima(ar.sim, order = c(2, 0, 0))
> print(ar.fit)

Series: ar.sim
ARIMA(2,0,0) with non-zero mean

Call: arima(x = ar.sim, order = c(2, 0, 0))

Coefficients:
arl ar2 intercept
0.8714 -0.2373 -0.1692
s.e. 0.0560 0.0561 0.1466

sigma”2 estimated as 0.8694: 1log likelihood = -405.08
AIC = 818.17 AICc = 818.3 BIC = 832.98

Jak je vidét z vysledki, odhady se ptilis nelisi od skuteénych hodnot parametri.

Kvalitu vyrovnani dat pomoci pravé odhadnutého modelu muzeme posoudit na zakladé
rezidui. Ve statistické knihovné k tomu méme k dispozici funkci tsdiag(), kterd se aplikuje
na odhadnuty AR model.

> tsdiag(ar.fit)
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Obrézek 10: Diagnostické grafy pro odhadnuty AR(2) model pro simulovana data AR procesu
Y, =0.9Y;_1 — 0.25Y; o+ ¢,

Jestlize byl model zvolen a odhadnut spravné, rezidua by méla piedstavovat bily Sum.
Prvni graf zobrazuje samotnd rezidua. Ta by neméla vykazovat zadnou systemati¢nost. V
druhém grafu je vykreslena vybérova autokorela¢ni funkce rezidui, kterd by méla mit vy-
znamné nenulovou hodnotu pouze v bodé k£ = 0. Tteti graf ukazuje p-hodnoty Box-Ljungova
testu, zda rezidua (pro ruznd zpozdéni k) predstavuji bily sum. Je-li model urcen spravné,
mély by vSechny hodnoty lezet nad hladinou vyznamnosti testu, ktera je v grafu zndzornéna
prerusovanou carou.

Vsechny grafy nasvédéuji tomu, ze AR proces 2. fddu predstavuje vhodny model, protoze
po jeho odstranéni z ¢asové fady jsme ziskali bily Sum. Vzhledem k tomu, Ze jsme data
vygenerovali pravé pomoci tohoto AR procesu, je vysledek v souladu s o¢ekdvanim.

Nyni, kdyz jsme pro data nalezli vhodny model, jsme schopni predikovat hodnoty pro-
cesu pro nékolik kroku dopfedu. Pro tento 1cel je v souboru FunkceM5201.R vytvofena
funkce PlotPredictARIMA. Abychom ji mohli pouzivat, musime tento soubor nacist piika-
zem source (). Pokud by nas zajimal zdrojovy kdéd funkce, staci jako ptikaz zadat do R nézev
funkce PlotPredictARIMA a zdrojovy kéd se vypiSe na obrazovku.

Funkci pouzijeme pro predikci o 10 krokua doptedu. Jako argumenty zaddme zkoumanou
¢asovou fadu (ar.sim), odhadnuty model pro tuto fadu (ar.fit) a pocet predikovanych
hodnot (n.ahead=10).
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> fileSkript <- paste(data.library, "FunkceM5201.R", sep = "")

> source(fileSkript)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> PlotPredictARIMA(ar.sim, ar.fit, n.ahead = 10)
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Obrazek 11: Predikce na zakladé odhadnutého AR(2) modelu pro simulovana data AR procesu
Y; =0.9Y;,1 — 0.25Y; 2 + &

Kdyz jsme odhadovali parametry AR procesu pomoci funkce arima, museli jsme dopiedu
uré¢it fad odhadovaného modelu. V knihovné forecast mame k dispozici funkci auto.arima(),
kterou také muzeme pouzit k odhadu modelu pro nase simulované data. Tato funkce se od
funkce arima lisi predpokladem, ze vstupni data jsou generovana obecnym ARIMA procesem
a tim, ze v prubéhu vypoctu zdroven zjist'uje vhodny fdd modelu a zdroven odhaduje para-
metry pro tento model. Zadame-li volbu trace=TRUE, na obrazovku se nam vypisi vSechny
typy ARIMA modelu, které funkce auto.arima() brala pfi vypoctech v ivahu. Vyzkousejme
tedy, jaky model odhadneme pomoci této funkce.

> library(forecast)

> ar.fitF <- auto.arima(ar.sim, trace

ARIMA(2,0,2)
ARIMA(0,0,0)
ARIMA(1,0,0)
ARIMA(0,0,1)
ARIMA(1,0,2)
ARIMA(3,0,2)
ARIMA(2,0,1)
ARIMA(2,0,1)
ARIMA(1,0,1)
ARIMA(3,0,1)
ARIMA(2,0,0)
ARIMA(2,0,0)
ARIMA(1,0,0)
ARIMA(3,0,0)

with
with
with
with
with
with
with
with
with
with
with
with
with
with

non-zero mean :
non—-zero mean :
non-zero mean :
non-zero mean :
non—-zero mean :
non—-zero mean :
non-zero mean :

Zero mean
Zero mean
Zero mean
Zero mean

non-zero mean :

Zero mean
Zero mean

820.

TRUE)

6625

1038.305

834.
872.
.9867
822.
818.
: 818.
1 820.
: 819.
1 817.
817.
: 833.
: 817.

821

5473
167

1195
8195
033
6264
195
0522
9045
37
1965

Best model: ARIMA(2,0,0) with zero mean

> print(ar.fitF)
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Series: ar.sim
ARIMA(2,0,0) with zero mean

Call: auto.arima(x = ar.sim, trace = TRUE)

Coefficients:
arl ar2
0.8750 -0.2343
s.e. 0.0561 0.0561

sigma”2 estimated as 0.8731: 1log likelihood = -405.74
AIC = 817.47 AICc = 817.56 BIC = 828.59

V knihovné forecast je jesté k dispozici funkce forecast (), kterou pouzijeme pfi predikci
pro pravé odhadnuty model.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(forecast(ar.fitF), n = 10)

Forecasts from ARIMA(2,0,0) with zero mean
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Obrazek 12: Predikce na zdkladé odhadnutého ARIMA(2,0,0) modelu pro simulovand data
AR procesu Y; = 0.9Y; 1 — 0.25Y; 5 + &

3 Invertibilni MA procesy

Uvazujme nyni MA model ¢-tého tadu:

Yi=e+ g1+ -+ 06 4.

MA proces Y; ~ MA(q) se nazyvéa invertibilni, jestlize je mozné ho zapsat jako proces
AR(00), tj. et = 272 m;Yi—j. M A(q) proces je vzdy slabé staciondrni.

Nutnou a postacujici podminkou invertibility MA procesu je, aby vSechny kofeny poly-
nomu O(z) = 1+ 012 + 0222 + - - - + 0,29 lezely vné jednotkové kruznice.

Pro autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkci invertibilntho M A(q) procesu plati na-
sledujici:

e o(k) je nulova pro vSechna k > ¢ (dulezita identifikaéni vlastnost M A(q) procesu)
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e Neexistuje takové kg € N, ze by pro k > ko platilo a(k) = 0.

PRIKLAD 3

V piikladu budeme pracovat s MA procesem druhého addu s konkrétnimi hodnotami 6; = 0.75
a o = 0.2, tj. s procesem tvaru

Y =€ +0.75e4—1 + 0.2e4_2

U takto pfimo zadaného modelu nevime, zda se jednd o invertibilni ¢i neinvertibilni pro-
ces. Abychom byli schopni rozhodnout o invertibilité zadaného procesu, budou nas zajimat
kofeny polynomu 1+ 61z +---+ 6,27 . K tomu opét pouzijeme funkci polyroot(), kterd
pfedpoklddé koeficienty polynomu v potadi ag,a1,...,aq . Jestlize kofeny lezi vné jednot-
kové kruznice, MA proces je invertibilni.

> MAtheta <- ¢(0.75, 0.2)
> print(MAroots <- polyroot(c(1, MAtheta)))

[1] -1.875+1.218349i -1.875-1.218349i

> Mod (MAroots)

[1] 2.236068 2.236068

Kofeny opét znazornime jako body v komplexni roviné, abychom vidéli jejich polohu vuéi
jednotkové kruznici.

v

x <- seq(-1, 1, length = 1000)

y <- sqrt(1 - x°2)

plot (Re(MAroots), Im(MAroots), type = "p", pch = 19,
xlab = "Realna cast", ylab = "Imaginarni cast", main = "Jednotkova kruznice",
ylim = ¢(-3, 3), xlim = c(-3, 3))

lines(c(x, rev(x)), c(y, -rev(y)))

abline(h = 0)

abline(v = 0)

legend("bottomright", legend = "Koreny procesu MA(2)",
pch = 19)

VvV Vv

vV V. Vv Vv
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Obrézek 13: Poloha kofenu polynomu ©(z) vzhledem k jednotkové kruznici

Vidime, ze kofeny lezi vné jednotkové kruznice, takze jde o invertibilni MA proces. Po-
moci funkce arima.sim() provedeme simulaci pro 300 hodnot. Jak vime, funkce arima.sim()
simuluje data obecné pro zadany ARIMA model. V nasem piipadé, kdy generujeme ¢asovou
fadu MA procesu 2. fddu (coz je specidlni pfipad ARIMA procesu), zaddme parametry mo-
delu do argumentu model jako seznam s jedinou slozkou ma = MAtheta. Vygenerovana data
vykreslime.

> ma.sim <- arima.sim(model = list(ma = MAtheta), n = 300)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(ma.sim)
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Obréazek 14: Simulovand data MA procesu Y; = e; + 0.75e4_1 + 0.2e;_o

Pomoci funkce ARMAact () muzeme vypocitat teoretickou autokorelaéni funkei p(k) (ACF)
a teoretickou parcidlni autokorelaéni funkci a(k) (PACF) MA procesu Y; = &, + 0.75e,-1 +
0.2e;_9. Vybérové protéjsky téchto funkei ziskdme pomoci funkei acf (), resp. pacf ().

> tMAacf <- ARMAacf(ma = MAtheta, lag.max = 20)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(0: (length(tMAacf) - 1), tMAacf, type = "h", main = "Teoreticka ACF")
> abline(h = 0)
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Obréazek 15: Teoretickd ACF pro MA proces Y; = &; + 0.75e¢_1 + 0.2e;4_o

> vMAacf <- acf(ma.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vMAacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 16: Vybérova ACF pro simulovana data MA procesu Y; = e, + 0.75e4_1 4+ 0.264_9

Vidime, ze teoretickd autokorelaéni funkce je nenulova pouze pro k = 0,1, 2. Tomu odpo-
vida i vybérova autokorelacni funkce, kterd je vyznamné nenulovd pouze v téchto bodech a
vsude jinde jeji hodnoty lezi uvniti 95%niho pasu spolehlivosti pro bily sum.

> tMApacf <- ARMAacf(ma = MAtheta, lag.max = 20, pacf = TRUE)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(1:length(tMApacf), tMApacf, type = "h", main = "Teoreticka PACF")
> abline(h = 0)
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Obréazek 17: Teoretickd PACF pro MA proces Y; = g¢ + 0.75e:_1 + 0.26;_o

> vMApacf <- pacf(ma.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vMApacf, main = "Vyberova PACF")
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Vyberova PACF
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Obréazek 18: Vybérova PACF pro simulovand data MA procesu Y; = & + 0.756:_1 + 0.26;_9

Vidime, ze teoretickd parcidlni autokorelaéni funkce klesa v absolutni hodnoté exponenci-
alné k nule a tomu odpovidé i prubéh vybérové parcidlni autokorelac¢ni funkce.

Pomoci funkce arima() provedeme odhad parametrit M A(2) modelu na zakladé simulo-
vanych dat.

> ma.fit <- arima(ma.sim, order = c(0, 0, 2))
> print(ma.fit)

Series: ma.sim
ARIMA(0,0,2) with non-zero mean

Call: arima(x = ma.sim, order = c(0, 0, 2))

Coefficients:
mal ma2 intercept
0.7108 0.1472 -0.0703
s.e. 0.0561 0.0575 0.1019

sigma”2 estimated as 0.9057: log likelihood = -411.09
AIC = 830.19 AICc = 830.32 BIC = 845

I v tomto piipadé jsou odhady blizké skutetnym hodnotdm parametri.

Vhodnost pouzitého modelu posoudime podle rezidui. Diagnostické grafy ziskame opét
diky funkci tsdiag(), kterou pouzijeme na odhadnuty MA model.

> tsdiag(ma.fit)
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Obrézek 19: Diagnostické grafy pro odhadnuty MA(2) model pro simulovana data MA procesu
Y, =, +0.7564-1 + 02545

Z4dny z diagnostickych grafi nenaznacuje, ze by nas model byl nevhodny. Rezidua ne-
vykazuji zddnou systematicnost, vybérovd autokorela¢ni funkce kromeé k = 0 lezi v 95%nim
pasu spolehlivosti pro bily sum a ani Ljung-Boxuv test nezamita hypotézu o tom, Ze rezidua
predstavuji bily Sum.

Odhadnuty model pouzijeme k predikci o 10 krokiu dopiedu pomoci funkce PlotPredictARIMA.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> PlotPredictARIMA(ma.sim, ma.fit, n.ahead = 10)
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Obrazek 20: Predikce na zakladé odhadnutého MA(2) modelu pro simulovand data MA pro-

cesu Y; = &+ 0.75e4_1 + 0.264_9

Jesté provedeme obecnéjsi odhad modelu, kdy pouzijeme funkci auto.arima(). Jiz vime,
ze tato funkce odhaduje zdroven fdd ARIMA modelu i jeho parametry.

> ma.fitF <- auto.arima(ma.sim, trace = TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 829.2493
ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 955.3027
ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 853.376
ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 834.5677
ARIMA(1,0,2) with non-zero mean : 834.5871
ARIMA(3,0,2) with non-zero mean : 831.7525
ARIMA(2,0,1) with non-zero mean : 827.8052

ARIMA(2,0,1) with zero mean : 826.4774
ARIMA(1,0,1) with zero mean : 831.0727
ARIMA(3,0,1) with zero mean : 828.398

ARIMA(2,0,0) with zero mean : 829.5102
ARIMA(2,0,2) with zero mean : 827.8355
ARIMA(1,0,0) with zero mean : 851.7538
ARIMA(3,0,2) with zero mean : 830.3901

Best model: ARIMA(2,0,1) with zero mean
> print(ma.fitF)
Series: ma.sim
ARIMA(2,0,1) with zero mean
Call: auto.arima(x = ma.sim, trace = TRUE)
Coefficients:

arl ar?2 mal

0.3151 -0.0629 0.4022
s.e. 0.2033 0.1343 0.1993

sigma”2 estimated as 0.9063: 1log likelihood = -411.2

AIC = 830.39 AICc = 830.53 BIC = 845.21
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Druhy odhadnuty modelu pouzijeme pii voldni funkce forecast (), pomoci niz budeme
chtit zjistit predikei o 10 kroka dopfedu.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(forecast(ma.fitF), n = 10)

Forecasts from ARIMA(2,0,1) with zero mean
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Obrazek 21: Predikce na zdkladé odhadnutého ARIMA(2,0,0) modelu pro simulovand data

MA procesu Yy = e + 0.75e;_1 + 0.25¢¢_9

4 Kauzalni a invertibilni ARMA procesy

Uvazujme proces ARMA (p,q). Tento model je definovan vztahem:

Yi—po1Yi1— - —opYep=er + 01601+ + 0461 -

Kauzalita a invertibilita jsou definovany obdobné jako v piipadé AR a MA procesu:

e ARMA proces Y; ~ ARM A(p, q) se nazyva kauzalni, jestlize je mozné ho zapsat jako
proces M A(00), tj. Yy = 3272 ¥jet—j-

e ARMA proces Y; ~ ARM A(p, q) se nazyva invertibilni, jestlize je mozné ho zapsat
jako proces AR(00), tj. e = 372 m;Yi—j.

Analogicky plati, ze nutnou a postacujici podminkou kauzality ARMA (p,q) procesu je,
aby vsechny kofeny polynomu ®(z) = 1 — 12 — 922 — ... — ppz? lezely vné jednotkové
kruznice.

Nutnou a postacujici podminkou invertibility ARMA(p,q) procesu je, aby vSechny kofeny
polynomu ©(z) = 1+ 01z + 0222 + - - - + 0,29 lezely vné jednotkové kruznice.

Pro autokorela¢ni a parcidlni autokorelaéni funkei kauzalniho a invertibilntho ARM A(p, q)

procesu plati nasledujici:

e Neexistuje takové kg, ze by pro vSechna k > kg platilo o(k) = 0.
Od k = q — p klesa autokorela¢ni funkce exponencialné k nule.

e Neexistuje takové ko, ze by pro vSechna k > ko platilo a(k) = 0.
Od k = p — ¢ klesa parcialni autokorela¢ni funkce exponencidlné k nule.
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PRIKLAD 4
Daéle budeme pracovat s ARMA(2,2) procesem s konkrétnimi hodnotami ¢; = 0.9, @9 =
—0.5, 01 = 0.75 a 0§, = 0.25, tj. s procesem tvaru

Y; =0.9Y;1 — 0.5Y;_2 + & + 0.75e4-1 + 0.25¢4_».

U takto zadaného modelu opét nevime, zda se jedné o kauzalni a invertibilni proces, proto
budeme zjist'ovat, zda kofeny polynomu 1 — g1z —--- —¢p2P a 1+ 6124 -+ 0,29 lezi vné
jednotkového kruhu. K tomu opét pouzijeme funkci polyroot (), kde zadavame koeficienty v

e~/

urc¢ime jejich absolutni hodnoty.

Nejprve najdeme kofeny polynomu 1 — 0.9¢12 4 0.5¢p222 a zjistime modulus kofenti.

> ARphi <- ¢(0.9, -0.5)
> ARroots <- polyroot(c(1, -ARphi))
> Mod (ARroots)

[1] 1.414214 1.414214

Vidime, ze kofeny lezi vné jednotkové kruznice, takze jde o kauzdlni ARMA proces.

Ted’ najdeme koteny polynomu 1+ 0.75z + 0.2522 a zjistime jejich absolutni hodnoty.

> MAtheta <- c(0.75, 0.25)
> MAroots <- polyroot(c(1, MAtheta))
> Mod (MAroots)

[1] 2 2

Vidime, ze koteny lezi vné jednotkové kruznice, takze jde o invertibilni ARMA proces.

Jesté vykresleme polohu kofent pro oba polynomy vzhledem k jednotkové kruznici v
komplexni roviné.

> par(mfrow = c(1, 2))

> plot (Re(ARroots), Im(ARroots), type = "p", pch = 19,
xlab = "Realna cast", ylab = "Imaginarni cast'", main = "Koreny AR casti",
ylim = c¢(-2, 2), xlim = c(-2, 2))

lines(c(x, rev(x)), c(y, -rev(y)))

abline(h = 0)

abline(v = 0)

plot(Re(MAroots), Im(MAroots), type = "p", pch = 19,
xlab = "Realna cast", ylab = "Imaginarni cast", main = "Koreny MA casti",
ylim = c¢(-2, 2), xlim = c(-2, 2))

> lines(c(x, rev(x)), c(y, -rev(y)))

abline(h = 0)

> abline(v = 0)

vV VvV Vv Vv

\%
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Obrazek 22: Poloha kofent polynomu ®(z) a ©(z) vzhledem k jednotkové kruznici

Pomoci funkce arima.sim() provedeme simulaci 300 hodnot procesu. Jako argument
model zaddme seznam se dvéma polozkami ar (parametry popisujici AR ¢ast ARMA pro-
cesu) a ma (parametry popisujici MA ¢ast ARMA procesu).

> par(mfrow = c(1, 1))

> arma.sim <- arima.sim(model = list(ar = ARphi, ma = MAtheta),
n = 300)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(arma.sim)
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Obrazek 23: Simulovand data ARMA procesu Y; —0.9Y;_1+0.5Y;_o = 4 +0.75e,_1 +0.25¢4_o

Pomoci funkce ARMAact () vypocitdme teoretickou autokorelaéni funkei p(k) (ACF) a te-
oretickou parcidlni autokorela¢ni funkci a(k) (PACF). Vybérové protéjsky téchto funkei zis-
kdme opét pomoci funkci acf (), popi. pacf ().

> tARMAacf <- ARMAacf(ar = ARphi, ma = MAtheta, lag.max = 20)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(0: (length(tARMAacf) - 1), tARMAacf, type = "h",
main = "Teoreticka ACF")
> abline(h = 0)



22 Stochastické modely casovych rad (6. cviceni)

Teoreticka ACF

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2
|

0.0

-0.2
|

T T T T I
0 5 10 15 20

Obrazek 24: Teoretickd ACF pro ARMA proces Y;—0.9Y;_1+0.5Y;_9 = ¢;+0.75¢,_1+0.25¢;_o

> vARMAacf <- acf(arma.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARMAacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 25: Vybérova ACF pro simulovand data ARMA procesu Y; — 0.9Y;_1 + 0.5Y; 5 =
g+ 0.75e; 1 + 0.25¢4_9

> tARMApacf <- ARMAacf(ar = ARphi, ma = MAtheta, lag.max = 20,
pacf = TRUE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(1:length(tARMApacf), tARMApacf, type = "h", main = "Teoreticka PACF")
> abline(h = 0)
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Obrazek 26: Teoretickda PACF pro ARMA proces Y; — 0.9Y;_1 4+ 0.5Y;_o = ¢ + 0.75e;_1 +
O.25€t_2

> vARMApacf <- pacf(arma.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)

> plot (vARMApacf, main = "Vyberova PACF")
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Obréazek 27: Vybérova PACF pro simulovand data ARMA procesu Y; — 0.9Y;_1 + 0.5Y; o =
et + 0.75e41 + 0.25¢; o

Pomoci funkce arima () provedeme odhad parametru ARM A(2,2) modelu. Do argumentu
order musime zadat f4d odhadovaného ARIMA modelu. ARMA proces v nasem piikladu je
specidlnim piipadem ARIMA procesu s fadem c(2,0,2).

> arma.fit <- arima(arma.sim, order = c(2, 0, 2))
> print(arma.fit)

Series: arma.sim

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean

Call: arima(x = arma.sim, order = c(2, 0, 2))

Coefficients:
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arl ar2 mal ma2 intercept
0.9072 -0.5185 0.6644 0.2077 -0.1461
s.e. 0.0944 0.0723 0.1045 0.0923 0.1710

sigma”2 estimated as 0.9377: 1log likelihood = -417.41
AIC = 846.82 AICc = 847.11 BIC = 869.04

Kvalitu vyrovnani dat pomoci pravé odhadnutého modelu posoudime na zakladé rezidui
s vyuzitim funkce tsdiag(), kterou aplikujeme na odhadnuty ARMA(2,2) model.

> tsdiag(arma.fit)
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Obrazek 28: Diagnostické grafy pro odhadnuty ARMA(2,2) model pro simulovand data
ARMA procesuY; — 0.9Y; 1 + 0.5Y; o = &; + 0.75e4_1 + 0.25¢¢_9

7 graft opét vidime, Ze po odstranéni systematické slozky z ¢asové fady dostaneme pouze
bily Sum.
Na zakladé odhadnutého modelu provedeme predikci pro 10 budoucich hodnot. K tomu

opét pouzijeme funkci PlotPredictARIMA. Jako argumenty zaddme zkoumanou ¢asovou fadu
(arma.sim), odhadnuty model pro tuto fadu (arma.fit) a pocet predikovanych hodnot (n.ahead=10).

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> PlotPredictARIMA (arma.sim, arma.fit, n.ahead = 10)
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Obrazek 29: Predikce na zdkladé odhadnutého ARMA(2,2) modelu pro simulovand data
ARMA procesu Y; —0.9Y;_1 +0.5Y;_o = g4 + 0.7561_1 + 0.25e4_o

Jesté se podivejme, jak odhadne fad modelu a parametry procesu funkce auto.arima.

> arma.fitF <- auto.arima(arma.sim, trace = TRUE)

ARIMA(2,0,2) with non-zero mean : 841.6855
ARIMA(0,0,0) with non-zero mean : 1332.781
ARIMA(1,0,0) with non-zero mean : 1109.331
ARIMA(0,0,1) with non-zero mean : 1045.133
ARIMA(1,0,2) with non-zero mean : 883.1501
ARIMA(3,0,2) with non-zero mean : 843.9904
ARIMA(2,0,1) with non-zero mean : 845.0074
ARIMA(2,0,3) with non-zero mean : 843.5533
ARIMA(1,0,1) with non-zero mean : 929.7609
ARIMA(3,0,3) with non-zero mean : 845.8741

ARIMA(2,0,2) with zero mean : 840.1418
ARIMA(1,0,2) with zero mean : 881.8383
ARIMA(3,0,2) with zero mean : 842.563

ARIMA(2,0,1) with zero mean : 843.601

ARIMA(2,0,3) with zero mean : 841.9994
ARIMA(1,0,1) with zero mean : 928.0157
ARIMA(3,0,3) with zero mean : 844.4304

Best model: ARIMA(2,0,2) with zero mean

> print(arma.fitF)

Series: arma.sim
ARIMA(2,0,2) with zero mean

Call: auto.arima(x = arma.sim, trace = TRUE)

Coefficients:
arl ar?2 mal ma2
0.9057 -0.5157 0.6681 0.2104
s.e. 0.0945 0.0726 0.1044 0.0921

sigma”2 estimated as 0.94: 1log likelihood = -417.77
AIC = 845.55  AICc = 845.75 BIC = 864.06
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Na uplny zavér provedeme predikci pro 10 budoucich hodnot na zakladé posledniho mo-
delu, pricemz pouzijeme funkci forecast ().

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(forecast(arma.fitF), n = 10)

Forecasts from ARIMA(2,0,2) with zero mean
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Obrazek 30: Predikce na zdkladé odhadnutého ARIMA(2,0,3) modelu pro simulovand data

ARMA procesu Y; —0.9Y;_1 + 0.5Y;_9 = ¢, + 0.75e4_1 + 0.25¢4_o

5 Ukol:

1. Rozhodnéte o kauzalité, resp. invertibilité nasledujicich procesu:

(a) Y; =0.75Y;_1 + 0.5Yi_2 + &
(b) Y; =&+ 0.7551571 + 0.7561‘/,2
(C) Y;g = 0.8)/;571 — 0.2Y;g72 +e+0.660-1 —0.260_9 + 0.1615,3
2. Pro procesy z 1. tkolu, u nichz jste ovérili, ze jsou kauzdlni (u AR procesu), invertibilni
(u MA procesu) nebo zdroven kauzalni i invertibilni (u ARMA procesu) vygenerujte

300 hodnot casové Tady, vykreslete autokorelacni a parcidlni autokorelaéni funkci a
odhadnéte parametry modelu napf. s vyuzitim funkce arima.



