Stochastické modely casovych rad (8. cviceni) 1

M5201 — 8. CVICENI:
Procesy diferencéné staciondrni — ARIMA modely. Jejich
generovadani a ndsledné odhady

1 Procesy nestacionarni ve stredni hodnoté

U procest nestacionarnich ve stfedni hodnoté je tfeba odliSovat dva rtzné pojmy:

e deterministicky trend

e stochasticky trend

Pfipomenme pojem stochastického trendu a uved’'me jeho souvislost s ARIMA procesy.

1.1 Stochasticky trend

U ARM A procesu jsme jako podminku stacionarity pozadovali, aby vechny kofeny polynomu
P(2) =1— 12— paz — - — pp2”
lezely vné jednotkové kruznice, tj. aby proces byl kauzalni. Pokud ale néjaky kofen lezi

e na jednotkové kruznici, mluvime o procesu nestacionarnim se stochastickym
trendem,

e uvniti jednotkové kruznice, mluvime o procesu nestacionarnim explozivniho
typu.

Prvni ptipad, tedy nestacionarni proces se stochastickym trendem, lze pfevést na sta-
cionarni proces pomoci diferencovani. Pomoci operdtoru zpétného chodu B, ktery je defi-
novan vztahem

BY; =Y

muzeme zavést diferencni operator a vyjadfit 1. diferenci, 2. diferenci, ... d-tou diferenci:

AY; =Y, - Y1 =(1-B)Y,
A%, =AY, — Yio1) = Vi — 2Yiq + Yio = (1 - B)?Y,

A%Y; = (1 - B)%y;
Nestacionarni proces se stochastickym trendem nazyvame integrovany smiSeny model

a znacime jej

ARIM A(p,d, q).

Formalni zapis pomoci operatoru zpétného chodu je

ARIMA(p,d,q) : ®(B)(1 — B)4Y; = O(B)s;.
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Provedeme-li d-krat diferencovani a polozime-li
W, = (1 - B)",

pak W, je stacionarni ARM A(p, q) proces.

Neékteré nahodné procesy, se kterymi jsme se jiz setkali, jsou specidlnimi ptipady ARIM A(p, d, q)
procesu. Prehled je uveden v nasledujici tabulce.

H p ‘ d ‘ q H Zkratka ‘ Nézev ‘ Formalni zapis ‘
0 IMA(d,q) | Integrovany proces klouzavych souctt | (1 — B)?Y; = O(B)g;
00 MA(q) | Proces klouzavych souctu Y: = O(B)e

0 | ARI(p,d) | Integrovany autoregresni proces ®(B)(1 - B)%Y; =&
0]0 AR(p) Autoregresni proces ®(B)Y; =¢
0 0 I(d) Integrovany proces (1-B)%, = ¢
0[1]0 I(1) Nahodné prochazka (1-B)Y,=¢
Operator

v(B) = ®(B)(1 - B)?

se nékdy nazyva zobecnény autoregresni operator.

Pokud v(B) chapeme jako polynom proménné B, pak vzhledem ke kauzalité procesu
®(B)W; = ©(B)e; ma v(B) pravé p kofenu lezicich vné jednotkového kruhu a d
kofent rovnych 1.

V praxi se nejprve d-nasobnym diferencovanim ¢asové fady ziska stacionarni fada W, a pro
ni se pak vybuduje proces ARM A(p, q). Pokud jsme ptuvodné méli n pozorovéani Y7, Ys, ..., Y,
po diferencovani zustane n — d pozorovani Wy, 1, ..., W,,.

PRIKLAD 1 - ARI PROCES
Zaméime se nejprve na konkrétni ARI proces fadu (1,1,0) (tzn. po jednom diferencovani
dostaneme AR(1) proces). Zvolme konkrétni hodnotu ¢ = 0.9, tj. proces lze zapsat ve tvaru

(1 - B)(1—0.9B)Y; = &,.

AR(1) proces s timto koeficientem by mél byt kauzalni, protoze u AR(1) procesu je podminka
pro kauzalitu splnéna, jestlize |¢| < 1. Muzeme ale ovérit i obecnou podminku kauzality pro
AR proces, tj. zda koten polynomu 1 — ¢z = 0 lezi vné jednotkové kruznice.

1-09z2=0
1 10
z=—=—>1
0.9 9
Tento vypoctet muzeme provést také pomoci R:
> ARphi <- c(0.9)

> ARroots <- polyroot(c(1, —-ARphi))
> Mod (ARroots)

[1] 1.111111



Stochastické modely ¢asovych rad (8. cviceni) 3

7Z predchozich cviceni vime, ze kauzalni proces je staciondarni. ARI proces se od AR procesu
lisi v tom, Ze polynom na levé strané rovnice popisujici AR proces je navic vynasoben vyrazem
(1 — B), a proto mé polynom na levé strané rovnice navic jesté jeden kotfen rovny 1.

ARI proces muzeme postupné rozepsat néasledujicim zpusobem:

(1-B)(1—0.9B)Y; =&

(1—1.9B +0.9B?)Y; = ¢

Y — 1.9Y; 1 + 0.9Y; 5 = &
Y = 1.9Y; — 0.9Y; 5 + &

Nyni vygenerujeme konkrétni realizaci ARI procesu.

> ARphi <- ¢(0.9)

> ari.sim <- arima.sim(model = list(order = c(1, 1, 0),
ar = ARphi), n = 300)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(ari.sim)
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Obréazek 1: Simulace ARI procesu (1 — B)(1 —0.9B)Y; = ¢

Prohlédneme si autokorelaéni a parcidlni autokorela¢ni funkci simulovaného ARI procesu.

> vARTacf <- acf(ari.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARIacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 2: ACF pro simulovanou fadu ARI procesu (1 — B)(1 — 0.9B)Y; = ¢
> vARIpacf <- pacf(ari.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARIpacf, main = "Vyberova PACF")
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Obrazek 3: ACF pro simulovanou fadu ARI procesu (1 — B)(1 — 0.9B)Y; = &

Vidime, ze autokorela¢ni funkce klesa velmi pomalu, coz odpovidé procesim s jednotkovym
kofenem.

Parametry ARI procesu odhadneme pomoci funkce arima, kde jako parametr order
zadame rad ARIMA procesu c(1,1,0).

> ari.fit <- arima(ari.sim, order = c(1, 1, 0))
> print(ari.fit)

Call:
arima(x = ari.sim, order = c(1, 1, 0))

Coefficients:
arl
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0.9219
s.e. 0.0218

sigma”2 estimated as 0.8711: log likelihood = -405.93, aic = 815.86

Nyni, kdyz médme odhadnuty parametry ARI procesu, vyuzijeme jejich znalosti k predikovani
budoucich hodnot procesu. K tomu pouzijeme funkci PlotPredictARIMA, jejiz zdrojovy kod
musime nejprve nacist ze souboru FunkceM5201 .R.

> fileFun <- paste(data.library, "FunkceM5201.R", sep = "")
> source(fileFun)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> PlotPredictARIMA(ari.sim, ari.fit, n.ahead = 10)
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Obrézek 4: Predikované hodnoty pro simulovanou fadu ARI procesu (1 —B)(1—0.9B)Y; =

Pokud bychom neznali presny idd odhadovaného ARI procesu, museli provést diferencov-
ani tolikrat, dokud bychom neziskali staciondrni fadu, a poté odhadnout parametry ARMA
procesu pro diferencovanou radu.

Tento postup nyni vyzkousime. Nejprve spocitame prvni diference simulované fady.

> dif.ari <- diff(ari.sim)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(dif.ari)
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Obrézek 5: 1. diference simulované fady ARI procesu (1 — B)(1 — 0.9B)Y; = &
Prohlédneme si autokorela¢ni a parcidlni autokorelac¢ni funkci diferencované rady.
> difARTacf <- acf(dif.ari, lag.max = 20, plot = FALSE)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(difARIacf, main = "Vyberova ACF")
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Obréazek 6: ACF pro simulovanou fadu ARI procesu (1 — B)(1 —0.9B)Y; =

> vARIpacf <- pacf(dif.ari, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARIpacf, main = "Vyberova PACF")
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Obrazek 7: PACF pro simulovanou fadu ARI procesu (1 — B)(1 —0.9B)Y; =

Vidime, ze autokorela¢ni funkce klesda exponencialné k nule, zatimco parcidlni autokore-
la¢ni funkce je vyznamné nenulovd pouze v bodé k = 1, coz by odpovidalo AR(1) procesu.
Proto odhadneme parametry takového modelu pro diferencovanou radu.

> dif.ari.fit <- arima(dif.ari, order = c(1, 0, 0))

> print(dif.ari.fit)

Call:
arima(x = dif.ari, order = c(1, 0, 0))

Coefficients:
arl intercept
0.9201 0.3020
s.e. 0.0222 0.6509

sigma”2 estimated as 0.8706: log likelihood = -405.83, aic = 817.65
7 vysledku vidime, ze jsme opét dostali podobny odhad parametru .

PRIKLAD 2 - IMA PROCES

Nyni se podivejme na konkrétni piipad IMA procesu fadu (0,1,2) (tzn. proces, u néjz
po jednom diferencovani dostaneme MA(2) proces). Zvolime konkrérni hodnoty parametru
01 = 0.75 a 05 = 0.2, tj. proces lze zapsat ve tvaru

(1-=B)Y; =¢;+0.75e4_1 + 0.2e4_9
Yi—Y, 1 = +0.75e1_1 + 0.2e4_o
Yi =Y 1+ +0.75ei-1 + 02642
Jesté predtim, nez vygenerujeme realizaci tohoto procesu, bylo by vhodné ovéfit, ze poly-

nom definujici MA ¢ast procesu ma koteny lezici vné jednotkové kruznice a ze MA proces,
ktery bychom ziskali diferencovanim, je tim padem invertibilni.

> MAtheta <- c(0.75, 0.2)
> Mod(polyroot(c(1, MAtheta)))
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[1] 2.236068 2.236068

Absolutni hodnota obou kofent je vétsi nez 1, tudiz lezi vné jednotkové kruznice a podatilo
se nam ovéfit invertibilitu.

Analogicky jako v ptfedchozim piikladu vygenerujeme 300 hodnot IM A(1,2) procesu a
takto ziskanou fadu vykreslime do grafu.

> ima.sim <- arima.sim(model = list(order = c(0, 1, 2),
ma = MAtheta), n = 300)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(ima.sim)
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Obréazek 8: Simulované fada IMA procesu (1 — B)Y; = (1 4+ 0.75B + 0.2B?)¢;

Opét si muzeme prohlédnout grafy vybérové autokorela¢ni a parcidlni autokorelaéni funkce.

> vIMAacf <- acf(ima.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vIMAacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 9: ACF simulované fady IMA procesu (1 — B)Y; = (1 +0.75B + 0.2B?)¢,

> vIMApacf <- pacf(ima.sim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vIMApacf, main = "Vyberova PACF")
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Obrazek 10: PACF simulované fady IMA procesu (1 — B)Y; = (1 +0.75B + 0.2B%)g;

Opét vidime, ze autokorelacni funkce klesd k nule velmi pomalu, coz obvykle indikuje
piitomnost jednotkového kofenu.

Podivame se, jak by dopadl odhad parametra IM A procesu, a na zakladé odhadnutého
modelu budeme predikovat 10 budoucich hodnot procesu.

> ima.fit <- arima(ima.sim, order = c(0, 1, 2))
> print(ima.fit)

Call:

arima(x = ima.sim, order = c(0, 1, 2))

Coefficients:
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mal ma2
0.7251 0.2331
s.e. 0.0534 0.0590

sigma”2 estimated as 1.078: log likelihood = -437.19, aic = 880.37

> par(mfrow = c¢(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> PlotPredictARIMA(ima.sim, ima.fit, n.ahead = 10)
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Obrazek 11: Predikce pro simulovanou fadu IMA procesu (1 — B)Y; = (1+ 0.758 + 0.2B?)g,

Opét se presvédéime, ze diferencovani ziskdme z puvodniho IMA(1,2) procesu MA(2)
proces. Nejprve si prohlédneme graf diferencované ¢asové rady.

> dif.ima <- diff(ima.sim)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(dif.ima)
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Obrazek 12: 1. diference simulované fady IMA procesu (1 — B)Y; = (14 0.75B 4 0.2B%)g;

Déle se jako obvykle podivame na vybérovou autokorelaéni a parcialni autokorelaéni funkci

> difIMAacf <- acf(dif.ima, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(difIMAacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 13: ACF diferencovaného IMA procesu (1 — B)Y; = (1 +0.758B + 0.2B%)g;

> vIMApacf <- pacf(dif.ima, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vIMApacf, main = "Vyberova PACF")
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Obrazek 14: PACF diferencovaného IMA procesu (1 — B)Y; = (1 + 0.75B + 0.2B?)¢;

Z vlastnosti M A(2) procesu vyplyva, ze autokorela¢ni funkce by méla byt vyznamné
nenulova pouze v bodech k = 0,1, 2 a parcidlni autokorelac¢ni funkce by méla exponencialné
klesat k nule. Ani jeden z pfedchozich dvou grafi neni v rozporu s otekdvanim.

Na zaveér jesté ovéiime, ze kdyz odhadneme M A(2) model pro diferencovanou fadu,
dostaneme podobné odhady parametru 6, a 02, jako kdyz jsme odhadovali parametry M A(1,2)
modelu pro puvodni nediferencovana data.

> dif.ima.fit <- arima(dif.ima, order = c(0, 0, 2))

> print(dif.ima.fit)

Call:
arima(x = dif.ima, order = c(0, 0, 2))

Coefficients:
mal ma2 intercept
0.7243 0.2324 0.0756
s.e. 0.0534 0.0591 0.1170

sigma”2 estimated as 1.076: log likelihood = -436.98, aic = 881.96

PRIKLAD 3 — ARIMA PROCES

Jesté se podivdme na konkrétni piipad ARIMA procesu fadu (2,1,2) (tzn. proces, u néjz po
jednom diferencovani dostaneme ARMA(2,2) proces). Zvolime konkrérni hodnoty parametru
w1 = 0.9, po = —0.25, 01 = 0.75 a 0 = 0.2, tj. proces lze zapsat ve tvaru

(1-B)(1—-0.9B +0.25B*)Y; = (14 0.75B + 0.2B?)¢;
(1—-0.9B+0.25B% — B+ 0.9B? — 0.25B%)Y; = (1 4+ 0.75B + 0.2B?)¢;
(1-1.9B +1.15B% — 0.25B%)Y; = (14 0.75B + 0.2B?)g;
Vi — 1.9V + 1.15Y; 9 — 0.25Y; 3 = &; + 0.75¢,_1 + 0.25; 5

Y; = 1.9Y; 1 — 1.15Y; o + 0.25Y;_3 4+ &4 + 0.756;_1 + 0.254_o
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Nejprve ovérime kauzalitu a invertibilitu AR a MA ¢ésti procesu, tj. zjistime, zda kofeny
polynomu ®(z) a O(z) lezi vné jednotkové kruznice.

> ARphi <- ¢(0.9, -0.25)
> Mod(polyroot(c(1, -ARphi)))

[1] 2 2

> MAtheta <- ¢(0.75, 0.2)
> Mod (polyroot(c(1, MAtheta)))

[1] 2.236068 2.236068

Vsechny koreny lezi vné jednotkové kruznice, takze se nam podafilo ovérit kauzalitu resp.
invertibilitu AR a MA ¢asti ARIMA procesu. Ted’ uz muzeme vygenerovat 300 hodnot procesu
a ziskanou Casovou fadu znazornit graficky.

> arimaSim <- arima.sim(model = list(order = c(2, 1, 2),
ar = ARphi, ma = MAtheta), n = 300)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> plot(arimaSim)
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Obrézek 15: Simulovany ARIMA proces (1—B)(1—0.9B+0.25B%)Y; = (1+0.75B +0.2B?)g;

Opét si prohlédneme vybérovou autokorelac¢ni a parcialni autokorela¢ni funkci.

> vARIMAacf <- acf(arimaSim, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(vARIMAacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 16: ACF simulovaného ARIMA procesu (1—B)(1—0.9B+0.25B2)Y; = (1+0.75B +
0.2B%)g,

> vARIMApacf <- pacf(arimaSim, lag.max = 20, plot = FALSE)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)

> plot (vARIMApacf, main = "Vyberova PACF")
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Obrézek 17: PACF simulovaného ARIMA procesu (1—B)(1—0.9B+0.25B%)Y; = (1+0.75B+
0.2B%)e;

Stejné jako v pripadé predchozich procesu s jednotkovym kofenem vidime, Ze autokorelacni
funkce klesd k nule velmi pozvolna.

Pomoci funkce arima opét odhadneme parametry ARIM A(2,1,2) procesu, abychom je
mohli porovnat s teoretickymi hodnotami zadanymi pfi simulaci ¢asové fady. Potom na zdk-
ladé odhadnutého modelu provedeme predikci 10 budoucich hodnot procesu.

> arima.fit <- arima(arimaSim, order = c(2, 1, 2))

> print(arima.fit)

Call:
arima(x = arimaSim, order = c(2, 1, 2))
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Coefficients:
arl ar2 mal ma2
0.7284 -0.1648 0.8108 0.2638
s.e. 0.2767 0.2095 0.2814 0.1973

sigma”2 estimated as 0.9598: log likelihood = -420.72, aic = 851.44

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> PlotPredictARIMA (arimaSim, arima.fit, n.ahead = 10)
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Obrézek 18: Predikované hodnoty ARIMA procesu (1 — B)(1 — 0.9B + 0.25B?)Y; = (1 +
0.758 + 0.2B%)g,

V zévérecné ¢asti piikladu ovérime, ze diferencovanim ARIM A(2,1,2) procesu dostaneme
ARMA(2,2) proces s tymiz parametry. Nejprve proto spocitdme 1. diference simulované
casové Tady a vykreslime je do grafu.

> dif.arima <- diff(arimaSim)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
> plot(dif.arima)
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Obrazek 19: 1. diference simulovaného ARIMA procesu (1 — B)(1 — 0.9B + 0.25B?)Y; =
(1+0.75B + 0.2B%)e;

Podivame se na vybérovou autokorelacni a parcidlni autokorelacni funkci diferencované
fady. Jestlize se jednd o ARMA proces, jak pfedpokladdme, mély by obé funkce exponencidlné
klesat k nule.
> difARIMAacf <- acf(dif.arima, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot(difARIMAacf, main = "Vyberova ACF")
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Obrazek 20: ACF simulovaného ARIMA procesu (1— B)(1—0.9B+0.25B%)Y; = (1+0.75B +
0.2B%)e;
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> vARIMApacf <- pacf(dif.arima, lag.max = 20, plot = FALSE)
> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> plot (vARIMApacf, main = "Vyberova PACF")
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Obrézek 21: PACF simulovaného ARIMA procesu (1—B)(1—0.9B+0.25B%)Y; = (1+0.75B+
0.2B%)e;

Vidime, Ze prubéhy obou funkci odpovidaji ARMA procesu. Na samotny zavér odhad-
neme parametry ARM A(2,2) procesu pro diferencovanou fadu, abychom se presvedéili, ze
pii odhadu parametru pro puvodni ¢asovou fadu (ARIMA proces) pred diferencovanim i pii
odhadu parametri ARMA procesu pro ¢asovou rfadu po diferencovani dostaneme podobné
vysledky, které odpovidaji teoretickym hodnotam pouzitym pii simulaci procesu.
> dif.arima.fit <- arima(dif.arima, order = c(2, 0, 2))

> print(dif.arima.fit)

Call:
arima(x = dif.arima, order = c(2, 0, 2))

Coefficients:
arl ar2 mal ma2 intercept
0.7292 -0.1656 0.8098 0.2632 -0.0433
s.e. 0.2768 0.2096 0.2815 0.1974 0.2673

sigma”2 estimated as 0.9597: 1log likelihood = -420.71, aic = 853.41

PRIKLAD 4 - PRODUKCE PIVA V. AUSTRALII

Nyni vyzkousima aplikovat ARIMA modely na redlnd data. K tomu pouzijeme mési¢ni
udaje o mnozstvi piva vyrobeného v Australii, které byly zjist’ovany od roku 1958. Data jsou
ulozena v souboru beer.txt. Data nacteme pomoci funkce read.table jako obvykle a pak z
nich vytvoiime ¢asovou fadu, kterou vykreslime do grafu.

> fileDat <- paste(data.library, "beer.txt", sep = "")
> beer <- read.table(fileDat, header = TRUE)

> beerTS <- ts(beer, start = 1958, frequency = 12)

> par(mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)

> plot(beerTS, main = "Produkce piva v Australii)
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Obrézek 22: Meésiéni tidaje o mnozstvi vyrobeného piva v Australii (1958-1991)

V casové Tadé 1ze vysledovat rostouci trend ve vyrobé piva ve zkoumaném obdobi. Z toho
divodu by mohl byt vhodnym modelem jednoduchy integrovany proces klouzavych souétu
IMA(1,1) (tj. ARIMA(0,1,1)), protoze umoznuje modelovat tento trend tak, ze prendsi
pozorovéani v ¢ase t—1 do pozorovani v ¢ase ¢ a pfiddva k nému ndhodnou odchylku. M A(1,1)
proces byva pro podobnd data ¢asto vhodny z toho duvodu, Ze predstavuje linedrni trend s
pfidanym bilym Sumem.

Parametry IMA procesu odhadneme pomoci funkce arima.
> ima.beer <- arima(beerTS, order = c(0, 1, 1))

> ima.beer

Call:
arima(x = beerTS, order = c(0, 1, 1))

Coefficients:
mal

-0.3334

s.e. 0.0558

sigma”2 estimated as 360.4: log likelihood = -1723.27, aic = 3450.53
Odhadnuty model ma podobu
Vi = Y1 + e — 0.3335-1.

Odhadnuty model muzeme pouzit k predikci budouciho vyvoje. K tomu v R pouzijeme jako
obvykle funkci predict() s parametrem n.ahead uddvajicim pocet predikovanych hodnot.
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Pokud by nés napiiklad na konci roku 1991 zajimalo, jaké je predikované mnozstvi vyrobeného
piva za cely nasledujici rok 1992, a to dohromady za v8ech dvanact mésict, spocitame predikci
12 budoucich hodnot a secteme je.

> beer1992 <- predict(ima.beer, n.ahead = 12)

> sum(beer1992%pred)

[1] 2365.412

Poté, co jsme odhadli model pro ¢asovou fadu, bychom méli spravné ovérit vhodnost
tohoto modelu. Diagnostickym grafem muze byt napiiklad graf vybérové autokorelaéni funkce
pro rezidua.

> acf(resid(ima.beer))

Series resid(ima.beer)

0.8
|

ACF
0.0 0.4
| |

Obrazek 23: ACF rezidui IMA(1,1) modelu pro data Mésiéni idaje o mnozstvi vyrobeného
piva v Austrdlii (1958-1991)

Graf autokorela¢ni funkce neklesd exponencialné k nule, ale mé vrcholy s periodou 12, coz
naznacuje, ze do modelu by bylo tfeba zahrnout jesté sezénni slozku (k tomu jsou vhodné
napiiklad SARIMA modely).

PRIKLAD 5 - ANALYZA AMERICKEHO HNP

V poslednim ptikladu pouzijeme ARIMA modely k analyze hrubého narodniho produktu
USA. Data ulozend v souboru gnp96.dat jsou ctvrtletni tdaje o velikosti HNP USA od
1. ¢tvrtleti roku 1947 do 3. ¢tvrtleti roku 2002. Pozorovani je celkem 223. Konkrétné se jedna
o hodnoty redlného HNP v bilionech dolarti, v cendch odpovidajicich roku 1996, udaje jsou
sezo6nné ocisténé.

Data musime nejdfiv nacist. Soubor je bez hlavicky a obsahuje dva sloupce, v prvnim
sloupci je uvedeno obdobi a ve druhém odpovidajici hodnota HNP. Data nacteme funkci
read.table, vytvorime z nich ¢asovou fadu a vykreslime je do grafu.

> fileDat <- paste(data.library, "gnp96.dat", sep = "")
> gnp96 <- read.table(fileDat)

> gnpTS <- ts(gnp96[, 2], start = 1947, frequency = 4)
> plot(gnpTS)
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Obrazek 24: HNP USA v letech 1947-2002

Na prvni pohled je zfejmé, ze v datech je obsazen vyrazny trend, ktery ale prehlusi vétsinu
dalsich charakteristik ¢asové Fady. Z obrazku napiiklad neni vibec patrné, ze s Casem roste
také variabilita dat. Podivejme se na autokorela¢ni funkci.

> acf(gnpTS, lag.max = 50)

Series gnpTS

ACF
0.0 02 04 06 08 10

Obrdzek 25: Autokorela¢ni funkce HNP USA v letech 1947-2002

Pokusme se odstranit trend pomoci diferencovani.

> gnp.dif <- diff(gnpTS)
> plot(gnp.dif)
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Obréazek 26: 1. diference HNP USA v letech 1947-2002

7 tohoto obrazku je jiz patrné, ze variabilita druhé poloviny dat je vyssi. Navic se zd4, ze
ani diferencovanim se nam nepodafilo z fady uplné eliminovat trend.

Proto zvolime ponékud odlisny postup, ktery je v ekonometrii pomérné obvykly. Zkouma-
nou casovou fadu, HNP USA, zlogaritmujeme a pro zlogaritmovana data spocitame 1. difer-
ence. Budeme tedy pracovat s ¢asovou radou

th =Aln }E.

Takto vznikla casova fada ma zaroven dobrou interpretaci, protoze jednotlivé idaje vyjadiuji
tempo ruastu HNP vztahujici se k danému obdobi.

Podivejme se na obrazek nové vytvoiené casové rady.

> gnpgr <- diff(log(gnpTS))
> plot(gnpgr)
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Obrazek 27: Tempa rustu HNP USA v letech 1947-2002

Casové fada se od pohledu jevi jako staciondrni. Tomu by méla odpovidat také autokore-
la¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce, kdy by obé mély pomérné rychle klesat k nule.

> par(mfrow = c(2, 1), mar = c(2, 2, 3, 0) + 0.05)
> acf(gnpgr, lag.max = 24)
> pacf(gnpgr, lag.max = 24, main = "")

Series gnpgr
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0.6
|

0.2

0.3

0.1
|




Stochastické modely ¢asovych rad (8. cviceni) 23

Obrézek 28: ACF a PACF pro tempa rustu HNP USA v letech 1947-2002

7 vyse uvedenych grafi ACF a PACF bychom mohli usoudit, ze ACF se pro k > 2 vyz-
namné nelisi od nuly, zatimco PACF klesa exponencidlné k nule. To by nés vedlo k nézoru, ze
tempa rustu HNP se daji modelovat pomoci M A(2) procesu, a tudiz zlogaritmované hodnoty
HNP muzeme modelovat jako IM A(1,2) proces.

Grafy ACF a PACF ale muzeme zaroven interpretovat tak, ze ACF klesd exponencidlné
k nule a PACF se neli§i vyznamné od nuly pro k > 1. To by vedlo k modelovani temp rustu
pomoci AR(1) procesu a zlogaritmovaného HNP pomoci ARIM A(1,1,0) procesu.

Postupné odhadneme oba dva modely.

> ma.gnpgr <- arima(gnpgr, order = c(0, 0, 2))

> ma.gnpgr

Call:
arima(x = gnpgr, order = c(0, 0, 2))

Coefficients:
mal ma2 intercept
0.3028 0.2035 0.0083
s.e. 0.0654 0.0644 0.0010

sigma”2 estimated as 8.919e-05: log likelihood = 719.96, aic = -1431.93

> ar.gnpgr <- arima(gnpgr, order = c(1, 0, 0))
> ar.gnpgr

Call:
arima(x = gnpgr, order = c(1, 0, 0))

Coefficients:
arl intercept
0.3467 0.0083
s.e. 0.0627 0.0010

sigma”2 estimated as 9.03e-05: log likelihood = 718.61, aic = -1431.22

Odhadnuté modely jsou:

MA(2):  Z; =0.0083 + &; + 0.3028;_1 + 0.2035¢;_9
AR(1):  Z, = 0.0083 + 0.34677Z; + &,

Funkce arima automaticky odhaduje ARIMA model se stiedni hodnotou, coz se projevi
v odhadnuté konstanté oznacené intercept. V tomto konkrétnim piipadé je takovy postup
zcela na misté, protoze prumérny rust HNP USA je kladny. Pokud bychom konstantu do
modelu nezahrnuli, znamenalo by to, ze pfedpokladame prumérny rust HNP rovny 0.

Odhadli jsme dva modely. Pomoci analyzy rezidui, kterou se budeme podrobné zabyvat
v jednom z pozdéjsich cviceni, muzeme ovéfit, zda jsou oba modely vyhovujici. Nyni vSak
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predpokladejme, ze oba modely dobie popisuji data. Naskytd se otazka, ktery z modela je
lepsi, vhodnéjsi?

Ve skutecnosti jsou oba modely velmi podobné. D4 se to snadno ovérit, pokud vyjadiime
odhadnuty AR(1) proces pomoci ekvivalentni MA reprezentace (coz je, jak vime, u kauzélnich
AR procesu mozné). Budeme pii tom uvazovat odhadnuty AR(1) model, v némz budeme
prozatim ignorovat odhadnutou konstantu, a vyjadifime ho diky vlastnosti kauzality jako
proces M A(0).

o
V=) e
§=0
Prvnich deset koeficientt ¢; MA reprezentace kauzalntho AR(1) procesu zjistime pifkazem
ARMAtoMA ().
> ARMAtoMA(ar = 0.35, ma = 0, 10)

[1] 3.500000e-01 1.225000e-01 4.287500e-02 1.500625e-02 5.252187e-03
[6] 1.838266e-03 6.433930e-04 2.251875e-04 7.881564e-05 2.758547e-05

Odtud vidime, ze
Y, & & + 03561 + 0.125,_o,
coz je velmi blizké odhadnutému M A(2) procesu.

Na zévér na zdkladé odhadnutého M A(2) modelu spoéitame predikci pro tempa rustu
amerického HNP do roku 2010.

> PlotPredictARIMA(gnpgr, ma.gnpgr, n.ahead = 30)
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Obrézek 29: Predikce tempa rustu amerického HNP
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2 Ukol:

1. Simulujte 300 hodnot IM A(2,2) procesu s hodnotami parametru 61 = 0.2, o = —0.75

(a) Vykreslete simulovanou ¢asovou fadu.
(b) Vykreslete ACF a PACF.
(¢c) Odhadnéte parametry IM A(2,2) procesu ze simulovanych dat.
(d)
)
)

d) Vykreslete predikci pro 10 budoucich hodnot.

e) Spocitejte 1. diference simulované fady a prohlédnéte si autokorela¢ni funkci.

(f) Spocitejte 2. diference a opét se podivejte na autokorelaéni funkei.
2. Casové fada v datovém souboru robot.dat udéva z-ové soufadnice odpovidajici poz-
icim, v nichz se nachdzel prumyslovy robot po ukonéeni série operaci. Data udavaji

odchylky od cilové pozice.

(a) Data nactéte a vykreslete.
(b) Prohlédnéte si graf 1. diferenci.

(c) Pro puvodni (nediferencovand) data odhadnéte parametry modelu IMA(1,1) a
vykreslete graf s predikci pro 10 budoucich hodnot.



