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M5201 — 11. CVICENI:
Ovérovdani vhodnosti modelid pomoci analyzy rezidui a
vhodngch testui

1 Miry influence v regresni diagnostice

V praxi se casto muzeme setkat s jevem, Ze v souboru dat se vyskytuji nékteré hodnoty
vyrazné se lisici od hodnot ostatnich. V literatuie se v pribéhu minulych let rozvinuly dva
sméry, které se svym zpusobem snazi s jejich existenci vyrovnat.

e metody robustni statistiky
e metody regresni diagnostiky

Regresni diagnostika jde cestou detekovat vice ¢i méné ojedinéld data a dat puvodci dat
moznost rozhodnout se, jak s nimi v piipadé vyskytu déle nalozit, tj. zda je v souboru ponechat
¢i vyloucit, vénovat jim mensi vahu pii zpracovani, popiipadé je vhodné transformovat apod.
V ramci regresni diagnostiky se budeme zabyvat dvéma zakladnimi dlohami

e jak detekovat mezi daty neoc¢ekdvané hodnoty

e jak rozhodnout, zda mohou vyznamné ovlivnit statistickou analyzu, pfipadné jakym
zpusobem.

Méjme regresni model | Y =XB8+¢e A Ee =0 A vare = oL, A (X)=k=p+1|

Vyrovnané hodnoty na zakladé odhadi metodou nejmensich ¢tvercti dostaneme ze vztahu:
Y = X8 =X(X'X)"'X'Y.
—_——
H

Projekéni matice : X(X'X)"IX'  je idempotentni H? = H
symetricka H =H

hiv -+ haip
Ozna¢me matici H = Do = (Hy,---,H,) .Pak Y - HY.
hni  han
~~ ~~
H; H,

Diky symetrii plati:

n
Y; =H)Y =) hyY;
j=1

a odtud vidime, jak pozorovani Y; ovliviiuje skrze h;;i-tou vyrovnanou hodnotu Y;.

Definice 1: Sloupce matice H se nazyvaji vlivové vektory a ||H;||? se nazyva vliv j-tého
pozorovani na odhad Y, strucné j-ty vliv.

Véta 1: HHJH2 = hjj .
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Véta 2: [Vi; 0 < hy <1|

Véta 3:

Véta 4: Prumérny vliv pozorovani Y7, --- .Y, je roven .

Definice 2: Definujme vektor rezidui: [r =Y — Y|

Véta 5: [r=(I-H)e

Pokud jsou prvky h; ~ 1 (blizké k 1) = 1 — h;; ~ 0. Pak neocekavané velkd chyba
pozorovani Y; (velkd chyba ¢;) se nemusi odrazet v r;. Na ostatni rezidua vsak vliv mit muze.

Véta 6: ; Dr =o?(I1-H)|

Pokud matice H neni diagonalni matici, pak rezidua r; jsou korelovand. Z pfedchoziho
je vidét, ze rezidua r; v nékterych situacich nemusi dobfe identifikovat odlehla pozorovani.
Proto se v literatufe zavadéji a pouzivaji dalsi typy rezidui.

Znaceni: Symbol (i) bude znamenat vynechédni i-tého fadku, symbol [j] vynechéani j-tého
sloupce.

Definice 3: Definujme:

(také normovand rezidua)
s _ 2 _ (Y-Y)(Y-Y) _ ssE
ri - S 1—h“' ¥ kde §T= n—k - n—k°

» standardizovana rezidua

» i-té predikované reziduum |r; =Y; — Y(i) kde v linedrnim modelu vynechame -

té pozorovani a zna¢ime matici planu X;), vektor Y ;), odhad metodou nejmensich
ctvercu B(i) = (X’(i)X(i))_lX(i)Y(i) a i-té pozorovani odhadneme pomoci B(i)
takto Y, =x;B), kde x; je i-ty fddek plivodni matice planu.

. . e . . riyV1=hs;
» studentizovana (jackknife) rezidua T = ()T
K3

, kde

9 (YY) (YY)

Sty = n—k—1 :
s . YY)
m i-té DFFIT reziduum |d; = s |

» :-té parcidlni reziduum |r;; =Y — }Afim kde v linedrnim modelu vynechdme j-

ty regresor, odpovidajici matici planu oznacime X|;, odhad metodou nejmensich
¢tvercu B[j] = (X’[j]X[j])*leY a i-té pozorovani odhadneme pomoci Bm
takto }Afim = Xi[j],ém, kde x;[; je i-ty fadek matice pldnu Xi;.
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Véta T: Necht’ € ~ N,(0,0%I,) = |r ~ N,(0,0%(I — H))|.

Protoze s2(1 — hy;) je odhad rozptylu Dr; = o?(1 — hy;), pak standardizovand rezidua maji
rozptyl pfiblizné roven 1. Pokud nastane situace, ze chyba je pfili§ velkd oproti modelu, pak
pomoci piislusného standardizovaného rezidua je lze snadnéji identifikovat.

Véta 8: () = 1_Tim ; Dr(i) = 1—hy;

Véta 9: |(n — k)sQ.) = (n—k)s* — 5

|
>
S

A . * — T
Véta 10: TGy = Vichion

Predchozi vzorce umoznuji vypocitat statistiky r;), s%i) a rz‘i) pouze z hodnot zndmych
z celého regresniho modelu.

Véta 11: Necht' € ~ N,(0,0%1,) = Ty ™ t(n—k)|

Definice 4: Rekneme, 7e i-té pozorovani Y; je odlehlé, jestlize .

Z véty 11 plyne, Ze pomoci i-tého studentizovaného rezidua r(;, lze testovat nulovou hy-
potézu Hy : Fe; = 0, ze i-té pozorovani neni odlehlé proti alternative H; : Fe; # 0,
tj. ze je odlehlé. Pokud |7"E*i)| > ti_q/2(n — k), pak na hladiné vyznamnosti a zamitdme
hypotézu Hy a tedy i-té pozorovani na hladiné vyznamnosti « je odlehlé.

1
Véta 12: DFFITS rezidua d; pro i = 1,--- ,n lze vyjadrit vztahem | d; = (%) 2 1"25

Je-li n — k > 30, je na hladiné vyznamnosti a = 0.05 kvantil Studentova t rozdéleni
priblizné roven 2 a lze tedy v praktickych situacich na zakladé véty 11 povazovat i-té pozovani

za odlehlé na hladiné vyznamnosti a = 0.05, kdyz \rz‘i)| > 2| Toto odpovida také empirickych

zkuSenostem (viz. Staudte, Sheather(1990)).
Posuzujeme-li odlehlé pozorovani pomoci i-tého DFFITS rezidiua, muzeme vyuzit vztah
z véty 12 a navic uplatnit vliv i-tého pozorovani h;; a jeho primeérnou hodnotu. Pak plati

1 1
hii  \2 hi; \ 2
4 (1—hn’> Il > (1_hii>

Uvéazime-li, ze praumérny vliv je % a dosadime-li jej za h;;, dostaneme

Eo\2 Eo\3 kN 2
‘di’:2<1_k> =2 () >2(3)

n

Posledné uvedend nerovnost se v praxi uziva pro posouzeni, zda i-té pozorovani je odlehlé na
zakladé DFFIT rezidui.



4 Stochastické modely ¢asovych rad (11. cviéeni)

Cookova vzdéalenost. Pro méfeni vlivu i-tého pozorovani na hodnotu odhadu vek-
toru B navrhl Cook pouzit statistiku

D; = ks? = Tk 1—hy |

Cookova vzdalenost souvisi s konfidenénim elipsoidem odhad, coz umozinuje jeji porovnani
s kvantily F-rozdéleni s k a n — k stupni volnosti. Jde zde v8ak o posun odhadu, ktery
vznikl vynechanim i-tého bodu. Orientacné plati, Ze pro posun presahuje 50%ni
konfidenéni oblast a dany bod je proto vlivny.

Dalsi mozné vysvétleni Cookovy vzdalenosti vychazi z toho, ze jde o eukleidovskou
vzdélenost mezi vektorem predikce Yz metody nejmensich ¢tvercu a vektorem predikce
?(i), ktery odpovidéd odhadim stanovenym metodou nejmensich ¢tvercu pii vynechdni
i-tého bodu.

Cookova vzdéalenost vyjadfuje vliv i-tého bodu pouze na odhady parametri 3. Pokud
proto -ty bod neovlivni odhady regresnich parametru 8 vyrazné, bude hodnota Cookovy
vzdalenosti mala.

Takovy bod vsak mize silné ovlivnit odhad rezidudlniho rozptylu o2, kde De = o1,,.
Welschova-Kuhova vzdalenost. Pro méfeni vlivu i-tého pozorovani simultanné jak
na odhad S, tak na odhad o2, zvolili Welsch a Kuh statistiku
DFFITS;, =d; = —

Parcialni vliv. Pro méfeni vlivu i-tého pozorovani na j-tou slozku vektoru 3 navrhli
51_33(2)

\/DB;

Belsley, Kuh a Welsch statistiku | DFBETAS;; =

Varia¢ni pomér. Pro stanoveni miry vlivu i-tého pozorovani na matici D3 je navrzena
statistika

(52, /52)"
S|

COVRATIO; = ~9/

Velké hodnoty statistiky signalizuji vlivné body (vzhledem k DB)

V literatufe se za vlivnd pozorovani doporucuje povazovat ta, pro néz

|COVRATIO; — 1| > 3% |

LITERATURA:

Andél, J.(1978): Matematickd statistika, Praha, SNTL.

Antoch, J., Vorlickovd, D. (1992): Vybrané metody statistické analyzy dat, Academia Praha
Staudte, R.G.,Sheather, S.J.(1990): Robust Estimation and Testing, New York, Wiley
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MI{RY INFLUENCE V PROSTREDI R:

K dispozici je ptedev§im funkce ’ influence.measures () |, kterou lze pouzit pouze na ob-
jekt tfidy 1m. Vysledkem je objekt tiidy infl, ktery je tvofen ze tii prvka: infmat, is.inf
a call.

Matice infmat :

e kazdy fadek odpovidd jednomu pozorovani (Y, x;)

e prvnich k sloupcu tvori matici statistik DFBETAS, sloupce jsou oznaceny dbf. a
za teckou néasleduje vétsinou pfiméfené zkraceny nazev prislusného regresoru

e nasleduje sloupec statistik DFFITS oznaceny dffit.

e dalsi sloupce nazvané cov.r, cook.d hat obsahuji statistiky COVRATIO, D; a
diagonélni prvky matice H.

Samostatné lze jednotlivé rezidua a dalsi statistiky ziskat z objektu typu 1m pomoci funkei
rstandard() dffitsQ dfbetas () covratio()
rstudent () cooks.distance() hatvalues()

PRrIKLAD 1: Koncentrace oxidu uhli¢itého v okoli sopky Mauna Loa

V datovém souboru C02.dat jsou obsazena mésiéni data, ktera udavaji koncentraci
oxidu uhli¢itého v okoli havajské sopky Mauna Loa od ledna 1965 do prosince 1980. Na
prvnim fadku souboru je uveden popis dat a data jsou pod nim ve dvanacti sloupcich.

Nejjednodussi zpusob, jak datovy soubor naéist, je pouzit piikaz scan (). Pii nacitani
bude nutné preskocit prvni radek, tudiz priddme argument skip=1.

> fileDat <- paste(data.library, "C02.dat", sep = "")
> co2 <- scan(fileDat, skip = 1)

Piikazem scan jsme data nacetli do vektoru. Pro dalsi praci bude vyhodné data
prevést na c¢asovou fadu (pomoci ts()). U nové vytvorené casové fady si prohlédneme
jeji strukturu.
> TS <- ts(co2, start = 1965, frequency = 12)

> str(TS)

Time-Series [1:192] from 1965 to 1981: 319 320 321 322 322 ...

Casovou fadu vykreslime pomoci pifkazu plot ().

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)
> plot (TS, type = "o", pch = 20, cex = 3)
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Obrazek 1: Koncentrace CO2 u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

Protoze data hned na prvni pohled jasné vykazuji sezonni chovani, bude tieba k je-
jich dekompozici pouzit model zahrnujici sezénnost. Pro ten cel zvolime napiiklad
(modifikovanou) metodu malého trendu

Meds | Yk = p+m; + s, + € e ~WN(0,0%), j=1,...,r, k=1,....d

s dodatecnymi podminkami

s+ +s53=0 a my+ -+ m, =0.

Dekompozici provedeme pomoci funkce SzSmallTrendModif ().

> fileFun <- paste(data.library, "FunkceM5201.R", sep = "")
> source(fileFun)
> vysl <- SzSmallTrendModif (TS)
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Obrazek 2: Metoda malého trendu pro data Koncentrace COs u sopky Mauna Loa v letech

1965-1980.

Pomoci funkei summary () a anova() vypiseme vysledny regresni dekompoziéni model
s prislusnymi statistikami.

> summary (vysl$model)

Call:

Im(formula = x ~ grY + grS,

grS = contr.sum))

Residuals:
Min 1Q Median
-0.67042 -0.17260 -0.00146

Coefficients:

Estimate Std.
(Intercept) 328.46396 0
gryl -8.47229 0
gry2 -7.80146 0
grY3 -6.99063 0
gry4 -6.16646 0
grY5 -4.28229 0
grY6é -2.95729 0
grY7 -1.99312 0
grys -0.86979 0
grY9 1.35437 0
grY10 1.93604 0
gryil 2.53354 0
gryi2 3.59854 0
gryi3 5.16354 0
gryil4 6.73187 0

data

Error

.02054
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956
.07956

= data, contrasts

3Q

Max
0.18635 0.81125

t value Pr(>ltl)

15989.
-106.
-98.
-87.
=77.
-53.
-37.
-25.
-10.
17.
24.
.845
45.
64.
84.

31

952
491
059
868
509
826
171
052
933
024
335

231
903
615

<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16
<2e-16

= list(grY = contr.sum,

K%k
*okk
%k
%k
Kook
%k
K%k
Kok
*%k
K%k
*okk
%k
Kok
*okk
*%k
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gryib 8.08437 0.07956 101.616 <2e-16 **x
grsSi -0.63458 0.06813 -9.314 <2e-16 *xx
grs2 0.08292 0.06813 1.217 0.225
grsS3 0.95104 0.06813 13.959 <2e-16 **x*
grs4 2.10542 0.06813 30.903 <2e-16 *x*x*
grsSh5 2.62667 0.06813 38.554  <2e-16 *xx
grsS6 2.22292 0.06813 32.628 <2e-16 **x*
grs7 0.93667 0.06813 13.748 <2e-16 *x*x*
grsS8 -1.00458 0.06813 -14.745 <2e-16 **x
grsS9 -2.63333 0.06813 -38.652 <2e-16 **x*
grsS10 -2.74208 0.06813 -40.248 <2e-16 *x*x*
grsSil -1.51458 0.06813 -22.231 <2e-16 **x
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’> 0.05 ‘.> 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 0.2846 on 165 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.998, Adjusted R-squared: 0.9977
F-statistic: 3217 on 26 and 165 DF, p-value: < 2.2e-16

> anova(vysl$model)

Analysis of Variance Table

Response: x

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
grY 15 6195.3 413.02 5097.88 < 2.2e-16 *x**
grs 11 582.1 52.91 653.12 < 2.2e-16 *x**
Residuals 165 13.4 0.08

Signif. codes: O ‘*¥x’ 0.001 ‘*x*’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.” 0.1 < * 1

Nyni, kdyz mame pro data odhadnuty model, bychom chtéli ovérit, zda se pro nase
data skutecné hodi, a také to, zda néktera data nemaji neobvykle velky vliv na odhady
parametru modelu. Proto postupné provedeme analyzu rezidui. Nejprve za¢neme tim,
ze se pomoci regresni diagnostiky pokusime najit piipadnd odlehla a vybocujici po-
zorovani.

Zékladni diagnostické grafy dostaneme v R tak, ze na odhadnuty model zavoldme
funkci plot.1m(). Staci psat zkracenou verzi plot (). Piikaz vykresluje Sest ruznych di-
agnostickych grafu, zajima-li nas pouze néktery z nich, pouzijeme argument which="¢islo
grafu".

Prohlédnéme si nejprve prvni dva grafy.

> par(mfrow = c(1, 2), mar = c(5, 5, 2, 0) + 0.05)
> plot(vysl$model, which = 1:2)
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Residuals vs Fitted
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Obrazek 3: Analyza rezidui pomoci funkce plot () — grafy 1 a 2 u metody malého trendu pro
data Koncentrace COy u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980.

Na prvnim grafu jsou znédzornény na x-ové ose vyrovnané hodnoty a na ose y proti
nim piislusna rezidua. Rezidua by neméla byt nijak zavisla na velikosti odpovidajicich
vyrovnanych hodnot, tudiz by neméla vykazovat zadny trend a méla by kolisat kolem
nuly. V grafu je zobrazena pomocna cervena linie, ktera predstavuje neparametricky
odhad stfedni hodnoty rezidui. Prvni diagnosticky graf pro nase rezidua vypada ptib-
lizné tak, jak bychom ocekavali.

Druhym diagnostickym grafem je Q-Q plot, ktery slouzi k vizualnimu posouzeni
pravdépodobnostniho rozlozeni zkoumanych dat. U rezidui nas obvykle zajim4, zda maji
normalni rozlozeni. V tom piipadé by body Q-Q plotu (konstruovaného pro normélni
rozdéleni) mély lezet priblizné na piimce. Podivame-li se na Q-Q plot pro nase rezidua,
vidime, ze body na piimce zhruba lezi, takze nic nenasvédcuje tomu, ze by rezidua
nemohla mit normalni rozdéleni.

Prohlédnéme si dalsi dva diagnostické grafy.

> par(mfrow = c(1, 2), mar = c(5, 5, 2, 0) + 0.05)
> plot(vysl$model, which = 3:4)
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Obrazek 4: Analyza rezidui pomoci funkce plot () — grafy 3 a 4 u metody malého trendu pro
data Koncentrace CO2 u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

Na tretim grafu vidime odmocniny ze standardizovanych reziduich v zavislosti na
vyrovnanych hodnotach. Opét by mélo platit (podobné jako u prvniho grafu), ze by
odmocniny ze standardizovanych rezidui nemély vykazovat zavislost na vyrovnanych
hodnotach.

Ctvrtym grafem je graf Cookovych vzdélenost Y od ?(i) . Cfm veétsf mé nékteré
pozorovani Cookovu vzdalenost, tim vétsi je jeho vliv na odhady regresnich koeficientu.
V grafu jsou ¢isly oznacena pozorovani 22, 25 a 190 s nejvétsimi Cookovymi vzdalenos-
tmi, kterd se nabizi jako vlivna pozorovani. Z grafu vsak vidime, ze nejvétsi hodnota
Cookovy vzdalenosti je 0,06, coz je velmi mald hodnota v porovnani s hodnotou 1,
kterd se orientacné pouziva jako dolni mez pro vlivna pozorovani.

Jesté se podivejme na paty diagnosticky graf, ktery znazornuje zavislost rezidui na
faktorech vysvétlujici proménné.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(5, 5, 2, 0) + 0.05)
> plot(vysl$model, which = 5)
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Constant Leverage:
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Obrazek 5: Analyza rezidui pomoci funkce plot () — graf 5 u metody malého trendu pro data
Koncentrace COy u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

Dalsi zajimavé grafy lze najit v knihovné car (piikazy influencePlot (), infIndexPlot()).
Prvni z nich je urcen spiSe pro klasickou regresi, druhy je jiz vhodnéjsi pro nase tucely,
proto ho pouzijeme na nas model. Argumentem vars muzeme urcovat, které grafy
chceme vykreslit. Zvolime graf Cookovych vzdalenosti, studentizovanych rezidui, Bon-
ferroniho p-hodnot a vliva hj;;.

> library(car)

> par(mfrow = c(1, 1), mar = ¢(5, 5, 2, 0) + 0.05)

> infIndexPlot (vysl$model, vars = c("Cook", "Studentized",
"Bonf", "hat"))
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Diagnostic Plots
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Obrézek 6: Analyza rezidui pomoci funkce infIndexPlot () — metoda malého trendu pro data
Koncentrace COy u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980.

Prvni graf s Cookovymi vzdalenostmi je prakticky totozny se ctvrtym diagnostickym
grafem funkce plot.1m().

Na druhém grafu vidime studentizovand rezidua. Pokud je studentizované reziduum
v absolutni hodnoté vétsi nez 2, jemu odpovidajici pozorovani se povazuje za odlehlé.
V grafu najdeme takovych rezidui hned nékolik (piiblizné 10).

Mezni hodnota 2 pro posouzeni odlehlosti pozorovani na zakladé studentizovanych
reziduf je odvozena na zdkladé testu s 5% hladinou vyznamnosti, z jehoz povahy vy-
plyva, ze vzdy 5% nejvétsich rezidui presdhne tuto hranici. Bude se sice jednat o 5%
yhejextrémnéjsich pozorovani, ale neznamena to, ze vSechna jsou skuteéné vyjimecna.
Abychom zjistili, ktera z nich jsou skute¢né odlehld, pouzijeme Bonferroniho test. Jeho
p-hodnoty jsou ve tfetim grafu. Pokud je p-hodnota mensi nez zvolena hladina vyznam-
nosti (obvykle 0,05), povazuje se odpovidajici pozorovani za odlehlé. Z grafu vidime,
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ze p-hodnota neni u zddného pozorovani mensi nez 0, 05, tudiz zddné pozorovani neni
skutecné odlehlé.

V poslednim grafu jsou vykresleny vlivy h;; (diagonélni prvky projekéni matice H =
X(X'X)~1X"). Idedlné by mély byt vlivy vSech pozorovani piiblizné stejné a pohybovat
se kolem k/n. V grafu hleddme hlavné pozorovani s neobvykle velkym vlivem. Pro nas
model bychom takové pozorovani v grafu nasli tézko.

2 Testovani normality

V klasickém regresnim modelu se predpolada, ze nahodné odchylky e; maji normalni
rozdéleni. Existuje celd rada testu zabyvajici se normalitou. Jedna skupina testu je za-
lozena na empirickych distribu¢nich funkeich, jako zastupce muzeme uvést Kolmogortiv—
Smirnovuv test, popi. Shapiro-Wilkuv test.

Dalsi testy jsou zalozeny na momentovych charakteristikach, predevsim na Sikmosti
¢i spicatosti. Piikladem muze byt d’Agostinuv test, popr. Jarque—Bera test.

V zékladnim baliku R base najdeme dva znamé testy normality: Shapiro-Wilkuav
test a Kolmogoruv-Smirnovuv test.

2.1 Shapiro—Wilkuv test pro testovani normality

Shapiro-Wilkuv test je zalozen na statistice

o (Bexo)
(X - X2

=1

kde X(;) jsou porddkové statistiky a a; jsou vahy, které jsou odvozeny ze stiednich
hodnot a varianéni matice poradkovych statistik prostého ndhodného vybéru z N(0, 1)
rozsahu n. Tyto hodnoty byvaji tabelovany.

Hlavni myslenka stojici za testem spociva v tom, ze zjist'ujeme, zda body v Q-Q
plotu pro testovana data jsou vyznamné odlisné od regresni piimky prolozené témito
body.

Testova statistika dosahuje hodnoty 1 v piipadé, ze data vykazuji perfektni shodu
s normalnich rozdélenim. Je-li W statisticky vyznamné nizsi nez 1, zamitame nulovou
hypotézu o shodé s normalnim rozdélenim.

V knihovnach tseries, popr. FitAR lze najit tzv. Jarque-Bera test normality, ktery
je zalozen na vybérové sikmosti a Spicatosti.

2.2 Jarque—Bera test pro testovani normality

Jedna se o test zalozeny na porovnani vybérové Sikmosti a Spicatosti s teoretickou
sikmosti a Spicatosti pro normalni rozdéleni.
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— n
Oznacme vybérovy prumeér X =M = % > X;
i=1

vybérovy k-ty centralni moment M = % S(X; — X)F
i=1

vybérové sikmost B, = 1\%1}2
2
/bv /o~ v _ M4
vybérova spicatost By, = Vi3
2

Pak pro Jarque-Bera statistiku plati

By —3
=i B 2o

PRIKLAD 1 (POKRACOVANI): Koncentrace oxidu uhli¢itého v okoli sopky Mauna
Loa

Testy normality budeme provadét na standardizovanych reziduich modifikovaného mod-
elu malého trendu. Ta ziskame prikazem rstandard(). Pro Shapiro-Wilkuv test nor-
mality standardizovanych rezidui pouzijeme funkci shapiro.test (), Jarque-Beruv test
provedeme piikazem jarque.bera.test().

> library(tseries)

‘tseries’ version: 0.10-25

‘tseries’ is a package for time series analysis and
computational finance.

See ‘library(help="tseries")’ for details.

> res.standard <- rstandard(vysl$model)
> shapiro.test (res.standard)

Shapiro-Wilk normality test

data: res.standard
W = 0.9934, p-value = 0.5531

> jarque.bera.test (res.standard)

Jarque Bera Test

data: res.standard
X-squared = 0.5919, df = 2, p-value = 0.7438
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U prvniho testu jsme dostali p-hodnotu 0,55, u druhého dokonce 0,74. Obé cisla
jsou vyrazné vétsi nez hladina vyznamnosti testu 0,05, tudiz nezamitame hypotézu
o tom, ze standardizovana rezidua maji normélni rozdéleni.

Rozlozeni standardizovanych rezidui si muzeme prohlédnout, kdyz si vykreslime je-
jich histogram. Kdyz k vykresleni pouzijeme funkci HistFit (), vykresli se nam do grafu
kromeé samotného histogramu také jadrovy odhad hustoty rezidui a hustota normalniho
rozdéleni se stiedni hodnotou a rozptylem, které dostaneme jako odhad stiedni hodnoty
a rozptylu rezidui.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 2, 0) + 0.05)
> HistFit(res.standard)

Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve

;’- - — Histogram
/' =N _---- Kernel Density Estimate
/ ~— Normal Density
™ _| \
o

/ :

0.2
|
<

0.0
|
1\
u \
1,
I

Obrazek 7: Grafické testovani normality u standardizovanych rezidui metody malého trendu
pro data Koncentrace COo u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

3 Testovani homoskedasticity rozptylu

K testovani homoskedasticity rozptylu se ¢asto pouziva Breusch—Paganuv test. Pouzi-
jeme variantu vhodnou pro ¢asové rady.

Jestlize jsou rezidua homoskedasticka, jejich rozptyl je v ¢ase konstantni. Homoskedas-
ticita je porusena napifklad v pripadeé, kdy rozptyl rezidui o7 s casem linedrné roste
nebo klesa. Breusch-Paganuv test je zaloZzen na myslence popsat variabilitu reziduf
pomoci regresniho modelu ve tvaru

logo? = a+ bt
a nasledné testovat hypotézu

:sz vs :b#()

Pokud zamitneme nulovou hypotézu, prokazali jsme, Ze rozptyl rezidui neni konstantni
a tudiz jsou rezidua heteroskedasticka.
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PRIKLAD 1 (POKRACOVANI): Koncentrace oxidu uhli¢itého v okoli sopky Mauna
Loa

Testovani homoskedascity budeme opét provadét na standardizovanych reziduich modi-
fikovaného modelu malého trendu. Breush-Paganuv test homoskedaticity Ize v R provést
piikazem bptest (), ktery najdeme v balicku 1mtest.

> library(lmtest)
> Time <- 1:length(res.standard)
> bptest(res.standard ~ Time)

studentized Breusch-Pagan test

data: res.standard ~ Time
BP = 0.0191, df = 1, p-value = 0.8902

Homoskedasticita rozptylu nebyla zamitnuta, protoze p-hodnota testu 0, 89 je vétsi
nez hladina vyznamnosti 0, 05.

Podivejme se na problém homoskedasticity jesté s vyuzitim grafu. Pouzitim piikazu
boxplotSegments() dostaneme krabicové grafy pro kratké tuseky dat o ctyfech po-
zorovanich. 7 jejich rozmeéru lze vidét, jak se variabilita rezidui méni v case.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c¢(5, 2, 2, 0) + 0.05)

> boxplotSegments(res.standard, seglen = 4, xlab = "Standardised Residuals")
™ - T b
N i -

TTTTTTTTT T T T T T I T T T T I T I T T T T T I T T T TT T T T I T I T IT T T
1 4 7 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46

Standardised Residuals

Obrazek 8: Grafické testovani homoskedasticity u standardizovanych rezidui metody malého
trendu pro data Koncentrace COy u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

4 Testovani nezavislosti rezidui

Pokud je regresni model vyhovujici, rezidua by méla byt ptiblizné normalnim bilym
Ssumem.
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K testovani bilého Sumu se pouzivaji tzv. Portmanteauovy statistiky, nejcastéji
Ljung-Boxova nebo Box-Piercova statistika. Maji pfiblizné x? rozdéleni a jsou zalozené
na vztazich

h
BP = nY r?
=1
h 2
LB = n(n+2)y L
=1

PRIKLAD 1 (POKRACOVANI): Koncentrace oxidu uhli¢itého v okoli sopky Mauna
Loa

Testovani rezidui jako bilého Sumu budeme provadét na standardizovanych reziduich
modifikovaného modelu malého trendu. K provedeni Box-Piercova testu je v R funkce
Box.test (). Chceme-li provést Ljung-Boxuv test, pouzijeme tutéz funkci a jako jeji
argument uvedeme type="Ljung-Box".

> Box.test(res.standard)

Box-Pierce test

data: res.standard
X-squared = 13.8135, df = 1, p-value = 0.0002019

> Box.test(res.standard, type = "Ljung-Box")

Box-Ljung test

data: res.standard
X-squared = 14.0305, df = 1, p-value = 0.0001799

Oba testy davaji jako vysledek p-hodnoty vyrazné mensi nez hladina vyznamnosti
0,05, a proto v obou piipadech zamitame nulovou hypotézu, ze rezidua jsou bilym
sumem. Tento vysledek by se mél rovnéz projevit v grafech autokorelacni a parcialni
autokorelaéni funkce.

par (mfrow = c(2, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)
acf (res.standard)

mtext ("ACF")

acf (res.standard, type = "partial")

mtext ("PACF")

vV V. Vv Vv Vv
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Obrazek 9: Grafické testovani bilého Sumu u standardizovanych rezidui metody malého trendu
pro data Koncentrace COs u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

Pokud by byla rezidua bilym sumem, méla by ACF vyznamné nenulovou hodnotu
pouze pro k = 0 a PACF by méla vSechny hodnoty ptiblizné nulové.

5 Autokorelace rezidui

V regresnich modelech pro casové fady je tfeba vénovat velkou pozornost problematice
autokorelovanych rezidui. Ve vétsiné piipadu se u ¢asovych tad s autokorelaci rezidui
setkame, nebot’ hodnota pozorovani v ¢asovém okaziku ¢ velmi pravdépodobné ovlivni
nasledujici hodnoty.

Pro testovani autokorelace rezidui prvniho fadu je pouzivan Durbin—Watsonuv test

5.1 Durbin—Watsonuv test autokorelace rezidui 1. radu

Durbin-Watsonova statistika je definovana vztahem

n

Z (7” i T i71)2
D = =2
512
i=1
Lze odvodit, ze statistika D muze nabyvat pouze hodnot z intervalu (0,4). Pokud
budou rezidua malo korelovana, hodnota D se bude pohybovat kolem 2.

Kladnd korelace zpusobi, ze D € (0,2) a zaporna korelace zpusobi, ze D €
(2,4).

Presné rozdéleni statistiky D zavisi na tvaru matice planu X, proto jsou tabelovany
intervaly dy, a dy, ve kterych se nachazi kritické hodnoty (pro ruzna n, k a «).
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Dolni a horn{ hranice Durbin-Watsonova testu na 5% hladiné vyznamnosti
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5+
n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU
50 | 1.50 | 1.59 | 1.46 | 1.63 | 1.42 | 1.67 | 1.38 | 1.72 | 1.34 | 1.77
60 | 1.55 | 1.62 | 1.51 | 1.65 | 1.48 | 1.69 | 1.44 | 1.73 | 1.41 | 1.77
70 | 1.58 | 1.64 | 1.55 | 1.67 | 1.52 | 1.70 | 1.49 | 1.74 | 1.46 | 1.77
80 | 1.61 | 1.66 | 1.59 | 1.69 | 1.56 | 1.72 | 1.53 | 1.74 | 1.51 1.77
90 | 1.63 | 1.68 | 1.61 | 1.70 | 1.59 | 1.73 | 1.57 | 1.75 | 1.54 | 1.78
100+ | 1.65 | 1.69 | 1.63 | 1.72 | 1.61 | 1.74 | 1.59 | 1.76 | 1.57 | 1.78

kde k je pocet nezavisle proménnych v regresni rovnici.

Pro rychlé posouzeni autokorelace prvniho fadu vystacime s nasledujici tabulkou:

Pokud hodnota Durbin-Watsonovy statistiky D bude v mezich
0 az dL dL az dU dU az (4 - dU) (4 - dU) az (4 — dL) (4 — dL) az 4
Zamitame Ani Nezamitame Ani Zamitame
H, nezamitame nezamitame Hy
KLADNA ani nulovou ani NEGATTVNI
autoko- nepiijimame hypotézu nepiijimame auto-
relace Hy Hy H, korelace

PRIKLAD 1 (POKRACOVANI): Koncentrace oxidu uhli¢itého v okoli sopky Mauna
Loa

Testovani autokorelace rezidui budeme provadét na standardizovanych reziduich modi-
fikovaného modelu malého trendu. Durbin-Watsonuv test provedeme prikazem dwtest ()
z balicku 1mtest. Pri pouziti funkce musime zadat, ze chceme testovat autokorelaci
rezidui v zavislosti na ¢ase, oboustrannou alternativni hypotézu zadame argumentem
alternative="two.sided".

> library(lmtest)
> Time <- 1:length(res.standard)
> (DWtest <- dwtest(res.standard ~ Time, alternative = "two.sided"))

Durbin-Watson test

data: res.standard ~ Time
DW = 1.4615, p-value = 0.0001313
alternative hypothesis: true autocorelation is not 0

Vidime, zZe p-hodnota je vyrazné mensi nez hladina vyznamnosti 0,05, takze se
prokazala autokorelace rezidui prvniho radu.

Abychom 1épe pochopili, co predstavuje autokorelace 1. fadu, je tfeba si uvédomit,
ze pokud pro rezidua (standardizovana s nulovou stfedni hodnotou) plati autokorelace
prvniho fadu, pak muzeme psat

T = ©eri-1 + i,

kde n; jsou nekorelované nahodné veli¢iny s nulovou sttedni hodnotou.

Proto pouzijeme k prozkoumani tohoto vztahu jednoduchy regresni model. I kdyz
predchozi regresni vztah neobsahuje konstantni ¢len, je lepsi ho nevynechavat kvili in-
terpretaci koeficientu determinace. Odhadnuty absolutni ¢len (oznac¢ovany (Intercept))
by se ale v tomto piipadé nemél vyznamneé lisit od nuly.
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n <- length(res.standard)

x <- res.standard[1:(n - 1)]
y <- res.standard[2:n]

m.res <- Im(y ~ x)

summary (m.res)

vV V. Vv Vv Vv

Call:
Im(formula = y ~ x)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-2.4131 -0.5804 -0.0001 0.6429 3.4238

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>lt]|)
(Intercept) 0.001597 0.070248 0.023 0.981889
X 0.268755 0.070133 3.832 0.000173 x**x*

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’> 0.05 “.> 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.9708 on 189 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.0721, Adjusted R-squared: 0.06719
F-statistic: 14.68 on 1 and 189 DF, p-value: 0.0001729

Z vysledku je patrné, ze podle ocekavani se absolutni clen vyznamné nelisi od nuly.
Ale smérnice jiz vyznamna je (na 5% hladiné), protoze ma p-hodnotu 0,000173, kterd
je mensi nez 0,05. To je také duvod, pro¢ Durbin—Watsonuv test zamitl hypotézu, ze
rezidua jsou nekorelovana.

Vysledky znazornime graficky.

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> txt <- paste("D =", round(DWtest$statistic, 2), " rhol =",
round(1 - 0.5 * DWtest$statistic, 2), " p-value =",
round (DWtest$p.value, 5))

> plot(x, y)

> abline(h = 0, col = "gray")

> abline(m.res, col = "red", lwd = 2)

> mtext (txt)
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D=1.46 rhol=0.27 p-value=0.00013

o — o °
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Obrazek 10: Grafické testovani autokorelace u standardizovanych rezidui metody malého

trendu pro data Koncentrace CO2 u sopky Mauna Loa v letech 1965-1980

6 Ukol:

Nactéte si datovy soubor zoo_jihlava.txt (mési¢ni idaje o poc¢tu navstévniku v ZOO
Jihlava v letech 2006-2010), na nactena data aplikujte modifikovanou metodu malého
trendu a ziskand a rezidua analyzujte z hlediska

e odlehlych a vybocujicich pozorovani
e normality

e heteroskedascity

e nezavislosti

e autokorelace rezidui



