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1. cviéeni

Priklad 1.: Na grimce jsou vyznény body —1, 0, 1. V b&d se nachazi kulka. Nahodg
hazime minci. Jestlize padne lic, posunemekuldo bodu 1, jestlize padne rub, posuneme ji
do bodu -1. Je-li kutka v bo@ 1 a padne-li lic, ponechame ji v kiotl, padne-li rub,
posuneme ji do bodu 0. Je-li kika v bo@& —1 a padne-li rub, ponechame ji v Bed,, padne-

li lic, posuneme ji do bodu 0.

Modelujte tuto situaci vhodnym SP.

Pro posloupnost 10 hadninci {L, L, L, R, R, L, R, L, R, R} graficky znamn¢te

odpovidajici realizace SP.

Vysledek: Zavedeme SRX ;t 0T}, kde T ={123..} (t je pdadovésislo hodu minci),

J={-103.
Priklad 2.: Neclt nahodna vetina X ~ Ex@), tj.
-AX
hustota:¢(x) = Ae ™ prox >0
Oprox<0

SP{X;t0OT}, kde X% =tX, t > 0.

a) Najdtte jednorozrirnou distribéni funkci ®y(x) tohoto SP.
b) K distribwini funkci®(x) najdste hustotup(x).
Vysledek:

1-e™ prox >0
Oprox<0

, distribuni funkce: ®(x) :{ . Zavedeme

Ax _AX

t Aot
ad a)th(x):{l—e t prox>0'ad b)d)t(x): te pr0x>0l
Oprox<0 Oprox <0

Znamenato, ze X Ex[%j .

Priklad 3.: Nahodna vetiina X ma distribini funkci®(x). Nech’ c, tR, t > 0. Zavedeme
SP{X;t0OT}, kde % = tX + c.

a) Najdtte jednorozrirnou distribéni funkci @(x) tohoto SP.

b) Najctte dvourozrarnou distribéni funkci ®, (xl,xz).

Vysledek:
ad a)®, (x) = q)(x t—cj
ad b)®,, (x,,x,)= d)(min{xl__c,xz__CH

L t,

Priklad 4.: Nahodné vetiina X ma distribdni funkci®(x). Nech’' t > 0. Zavedeme SP
{Xt;tDT}, kde X = tX% Urcete jednoroziérnou distribwni funkci ®y(x) tohoto SP.

Vysledek:

o,(x)= q:(@wH%} F{X _ -@ ,kde;{x _ -@ - 0,je- li X spoiité.



Priklad 5.: Necht’ X1, X;, X3, ... jsou stochasticky nezavislé ndhodnécueyi, které maji
vdechny stejnou distrilsni funkci®(x). Neclt T ={123..}. Zavedeme SK¥X;tOT}.
Urcete pravdpodobnostni rozloZeni tohoto SP.

Vysledek:

d)tl_“tn (xl,...,xn) = (D(xl)D..BD(xn)

P¥iklad 6.: Neclt nahodna vetina X ~ Ex@), tj. E(X) = 1/4, D(X) = 1/A*. Zavedeme SP
{X,;t0T}, kde % = tX. Najcste stedni hodnotu, rozptyl, autokovariar a autokorekni
funkci tohoto SP.

Vysledek:
oty P _tt, _
“(t)_X'G (t)_F’V(tl’tz)_vnp(tlltz)_1

Priklad 7.: Nech’ Y, Z jsou standardizované nahodné &ialy, které jsou nekorelované.
Zavedeme SRX,;t 0T}, kde X = t + Y.cosot + Z.sinot, » > 0 konstanta. Zjiste, zda

dany SP je slabstacionarni.
Vysledek:
ProtoZe sedni hodnota SR(t) = t zavisi natase, neni dany SP staitacionarni.

Priklad 8.: UvaZme SP zifkladu 7. Zavedeme standardizovany{&R;t 0T}, kde
_X _“(t)

o(t)

Vysledek:
u(t)=t (viz pt. 7), o2(t) =1, u,(t) =0, o®u(t) =1, y,(t,.t,) = cosult, - t,)
Standardizovany S§U,;t 0T} je slal stacionarni.

U, . Zjistéte, zda tento standardizovany SP je &ktlacionarni.

Priklad 9.: Nech’ Y, Z jsou ndhodné veiiny se stednimi hodnotami E(Y) f1, E(Z) =2
rozptyly D(Y) =o1% D(Z) =02 Jejich koeficient korelace je R(Y,Z) = 0,7. . Zdeme SP
{Xt;tDT}, kde X = 2tY + Z. Najdte stedni hodnotu, rozptyl a autokovaréam funkci
tohoto SP.

Vysledek:

u(t) = 2t“‘1 + HZ ! 02 (t) = 41:20-12 + O-22 + 2’8t0102 'y(tl’tZ) = 4tlt 20—12 + 140—10-2(1:1 + t2) + 0-22

o)

Piiklad 10.: Nech yx(t1,t;) je autokovariaini funkce SA{X ;t O T}. Nech f(t), g(t) jsou
realné funkce definované na T. Zavedeme{ 8Pt T}, kde ¥ = f(t)X, + g(t). Najdste

autokovariagni funkci tohoto SP.
Vysledek:

Yy (tl’tz) =f (tl)f (tz)yx (tl’tz)

Priklad 11.: Necht SP{X;t 0T} ma stedni hodnotu, (t) =t -1 a autokovariani

funkei yy (t,,t,) = 270" Zavedeme SBY,;t 0T}, kde ¥ = tX; + £ + 1. Najdste jeho

sttedni hodnotu a autokovarian funkci.
Vysledek:

wy ()=t +12-t+1, v, (t,1,) = 24, e



2. cvikeni

Piiklad 1.: Neclt {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtizec s mnoZinou staw =

{0,1}. PravcEpodobnosti pechodu 1fadu jsou dany matid? = . Jakéa je

NIRPWlE=
NIFRPWIN

pravéEpodobnost, Ze po jednom kroku bud&zec ve stavu 0 (resp. 1), jestlize jeho
pocateEni stav zvolime
a) podle vysledku hodu minci
b) podle vysledku nahodného pokusu,&mi je stavu 0 dosazeno s prgwddobnosti 1/3 a
stavu 1 s pravibodobnosti 2/3.
Vysledek:
7 45

ad 2)p(0) = (1—521—2j ad b)p(0) = (55)

Priklad 2.: Model dvoustavového systému
Nech’ {Xn ;n0 NO} je homogenni markovskgtzec s mnozinou stéaw = {0,1}.

a
Pravd@&podobnosti pechodu 1fadu jsou dany matid? :( ) vektor p@atenich

B 1-B

pravdpodobnostp(0) = y, 1-v). Najdite simultanni prawipodobnostni funkci ndhodného
vektoru (%, X1, X2).

Vysledek:
X1
0

X
S

(Xo, X1, X2)
y(1-0)°

v (10) a
yop
(1y)B(1-a)
yo(1-B)
(1y)Ba
(1) A-B)B
(1y) (1)’

HI—‘I—‘OI—‘OOOC>)<

R ORI OOk O

S ===

Priklad 3.: (Model muzskych zagstnani) Pedpokladame rozteni muzskych zagstnani

do fi tfid: veédecti pracovnici, kvalifikovani pracovnici, nekvalifikani pracovnici. Je znamo,
Ze 80% syn védeckych pracovnikse staneadeckymi pracovniky, 10% kvalifikovanymi a
10% nekvalifikovanymi pracovniky. Ze sykvalifikovanych pracovnik 60% bude
kvalifikovanymi pracovniky, 20%dadeckymi a 20% nekvalifikovanymi pracovniky. Ka@ne

v piipact nekvalifikovanych pracovnik50% syri bude nekvalifikovanymi pracovniky, 25%
kvalifikovanymi a 25% ¥deckymi pracovniky. #dpokladejme, Ze kazdy muz ma syna. Jaka
je prava@podobnost, Ze vnuk nekvalifikovaného pracovnikataee ¥deckym pracovnikem?
Vysledek: 0,375.

Priklad 4.: V ptikladu 3 nyni pedpokladejme, Ze muz mé& syna jen s ptpedobnosti 0,8.
Zaved'te nyni homogenni markovskgttzec setyimi stavy — prvnifi jsou stejné jako

v piedeslé uloze é&vrty odpovida pipadu, kdy muz nema syna a procesdkodaka je
pravdpodobnost, Ze vnuk nekvalifikovaného pracovnikataae ¥deckym pracovnikem?
Vysledek: 0,24



Priklad 5.: (Klasifikace roki podle Urody jablek) V severni Nové Anglititteme Klasifikovat
roky podle Urody jablek jako urodnéprérné a neurodné. Praggbdobnost, Ze po urodném
roce bude nasledovat rok Urodnyamprny, nedrodny, je postuprd,4; 0,4; 0,2.
Pravd@podobnost, Ze po pmérném roce bude nasledovat rok Grodnynpirny, nedrodny, je
postupr 0,2; 0,6; 0,2. Prawghodobnost, Ze po nedrodném roce bude nasledovarodky,
pramérny, nedrodny, je postupr®,2; 0,4; 0,4. Rok 1965 byl Urodny. Vyfiéte vektor
absolutnich pravibodobnosti pro rok 1967.

Vysledek: p(2) = (0,28, 0,48, 0,24).

Priklad 6.: V prikladu 5 gedpokladejme, Ze pravpodobnost, Ze rok bude arodny, je 1/4
pramérny 1/2 a nedrodny 1/4. Jaky je vektor absolutpictvdEpodobnosti proifisti rok?

111
Vysledek: p(1) =| =,=,= |.
y A1) (4 2 4)



3. cvikeni

Priklad 1.: Pijéovna aut, ktera vliastni 1000 automébjpisobi ve tech pobdkach A, B, C.
Zakaznik si nize vybrat auto v&které z pobodek a vratit ho v kterékoliv jiné poboe.
Dlouhodobym sledovanim v tydennim intervalu bylgtpy tyto skuténosti:
Pravd@&podobnost vraceni auta do stejné pikdyo z niz bylo vydjceno, je pro pohiky A, B,
C postups 0,6; 0,6; 0,5. Prawghodobnost, Ze auto vyjEené v A bude vraceno v B, je 0,3 a
naopak, pravépbodobnost, Ze auto viEené v B bude vraceno v A, je 0,2. Prgpodobnost,
Ze auto vypj¢ené v B bude vraceno v C, je 0,2 a naopak, graadbbnost, Ze auto
vypij¢ené v C bude vraceno v B, je 0,4. Zjednodag#edpokladame, Ze Zadné auto neni
ukradeno ani nehavaruje.
a) Modelujte provoz pj¢ovny aut pomoci HW, najdite matici rechodu a nakreslete
pirechodovy diagram.
b) Predpokladejme, Ze na {dtku sledovani je 500 aut v paioe A, 300 v B a 200 v C.
Urcete, kolik aut bude v jednotlivych paliGch po uplynuti 1 tydne.

Vysledek: Po tydnu sledovani bude v p@oe A 380 aut, v police B 410 aut a v pokioe C
210 aut.

Priklad 2.: Uvazme podnik, vé&mz jsou ti odcélené provozy — provoz 1, provoz 2 a provoz
3. V t&chto provozech pracujiethici vykonavajici jednostranné ukony. Aby nedo@iéz
k otupsni zangstnand, tak se dinici na konci idsice v jednotlivych provozech nah&dn
stidaji. Existuje samdejm¢ i jista Sance, Ze skthik najde jiné zarstnani a podnik opusti.
Predpokladame, Ze v takovérmigad: uz se do podniku nevrati. Dlouhodobym pozorovanim
pohybu zamsstnand v tomto podniku byly zjig#ny nasledujici skut@osti:
Délnici z provozu 1 na konci &sice s pravébodobnosti 1/4istavaji v provozu 1,
s prav@podobnosti 1/4igchazeji do provozu 2 a s prapddobnosti 1/2igchazeji do
provozu 3.
Délnici v provozu 2 na konci ésice s pravgpodobnosti 1/4istavaji v provozu 2,
s prav@podobnosti 1/4igchazeji do provozu 1 a s prapddobnosti 1/2i@chazeji do
provozu 3.
JelikozZ préace v provozu 3 je velmi namahava, takpsici cElnici z tohoto provozu
odchézeji se stejnou prajmbdobnosti bdi do provozu 1 nebo do provozu 2.
Déle bylo zjiS&no, Ze zarsstnanci z tohoto podniku odchazeji pouze z pro®yzauto
s praveépodobnosti 1/9.
a) Modelujte tuto situaci pomoci HR| najdste matici frechodu a nakresletégrhodovy
diagram.
b) Vypoctéte pravépodobnost, Ze zakstnanec, ktery na péatku sledovani pracoval
v provozu 1, veétvrtém nesici sledovani jiz v podniku pracovat nebude.

Vysledek: ad b)Pravdpodobnost, Ze ve 4.dsici uz zamistnanec nebude v podniku

pracovat, jell2 = 0083.

Navod na hledani stacionarniho vektoru stochastickenatice pomoci MATLABuU
function [a]=sv(P)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru

%syntaxe: a=sv(P)

%vstupni parametr ... stochasticka matice P

%vystupni parametr ... stacionarni vektor a



%zjistime rad matice P:

n=size(P,1);

%vytvorime pomocnou jednotkovou matici:
I=eye(n);

%sestavime matici soustavy:
A=[[I-P]’;ones(1,n)];

%vytvorime vektor pravych stran:
f=[zeros(n,1);1];

%vypocteme stacionarni vektor

a=(A\)"

Priklad 3.: Predpokladejme, Ze wjake oblasti mMize byt pdasi pouze vaech stavech, a to
dég, jasno, snih. Dlouhodobym pozorovanim bylo &jist Ze nikdy nebyvaji dva jasné dny
za sebou. Jestlize je v jistém dni jasno, pak dkd&ibude bdi dé§’ nebo snih, a to se stejnou
pravcEpodobnosti. JestliZze je v jistém dni snih neba’ dédk nasledujici den sedasi bul’
nezneni, a to s pravipodobnosti 0,5 nebo se &mi, a pak v polovié pripadi bude jasno.
Popiste stav p@msi homogennim markovskyiettzcem a vypdtéte jeho stacionarni
rozlozeni.

Navod nareSeni v MATLABU:

P=[0.50.25 0.25;0.5 0 0.5;0.25 0.25 0.5];

a=sv(P)

Vysledek: a= (0,4 0,2 0,4)
Znamena to, Ze po 40 %idprsi, po 20 % dinje jasno a po 40 % drsrszi.

Priklad 4.: Obchodnik prodavé&itdruhy pracich prask které oznéime A, B, C. Aby zjistil,
jak se vyviji poptavka p@&thto prascich, proved! v 1.&sici prodeje pizkum, v #mz se
zjistovalo, ktery druh prasku zakaznici kupujfi t8mto pitizkumu bylo zjis&&no, Ze prasek A
kupuje 50% zakaznik praSek B 20% a praSek C 30% zakainHa nesic byl proveden
dalSi pfizkum, ktery zjigoval, ke kterému druhu praskakaznici pesli. Vysledky piizkumu
09 01 O
zachycuje maticefpchodu:P=| 04 03 03].
07 01 02
a) Urtete absolutni prawgodobnosti po dvou &sicich a interpretujte je
b) Najckte vektor limitnich prav&podobnosti a limitni maticiipchodu.

Vysledek:
ad a) Po dvou ssicich bude praSek A nakupovat 80,6% zakagmnikaSek B 12,8% a C 6,6%
zakaznik.

08281 0125 0,0469
ad b)p = (08281 0125 00469,A =| 08281 0125 0,0469
08281 0125 0,0469



4. cviceni

Priklad 1.: MyS je vloZzena do bludi&tvaru

I
g

]

T

V kazdém okamziku si myS vybere nahégedny z dvé, které vedou zifhradky, v niz se
praw nachazi aigjde do pislusné pihradky.

a) Modelujte proces pomoci HM najdste matici ffechodu a nakresletégrhodovy diagram
b) UkaZte, Ze vSechny stavy jsou trvalé nenulové.

c) Jestlize mys byla na pétku vloZena do nultéfnrddky, po kolika krocich se vimeéru
poprvé vrati do tétorphradky?

d) Jestlize mys byla na gé@tku vioZzena do nultériradky a syr doieti piihradky, s jakou
pravdpodobnosti myS dosje k potra¥ praw tiemi prechody?

Vysledek:

ad c) Mys se v giméru vrati po osmi krocich do nultéipradky.

ad d) g(s):%.

Priklad 2.: Vyskyt sledované vlastnosti u jedinar¢itého typu je dan dvojici alel A,a. Kazdy
jedinec mize mit dvoijici alel AA (dominantni jedinec), aadesivni jedinec), aA=Aa
(hybridni jedinec). Zakladnimiedpokladem genetiky je, Z&i piiZzeni dostava potomek
jednu alelu od kazdého z r@dj Ze tyto alely se vybiraji nahotla nezavisle na séb

Z populace nahodrvybereme jedince, ¥ime ho s hybridnim jedincem, vigtim kroku
nahodr vybirame jedince z populace temé jejich potomky, ajh ho zKizime s hybridem
atd.

a) Modelujte tento proces pomoci homogenniho maik&vorettzce. Najdte maticiP.

b) Jestlize proces probiha dostatedlouho, jaka je prawgbodobnost vyskytu dominantniho
(resp. recesivniho resp. hybridniho) jedince?

c) Nechr proces probiha jiz dlouhou dobuiikime dominantniho jedince s hybridem. Po
kolika krocich se v @imeru objevi dalSi dominantni jedinec?

Vysledek:

ad c) Pravépodobnost vyskytu dominantniliorecesivniho jedince je 0,25, hybridniho 0,5.
ad d) Jestlize ndpbyl prvni jedinec dominantni, tak dalSiho domimdimo jedince se
dockame v pameéru pocétyrech krocich.

Piiklad 3.: Odhady absolutnich pravdpodobnosti a pravdpodobnosti gechodu
v HMR

Zadani: Dva patelé, Karel a i, se kazdy tyden pravidelschazeji na kondnim tenisovém
utkani. Karel si posledni dva roky zaznamenava simsnost. Ze 106 utkani vyhral 65,
piicemz ve 43 fipadech vyke predchazela vyhra a v 16Gipadech profe gredchazela
prohra.

a) Modelujte popsanou situaci pomoci homogennihidkovakéhaoretzce.



b) Najdite bodové odhady géteinich pravédpodobnosti a 95% intervaly spolehlivosti pro
pocateeni pravatpodobnosti

c) Najdkte bodové odhady pravplodobnosti fechodu a 95% intervaly spolehlivosti pro
pravdEpodobnosti pechodu.

Upozornéni: Pred vypa@tem intervah spolehlivosti nezapomige owfit spinéni podminek
dobré aproximace.

Vysledky:

Ad a) Zavedeme HR {X ;n N} s mnoZinou stavJ={12}, pricemz X, = 1, kdyZ v n-tém
tydnu Karel vyhral nad dim a X, = 2, kdyZ v n-tém tydnu Karel stiin prohral.

Ad b) Odhad vektoru ggitesnich pravépodobnosti:p(0) = ( 061039).

Meze 95% asymptotickych interdiaspolehlivosti pro g0), p:(0):

p,(0)1( 0520706), p,(0)01(0294;048) vzdy s pravéipodobnosti 95 %.

0,66 0,34

0,61 039)

Meze 95% asymptotickych interviapolehlivosti pro prawgpodobnosti pechodu:

p,, 10(0,54650,7766),p,, 0(0,22340,4539,p,, 0 ( 0460759),p,, 0(0241,054) vzdy
s prav@podobnosti 95 %.

Ad c) Odhadnuta maticefqzx:hoduﬁ’ :(

Piiklad 4.: Simulace modelu Il

Predpokladejte, Ze v modelu Il havarijniho p@jistje stedni hodnota pu pojistnych
udalosti v pojistném obdobi rovna 0, fitém matice pechodu ma tvar:

1-e* e 0
P= 1-e™ 0 e’
1-e* -re™ e et

a) Vypaitéte stacionarni rozlozeni
Navod naeSeni v MATLABuU: a = sv(P)
Vysledek:a = (0,0145 0,0938 0,8917)

b) Predpokladejte, Ze zakladni pojistné je 12Q0 Rro 1000 klient vypactéte celkové
vybrané pojistné.
Navod nareSeni v MATLABu: 1000*1200*a*[1 0.7 0.5]

c) Generujte prvnich 5000 realizaci homogennihdkmeskéhaietézce, ktery popisuje
zarazovani klienta do bonusovyatict

Navod nareSeni v MATLABU: realizace = simulovani_MR(P,p0,n),

kde pO =1, 0, 0], n =5000.

d) Vypcitéte relativnicetnosti jednotlivych bonusovyckid a porovnejte je se stacionarnim
rozlozenim.

Navod naieSeni v MATLABuU: tabulka = tabulate(realizace)

rel_cetnosti= tabulka(:,2)'/n



5. cviéeni

Piiklad 1.: Necht {X,;nON,} je HMR s mnoZinou stavJ = {0, ..., 5} a matici fechodu
1/2 1/2 0 0 0 0
1/3 2/3 0 0 0 0
0 0O 1/8 0 7/8 O
P= . NajdEte kanonicky tvar matick.

1/4 1/8 0 1/8 1/4 1/4
0 0O 3/4 0 14 O
0O 1/5 0 1/5 1/5 2/5

Vysledek:
172 1/2 0 0

1/3 2/3 0 0
0O 0 1/8 7/8
P= . Odtud je vidt, Ze:
O O 3/4 14 0 O
1/4 1/8 0 1/4 1/8 1/4
0O 15 0 1/5 1/5 2/5
1/2 1/2 1/8 7/8 1/4 1/8 0 1/4 1/8 1/4
P1: 'P2: ,Rl: 'R2: 'Q:
1/3 2/3 3/14 1/4 0 1/5 0 1/5 1/5 2/5
Navod naeSeni v MATLABuU: Pouzijte funkci kant(P) s vystupmiparametry KT, NU, DS.
Zajima nas parametr KT.

o O O
o O O

Priklad 2.: Pri analyze situace na trhu prace jednotlivi praccvmiohou: ,pracovat ve své
profesi“ (stav 1), ,pracovat v jiné profesi (stady, ,byt nezanistnani* (stav 3). # sledovani
velkého souboru pracovnilse ukazalo, Zeshem jednotlivych résiail doSlo ke zrainam

mezi uvedenymi stavy nasledavn

Ve své profesi pracovalo i v nasledujicinigiti 80% pracovnik 10% geslo k jiné profesi a
10% se stalo nezafstnanymi.

Z pracovniki pracujicich mimo svou profesi 10%eglo v nasledujicim #&sici ke své profesi,
70% zistalo nadale pracovat mimo svou profesi a 20%ale sezansstnanymi.

Z nezandstnanych naslo praci ve své profesi 5% osob, 3@@amstnanych ziskalo praci
mimo svou profesi a 65% osobstalo i v dalSim résici nezamstnanymi.

Najdéte matici grechoduP, limitni maticiA, fundamentalni matia a maticiM stednich
hodnot dob prvniho vstupu do stay, 2, 3.

Vysledek:
08 01 O1 0,28125 0,40625 0,3125
P=| 01 07 02|,A=|028125 0440625 0,3125|,
005 03 065 0,28125 0,40625 0,3125
28496 -1127 -0,7227 36 69 8
Z=|-05879 16855 -009766|, M =| 122 25 6
09004 0125 17773 133 38 32

Interpretace napprvku ms: Pokud pracovnik v danémeésici pracoval ve své profesi, tak
Vv priméru za 8 nésial se stane nezarstnanym.



Priklad 3.: Na paatku sledovani je v procesu 1000 technicky homoigénprvki, vSechny
jsou nové. Maximalni doba provozu ptvje 5 mésiai. Prav@podobnosti selhani v 1. az 5.
mésici jsou 0,05; 0,1; 0,25; 0,4; 0,2.

a) Vypaitéte stedni hodnotu zivotnosti prik

b) Popiste proces obnovy HM najdte jeho matici pechodu a zjiste stedni hodnotu piu
obnov na konci 4. #sice.

c) Vypcetete limitni vekovou strukturu systému.

Vysledek:
Ad a) Stedni hodnota Zivotnosti prilje 3,6 nésice.
Ad b)
005 095 0 0 0
01053 0 08947 O 0
P=102941 O 0 07059 O
06667 O 0 0 0,3333
1 0 0 0 0

Na konci 4. nisice bude gimeérné provedeno 435,8 obnov.

Ad c¢) Limitni vékova struktura systému je (277,8; 263,9; 236,1;1,6656,5).



6. cvikeni

Priklad 1.: (Soustruh v kovoobr&bské firme)

Jistd mala kovoobr&bska firma vlastni soustruh. Soustruh s&enachazet v nasledujicich
stavech, které jsou sledovanyasovym krokem jeden tyden: stav 1 — bude v provsiay, 2

— bude v opra¥, stav 3 — da se k prodeji, stav 4 — da se do Srotu

Situace je vyjatena pomoci homogenniho markovskégiszce{X ,;n0N,} s mnoZinou

stavi J= { l2,3,4}, pricemzX, = j, je—li soustruh v n-tém tydnu ve stavu j.
Mame danu maticiiigchodu:

085 01 005 O

07 02 005 005
0O O 1 0
O 0 O 1

a) Nakreslete fgchodovy diagram.

b) Klasifikujte stavy na absotpi a neabsokmi a najdte kanonicky tvar maticetechodu.
Vysledek:

Trvalé stavy jsou 3 a 4, oba jsou absaipietzec je tedy absotpi. Stavy 1 a 2 jsou
neabsorpni.

Kanonicky tvar maticeiechodu:

3 4 1 2
3( 1 0 0 0

40 1 0 o0
11005 0 085 01
2(005 005 07 02

c) Vypcetéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

Vysledek:
1 2
1(16 2
M=(-Q)"= :
(-Q) 2(14 3)

Interpretace prvk maticeM: je-li v daném tydnu soustruh v provozu, pakzeme ¢ekavat,

Ze nez se proda nebo da do Srotu, budémgu 16 tydrii v provozu a 2 tydny v oprévJe-

li soustruh v daném tydnu v opgg\pak mizeme ¢ekavat, Ze nez se proda nebo da do Srotu,
bude v ptiméru 14 tydrii v provozu a 3 tydny v opray



d) Vypaitéte matici gfechodu do absoépich staw a interpretujte jeji prvky.
Vysledek:

3 4
1( 09 0,1]

B=MR =
2{ 085 015

Interpretace prvik matice B: je-li soustruh v daném tydnu v provgzak s pravépodobnosti
0,9 pijde do prodeje a s praggodobnosti 0,11jde do Srotu. Je-li soustruh v daném tydnu
v opraw, pak s pravépodobnosti 0,85tjde do prodeje a s prasgodobnosti 0,15de do
Srotu.

Q) Zjistte vektor stednich hodnot piu krok pred absorpci.
ReSeni:

116 2\1) 1(18
t=Me = =

e 3)a)=2lar
Znamena to, ze kdyz je soustruh v daném tydnu vgaoresp. v opray tak bude v prmeru
trvat 18 resp. 17 tydn nezZ fijde do prodeje nebo do Srotu.

Priklad 2.: (Pracovnici ve firn)

Jista firma provedla dlouhodobytkum pohybu pracovnikv jednom odboru spataosti.
V prizkumu byly specifikovany 4 stavy, a to stav 1 ogarS€ni ze zamstnani, stav 2 -
odchod z osobnichigtodd, stav 3 - prace ve funkci referenta a stav 4 e@ré&idici funkci.
Jednotkovymtasovym obdobim bylo jednivrtleti. Zname matici fechodu:

1 0 0 0

0 1 0 0
003 007 08 01
008 001 003 088
Reste tytéZ ukoly jako vifkladu 1.

Céstané vysledky:
571 476
M =
143 952
Interpretace Z:ddku maticeM: pracovnik, ktery nastoupil do vedouci funkce sprobsti,

bude pro spolost pracovat asi 2 roky a ®sial, z toho 2 roky a 4,5 #sice vridici funkci
a 4,5 nésice jako referent.

055 045
08 02

Interpretace Z‘ddku maticeB: pracovnik, ktery pracuje ve vedouci funkci spotesti,
s prav@podobnosti 0,8 bude propésta s pravépodobnosti 0,2 odejde sam.

Priklad 3.: (MyS v bludisti)

Mys je vloZzena do bludi&ttvaru:



I
g

0] 2 T
V kazdém okamziku si mys vybere nahsgedny z dvéi prihradky, v niz se pr&mnachazi a
piejde do pislusné pihraddky. Redpokladame, Ze wibradce 3 je potrava a mys tuto
piihradku neopusti, jakmile do ni jednou vstoupi. yommysi v bludisti Ize modelovat
pomoci HMR {X ,;n0N,} s mnoZinou stavJ = {0,1, 2, 3}, picemz X, = j, kdyZ

v okamziku n je mys v j-tétfhradce.

Reste tytéZ Ukoly jako vifkladu 1.

Céastané vysledky:
167 2 067
M=| 067 2 067
033 1 133

Interpretace liddku maticeM: MyS, ktera vychazi zighradky 0, stravi v giméru 1,67
kroku v pihradce 0 resp. 2 kroky wipradce 1 resp. 0,67 kroku vilpradce 2 neZ dosje
k potraw.

1
B=|1
1

Znamena to, Ze kdyZz mys vychazi z kteréktihgdky, tak s pravtpodobnosti 1 dosje
k potraw.

Priklad 4.: (Opily ndmdnik na mole)

Sledujeme opilého namaika pohybujiciho se po mole. Pokud je veéedti mola,
s prav@podobnosti 1/3 po dalSim krokuistane ve $edu mola, s prawgpodobnosti 1/3 se
pribliZzi k pravému okraji mola a s praygbdobnosti 1/3 sefiplizi k levému okraji mola.
Pokud je namimik na pravém okraji mola, s prajgbdobnosti 1/3 istane po dalSim kroku
na pravém okraji mola, s prasgbdobnosti 1/3 se vréati daresiu mola a s pra¥godobnosti
1/3 spadne do nte. Kdyz je naminik na levém okraji mola, po dalSim kroku rigmnzistane
s prav@podobnosti 1/3, doigdu mola se vrati s praygbdobnosti 1/3 a s praggbdobnosti
1/3 spadne do nie. Pokud spadne naiimik do mde, uz se z§ na molo nedostane.
Predpokladejme, Ze molo je nek@ne dlouhé, namimik tedy nemize dojit na jeho konec.
Pohyb opilého nantaika po mole lze modelovat homogennim markovskig¥zcem
{X,;nONy} s mnoZinou stavJ = {0,1,2,3}, kde X% = 0, pokud je namiaik v n-tém kroku

ve stedu mola, X = 1, pokud je naniaik v n-tém kroku na levém okraji mola, , X 2,
pokud je namimik v n-tém kroku na pravém okraji mola, @ X 3, pokud se naninik v n-
tém kroku topi (plave) v nio

Reste tytéZ tkoly jako vifkladu 1.

Vysledek:



1/3 1/3 1/3 0
1/3 1/3 0 1/3
/3 0 1/3 1/3
O o0 0 1

ad a)P =

ad b)Rettzec ma 3 fechodné stavyp3 {0,1,2}, tedy: sted mola, pravy okraj mola a levy
okraj mola a 1 trvaly stav ¥ {3}, more.

ad c)Retézec ma jediny trvaly stav 3 (rfe), ktery je absokmi, proto jefetézec absorgni.

ad d) Nejprve je nutné najit kanonicky tvar mapéechodu.
1 0 0 oO

0 1/3 1/3 1/3
0 U3 U3 13| . . . .
P= .Vidime, zeR={1/3|aQ=|1/3 1/3 0 |.Dale
1/3 1/3 13 0
1/3 1/3 0 1/3
1/3 1/3 0 1/3
3 15 15
M=(1-Q)"=|15 225 075|.
15 075 225

Interpretace: KdyZ je namioik na p@atku ve stedu mola, v pfméru 3 kroky setrva ve stdu
mola, nez spadne do ifeo Kdyz je na p&atku namenik ve stedu mola, v piméru 1.5 kroku

se bude pohybovat na levém okraji mola, nez spddmade. KdyZ je na ptatku namenik

ve stedu mola, v piméru 1,5 kroku se bude pohybovat na pravém okrajamuéz spadne do
more. Pokud je nanfaik na p@atku na levém okraji mola, tak vignéru 2,25 kroku setrva
na levém okraji mola, 1.5 kroku stravi véestu mola a 0,75 kroku stravi na pravém okraji
mola, neZz spadne do #® Pokud je nantaik na p@atku na pravém okraji mola, tak
v praméru 2,25 kroku setrvd na pravém okraji mola, 1,5kkretravi ve sedu mola a 0,75
kroku stravi na levém okraji mola, nez spadne déemo

1
ade)B=MR =|1].
1



Interpretace: & bude na z&tku namenik ve stedu mola, na levém okraji motana pravém
okraji mola, s pravégpodobnosti 1 spadne do feo

6
adf)t=Me=| 45|.
45

Interpretace: Kdyz bude naddku nAmenik ve stedu mola, v piméru za 6 krok spadne
do mae. KdyZ bude na g@tku na levéngi pravém kraji mola, spadne do #eov piméru za
4,5 kroku.



7. cvieni

Priklad 1.: Ridi¢ taxi dlouhodobym pozorovanim zjistil, Ze kdyZ seéaném okamziku
nachazi ve st A, pak s prav&podobnosti 0,3 povezéiptino zakaznika do ¢ata B a

s prav@podobnosti 0,7 bude zakaznik zadat jizdu @vkitlestlize séidi¢ taxi nachazi ve
mésté B, pak se stejnou pragplodobnosti bdi poveze fistiho zdkaznika do A nebo bude
jezdit uvni¥ B. Piimérna trzba za jizdu (v obou gnech) mezi A a Bini 1000 K¢ a uvnif
mést A a B 100 K. Vypcitejte stedni hodnotu trzby za prvni &lyizdy, vyjede-lifidi¢

z mesta A resp. B.

Vysledek:
Vyjede-lifidi¢ z mesta A, bude mit za prvni dyizdy v piiméru trzbu 794 K. Vyjede-litidi¢
z mesta B, bude mit za prvni &yizdy v ptiméru trzbu 1010 K.

Navod nareSeni v MATLABuU:

Zadame matic®, R a vektorvO:

P=[0.7 0.3;0.5 0.5]; R=[100 1000;1000 100];v0=[Q 0]
Vypoéteme vektor q = diag(P*R");

Vypocéteme vektor vi=q+P*v0

Vypoéteme vektor v2=q+P*v1

Upozornéni: Ve Studijnich materialech v ISu je uloZena funkgeos.m, ktera pomoci
rekurentni metody pidta:

- vektory stednich hodnot celkovych vynbgo jednom obdobi az po n obdobich,

- zndzorni pibéhy vektoi sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislostpoegtu obdobi.
Déle je tam uloZena funkce vynosaprx.m, ktera pauaproximani vzorec pro vypeet
strednich hodnot celkovych vynbgo n obdobich.

Priklad 2.: Vyrobce limonad pravidetnsleduje prodejnost nového vyrobku na domacim
trhu. Vyrobek hodnoti v kazdém sledovaném obddtu jes@sSny (stav 0) nebo jako
neusgsny (stav 1), ficemz Ize pedpokladat, Ze ugpnosti nelsgsnost prodeje v daném
obdobi je ovlivina jen tim, jak se vyrobek prodaval iegchozim obdobi. Dlouhodobym
sledovanim prodeje byly zjiSty tyto poznatky: pokud byl vyrobek v jednom obdobi
uspsny, pak v nasledujicim obdobi bude &8y s pravépodobnosti 0,8. JestliZze byl
vyrobek v jednom obdobi neligmy, tak v nasledujicim obdobistane neusgny

s prav@podobnosti 0,7. @stava-li vyrobek asgsny, je vynos 10 jednotek. Zmi-li se

Z Us@ESného na neugpny, klesne vynos na 5 jednoteki Bméné z nedspSného na usny
je vynos 10 jednotek aigtava-li vyrobek neusgny, dojde ke ztrat20 jednotek.

a) Modelujte proces pomoci homogenniho markovskétince. Najdte matici jechodu a
matici vynosi.

b) Pomoci rekurentniho vzoreén) =q + P n-1) vypdtéte pro oba stavy &dni hodnotu
celkového vynosu, ktery se ziska za n obdobi, n2; 1., 6.

c) Pomoci aproximmiho vzorcev(n) =~ (n-1)Aq + (I — (P — A))*q najdste piblizné vyjadeni
pro vektor stednich hodnot celkovych vynos(n). Pron =1, 2, ..., 6 porovnejte vysledky
S presnym vyjadenim ziskanym v bad(b).

Vysledek:



ad a) Zavedeme HRI{X ,;nON,} s mnoZinou stavJ = {0,1}, pgiicemz X, = O (resp. 1),
kdyz v n-tém obdobi je vyrobek Ggmy (resp. neuspny). Matice

08 02 10 5
P = L] R = "
03 07 10 -20
ad b) Vypd@et pomoci rekurentniho vzorce:

/ 1a 17 19 205
v(l) = (—11j ,V(2) = (—16j , V(3) = (_18]’ v(4) = (- 135] V) = (— 18;25]’

Y6 = 2175
| -17p25

ad c) Vypa@et pomoci aproximaniho vzorce:
17 18 19 20
1) = , 2) = , 3) = ,v(4) = ,V(B) =
v(1) (—23} v(2) (_sz Vv(3) (_21] v(4) (—20} v(5)

Je Zejmé, Ze aproxintani vzorec je pro mala n nevhodny.

21 22
o) v0+(%

Priklad 3.: Vyrobce nealkoholickych napbhodla nabidnout siti potravinovych obcliod
napoj D s novouifchuti. Je si #@dom konkurencert sowasnych oblibenych typ
nealkoholickych napdjA, B, C, ale ¥ii, Ze zdkaznici ocentignivé sloZzeni a dobrou chu
napoje D a budou jej preferovat, jakmile ho ochjitiNa zaklad zkuSenosti s obdobnymi
produkty byla sestavena maticephodu ¢asovym krokem je 1 tyden):

065
010
005
005

010
0,75
005
005

015
005
060
005

010
010
030
085

Vynos nebo ztrata, které plynou z jednotlivydeghodi, jsou uvedeny v matici vynos

-2 -1 -1 5
-1 -2 -1 5
R= :
-1 -1 -2 3
-3 -3 -3 4

Diskontni faktor je 0,5. Pro prvnich 10 tyidaypoctéte vektor stednich hodnot celkovych
vynodi. Zjistéte také limitni hodnotu vektoruistinich hodnot celkovych vynios



Navod nareSeni v MATLABuU:

Zadame matic®, R, vektorv0 a diskontni faktor beta:

P=[0.65 0.1 0.15 0.1;0.1 0.75 0.05 0.1;0.05 0.63003;0.05 0.05 0.05 0.85];
R=[-2-1-15;-1-2-15;-1-1-2 3;-3-3-34];

v0=[0 0 0 0]‘; beta=0.5;

Vypoéteme vektor q = diag(P*R");

vektor vl=qg+beta*P*v0

vektor v2=g+beta*P*v1

atd. az

vektor v10=g+beta*P*v9

Vysledek:
v(0) |v(l) |v(2) |v(3) |v(4) .. | v(9) |v(10)
AlO -1,050| -1,331| -1,360| -1,331] ... | -1,255| -1,253
B|O -1,150| -1,496| -1,574| -1,574] ... | -1,525]| -1,523
Cc|O0 -0,400| -0,133| 0,110 | 0,255| ../ 0,402 | 0,405
D|O 2,950 | 4,139 4,635 4,849 |[.5,023 | 5,025

Vypocet limitniho vektorw(n):
Zadame jednotkovou matici | = eye(4);
limitni_v=(I-beta*P)"(-1)*q

lim v(n) = (-1,2506, -1,5216, 0,4069, 5,0276)

Upozornéni: Ve Studijnich materidlech v ISu je uloZena fundiskont.m, ktera pata:

- vektory stednich hodnot diskontovanych vyiigso jednom obdobi az po n obdobich,

- limitni vektor stednich hodnot diskontovanych vyrips

- znazorni pibéhy vektoi sttednich hodnot pro jednotlivé stavy v zavislostpoegtu obdobi.

Dobrovolny samostatny ukol: Upravte funkci vynogak, aby poskytovala jeSriskietzce,

i Im(v,(1+2)-v,(1)= a0, = 0.



8. cvikeni

. 01
Priklad 1.: Neci HMR ma matici pechoduP = (1 Oj' Pomoci vytvaujicich funkci

najdéte tvar matice fechodu po n krocich.

3 N 05 05 o 05 -05
Vysledek: P" = +(-1)
05 05 -05 05

Priklad 2.: Vyrobni linka se mze nachazet v provozu (stav 1) nebo v op(atav 2). Pokud
se linka poroucha, pak jiz néte byt opravena. Linkaistava v 60 % fipadi v provozu.
Predpokladejme, Ze na gd@itku sledovani je linka v provozu. Pomoci vytyicich funkci
najcéte pravapodobnost, Ze za n obdobi bude linka v provozu.

Vysledek: Po n obdobich bude linka v provozu s pgpatiobnosti 0,6



9. cvikeni

Priklad 1.: Je sledovana vyrobni linka, ktera sézm nachazet kfiv provozu (stav 0) nebo
v opraw (stav 1). Ve stavu 0 je mozny provoz ,bez kontrajyegai” (strategie 1) nebo

,S kontrolou agregdt (strategie 2). Ve stavu 1 je mozno rozliSit opralez vynény
agregat” (strategie 1) nebo ,s vyémou agregdi' (strategie 2). Maticeifgchodu a matice
vynosi jsou nasledujici:

b= 05 05 IR = 2 0 2p = 04 06 2p = 3 1
02 08) 1 -5) 04 06) 2 -2)
Pro prvni ti kroky najdste maximalni sedni hodnotu celkového vynosu a optimalni strategii

Navod nareSeni v MATLABuU pomoci rekurentni metody:

Zadame matic&P, 'R, P, °R:

P1=[0.5 0.5;0.2 0.8]; R1=[2 0;1 -5]; P2=[0.4 0.8;0.6]; R2=[3 1;2 -2];

Vypocéteme vektory ql=diag(P1*R1’); g2=diag(P2*R2");

Vypoéteme vektor vi=max(ql,q2)

(ProtoZe prvni sloZzka vektoru v1 odpovida prvniséovektoru g2, znamena to, Ze kdyz je
linka v provozu, je optimalni strategie v 1. kraiktuategie 2.

Protoze druha slozka vektoru v1 odpovida druhécslegktoru g2, znamena to, ze kdyz je
linka v opra¥, je optimalni strategie v 1. kroku strategie 2.)

Spaiitame stedni hodnotu celkového vynosu ve 2. kroku pro etyiatl, je-li linka v provozu:
v2_provoz_sl1=ql(1)+P1(1,1)*v1(1)+P1(1,2)*v1(2)

a totéz pro strategii 2:

v2_provoz_s2=q2(1)+P2(1,1)*v1(1)+P2(1,2)*v1(2)

Dale spgitame stedni hodnotu celkového vynosu ve 2. kroku pro sgriafl, je-li linka

V opraw:

v2_oprava_sl=ql(2)+P1(2,1)*v1(1)+P1(2,2)*v1(2)

a totéz pro strategii 2:

v2_oprava_s2= q2(2)+P2(2,1)*v1(1)+P2(2,2)*v1(2)

Vypocitame vektor v2:

v2=[max(v2_provoz_sl, v2_provoz_s2); max(v2_opralav2_oprava_s2)]

(Vidime, Ze prvni slozka vektoru v2 odpovida sgate a druha slozka rovi.)

Spaiitame stedni hodnotu celkového vynosu ve 3. kroku pro etyiatl, je-li linka v provozu:
v3_provoz_sl1=ql(1)+P1(1,1)*v2(1)+P1(1,2)*v2(2)

a totéz pro strategii 2:

v3_provoz_s2=q2(1)+P2(1,1)*v2(1)+P2(1,2)*v2(2)

Dale spgitame stedni hodnotu celkového vynosu ve 3. kroku pro sgriafl, je-li linka

V opraw:

v3_oprava_sl=ql(2)+P1(2,1)*v2(1)+P1(2,2)*v2(2)

a totéz pro strategii 2:

v3_oprava_s2=q2(2)+P2(2,1)*v2(1)+P2(2,2)*v2(2)

Vypocitame vektor v3:

v3=[max(v3_provoz_sl, v3 provoz_s2); max(v3_opralav3 oprava_s2)]

(Vidime, Ze prvni slozka vektoru v3 odpovida sgate a druha slozka rov.)

Vysledek:V 1., 2. a 3. kroku je vektor optimalnich strat{gilj.



Nepovinny ukol: Vytvoite v MATLABuU funkci, ktera bude pomoci rekurentnétody hledat
optimalni strategii pro n prvnich krok

Priklad 2.: Zavod produkuje &gaky spotebni vyrobek, u &hoz Ize rozeznat dva stavy: stav 0
— vyrobek je usgsny s dobrym odbytem a cenou, stav 1 — vyrobelkjsgsny, odbyt vazne
a cena je nizka.iPl. strategii vedeni zavodu neinvestuje ani dbriekého rozvoje ani do

05 0,5] . -
a matice vynas

reklamy. Ri této strategii je maticefpchodu®P =
04 06

9 3
'R= (3 7]. Fxi 2. strategii vedeni zavodu zajisti technicky rzx investuje do reklamy.

: L, (08 02 . . o (4 . . oy
Matice gechodu:“P = , matice vynos. ‘R = . (P¥i 2. strategii se vysSi

07 03 1 -19
naklady promitnou do zisku, proto vynas musi byt niz&i neZyo, stejré tak °r1; musi byt
niz&i nez'r11.) Pomoci iteréni metody jeiteba zjistit, jakou strategii dopafitivedeni zavodu,
aby stedni hodnota celkového vynosu byla maximalni.

Navod nareSeni v MATLABuU pomoci iteraéni metody:
Pouzijeme funkci howardn.m (vytiibJakub Buek) — je uloZeny v ISu v &bnich
materidlech ve sloZce programy.

Vysledek: V¢étSi zisk finese ta strategie, kterd zahrnuje naklady na telkchnozvoj a
reklamu vyrobku.

Priklad 3.: U souboru dopravnich letadekiého typu byly ziskany informace, na jejichz
zaklad bylo mozno specifikovat z cetédy iznych situaci, v nichz se letadla nachazeji,
nasledujici 4 stavy: stav 1 — let, stav 2 — opratey 3 — revize, stav 4¢ekani.

Pot'ebné Udaje pro odhad matiag@ghodu byly ziskany z disgerskych zaznai které se
vedou pro jednotliva letadla. Dale bylo mozné w&taprava, revize dekani rozlisit tizné
alternativy.

Ve stavu oprava byly uvazovany alternativy ,opraea ditich agregat’ a ,oprava s
vyménou agregdi'.

Rozhodujicim kritériem pro rozliSeni alternativstavu revize byla délka trvani revizi. Byly
uzity alternativy ,kratkodoba revize" a ,dlouhodof®vize".

V piipact stavucekani byly zvoleny alternativycgkani bez zvlastni pé* a ,cekani

vV pohotovosti®.

Prava@podobnosti pechodu u jednotlivych stév alternativ a idaje o océni prechodi, které
byly ziskani z expertnich odhiadsou uvedeny v tabulce:

Stav | alternativa Pra¥godobnosti pechodu Ocefni

1 1 0,4 0 0,1 0,5 10 O 1 2

2 1 0,1 08 | O 0,1 7 -3 0 -2
2 0,15 07 | O 0,15 8 -4 0 -3

3 1 0,15 0 0,8 0,05 6 0 -3 -2
2 0,05 0 0,9 0,05 9 0 -2 -2

4 1 0,15 0 0,05 0,8 5 0 -2 -1
2 0,3 0 0 0,7 4 0 0 -2

Pomoci funkce howardn.m (autor Jakukk&k) najdte vektor optimalnich strategii.



10. cvieni

Priklad 1.: Castice se pohybuje peth drahach 1, 2, 3, které jsou ugrigtmezi
odrazejicimi stnami. Na poéatku sledovani jéastice na 2. draz€astice niize znénit svoji
dréhu v libovolném okamziku. Je znamo, #bdm kratkéh@asového intervalu o délce h
(pfitom 0 < h < 0,5)astice niZze bul’ zistat na draze, na niz se prénachazi nebo tize
preskait na sousedni drahu s prapddobnosti 2h. Pra¥gdodobnosti feskoki na dalsi
drahy jsou zanedbateimalé.

a) Popiste polohtiastice na jednotlivych drahach pomoci Rde spojitymiasem.

b) Najdite matici intenzit pechodu a nakresletégehodovy diagram.

c) Najdite stacionarni rozloZeni tohatetézce a interpretujte ho.

Vysledek: a= (1/3 1/3 1/3)

Priklad 2.: Uvazme provoz maléipiovny aut, ktera ma 4 auta. Doba mezirda pozadavky
na zafijc¢eni auta je ndhodna véha, ktera ma exponencialni rozloZeni $edsi hodnotou
polovina dne a doba vyijiky je nahodna velina s exponencialnim rozlozenim siedhi
hodnotou tetina dne.

a) Popiste peet vypijéenych aut pomoci HM se spojitymsasem.

b) Najctte matici intenzit pechodu a nakresletégehodovy diagram.

c) Najckte stacionarni rozlozeni tohateizce a interpretujte ho.

Napowda: Pravdpodobnost, Ze pet zagjcenych aut sedhem intervalu(t,t + h> ZWtSi o
1, je stadlevh (\ = 2) a pravépodobnost, Zze @et zagijcenych aut se v interval(l,t + h>

zmenSi o0 1, je agmna p&tu zamjéenych aut s koeficientem @mostip (u = 3).
Vysledek: a= (0,5137 0,3425 0,1142 0,0254 0,0042)

Priklad 3.: Nechr {X,;t0T} je HMR se spojitymsasem a mnoZinou stav

J={04...,n,....m}, kde protisla m a n platl.< n< m. Intenzity frechodu jsou dany vztahy:
_ Jiupro0<j<n

Gija = {nuprons jsm’

Vypoctéte stacionarni rozloZeni tohatetézce pron =2, m=5,=4,u=12.
Vysledek:a = (0,2198 0,3664 0,2442 0,1221 0,040@70068)

= (m-j proo<j<m.

Priklad 4.: Nectr {X,;t0T} je HMR se spojitynmzasem, mnozinou stavd ={1,23}, matici

-2 2 0
intenzit gechoduQ=| 1 -3 2 | avektorem p&teinich pravédpodobnosti
o 2 -2

p(O) = (O,],O). Pomoci Laplaceovy transformace rigdvyjadeni pro vektor absolutnich
pravdEpodobnosti.

Vysledek: p(t) = %(1— et 2+ 3% 2 ae‘S‘)



11. cvieni

Priklad 1.: Proud zakazniksmeiujicich do banky tvid Poissoiv proces s parametreknJe
znamo, Ze &hem jedné hodinyiydou do banky v piméru 2 zakaznici. Jaka je
pravdpodobnost, ze

a) prijdou prav 2 zakaznici ghem prvnich 20 minut, kdy ma banka dtavo,

b) prijde aspa@ jeden zakaznikdnem prvnich 20 minut?

Vysledek: ad a) 0,1141, ad b) 0,4866

Priklad 2.: Predpokladame, Ze poruchyité sowastky tvdi Poissoiv proces. V pkméru
piipada jedna porucha na 200 hodin provozu, tj. nas2dihodinovych sin. Na sklad jsou
dv¢é nadhradni satéastky. Po dobodpovidajici 60 semam budou dodany dalsi. Jaka je
pravéEpodobnost, Ze stroj nebude pro nedostatek nahtadoi¢astek vyazen z provozu do
dodavky dalSich nahradnich sastek?

Vysledek: 0,5697

Priklad 3.: Predpokladame, Ze na telefonnirésinu gichazeji v uéité denni dob hovory

S nengnnou intenzitou 3 hovory za 1 minutu.

a) Jaka je pravgbodobnost, Ze za 1 minutu dojde na€dihu mén nez 5 hovai?

b) Urcete stedni hodnotu délky intervalu mezid@aa po sob nasledujicimi fichody hovod.
c) Jaka je prawibodobnost, Ze délka intervalu meziéha po sob nasledujicimi fichody
hovor je delSi nez 1 minuta?

Vysledek: ad a) 0,8153, ad b) 20 s, ad c¢) 0,0498

Priklad 4.: Uvazme Poissaiv proces s intenzitod , ktery popisuje nhdhodné a navzajem
nezavislé fichody zakaznik do fronty. Jiz bylo odvozeno, Ze qat zakaznik ve frong
v okamziku t seéfdi rozlozenimPo(\t).

Predpokladejme, z& =1. Procasovy interval(0,10> nakreslete do jednoho obrazkuilph

pravdpodobnosti, Ze v okamziku t bude ve féoptaw j zakaznik, j =0, 1, 2, 3.
Reseni pomoci MATLABuU:

lambda=1;t=[0:0.1:10];

pO=exp(-lambda*t);

pl=(lambda*t).*exp(-lambda*t);

p2=(1/2)*(lambda*t).”2.*exp(-lambda*t);
p3=(1/6)*(lambda*t)."3.*exp(-lambda*t);

plot(t,p0,t,p1,t,p2,t,p3)




Simulace Poissonova procesu

Zadani:
V sobotu v dob od 8 do 20 h sledujeme provoz v klidné ulici viewé ¢tvrti mésta. V tomto
obdobi vjizaji auta do této ulice v pmeéru kazdych 8 minut. fedpokladejme, Ze intervaly
mezi @ijezdy aut sé&idi exponencialnim rozloZzenim. Pomoci MATLABuU sinnte vijezd 20
aut do této ulice.

a) Zjistéte celkovou dobu simulace.

b) Vypoctéte pfimérnou, maximalni a minimalni délku intervalu mezz4gly dvou aut.

c) Vypoctéte sneérodatnou odchylku délek interval

d) Porovnejte tvar histogramu délek intefvé@rolte 5 fidicich intervalh) s tvarem

hustoty exponenciélniho rozloZeni sipatym parametrem.
e) Znazorrte nasimulovany Poisstm proces graficky.

Navod:
Zavedeme Poissém proces{X ;t0T}, kde X, = j, kdyz v intervalu(0, t) viede do ulice

prawjaut,j=0,1, 2, ... Paramelsrzé.

Pomoci funkce exprnd vygenerujeme 20 ndhodrijsdl z exponencialniho rozlozeni
S parametrem 1/8:
x=exprnd(8,20,1);

Upozornéni: Pokud bychom ne#hi k dispozici statisticky toolbox MATLABuU, postugeme
takto:
r = unifrnd(0,1,20,1);

Promeénnou r transformujeme vztaher= —%In(l— r):

x = -8*log(1-r);
V promgnné x jsou nyni uloZzeny délky interiahezi vjezdy aut.

Celkova doba simulace:

doba = sum(x)

Praimérna délka intervalu:

prumer = mean(x)

Maximalni délka intervalu:

maximum = max(x)

Minimalni délka intervalu:

minimum = min(x)

Smeérodatna odchylka délek interval

so = std(x)

(Teoreticka celkova doba simulace bylanbyt 20.8 = 160 min, imér = 8 min, smrodatna
odchylka = 8 min.)

Histogram délek intervals gti téidicimi intervaly znazornimetfkazem hist(x,5).

Znazorreni hustoty exponencialniho rozlozeni s parametré&n 1
plot([0:0.01:maximum],exppdf([0:0.01:maximum],8))



Znazorréni nasimulovaného Poissonova procesu:
Do promeénné pdet uloZzime celkovy peet aut:

pocet = [1:20]’;

Do promeénné t ulozime kumulované délky interéral
t = cumsum(x);

Pomoci funkce stairs znazornime Poissoproces:
stairs(t,pocet)

Cely postup miZzeme zopakovat sst6im p@tem aut a sledovat, jak se zvySujicim s&t@m
simulaci se empirické charakteristiky procesu lbretickym.



12. cvieni

Priklad 1.: Erlandiv proces ma mnoZzinu stav = {0, 1, 2, 3, 4} a parametiy= 2, = 3.

a) Napiste maticiigchodu a nakresletégrhodovy diagram.

b) Najckte stacionarni rozloZeni a interpretujte ho.

Vysledek:

Ad b) Po odezéni vlivu patatesnich podminek bude proces asi 51,37 % celkové aeby
stavu 0, 34,25 % doby ve stavu 1, 11,42 % dobyasus2, 2,54 % doby ve stavu 3 a 0,42 %
doby ve stavu 4.

Priklad 2.: Benzinova stanice ma é&verpadla. U kazdéhgerpadla nizecerpat benzin jen
jedno auto. KdyZ jsou @lerpadla obsazena, dalgijizdéjici auta néekaji a odjizdji.
Praimérna dobaterpéni benzinu je 2 min atpnérné piijizdi 40 aut za 1 h.

a) Kolik procent doby bude benzinova stanice newg@z

b) S jakou pravébodobnosti nebudeipzdgjici auto obslouzeno?

c) Jaka je sedni hodnota piu obsazenycherpadel?

Navod: Patet obsazenycberpadel modelujte Erlangovym procesem.

Vysledek:

Ad a) Benzinova stanice je nevyuzita asi po 31 ko€ doby.

Ad b) Hijizdgjici auta nebudou obslouZzena s p&patobnosti asi 0,28.

Ad c) Stedni hodnota piiu obsazenycherpadel je asi 0,97.

Priklad 3.: Pxi sledovani provozu telefonni éstiny bylo zjis¢no, Ze za 1 min se vyskytne
pramérné 5 poZzadavi na spojeni a jeden hovor trvaiprerné 2 min. Kolik linek by
minimalns méla mit tato TU, aby prawghodobnost, Ze volajici zastihne viechny linky
obsazené, byla nanejvys 0,57

Navod: Patet obsazenych linek modelujte Erlangovym procesem.

Vysledek: Minimalni patet linek je 6.

Vyuziti funkce Erlang.m

function [a]=Erlang(m,lambda,mi)

% funkce na vypocet stacionarniho rozlozeni Erlatagorocesu
% syntaxe: [a]=Erlang(m,lambda,mi)

% vstupni parametry:

% m ... nejvyssi poradove cislo v mnozine stavu

% lambda ... intenzita vzniku

% lambda ... intenzita zaniku

% vystupni parametr

% a ... vektor stacionarnich pravdepodobnosti

V piikladu 2:

a=Erlang(2,2/3,1/2)

V bock (a) néds zajimé 1. sloZzka vektoru a, v®¢a) 3. sloZzka. $Sedni hodnotu v bad(c)
vypocteme jako [0 1 2]*a

V prikladu 3: Zde je lambda 5 a mi 0,5. Za m postéplesazujeme 1,2,3,4,5,6 a sledujeme
posledni sloZku vektoru a.



VyuZziti funkce Ipvz.m

function [M,S,P]=lpvz(lambda, mi, tau,k0)

% funkce Ipvz ilustruje vlastnosti linearniho preaevzniku a zaniku

% lambda je intenzita vzniku, mi intenzita zaniku

% tau je konecny cas, kO rozsah souboru v case t=0

% M je vektor strednich hodnot rozsahu souboruseda0 az tau

% S je vektor smerodatnych odchylek rozsahu soubease t=0 az tau
% P je pravdepodobnost zaniku souboru v case tt@uaz

Prakticka aplikace:
Nech’ je dan linearni proces vzniku a zaniku,&ni intenzita vzniku odpovida&ni mire
porodnosti VCSSR v r. 1983)(= 0,0148) a intenzita zaniku odpovid&mwbmite Gmrtnosti
v CSSR v r. 1983y( = 0,0121). Redpokladame, Zedase t = 0 ma soubor rozsah=100.

a) Prot=0,1, 2, ..., 100 vygtéte a graficky znazoste stedni hodnotu a sénodatnou

odchylku rozsahu souboru.

b) Prot=0, 1, 2, ..., 100 vygtéte a graficky znazoste pravépodobnost vyhynuti.
Vysledek:
Graf zavislosti gedni hodnoty rozsahu souborudaase:

135

1301

1251
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110-

105-
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Graf zavislosti srrodatné odchylky rozsahu souborudase:

25

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Graf zavislosti pravébodobnosti vyhynuti néase

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100



13. cvieni

Priklad 1.: Byl proveden pizkum UsgSnosti fijeti na jistou prestizni VS. Z prkumu
vyplynula nasledujici zjighi:

Z uchazeu, kteri navStvovali pripravny kurz, 60 % byloifgjato, 5 % se rozhodlo kurz
opakovat a zkusitifjimaci zkouSky pisti rok, 15 % se rozhodlo na dalgijipnacky pripravit
jen samostudiem a 20 % snahu dostat se na tuto gkdalo.

Z uchazeu, kteri se na zkouSkuifpravovali samostudiem, 20 % byldijato, 50 % #Astava u
samostudia, 20 % volifpravny kurz a 10 %ifsti prijimaci zkousku jiz nechce absolvovat.
a) Modelujte situaci pomoci HR's mnoZinou stavJ = {1, 2, 3, 4}, kde stav 1 znamena
navstvu pripravného kurzu, stav 2 samostudium, stavijgtpa stav 4 konec snah dijpti.
Sestavte maticiigchodu a nakresletégrhodovy diagram.

b) UkaZte, Zéetzec je absorni.

c) Vypoitéte matici frechodu do absoépich staw a interpretujte jeji prvky.

d) Vypcitéte vektor stednich hodnot pitu krokii pied absorpci a interpretujte jeho prvky.

Vysledky:
005 015 06 02
02 05 02 01
O 1 O
0 O 0 1

Ada)P =

Ad b) Rettzec ma dva trvalé stavy, a to stavy 3 a 4, obagbsorgni, fetszec je tedy
absorgni.

0,7416 0,2584
Adc) B :( J

0,6966 0,3034)
Bude-li uchaze navstvovat gipravny kurz, tak s praggodobnosti 0,7416 budéijat a

s prav@podobnosti 0,2584 rezignuje najeti.
Bude-li se uchazepiipravovat samostudiem, tak s prapddobnosti 0,6966 budéijat a
s prav@podobnosti 0,3034 rezignuje najeti.

Add)t=(l46oi

25843

Navsevuje-li uchazeé v daném okamzikuifpravny kurz, tak v grméru za 1,5 roku bude
prijat nebo snahu ofjeti vzda.
Pripravuje-li se uchazev daném okamziku samostudiem, tak rpéru za 2,6 roku bude
prijat nebo snahu ofjeti vzda.

Priklad 2.: Uvazme systém, vém?Z je v provozu velké mnozZstvigdmeéta téZe funkce, nap
talife v jidelr¥. Predpokladame, Zeredmety pochazeji odit riznych vyrobé (fikame, ze
jsou ti riznych typi) a Ze doby Zivotnostiipdmétia od iznych vyrobé jsou stochasticky
nezavislé nahodné véiny s rozlozenim EX(), i = 1, 2, 3. Provadime cyklickou zé&mu typi
podle schématu 4 2 — 3 — 1. Zvolime jedno misto v provozu a zavedemefHM

{Xt;t DT} se spojitymitasem, kde X= j, kdyz v okamZiku t je na tomto mistarazen
predmet typu j, j =1, 2, 3.

Najdéte matici intenzit pechodu a stanovte stacionarni rozlozeni.



Vysledky:

A, A, O

Q=] 0 -A, A,

A, 0 -=A,
)\2)\3 )\1)\3 )\l)\Z
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Priklad 3.: Necht’ X je ndhodna vetina se sedni hodnotou E(X) m a rozptylem D(X) =
o°. Nech’ T = R. Zavedeme stochasticky proc{é(ﬁ 10 T}, kde X = tX. Najdkte

a) trend

b) rozptyl

c) autokovariatini funkci

d) autokorel&ni funkci tohoto stochastického procesuwemn sedci vypoctend hodnota
autokorel&ni funkce?

e) Je tento proces slalstacionarni? Své rozhodnutitmddrite.

Vysledky:

Ad a) u(t) = tu

Ad b) 0'(t)2 =t20?

Ad C) yX (tl'tZ) = tltZO-2

Ad d) p, (t, t,) =1

Protoze autokoretai funkce nabyva hodnoty 1, znamena to, Ze meavtilmymi dwma
sloZzkami stochastického procesu existuje Uplid$ linearni zavislost.

Ad e) Dany proces neni skabtacionarni, protozZe trend neni konstantni, rdzpgi konény
a autokovariatni funkce neni zavisla pouze na rozdilu arguiinént t.

Priklad 4.: Provadime posloupnost nahodnych pdkis1. pokusu nastane G

s prav@podobnosti 0,5. Pokud byl pokus &8py, pak v nasledujicim pokusu nastanedisp
s prav@podobnosti 0,7, v ogaém gipac nastane usigh s pravépodobnosti jen 0,6.
Urcete pravdpodobnost usfchu n-tého pokusu.

Vysledek:

.2
Hledana pravébodobnost je- - )
pravep J 3 10"[6



