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1. Uvod do studia stochastickych procds

1.1. Motivace V této kapitole
zavedeme pojemiochastického procesu
nawime se rozliSovat stochasticky proces
dsskrétnimcasema spojitymcasem
a stochasticky proces
dsskrétnimi stavya spojitymi stavy
budeme definovatravcEpodobnostni rozlozeni stochastického progesu
pozname vlastnosti prasoodobnostniho rozlozeni stochastického procesu,

nawime se klasifikovat stochastické procesy podmych kritérii.



1.2. Definice Definice stochastického procesu (SP)

Neclt (Q,A) je mefitelny prostor, R mnozZina realnyefsel, T # O neprazdnd mnozina (ajtji ji ptisuzujeme vyznam
casu). Necti zobrazenix : QxT - Rma tyto d¥ vlastnosti:

a) 0tOT je X(.,t) nahodna vealina vzhledem k jevovému poli A. Ztiase X.

b) DeOQ je X(w,.) prvkem mnoziny vSech redlnych funkci definovanya T.

Zobrazeni X s&mito dwma vlastnostmi se nazywéochasticky proces definovany naZnasi se{X;t0T}.

1.3. Definice:Definice slozky SP, realizace SP a realizace sl@Rygislusné moznému vysledku
Necht {X;tOT} je stochasticky proces.

a) Pro libovolné, ale pe¥rdanétOT se nahodnd velina X(.,t) = X nazyva-ta slozka stochastického procesu
b) Pro libovolné, ale pe¥rdanéw0Q se realna funkce X,.) nazyva realizace stochastického processliysna

k moznému vysledkts.
c) Pro libovolna, ale pe¥rdanatOT a wdQ secislo X(o,t) nazyvaealizace t-té slozky stochastického procesu

prislusSna k moznému vysledku



1.4. Riklad: Vyvoj hmotnosti novorozenychet

Necht’ @ je mnoZina novorozeficm novorozenecT =(0,«) ¢asovy interval p&itany od narozeni novorozence, tsovy
okamzik. Zavedeme stochasticky pro¢est 0T}, ktery popisuje pibéh hmotnosti kteréhokoliv ndhodrybraného
novorozence.

a) X = X(.,t) je ndhodné velina udavajici hmotnost kterehokoliv ndhddtybraného novorozenceokamziku t (fixovany

okamzik, libovolny novorozenec).
b) X(w,.) je realna funkce popisujicitiéh hmotnosti daného novorozensélibovolny okamzik, fixovany novorozenec).
c) X(w,t) jeciselna realizace ndhodné vally X; prisluSna k moznému vysledky tj. konkrétni hmotnost daného

novorozence v danjasovy okamzik (fixovany okamzik, fixovany novoroeeh



1.5. Definice Definicecasov&ady a nahodné funkce
Nech’ {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Je-li mnozina T sgetna a lineamuspdadana, tj.d< t; < ..., jde ostochasticky proces s diskrétnéasem
(. o casovourady.

b) Je-li mnozina T interval, jdesiochasticky proces se spojitgiamsem(tj. o nahodnou funkgi

1.6. Definice:Definice SP s diskrétnimi stavy a spojitymi stavy
Necht' {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Jestlize praitOT je ndhodna velina X; diskrétni, jde stochasticky proces s diskrétnimi stavy
b) Jestlize praitOT je ndhodna velina X, spoijita, jde ctochasticky proces se spojitymi stavy

Mnozina vSech hodnot, jichztrhe ndhodna valina X; nabyvat, se nazyvanozina stafr a zn&i se J.



1.7. Fiklad: Priklad stochastického procesu s diskrétdasem a diskrétnimi stavy:

Dva hr&i, ozna&me je A a B, dali do hry dohromady vklad 8,k toho hra A 3 K¢ a hr& B 2 Ke. Hr& A hazi minci.
Kdyz padne lic, vyhraje 1 & kdyz rub, prohraje 1 & Hra trva tak dlouho, az je jeden z &ir&uinovan. Zavedeme
stochasticky procefx;t0T}, kdet =1, 2, ... je fadovégislo hodu minci a ¥= j, kdyZ hr& A ma po t-tém hodu j &
tedy J ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Napr. pro posloupnost had{L, R, R, L, R, R, R} je odpovidajici realizaceshastického procesu
x(t)={4,3,2,3,2,1, 0}.

Grafické znazoréni:
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1.8. Priklad: Priklad stochastického procesu s diskrétdasem a spojitymi stavy:
Po utité vyrobni operaci gfime velikost opdebeni obraéciho noze. Nz se po N vyrobnich operacich vim.

Stochasticky proces nabyva hodnot, které odpovigajfebeni noze. Mame tedy stochasticky prdeest 0T},
kde T ={1, 2, ..., N} (t je ptadovégislo vyrobni operace), 0J, kdeJ={x DR0< x < a}, pfi¢emz a je maximalni

opotebeni obrakciho noze.

Grafické znazoréni:




1.9.Priklad: Priklad stochastického procesu se spojitiaaem a diskrétnimi stavy:
Sledujeme uiité zd&izeni, které mize byt v kazdém okamziku v provozu (stav 1) nebo v opragstav 0).
Zavedeme stochasticky proces;t0T}, kde T ={t;t=0}, X, 0J, J = {0, 1}.

Grafické znazorni: Ozn&me t, t,, ... okamziky poruch,t, t,, ... okamzZiky oprav.

x(t)
1




1.10. Friklad: Priklad stochastického procesu se spojitfanem a spojitymi stavy:
Sledujeme Sumové nétp na vystupu &akého elektrickéhoijstroje. Stochasticky proces nabyva hodnot, ktdpbwidaji

tomuto Sumovému nafi. Zavedeme stochasticky prodes;t 0T}, kde T ={t;t 20}, X, 0J, kde J={x;—e < x < co}.

Grafické znazoréni:

x(t)]




1.11. Definice: Definice pravdpodobnostniho rozlozeni SP

Neclt {Xt | L] T} je stochasticky proces. PraOT lze pravdpodobnostni rozloZeni nahodné vigly X; popsat
distribuni funkei: X IR T @ (X) = P(X < X).

(Tato distribéni funkce je obeahfunkci dvou prordinnych t a x a popisuje jednoroZmeé rozlozeni stochastického
procesu. Nepodava vsak uplny popis pegatiobnostniho chovani stochastického procesu, f@ateobsahuje informace

zavislostech nahodnych wéh X; pti riznych hodnotach t. Uplny popis praypddobnostniho chovani stochastického

procesu podava teprve systém distéitdah funkci.)

Nech’ (tl, N ) OT je usp@dadand n-tice indeix (X PREEEY X t, ) je marginalni vektor daného stochastického
procesu. PrcD(Xl,. . .,Xn)D R" oznha&me thl...tn (Xl,... ) Xn) = P(X t, < X, C...LC th < Xn) marginalni
distribweni funkci nahodného vektor(x tl’“"xtn )

SystémFr = {q)tl---tn (Xl,---,Xn );n =12,...,t,..,t, 0 T} se nazyvravdpodobnostni rozlozeni

stochastického procediX ;t OT}.



1.12. Véta: Véta o vlastnostech pravdodobnostniho rozlozeni SP
Necht’ F; je prav@podobnostni rozloZeni stochastického prodesu OT}. Pak systémma tyto vlastnosti:

a) Fr je symetricky systém distribaich funkci, tj.

ONON Oty ty BT Oy X JOR™ O, (Ko X, ) 2P (XX ), de{inseonnin}

je libovolna permutace mnoziny indie{l,--- ,n}.
b) Fr je konzistentni systém distritnich funkci, tj. je-Ii{i,---y J} L {k, ey |} — {1, ,n} disjunktni rozklad mnoziny

indexa {1, ,n}, pachti'-'tj (Xi ""’Xj): :Xlkil;nmcbtl...tn (Xl,...,Xn).

Xl — 00

Dikaz: plyne z vlastnosti distrildni funkce.

1.13. \Bta: Kolmogorovova ¥ta
Kazdy system distriktnich funkci, ktery je symetricky a konzistentnipfavdpodobnostnim rozlozeningjakého

stochastického procesu.

1.14. Definice:Definice stochasticky ekvivalentnich SP

Rekneme, Ze dva stochastické procesy jsou stockpstikvivalentni, maji-li stejné pragdodobnostni rozlozeni.



1.1%. Priklad: Odvozeni pravgpodobnostniho rozlozeni SP
Neclt’ X je nahodna vicina s distribdni funkci¥(x) a f(t) je realné funkce takova, ze

a) f(t) >0 proLJt LT

b) f(t) <0 pro LIt LI T .

Pro0tOT polozme X = f(t)X. Odvalte pravépodobnostni rozloZeni stochastického prodesu OT}.
Resent:

ad a)

®, (X,0%,)=PX, <x, C...CX, <x,)=PEt)X<x,C...CT()X<X,)=

= F{X <X g Ox<2e j = F{X < minLJ = w(minL}
f(t,) f(t,) =i=n f (1)) =i=n f (1))

ad b)
®, (XX, )=PX, <%, C...CX, <x,)=P(t)X<x, C...CT(t)X<X,)=

= F{X > %[ OXz-2n ] = F{X > m_axi] =1- F{X < m_axiJ + F{X - m_axiJ =
f(t,) f(t) =i f (1) i f (t) i f (1)
=1- W[m_axij + P[X = m_axL].
s f (1) i f (t)

Je-li X spojita nahodna veélna, pakP(X = m‘axLJ =0




1.1€. Poznamka D¢leni SP podletiznych kritérii

a) Rozaleni stochastickych procggodle zavislosti jejich pra¥godobnostniho rozlozeni dase

— striktné stacionarni proces(je pro i charakteristicka wita stalost wase):®, , (x,,....x,)=® ., . i (X,,-...x,), kde h >0
— evolwni procesymaji vyraznycasovy trend)

b) Rozaleni stochastickych procégodle toho, zda k @eni jejich pravépodobnostniho rozlozeni staznat pouze
dvourozngrné distribéni funkceci nikoliv:

— definitni procesy

— hereditni procesy

c) Rozdleni definitnich procegspodle toho, zda jejich pragdodobnostni rozlozeni zavisi pouze na rozéisovych
okamziki, nikoliv na jejich umisini na¢asoveé ose

— homogenni procesy

— nehomogenni procesy



2. Funkcionalni charakteristiky stochastickych proesi

2.1. Motivace:V této kapitole

zavedemeérend rozptyl asnmerodatnou odchylkistochastického procesu,
autokovariatni aautokorelé&ni funkci stochastického procesu,

pozname vlastnostt¢hto funkcionalnich charakteristik,

budeme definovatentrovany astandardizovany stochasticky proces

slake stacionarni stochasticky proces



2.2. Definice Definice stedni hodnoty a rozptylu SP, definice centrovanébtaadardizovaného SP
Necht' {X,;tOT} je stochasticky proces.

a) Jestlize prait OT existuje stedni hodnote(X, ), pak zavedeme redlnou funkdi) vztahem:
OtOT:u(t)=E(X,).
Tato funkce se nazywredni hodnota (trend) SEu(t) charakterizuje polohu realizaci SPdasové ose.)

2
b) Jestlize prd]t UT existuje rozptylb(x,), pak zavedeme realnou funk@i (t) vztahem:

OtOT:0%(t)=D(X,).

- - 2 - .
Tato funkce se nazyvazptyl SP. Funkceo(t) =4/0 (t) se nazyv&ntrodatna odchylka SP
(o?(t) charakterizuje variabilitu realizaci stochastiakgocesu kolem trendu.)

c) Nech stochasticky proces m&atini hodnotui(t) a rozptylo?(t), ktery je konény a nenulovy.

Transformovany stochasticky proc{a¥t t 0 T} , kde Yt = Xt - U(t), se nazyvaentrovany SP

_ X, —H(t)

Transformovany stochasticky procgt 0 T} , kde Zt -~ G(t) , Seé nazyv&tandardizovany SP.

(Lze snadno ukazat, Ze centrovany SP ma nulovedrdthodnotu a rozptyl stejny jakéyodni SP. Standardizovany SP

ma nulovou sedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.)



2.3. Riklad:
Necht’ nahodna vetina X ma stedni hodnotu E(X) = 2 a rozptyl D(X) =9
Zavedeme SBx;t0T}, kde X = X.coswt, ® > 0 je konstanta. Najte stedni hodnotu a rozptyl tohoto SP.

W<

() ( )= E(X [Eoswt) = coswt TE(X ) = 2cosuwt
o2(t)= D(X,) = D(X [toswt) = cos® wt D(X ) = 9cos’ wt

A

Nap. proo = 1 dostaneme:
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2.4. Poznamka DalSi funkcionalni charakteristiky stochastickginocesu

Podobr jako u nahodnych veiin I1ze pro stochasticky proces zavést dalSi monveéntbarakteristiky, napsikmost a
Spicatost. VSechny tyto charakteristiky, které vychhzejznalosti jednorozémeého rozloZeni stochastického procesu, vsak
nepostéauji k popisu pravébodobnostniho chovani stochastického procesu, Zgateobsahuji informace o zavislostech

mezi slozkami stochastického procesu.

2.5. Definice:Definice autokovariaini a autokorekéni funkce SP

Necht' {x,;t0T} je stochasticky procestétipokladame, Ze prot 0T existuje stedni hodnote(x,) a E(Xt2)< .

a) Realnou funch(tl, ’[2) dvou promgnnych danou vztahem

Uty t, UT: V(tl’tz) = C(X oo K, ) = E(I_X 4 |J(t1)J|_X t, U(tz)J) nazvemeutokovariatni funkci

stochastického procesu

b) Realnou funkcp(t,,t,) dvou pronénnych danou vztahem

Lt t, OT: p(tl,tz) — R(th’xtz): V(tl,tz)

nazvemewtokoreléni funkci stochastického procesu
a(t,)o(t,) P

(Autokovariargni funkce je zobeemim variagni matice nahodného vektoru a autokaheidunkce je zobecmim

korelani matice ndhodného vektoru. Tyto funkce obsahfgpirmace o linearnich zavislostech mezi slozkam) SP



2.€. Véta: Véta o vlastnostech autokovariam funkce SP

Pro autokovariafni funkci stochastického procesu plati:

) Ot OT:y(t,t) = 02(t)
by Lty t, LT V(tlitz) = V(tz’tl)

c) Uty t, UT: ‘V(ty t, )‘ - G(tl)G(tz) (zobecrna Cauchyho — Schwarzova —ifalovského nerovnost)

Diikaz: Plyne z vlastnosti kovariance.

2.7. Fiklad:

Najdéte autokovariagni a autokrelatni funkci SP z fikladu 2.3. V tomto fikladu byl SP zaveden vztahem=XX.cosaot,
piicemz E(X) =2, D(X) =9

Reseni:

v(t, t,)=ClX, , X, )= C(X Boswt,, X [Gosuwt,) = coswt, [Boswt, [T(X, X) =

= coswt, [toswt, ID(X ) = 9coswt, [toswit,

_ yltut,) _ 9coswt, [Eoswt, 4

tl’t2 — —
ol t2) oft, Joft, ) J9co it /9cos i,




2.8. \Bta: Véta o stedni hodnat a autokovariagni funkci transformovaného SP

Necht {x,;tOT} je stochasticky proces séextni hodnotou-x (t) a autokovariani funkci Yx (tl, tz) . Neclt f(t) je

realna funkce definovana na T.

a) Zavedeme stochasticky prodest 0T}, kde Y; = X; + f(t). Pak plati:
OtOT =y () = by (1) + £ (t)

Ut t, UT:yy (t1’ tz) = Yx (t11 tz)
b) Zavedeme stochasticky prodas;t 0T}, kde Y; = f(t) X,. Pak plati:

OtOT :py (8) =f () (t)
|:|tl’ t2 DT : yY (tl’ tZ) = f (tl)-r (tZ)yX (tl’ t2)

Diikaz: Plyne z vlastnosti &dni hodnoty a kovariance.



2.9. Definice: Definice slak stacionarniho SP

Stochasticky procefX ;t 0T} se nazyvélaks stacionarnijestlize plati:

a) OtOT :p(t) =c (trend je konstantni)

b) Ot 0T :0?(t) < o (rozptyl je konény)

c) Ot,,t, OT,0h>0:y(t, + h,t, +h)=y(t,,t,) (kovariance libovolnych dvou slozek SP zavisi @ona jejich vzdalenosti

nacasové ose a hikoliv na jejich umiist nacasové ose)

2.10. PozndmkaVVztah mezi striktni a slabou stacionaritou SP ep@ni autokovariami funkce slab

stacionarniho SP

a) Je-li stochasticky proces striktstacionarni, je i slabstacionarni.

b) Je-li stochasticky proces stastacionarni, pak pr@tl, t,UT: V(tl, tz) = V(O, t, - tl) . Znamena to, Ze
autokovariatni funkce zavisi pouze na rozdilu argunient- t; =: h. V tomto pipacd zavadime funkci jedné pramné,

kterou zndime rovrez symbolemY , vztahemUJh O T V(h) = V(O,h). Je to autokovariani funkce slab

stacionarniho SP.



2.11. \Bta: Véta o vlastnostech autokovariam funkce slab stacionarniho SP

Autokovariargni funkce slab stacionarniho stochastického procesu ma tytondast
a) Ot O T :62(t) = y(0) = 62 (vaechny slozky SP maiji ty2 rozptyl)
b) Uh>0: V(h) = V(_ h) (autokovariatini funkce je suda)

o 0h>0:|y(h) < v(0)

Diikaz: Dikaz vlastnosti a) , b) je trivialni.

Ad c) Uvazme centrovany skastacionarni SBx ;toT} (tj. pro JtLI T : H(t) =0). pak
o*(t)=D(x,)=E{x’)-[E(x, )} =Elx?)

Dale y(h):y(t’t+h):C(Xt’XHh): E(Xt |:Xt+h)-

Patitame

E(x, £X ., ])= E(X,? )£ 2B(X X ., ) + E(X 1,2 )= 02(t) £ 2y(n) + 62 (t + h) = 2[y(0) + y(h)]

ProtoZe E([Xt + X t+h]2) >0, plyne odtud, 2d 1 >0: ‘V(h)‘ - V(O) .



2.12. Fiklad:

Neclt' Y, Z jsou standardizované nahodné &ialy (tj. E(Y) = 0, E(Z) = 0, D(Y) =1, D(Z) = 1),tkré jsou stochasticky
nezavislé. Zavedeme élx ot T} , kde X = Y.cosot + Z.sinot, ® > 0 je konstanta. Najte stedni hodnotu a rozpty!l
tohoto SP a ukaZzte, Ze je sladtacionarni.

Reseni:

u(t) = E(X,) = E(Y [cosut + Z[sinut) = coswt [E(Y ) +sinwt [E(Z) = 0

o2(t) = D(X,) = D(Y Boswt + Z Binwt) = cos® wt (Y ) + sin? wt (D(Z) = cos’ wt +sin® wt =1,
Aby byl SP slab stacionarni, musi mit konstantniestni hodnotu, koréay rozptyl a pro jeho autokovariém funkci musi
platit y(h) =vy(t, t+h). Prvni d¥¢ podminky jsou spkny, owtime teti:

y(t,t+h)=C(X,,X .. )=C(Y [cost + Z[sint,Y [codt + h) + Zsin(t + h)) =

= cost [¢odt + h)[T(Y, Y ) +sint [€odt + h) [T(Z,Y ) + cost [&in(t + h) [T(Y, Z) +

+sint 3in(t + h) [©(Z,Z) =

= cost [¢odt + h)D(Y) + sint [$in(t + h) D(Z) = cost [codt + h) + sint $in(t + h) =

= codt - (t + h)) = co{- h) = cogh) = y(h)



2.1% Véta: Véta o vlastnostech autokoreid funkce slab stacionarniho SP

Pro autokoreléni funkci slak stacionarniho SP plati:

DhDT:p(h):@

v(0)
Diikaz:
01t OT 0l 1) = Y852 g0 P stabstacionsim, pat(t ) =y(Rhor 1) =o°(1.)= (0. teeypln)= .
2.14. Riklad:
Neclt je dan SHX,;t0T}, kde ndhodné veiiny X, , X, ,... jsou stochasticky nezavislé a maji vSechny stegtismibuini

funkci @(x). Urcete stedni hodnotu, rozptyl a autokoréfa funkci tohoto SP.

Reseni:Protoze nahodné veiny X, tOT maji vSechny stejnou distriboi funkci ®(x), maji i stejnou $edni hodnotu

. ; s . : o’ prot, =t ,
E(X,)=p a stejny rozptyD(X, ) = 6°. Déle paitame autokovariami funkci y(t,,t,)=C(X, X, )={O > t ;t 2. Jedna
1 2 pro L )
1prot, =t
se tedy o slabstacionarni SP. Nyni sgteme autokorelmi funkci p(tl,tz): y(tl’tZ) o . Znamenato, Ze
o(t,)o(t,) |Oprot, #t,

neexistuje Zzadna zavislost mezi realizacemi SP/eea diznych okamzZicich.



3. Markovské retézce s diskrétniméasem

3.1. Definice:Definice markovskéheeizce s diskrétninmiasem

Nech’ (Q,A ,P) je pravé&podobnostni prostor,\ {0, 1, 2, ...} je indexova mnozina, jejiz prvkyazveme okamziky a J =
{..,-2,-1,0, 1, 2, ..} je nejvySe spetnd mnozina stav(bez Ujmy na obecnosti Izégqupokladat, Zze J = {0, 1, 2, ...} nebo
J={0,1, ..., n}). Stochasticky proc¢s,;n0ON,} definovany na witelném prostoryQ,A), jehoZ slozky nabyvaji hodnot
z mnoziny stawr J, se nazyvéarkovskyretzec(s diskrétnintasem), jsou-li spkny nasledujici podminky:

a) 0jOJCnON, :P(X, = j)>0(vylouteni nepatebnych stat)

b) ONON Djy, jyre.nn j, DIP(X, =, /X =), EX, =], C...CX,=],)=P(X,=j, /X ,=].,) za gedpokladu, Ze
P(X,.,=j.,CX ,=j.,C...CX,=j,)>0.

(markovska vlastnost — budouci chovani markovskéace zavisi pouze naippmném stavu a nikoliv ha stavech
minulych)

Vysvétleni: NejcasgjSi interpretaci markovskydietzai je réjaka soustava, ktera saipe nachazet ve stavech a, ...

V prab¢hu ¢asu soustava éni svoje stavy. Tyto stavy pozorujeme v diskrétrii@bovych okamzicich n =0, 1, ... Nahodna
veli¢ina X, nabyva hodnoty j, kdyz v okamziku n je soustavatesu a Markovska vlastnost znamena, ze vsechny

dosavadni stavy soustavy maji vliv na budouci ptaxze prosednictvim stavu fitomného.



Priklady situaci, které Ize popsat markovskynietézcem

Nakupy pracich praski

Zakaznik mait oblibené druhy pracich pragkozname je A, B, C. Pro jednoduchosteppokladame, Ze
zmenu praciho prasku provadi pouze na kongsice.

Dynamiku nakuf pracich prask mizeme popsat markovskyfeitzcem{x,;noN,} S mnozinou stavJ =
{1,2,3}, kde X, =1 (resp. 2 resp. 3), kdyz n-tysic zakaznik kupuje prasek A (resp. B resp. C).

Studium na stredni Skole
Studentityileté stedni Skoly nize:

- uspEsre ukortit rocnik a postoupit do dalSihodiku

- opakovat ronik

- zanechat studia.
Pribéh studia Ize popsat markovskygtezcem{x,;noN,} S mnozinou stavJ = {1,2,3,4,5,6}, kde
Xn =1, kdyz v roce n student studuje 1¢nik,
= 2, kdyZ v roce n student studuje Zrik,
3, kdyZ v roce n student studuje Xnik,
4, kdyz v roce n student studuje £ik,
5,
6,

kdyZ v roce n student GSoe ukortil studium,
kdyz v roce n student zanechal studia.

><><><><><



Soustruh ve vyrobni dilné
Ve vyrobni dil® se nachazi soustruh, ktery sledujemiasovym krokem 1 tyden. Soustrulize byt
-V provozu
- v oprag
- urcen k prodeji
- ur¢en do Srotu.

Cinnost soustruhu popiSeme markovsk@tizcem{x .;nON,} S mnozinou stavJ = {1,2,3,4}, kde
Xn =1, kdyZ v n-tém tydnu je soustruh v provozu,

Xn = 2, kdyZ v n-tém tydnu je soustruh v oprav

Xn = 3, kdyz v n-tém tydnu je soustrulten k prodeji,

Xn =4, kdyZ v n-tém tydnu je soustrulten do Srotu.

KF¥iZeni jedince s hybridem

Mame populaci diploidnich cizosprasnych rostlimi¥ sledujeme gen se &wa alelami a, A.

Ma-li rostlina dvojici alel A, A, nazyva se dominant

Ma-li rostlina dvojici alel a, a, nazyva se recesivn

Ma-li rostlina dvojici alel A, a (resp. a, A) nazysea hybridni.

Z populace nahodrvybereme rostlinu, zkzime ji s hybridem a pame na potomstvo. V dalSim kroku
nahodr vybereme jedince 2¢hto potomki, opet ho zKizime s hybridem atd.

Takto popsany proces mnozeni rostlin lze pops&zcem{x,;n0N,} S mnozinou stavJ = {1,2,3}, kde
Xn =1, kdyz po n-témikzeni vybereme dominantni rostlinu (tj. s dvoji@l &, A),

Xn = 2, kdyZ po n-témikzeni vybereme recesivni rostlinu (tj. s dvojidlal, a),

Xn = 3, kdyz po n-témiikzeni vybereme hybridni rostlinu (tj. s dvojicilafe a resp. a, A).



3.2. \kta: Véta o simultanni pravigphodobnostni funkci markovskeétiettzce s diskrétnimiasem

Je-li{x;nON,} markovskyretzec, pak plati:

F(XO :jO |:><l :jl |:|:><n :jn):F(XO :jO)F(xl :j1/x0 :JO)[[F(Xn :jn/Xn—l :jn—l)

pokud A(X, =j, CX,=j,C...CX_, =] _.)>0, = 0jinak.

Diikaz:

Podle ¥ty o nasobeni pra¥godobnosti a podle markovské vlastnosti dostavame:

X, =j, CX,=j,C...CX =j )=

:F(XO :jO)l:Hxl :j1/x0 :jO) [HXZ :j2/x1 :jl |:|><O :JO)D[HXn :jn/Xn—l :jn—l |:|)<n—2 :jn—Z DD><0 :jO):
=FX, =jo) X, =J,/ X, =]o) X, =, /X, =1,) 0. TAX, =],/ Xy =)

V¢éta 0 nasobeni pragdodobnosti:
Neclt (Q, A, P) je pravépodobnostni prostor,,, A,, ..., A, takové jevy, Zze P(& ... n A,.q) #0.
Pak P(A n Ay n ... n Ap) = P(A) P(AJAL) P(A/Ain Ay) ... P(AYALn ... n Apy).

Markovska vlastnost;

F{anjnlxn—lz jn—l D(n—2= jn—2 L. 'D<O= JO) = F(Xn:jnlxn—lz jn—l)



3.3. Friklad: Necht’ Y4, Y5, ... jsou stochasticky nezavislé nahodnécusli které nabyvaji hodnot z mnoziny

{...-2,-1,0,1, 2, ...} (Jde o tzv. celtselné nahodné vélny). PolozmeX, =0,X = Zn:Yi ,n>1. Dokazte, ze stochasticky
i=1

proces{X ;nON,} je markovskyetszec.

ReSeni:DokaZzeme, Ze leva strana v markovské vlastnostse pravé stran

P(AnB) _ P(X,=j, 0X,,=j,, 0...0X,=0)

Leva stranaP(X =j /X .=j . 0...0X.,=0)=|P(A/B)= .
VA SN X i O O O) = A )= B = B 2 s DX b D X )

Jevy zapsané pomoci nahodnychdamliXo, Xy, ..., X, se budeme snazit zapsat pomoci ndhodnyctivali, Yo, ..., Ya,
které jsou stochasticky nezavislé.

Xo=0,X%=Xo+t Y= Y1=X1-Xg, X0=X1+Yo= Yo=Xo—Xq, oo, X, = Xpa+ Yo = Y, = Xy — Xpg, tedy

X, =j,Cx ,=j,C..CX,=j,CX,=0t={y =] -j . CY =i .,-i,C..CY,=j}

Dale{X ,=j ,C..CX, =, CX,=0={Y ,=j ,-j,C..CY, =]}

Po dosazeni do levé strany:

P(Xn:jn Exn—l: jn—l Lo EXo:O) — I:)(Yn = jn B jn—l)P(Yn—l = jn—l B jn—z)["'[P(Yl = Jl) — P(Y :j _j )
P(X n—l: jn—l DX n—2: jn—2 D DXOZ O) P(Yn—l = jn—l - jn—2) I:I |:P(Yl = Jl) ' "~

n

Pravé_ stranap(xn — J n/x » — jn_l) — P(X nF):()j(n Ei<jn—1 ): jn—l) — P(Yn = JE)(_YJn—llFJ)(Yn:L j: jn)—l — jn—2) — P(Yn — jn — jn_l)

ProtoZe leva strana se rovna pravé strindany stochasticky proc€s,;n0N,} markovskyretzec.




3.4. Fiklad: Neclt Y4, Y5, ... jsou stochasticky nezavislé nahodnécumi, které maji rovnorrné diskrétni relozeni ni

mnozire G = {-1, 1} (tj. nabyvaji hodnot 1 s pra#dodobnosti 1/2). PoloZmeyX 0 a zavedeme nahodnou velu

X, =>_Y, . Tato ndhodné velina udava polohdéastice na fimce, kterouwastice zaujme po n krocich, kdyz naitu je

i=1

v bock 0 a pohybuje se v obou mozZnychéseth se stejnou pravpodobnosti. Markovskietzec {X,;n0N,} se nazyva

symetricka nahodna prochazka rtanze



Nahodnou prochazku Ize sinovat v MATLABuU pomoci funkce np:

function [poloha]=np(N)

%funkce na simulaci symetricke nahodne prochazky po primce

%syntaxe: poloha=np(N)

%vstupni parametry: N ... delka nahodne prochazky

%vystupni parametr: poloha ... vektor souradnic bodu, v nichz se castice nachazi v jednotlivych krocich
%funkce nakresli trajektorii nahodne prochazky

%funkce poskytne tabulku rozlozeni cetnosti souradnic castice na primce, v nichz se nahodna prochazka

nachazi
NC=unidrnd(2,N,1);poloha(1)=0;
for i=2:N
if NC(i)==1 poloha(i)=poloha(i-1)-1; . : o
else poloha(i)=poloha(i-1)+1; 25 A\ /f \ /
, Y
end ’ / \\
end l \\/
t=[0:N-1]; /\ // V
plot(t,poloha) 1 /0 /
VA N/
tabulate(poloha) 05\ /1 / VAW,
Vo VY,

V Il V Il Il Il / Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20



3.5. Ozn&eni

Jev {X, = j} — markovskyietzec je v okamziku n ve stavu j.

P(X» =j) = p(n) — absolutni pravghodobnost stavu j v okamZiku n.

p(n) = (...., gn), ...) —vektor absolutnich pra¥godobnosti

P(Xh+1 =]/ Xy =1) = pj(n,n+1) — pravépodobnost fechodu ze stavu i v okamziku n do stavu j v okamnkl
(pravcEpodobnost pechodu 1iadu).

P(n,n+1) :{ P (n,n+1) } - matice pravdpodobnosti fechodu 1liadu
P(Xnsm =]/ Xn =1) = pj(n,n+m) — pravépodobnost fechodu ze stavu i v okamziku n do stavu j v okamnzkm
(pravcEpodobnost pechodu m-téhsadu).

P(n,n+m)= [ p; (,n+m) } - matice pravdpodobnosti fechodu m-tehdadu

P(Xo = j) = p(0) — pasatezni pravétpodobnost stavu j.
p(0) = (...., K0), ...) —vektor p&atenich pravdpodobnosti



3.6. Weta: Véta o vlastnostech markovsketexzce s diskrétnimiasem

Neclt {Xn N[ NO} je markovskyetézec. Pokud dale uvedené podani@ pravdpodobnosti existuji, plati pro
On,mm,,m, ON i, jOJ:

a) PGsm=]/X,=1)>0, tj. gj(n,n+m)>0

1proi =

p o men ={Oproi¢ j

b) > P(X..., =i/ X, =i)=1, 1.3 p, (h,n+m)=1.

J J
(Prechod ze stavu i v okamziku n dgakého stavu j v okamziku n+m je jev s prépddobnosti 1.)
€) PIX e, =5/ X, =)= PX . =kI X, = TPX e, =5 X, =K), .
kOJ
p, (n,n+m, +m,) = %}pik (n,n+m, )p, (n+m,n+m, +m,)

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice

d) PX,.., =)= X PX, =KX, =i/X, =k), G, p, (n+m) =3 p, (p, (0,0 +m)

(Zakon evolucg



>0, protozeP(X , =jC X, =i)=0aP(X,k =i)>0 podle (a) z definice 3.1.

n n Pxn:I)
P(X, =j/X, =i)= (X, =i 0X ='):{1pf0'_=1_
P(X, =i) Oproi # j
i ened Ui ok )o@z _
ad b)Y P(X ... =i/ X, =i)=P U{X... =i}/ X, =i |= =i oy
: - A, =1
ad c)
o =irx, =i)= P Women, ZIEX0 =) X, =30 Q0 EX, =1))
o P(X, =i) P(X, =i)

P({Xn+ml+m2 =} n UIX o, =K} n {X, =i}j ZP(Xn =i0X,., =kOX .. =j)
kdJ

— k1 =

P(X, =i) P(X, =i)
P(X,, = JP(X oy, =K/ X, ZIPIX o =0/ X, =k OX, =i) Y PX, = )PX =KX, = P(X e, =X, =K)
— kI — kI
- P(X . =i) - P(X . =i)
=Y PX,... =k/X, =iPX,... =i/X,... =K)
K1J

ad d)

PX . =) =PQ 0 (X, =]})= L@JJ{xﬁk}n{xn+m=j}j=§P(xn:kamm:j)=2P(xn=k)P(xn+m:j/xn:k)



3.7. Poznamka Zapis vlastnosti markovskéhettzce s diskrétnimlasem v maticovem tvaru
a) P(n,n+m)> 0, kdeO je nulova matice?(n,n) =I, kdel je jednotkova matice.

b) P(n,n+mk = e, kdee je sloupcovy vektor ze samych jetkik.

c) P(n,n+m+my) = P(n,n+m) P(n+my,n+ my+my).

d) p(n+m) =p(n) P(n,n+m).

3.8. Riklad:
Neclt je dan markovsk;'?etézec{xn :n0 NO} s mnozinou stavJ = {0,1}. Pravd@podobnosti pechodu 1radu jsou dany

matici P(n,n+1) = . Vektor absolutnich pra¥godobnosti v okamziku n f@n) = G%) Jaka je prawpodobnos

WIND|F-
Wik~ W

Ze po jednom kroku budetzec ve stavu O (resp. 1)?

Re3eni:Podle zakona evoluce manmn+1) =p(n) P(n,n+1) =

1 3
:(l,lj 4 4 :(EG]:+1§,1G§+1G1JJ:(1+1,§+£):(£‘,Ej:(0,45830,5417)
2'2)2 1 24 2324 23 8 38 6 24 24
3 3

Po jednom kroku tedy budetzec ve stavu 0 s pragplbodobnosti 0,4583 a ve stavu 1 s pegadiobnosti 0,5417.



3.9. Definice Definice stochastického vektoru a stochastickéamat

a) Radkovy vektor s nejvyse spetnym p@tem nezapornych slozek, jejichz getije roven 1, se nazywéochasticky
vektor.

b) Ctvercova matice, jejimz kazdyradkem je stochasticky vektor, se nazyt@chasticka matice

c) Rekneme, Zenarkovskyietzec, stochasticky vektor a stochasticka matice gstpovidajici dimenzekdyz pd@et staw

markovskéhdetizce, péet slozek stochastického vektoriga stochastické matice jsou stejné.



4. Homogenni markovsk&-etézce s diskrétniméasem

4.1. Definice:Definice homogenniho markovskétekzce (s diskrétnimiasem)

Rekneme, Ze markovstfzg’zetézec{xn :n0 NO} S mnozinou stavJ jehomogennijestlize jeho prawpodobnosti pechodu 1
radu g(n,n+1) nezavisi na okamziku n, tj. pim ON,0j0 J:P(X ., =j/ X, =i)=p, . Matice pravéipodobnosti fechodu
1.tadu je pak rovn®(1) a zndi seP. MaticeP se nazyva matice@chodu homogenniho markovskée@zce.

Vysvétleni homogenity: Pravghodobnostni chovani HRse sice rize séasem minit, ale nahodny mechanismus, ktery

tyto zmeny zpisobuje — maticefpchoduP — je santasow neprongnny.



4.2. Fiklad:

Na okruzni trase je umé&to 2m bod. Mezi nimi gevazi auto naklady. Naklad se z kazdého bddugzi do nasledujiciho

s prav@podobnosti p nebo ddgrchoziho s pra¥godobnosti g = 1 — p. Zavedeme stochasticky prpcesON,}, kde X,

= j, kdyZz v okamziku n je auto v b&ql j = 0, 1, ..., 2m. UkaZte, Ze tento stochastigkoces je homogenni markovsky
retézec a najéte jeho matici pechodu.

Resen:

Dany stochasticky proces je markovsk§zec, protoze jeho budouci stav zavisi pouze na gi@omném a nikoliv na

stavech minulych. Je to homogenni markovig®zec, protoze prawgpodobnosti pechodu 1ifadu nezavisi na okamziku n.

Grafické znazoréni situace: Matice gechodu:
| O p O .. 0 0 q
i q O p ... 0 0 O

\ P=
, 0O O q p




4.3. \Bta:

Neclt {X,;n0ON,} je stochasticky proces s mnoZinou &tdyp je stochasticky vektor odpovidajici dimenze a
stochasticka matice odpovidajici dimenze. PaknON,} je homogenni markovskgtzec s vektorem g@tesnich
pravdpodobnostp(0) =p a matici pechoduP, praw kdyz vSechny marginalni pragabdobnostni funkce tohoto procesu
jsou tvaru:

OnONDig, e, DIPX, =), CX, =}, C...CX, =], )=p,©O)p,, [...[p, .

Diikaz: Plyne z ¥ty 3.2. a markovskeé vlastnosti.

4.4. \Bta: Vlastnosti homogenniho markovskétettzce v maticovém tvaru

Nech’ {X,;n0ON,} je markovskyetizec s vektorem g@atesnich pravédpodobnostp(0) a matici pechoduP. Pak pro
On,mON,,n =1 plati:

a) P(n,n+m) =P(m) =P™.

b) p(n,n+m) =p(m) =p(0)P".

Dikaz:

ad a) Z Ch — K rovnice plyn®(m) =P(m-1+1) =P(m-1)P = P(m-2+1P = P(m-2)P* = ... =P(0)P" = P™.

ad b) Ze zakona evoluce plynEm) =p(m-1+1) =p(m-1)P = p(m-2+1P = p(m-2)P? = ... =p(0)P™.



4.5. Poznamkaz véty 4.4. plyne, Ze k @eni pravédpodobnostniho chovani homogenniho markovskétace stai

znét vektor péateenich pravépodobnostp(0) a matici pechoduP.

4.6. Riklad: Je dan homogenni markovsigiézec{x,;nON,} s mnoZzinou stavJ = {0,1,2}, vektorem pe&tesnich

0

pravdépodobnostp(0) = (1/2, 1/6, 1/3) a matici@choduP = 1|. Uréete vektor absolutnich praggbdobnosti po

NIRON |-
NIRON |

¢tyiech krocich.

11
22 °
Reéeni:p(4):p(0)P4:(l,l,lj 0 0 1 :(11,3_1,%)
2'6'3)1 1 | \96'96'96
2 2

4.7. Poznamka:Prechodovy diagram v rozvinutém a nerozvinutém tvaru.

Homogenni markovskietzec Ize graficky znazornit pomaogiechodoveho diagrama to b’ v rozvinutém nebo
nerozvinutém tvaru. Je to ohodnoceny orientovaay, gde vrcholy jsou stavy, orientované hrany deesluji pro kladné
pravdpodobnosti fechodu za jeden krok a ohodnoceni hran (vahy)déoma kladnymi pravghodobnostmi fechodu.



4.8. Fiklad: Nechr {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou stévd = {0,1,2} a matici fechodu

01 0

P=|0 % % . Nakreslete fechodovy diagram.
1452
3 3

Reseni

4.9. Poznamka:Pomoci pechodového diagramu v rozvinutém tvaru Ize zisk&tor absolutnich pra¥godobnosti
v okamziku n. Postupuje se tak, Ze se pro kazdyngnstav v okamziku n geou sowiny vah €ch hran, které wkamziku n

v daném stavu kain.



4.10. Fiklad: Pro HMR z . 4.8. vypd@téte pomoci pechodového diagramu v rozvinuté podeiktor absolutnich
pravépodobnosti pro n = 3.

Reseni:

Prechodovy diagram v rozvinutém tvaru pro pninktoky:



4.11. Riklad: Model havarijniho pojigni

Patet vyskyti pojistné udalosti v n-tém pojistném obdobi je rdf@veltina Y, n =1, 2, .... Redpokladame, ze ndhodné
veliciny Y, jsou stochasticky nezavislé a vSechnyiderozlozenim Pa\). Existuji i kategorie pojistného: O ... zakladni
pojistné, 1 ... pojistné s bonusem 30%, 2 ... pojistbénusem 50%. V prvnim pojistném obdobi platintlzakladni
pojistné. Jestlize pojistné obdobi ma bezeSkodticpr je klient v dalSim pojistném obdobitaaen o kategarvySe. Poku
uplatni jeden pojistny narok, je vigtim obdobi z@azen o kategorii nizefiRuplatreni dvou a vice pojistnych udalosti je
zarazen o dv kategorie nize. Ne€mahodna vetina X, zn&i kategorii pojistného v n-tém pojistném obdobielsnadno
odvodit, ze plati

min{X , + 13 proY, =0
Xy ={max{X, = 13 proy, =1
OproY, =2

Stochasticky procef ,;n0N,} s mnoZinou stavJ = {0, 1, 2} je markovskyetzec, protoze jeho budouci stav zavisi
pouze na stavuiftomném a nikoliv na stavech minulych. ProtoZe p&¢paedobnosti pechodu 1fadu nezavisi na okamzil
n, jde o homogenni markovskgtzec.

a) Najdte vektor poatecnich pravépodobnosti a maticiipchodu. (Navod: vyuzijte toho, Ze matideghodu je
stochasticka matice.

b) Nakreslete fechodovy diagram.



Reseni:
Ad a) Vektor pgatecnich pravédpodobnosti:p(0) = (1, 0, 0).
Stanovime jednotlivé prvky maticégehodu.

0
P =P(X,., =0/X, =0)= (Y, 21)=1-P(Y, =0)=1- " &” =1-¢”

p01 = P(X n+l =1/Xn =O)= P(Yn ZO)Z%e_)‘ :e_7‘

Pz =1- (poo ki p01):0

pll_P(Xn+l _1/Xn = ):O
p12_ ()<n+1_2/>< = )=P(Yn :O)z%e}\ :e}‘
N N
P =P(X,, =0/X, =2)=P(Y, 22)=1-P(Y, =0)-P(v, =1)=1-Te" - e’ =1-e” -}’

P, =P(X,, =1/X, =2)=P(Y, =1)=)e”

p22:P(X =2/Xn:2):P(Yn:0)=e—A

n+l






4.12. Fiklad: Je dan je homogenni markovsiggzec{X ;n0N,} s mnozinou stav J = {0,1} a matici pechodu

07 03 » ’ _ ;
P= . Jaky je tvar této matice po n krocich?
04 06

Reseni:V teorii matice se dokazuje Perfonvzorec:pP" =ZS:)\i”wivi , kdely, ...,As jsou vlastniisla maticeP (protozeP je
i=1

stochasticka matice, je asp@dno vlastniislo rovno 1)w; je sloupcovy vlastni vektorslusny viastnimugislu
(P w =\ wy) av; je radkovyvlastni vektor pislusny viastnimdislu; (viP = Av; ). Pritom vektoryw; av; jsou ortogonalni.

— s o . 07-A 03
Nejdtive vypocitame vlastnéisla maticeP: 0=|P -Al| :‘ ‘

1
=\ -13\ +03=A,, =
04 06-A 27\03

Stanovime sloupcoveé vlastni vektoB/w; = A; w;
: 07 03)(w,, W, 1) . 07 03)(w,, W, 3/4
1=1: =1 = W; = , 1= 2: =03 = W, =

04 06) (w,, W, 1 04 06) \w,, W, —-4/7
Stanovimegadkové vlastni vektory:
ViP = KiVi,

i=1: (vn,vlz)(o’7 O’Sj =1[EV”] = vy = (4/73/7), 1= 2: (VZl,sz)(oj 03} = O,3[EV21J = Vv, = (1-)

04 06 vy, 04 06 22

1 317 47 317 37 -3/7
Celkem:P" =1" [EJ [{4/73/7)+03" [E_ 4/7j ML-1)=...= [ J +03" [E j

4/7 317 -4/7 47



4.13. PoznamkaUvazme homogenni markovskgtszec, ktery ma mnozinu stév = {0, 1, 2}, vektor p&atenich

pravcépodobnostp(0) = (1/2, 1/3, 1/6) a maticitpchoduP = . Ukazeme si, jak Ize simulovat realizace tohoto

O NIFRPWIk

AlwhlPwIN
N —,r|L, O

fettzce pomoci MATLABLU.
Nejprve ziskame pateini staviettzce
Vygenerujeme nahodrigslo u z intervalu (0,1). Interval (0,1) ragione na ti podintervaly podle kumulativnich séti

vektoru p@atesnich pravdpodobnosti.
Je- |IUD( j pak X(0)=0. Je- I“D<§ —j pak X(0)=1. Je- ||uD< 1), pak X(0)=2.

Pri simulaci dalSich realizacii =1, 2, ..., n postjgooe podle kumulativnich sétl v jednotlivychiddcich matice:

Vzdy vygenerujeme nahodgéslo u z intervalu (0,1).

Je-li X(i-1)=0 [uD( j pak X(i)=0. Je-li X(i-1)= O[uD< 1), pak X(i)=1.
Je-li X(i-1)= l[uD( j pak X(i)=0. Je-li X(i-1)=1 a_ uD<; 3) pak X()=1. Je-li X(i-1)= 1aEuD< 1), pak X(i)=2.

Je-li X(i-1)= ZEUD[ j pak X(i)=1. Je-li X(i-1)= O[uD<4 1), pak X(i)=2.






5. Stacionarni a limitni rozlozeni homogennich maravskychietézci

5.1. Definice:Definice stacionarniho vektoru
Neclt a je stochasticky vektor A stochasticka matice odpovidajici dimenze. Jestlidga = aP, pak vektoma se nazyva

stacionarni vektor matide.

115,
2 2
5.2. Riklad: Najckte stacionarni vektor stochastické matite :—1 % % :
o 1 2
3 3
11,
111
ReSenia=aP a+a+a=11 @ aa)=(@aa)|; ¢
o 1 2
3 3
a =44+ %, =3+ 2, az(i,E,EJz (0,211: 0,316; 0,474)
2 3 G, =3 +a, + A, 19'19'19
a2:ﬁ+ﬁ+ﬁ ®3:$2+483
2 08 3 qtapta=l
— a2 m3
a, =—2+—=2
2 3



5.3. Poznamka:Stacionarni vektor Ize v MATLABU ziskat pomoci kae sv.m:

function [a]=sVv(P)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=sv(P)

%vstupni parametr ... stochasticka matice P
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
%zjistime rad matice P:

n=size(P,1);

%vytvorime pomocnou jednotkovou matici:
I=eye(n);

%sestavime matici soustavy:
A=[[I-P];ones(1,n)];

%vytvorime vektor pravych stran:
f=[zeros(n,1);1];

%vypocteme stacionarni vektor

a=(A\)";



5.4. Definice: Definice stacionarniho rozlozeni homogenniho maskéhoretzce
Nech’ {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP. Stochasticky vektoa, ktery je stacionarnim

vektorem maticé, se nazyva stacionarni rozloZeni danédtzce.
Vyswvétleni: Stacionarni rozloZeni popisuje chovani Rildo dostaténé dlouhé dob sledovani, kdy jiz odezhvliv

pocateEnich podminek. Slozkg stacionarniho rozlozeni udava podil celkové débsrouietzec stravi ve stavu j.

5.5. Wta: Véta o existenci limity vektoru absolutnich pr&pddobnosti
Nechr {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP. Jestlize pradi, j DJexistuje”m p, (N) =a,, pak
existuje téﬂjm p,(n)=a,.

Diikaz: Ze zakona evoluce plynémp, (n) =lim 2P, Op, (N)=>p,©) limp, (n) =>.p, (OB, =22 .p (0 =4,

ic0J i0J



5.6. Fiklad:

Mamecernou a bilou urnu apkouli. Na péatku pokusu jsou vSechny koul€erné urg. V kazdém kroku pokusu
nahodrt vybereme jednu kouli,figemz vylEr kazdé koule je stefrpravdEpodobny a femistime ji do druhé urny.
Zavedeme homogenni markovsigizec{X ,;n0ON,} s mnozinou stavJ = {0,1, ..., 5}, kde X=j, kdyz po n-tém kroku
bude v¢erné urg praw j kouli.

a) Najctte matici grechodu a nakresletégzhodovy diagram.

b) Najdite stacionarni rozloZeni tohatetzce.

c) Vypactéte stedni hodnotu ptiu kouli véerné ur@ po stabilizaci pokusu.

Reseni:
0O 1 0 0O 0O O
1 0 ﬂ O 0O
5 5 1 4/5 3/5 2/5 1/5
2 3
O — 0 — 0 O
jozo . ofoooole
ad a)P= 3 )
O 0 =2 0 =0 1/5 2/5 3/5 4/5 1
5 5
0O 0 ﬂ 0 }
5 5
0O 01 O



0O 1 0 0 0O
1 0 4 O 0 O
) )

0 g 0 g 0 O

ad b) (@‘l a.s &1 a\as a4, a5) = (a)’ a-’ @’ as’ a4’ ag,) 3 2
O 0 - 0 —-20

) S
0 0 4 0 1
5 5
O 0 010

a, =1 =a,+2a, a ="a +5a,a=a+ a,a =2a+a, az-la
0 5a1’ a'.l. 0 5 21 2 5a1 5 37 3 5 2 5 4 4 5 3 51 a5 5 4
3-1=5a),32=10®,aazloa,adf:seb;as:a)

ProtoZzeg+a +a +a+a + & =1, dostavamea 5@ + 10 + 10g + 5+ a=1= aozé

L, ., 1 51010 5 1
Stacionarni rozlozenga=| —, —,—,—,—,—

32'32'32'32'32'32

ad ¢)E(X) = 00= +10> + 202 +302 + 43> +50% =80- 25
32 32 32 32 32 32 32

Vysledek je ve shads aiekdvanim, Ze po dostéte velkém pdétu pokusi bude v obou urnach vipnéru stejny poet

kouli.



5.7. Poznamka:Pro dany homogenni markovstgtizec fFislusné stacionarni rozlozeni nemusi existovat.

5.8. Definice:Definice limitniho rozlozeni a ergodickebkeiczce
Neclt {Xn :n0 NO} je homogenni markovskgttzec s vektorem gateEnich pravdpodobnostp(0). Jestlize existuje

limp(n) =p, pak vektorp se nazyva limitni rozloZzeni danétekzce. Jestlize vektgp nezavisi na vektoru gateinich

pravéEpodobnostp(0), pakiekneme, Ze danitézec je ergodicky (regularni).

5.9. Poznamka:lnterpretace ergodickéltettzce

Ergodickyretzec Ize interpretovat takto: podifipadi, kdy jefetzec ve stavu j, se bliislu g bez ohledu na to, jak

proces zéal.

5.10. Wta: Véta o vztahu mezi limitnim a stacionarnim rozlozenigrgodickéhdettzce
Jestlize{x,;n0ON,} je ergodicky homogenni markovskgtizec a existuje jeho stacionarni rozlozanpak limitni rozlozer
P je rovno stacionarnimu rozlozeai

Diikaz: p =limp(n) =limp(n-)P =pP , tedyp je stacionarni vektor mati¢ea ten zn&éimea.



5.11. Véta: Markovova ¥ta

Neclt {Xn :n [ NO} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP. Jestlize existuje takowdslo nON,, Ze maticeP”
ma vSechny prvky kladnéikame, ze jeegularn) , pak

a) existuje stacionarni rozlozeni danéézce a je jediné

b) retszec{X ;nON,} je ergodicky

c) maticeP" konverguje k limitni maticA, jejiz radky jsou stejné a jsou rovny stacionarnimu vekéoru

Diikaz: Nebudeme provatl

5.12. Poznamka:

Matice P je regularni, jestlize neni rozlozitelna na tvar

P, O (Q O (0 P,

P=

0 P,)- |R Sjnebo (P, 0



5.13. Fiklad: UvaZme provoz vyrobni linky, ktera seipe nachazet ve dvou stavech: v provozu (stav 1) ueipraw
(stav 2). Dlouhodobym sledovanim provozu vyrobmkyi se dos@o k nasledujicim zaram: pokud se vyrobni linka

v jednom obdobi nachazela v provozu, tak v nasietnjobdobi v 50%ifpadi zastala v provozu a v 50%ipadi se
nachazela v oprav Pokud se vyrobni linka nachazela v jednom obdagraw, pak v dalSim obdobiiztala v 75%
pripadi v opraw a v 25% pipadi se vratila do provozu.

a) Modelujte tuto situaci pomoci homogenniho maskéhoretzce.

b) Najckte matici flechoduP a nakresletefechodovy diagram.

c) Najckte limitni rozlozeni daného homogennitettzce a interpretujte ho.

Redeni:

ad a){X,;n0ON,}, X, =, kdyZ v n-tém obdobi je linka ve stavu j, 1=2.

ad b)p = ( j
025 0,75

0.7t

1 12
ado)@a)=@a) 05 0] a+a=1=a,=2a=, tdya- (3 3)

Znamena to, Ze po dostate dlouhé dob bude linka v provozu s pragplodobnosti 1/3 a v opras pravé@podobnosti 2/3.



o T O

5.14. Fiklad: Nectr {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP =

o O o
O O ©T
T O O

kde p + g = 1. (Tento HRM se nazyvéaahodna prochazka s odrazejicininsimi) Uréete stacionarni rozlozeni tohoto
HMR.

qg p 0 O
v v g 0 p 0 ..|e&
Reseni: .)=(a a.a,... Sa =1
(aaa..)=(aaa.) o  2a
1_
a,=qa, +0a >a =- ta =ra,
q q
p
“a, - pa, 2
_ _q _pll-q) _m
=pa, +ga, = a, = =—=—a,=| | a,
a, =pa, +0a, ; ; :

i
Obecr: a, =£g) a,|=12...



j
a) Neci p <. Pakl=} a =Z£Ej a, =ip:> a, =1- P stacionami rozlozeni existuje a ma tvar:
=0 =0\ d 1-¥F q

q

j
a, =£g) (1—%}] = 01,2,... Jedna se o geometrické rozlozeni s parameﬁreﬂ]—g.

(Pripomenuti geometrického rozlozeni:

Nahodna vetiina X udava poet neuspchi v posloupnosti opakovanych nezavislych pdkpiedchazejicich prvnimu

Uspschu, gicemz pravdpodobnost Usiehu je v kazdém pokusti. PiSemex ~ Ge9). Prav@podobnostni funkce:
_|@-9)"9prox=01,...

mix) = {o jinak )

b) Necl’ p>q. Pak} a, = a stacionarni rozloZeni neexistuje.
j=0



5.15. Fiklad: Na malém mst jsou dva obchody, oztme je A a B. Zajimame se o nakupy zakaénikschto
obchodech. Uvazujeméifm tydenni obdobi a sledujeme, kde zakaznicdugdivych tydnech nakupovali a jak tyto
obchody gtidali. Pro jednoduchost@dpokladejme, ze v fbehu jednoho tydne nav&tovali bud’ pouze obchod A nebo
obchod B. Jako s@ast marketingového vyzkumu byla shromé&data od 1000 zakaznikéasovém horontu 10 tydi.
Na zaklad tohoto vyzkumu bylo zjigho, ze 9% zéakaznik nakupujicich v obcha@dA tam bude nakupovat i

v nasledujicim tydnu a 10%eyde do obchodu B. Dale 80% zakaZnitakupujicich v obch@&dB tam bude nakupovat i
v nasledujicim tydnu a 20%gjde do obchodu A.

a) Modelujte tuto situaci pomoci HMa najdte matici gfechodu.

b) Jestlize na zatku nakupovalo 1000 zéakazaik obchod A, kolik jich bude po Sesti tydnech?

c) Jestlize na zatku nakupovalo 1000 zakaziiik obchod B, kolik jich bude po Sesti tydnech?

d) Jak velky je trzni podiEthto dvou obchailza gedpokladu dostate¢ velkého pétu obdobi?

e) Obchod B provede reklamni kampaby gilakal zakazniky nakupujici v obch®d. DoSlo k utitému gesunu zajmu

085 015

nakupovat v obchadB. Dle nového pizkumu byla stanovena matic@phodu( 020 0,80]' Jak se nyni z#mil trzni podil

obchodi A a B za pedpokladu dostate¢ velkého potu obdobi?



Reseni:
Ad a) Zavedeme homogenni markovskgzec{X ,;:nON,} s mnozinou stavJ = {1, 2}, pricemz X%, = 1, kdyZ zakaznik
v n-tém tydnu nakupuje v obchod a X, = 2, kdyz zakaznik v n-tém tydnu nakupuje v obe¢hBd

09 01

02 o,sJ'

Ad b) Vektor pgatesnich pravédpodobnosti jep(0) = (10), vektor absolutnich pra¥dodobnosti po 6 tydnech bude
p(6) =p(0)P° =(0,70590,2941), tedy v obchod A bude nakupovat 706 zakaziik

Podle textu ulohy sestavime mati¢ephodupP =[

Ad c) Vektor paatenich pravdpodobnosti jep(0) = (01), vektor absolutnich pra¥godobnosti po 6 tydnech bude
p(6) = p(0)P° = (0588204119, tedy v obchod B bude nakupovat 412 zakazinik

Ad d) Hledame stacionarni rozlozeni danéhoRdNloto rozloZeni bude existovat, protoze jiz maRama viechny prvky
kladné.ReSime systém rovnic

(a.a,)=(a, ,al)(g’z gg’a" +a, =1. Dostaneme slozky stacionarniho vektczr(p.:g a, :%. Trzni podil obchodu A tedini

66,7%, obchodu B 33,3%.

Ad e) V tomto pipacs hledame stacionarni rozlozeni pro RM matici mechodu( 823 gga.

Ziskame vektoa = (0,5714; 0,4286), tedy trzni podil obchoddiAi 57,1%, obchodu B 42,9%.



5.16. Fiklad: Profesor méit oblibené otazky, z nichZ jedna se objevi v kaZtkstu, ktery profesor zada. Studenti znaji
jeho zvyklosti dobe. Profesor nikdy nepouziva téze otazky dvakréqi®. Kdyz naposled uzil otdzky 1, hodi minci a
Vv pripack, ze padne lic, uzije otazky 2. Jestlize uzil oyazkhazi déma mincemi a fejde k otazce 3, kdyz na obou mincich
padne lic. Jestlize uzil otazky 3, h&=imi mincemi a fejde k otazce 1, kdyz na vSedeah padl lic.
a) PopiSte situaci pomoci homogenniho markovskéliace, najdte matici gechodu a nakresletégrhodovy diagram.
b) Za predpokladu, Ze uplynulo jiz dosti dlouhé obdobistfe, kterou otazku pouzil profesor da$tji a v kolika

procentech ppad ji uzil.
Redeni:
Ad a) Zavedeme homogenni markovskgzec{X ,;nON,} s mnozinou stavJ={123}, pticemz X, = j, kdyz v okamziku n
zada profesor otazkiislo j, j = 1,2,3.

_ v Lz de Piechodovy diagram:
Matice gechoduP=|3/4 0 1/4 -
18 7/18 0 L1

18
Ad b) Hledame stacionarni vektor daného RIM
0 1/2 1/2
(&, @, &) = (a, &, &) [3/4 0 1/4|, &+ a& + a = 1.ReSenim ziskdme stacionarni veldor (5/15, 6/15, 4/15), tedy
7/8 1/8 O

profesor zadava ni&gstji otazkucislo 2 a uzil ji ve 40% ipppad.



5.17. Fiklad: V piikladu 4.11. ,Model havarijniho poji&ti“ jsme zjistili, Ze maticei@chodu ma tvar
1-¢e” e’ 0
P=| 1-¢* 0 e’
1-e* -Ae? Ae* e
a) Odval'te stacionarni rozlozeni daného RM
b) Za gedpokladu, Ze zakladni vySe pojistného je &y Wpaitéte stedni hodnotwyse pojistného, kterou pojitec zapla
v dlouhodobéntasovém horizontu.

Reseni:
1-c, c, O
Ad a) Pro zjednoduseni zavedeme @emé g = €”, ¢, = A €". MaticeP méa pak tvarP=| 1-c, 0 ¢, |. Stacionarni
l1-c,—-c, Cc, C,
rozloZeni existuje, protoZe jiz matiBé ma vechny prvky kladn&esime systém rovnic

1-c, c, O
(a.aa)=(a.aa) 1-c, 0 c,|a,+a +a, =1 Dostaneme slozky stacionarniho vektoru:
1-¢c,-¢, ¢ ¢,
c,(1-c,)_e*(-¢*) . _ ¢ e?

_1-c,-cpc, _l-e*-re® _ _ _
- 1-cc,  1-xe? ' 1-cg,  1-Ae? " 1-cc, 1-)e?

Ad b) Ripomeneme, Ze stavy 0, 1, 2 znamenaji, Ze 0 jadakpojistné, 1 je pojistné s bonusem 30%, 2 jistne
s bonusem 50%.

a,

] e 1-e* -\e? e*(l-e?) e
Stredni hodnota vySe pojistného tedy bwdga + 07a + 0/, )=w + 0,7 + 05 .
Vy p J y @0 a'.l. 2) |: 1_)\e—2)\ 1_)\e—2)\ 1_)\6—2)\j|



6. Odhady absolutnich pravépodobnosti a pravdpodobnosti g‘echodu v HMR
6.1. PoznamkaPredpokladejme, ze HRI{X ;nON,} s kon€énym paitem staw k ma vektor psatenich

P - Pu
pravdpodobnostp(0) = (p(0), p(0), ..., i(0)) a matici pechoduP =| --- .- ... |. Tyto pravépodobnosti vSak

Pa  Pw
nezname, fiveme je pouze odhadnout na zakldibuhodobého pozorovani systému.
Podivejme se nejprve na odhad pkgpatobnosti fechodu. Proi,j =1, ..., k oztiae:

Cj ... pacet pozorovanifechodu systému ze stavu i do stavu j
k
¢, =>.C, ... celkovy p@et prechodt, které zéinaly ve stavu i (je-li i absoipi stav, ¢= 0)
=1
Bodové odhady pra¥godobnosti fechodu ziskame takto:
&
pij = Ci
Oproc =0

proc #0

Je-li spltna podminkep, (1— P, )ci >5 (tzv. podminka dobré aproximace)aeme spoitat téZ 100(1x)% asymptoticky

interval spolehlivosti pro;p Jeho meze jsou:

pij B



Dodatek: Odvozeni mezi 100(t9) % asymptotického intervalu spolehlivosti

pro parametr alternativniho rozlozeni

S nahodnym vyérem rozsahu n z alternativniho rozloZeni s paramef} se setkavame v situaci, kdy provadime n
opakovanych nezavislych pokua v kazdém zéthto pokud sledujeme nastoupeni @éspu. Pravépodobnost Usfchu je
pro v&echny pokusy stejnéa a je rovisiu 3 . Nahodna vetina X nabude hodnoty 1, pokud v i-tém pokusu nastaialsp
hodnoty 0, pokud v i-tém pokusu @sh nenastal, i =1, 2, ..., n. Realizaci nahodnéhmrayX,, ..., X, je tedy posloupno:
Oal.

Pti vypoctu mezi intervalu spolehlivosti vyuzijensentralni limitni v étu:

Jsou-li ndhodné veiiny X4, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné feribse $edni hodnotow a rozptylen

n
o7, pak pro velka n (r 30) Ize rozloZeni s@tu Y. Xi aproximovat normalnim rozlozenim N{mo?). Zkraces piseme

i=1

n n > X, =Ny
X = N(np,no?). Pokud sotet ' x, standardizujeme, tj. vytédme nahodnou vefinu U = =——— pak

= o/n

rozlozZeni této ndhodné vahy Ize aproximovat standardizovanym normalnimaeaehim. ZkracehpiSeme Y= N(0,1).



Asymptoticke rozlozeni statistiky odvozené z vydsového priméru.

Nech’ Xy, ..., %, je ndhodny vybr z rozloZeni A¢) a nechi je splréna podminka’lﬁ(l—ﬁ) > 9. Ozn@me M vyksrovy
M -3

9(1-9)
n

normalnim rozlozenimR({kame, Ze U ma asymptoticky rozlozeni N(0,1) ampi&e)~ N(0,1).)

pramér tohoto vykEru. Pak statistikdJ = konverguje v distribuci k ndhodné wafi¢ se standardizovanym

Vysvétleni:
ProtoZe X, ..., %, je nahodny vybr z rozloZzeni A¢), bude mit statistikdY, = > X (vyb&rovy Ghrn) rozloZeni Bi(ng).
i=1

Y, ma stedni hodnotu E(Y) = n9 a rozptyl D(Y,) = n9(1-9). Podle centralni limitni&ty se standardizovana statistika

Y. -nd

= asymptotickyidi standardizovanym normalnim rozlozenim N(O, bkl ¢itatele i jmenovatele

Jn3(1-9)

Yo 1ixi -9
n -n= = zN(O,]_)

/nﬁil—ﬁi /3(1—8} J(1-2
n® n n

podslime n, dostaneme vyjéehi: U =



Vzorec pro meze 100(-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivo$ pro parametr .

Meze 100(1a)% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso paramet® jsou:

d=m- /wul_alz ’h =m-+ Mukmz.
n n

Vysvétleni:
Pokud rozptle(I\/I) = @ nahradime odhadenlgﬂ@,

konvergence ndhodné waiy U k veliciné s rozloZzenim N(0,1) se neporusi. Tedy

M -3

1-a /2 < < ul— 12
T IM@AL-M)
n
:P(M_ M<1_M)U1—a/2<8<M+ M(l_M)ulalzj
\ n \ n

[(B0=:1-a<P -u




V naSem pipac mame c pozorovani, za @sp povazujeme, kdyz getézec v okamziku O realizuje ve stavu i. K tomu
A C
dojde s pravépodobnosti ¢0). Techto Usgchi nastavac Relativnicetnost Usgchu je tedypP, (O) = —, cozZje vlast&

realizace m vyé&roveho ptmeru M.

Dosadime do vzorce pro meze 100j% asymptotického empirického intervalu spolehltvpso pravépodobnost
uspEchu:

d=m- /MUHIZ ’h =m-+ /MUH/Z
n n

a dostaneme

d=p(0)- \/ POE-PON, h=p)+ \/ p.(0)1-p.(0)]

C




Bodové odhady pravpodobnosti fechodu ziskame éppomoci relativnickietnosti takto:

C.

. —proc, #0

P, =4C .
Oproc =0

Je-li splgna podminka dobré aproximac@j, (1— f’u )Ci > Omuzeme spéitat téZ 100(1x)% asymptoticky interval

spolehlivosti pro p Jeho meze jsou:

6.2. Friklad: V jistém regionu bylo nahodrvybrano 2501 domacnosti. Bylo z§isb, Ze k witému datu 629 domacnosti
negedplacelo zadny denik, 75@8epplacelo regionalni denik a zbytek celostatnildehféch domacnosti, které neéw
zadne pedplatné, hodla vifstim nesici 126 pedplacet regionalni a 63 celostatni denik.Z domstcnkteré pedplaceji
regionalni denik, udp v priStim nesici Zistane 525 domacnosti a 7%ra fedplacet celostatni denik. A nakoneécht
domacnosti, kterétpdplaceji celostatni denik, 673 né&ninpredplatné a 112ipjde na pedplatné regionalniho deniku.
Modelujte situaci pomoci homogenniho markovskétrce a najdéte bodove a intervaloveé odhady (se spolehlivos#)5

pocateinich pravédpodobnosti a pravgpodobnosti fechodu.



Reseni:zavedeme homogenni markovs’fie)%zec{xn ;N[ NO} s mnozinou stavJ = {1, 2, 3}, kde X = 1, kdyz v n-tém

mesici nahodw vybrand doméacnost nema zadmédplatné, X = 2, kdyz ma fedplatné na regionalni denik @ X3, kdyz

mé gredplatné na celostatni denik. Udaje obsazené v téahy usptadame do tabulky:

440| 126| 63 | 629
150(525| 75 | 750
337|112| 67/3| 1122

M Wl N -

Nejprve odhadneme pateni pravapodobnosti podle vzorcg(0) = % i=12...,k.

V nasSem pipadt k = 3, g = 629, ¢ = 750, g = 1122, ¢ = 2501.

. 629 750 1122
0)=—— =0,251 =0,299 =-""2-0,448
b.(0) 2501 59, (0)= 2501 9p.(0) 2501 ©

Odhad vektoru pgatesnich pravépodobnostip(0) = (025 ;0,3,045).
Znamena to, ze na patku sledovani 25 % domacnosti v daném region@loeradné pedplatne, 30 %iedplacelo

regionalni denik a 45 % celostatni denik.



Pred vyp@tem intervah spolehlivosti o¥iime, zda jsou spémy podminky dobré aproximacp (O)[l— P (O)]C >9.

n 629 ,\ 75C . z
Prit 0)= =—.p.(0)= ,c=2501 Ted
_1.929(1_ 08295011 460
2501 2507,
. _7—50(1—7—50 2501= 525
2501 25071
i =3: gz(l—&22 2501=6109.
2501 2501

~

p.(0)L-p.(0)

C

Vidime, ze podminky jsou sginy. Pro i =1, 2, 3 & =0,05dosadime do vzorcﬁi (O) i\/ u

1-a/2°
Dostaneme meze 95% asymptotickych intensglolehlivosti pro g0), p(0), ps(0).
p,(0)0(0,23450,2685, p,(0)0(0,28190,3179, p,(0)0(0,42910,4681) vzdy s pravéipodobnosti 95 %.

Interpretujeme napl. interval spolehlivosti: Ve sledovaném regigalk danému datu s prayjgbdobnosti 95 % 23,45 %
az 26,85 % domacnosti, které regplaceji zadny denik.



C.
Nyni se budemeanovat odhatim prava&podobnosti fechodu. PouZijeme vzorgg =—,i,j=1...,k.
c

Znovu uvedeme tabulku se zadanymi udaiji:

1 2 |3 |X
1|440|126|63 | 629
21150|525(75 | 750
31337(112|673| 1122
)Y 2501
V naSem pipact k = 3,
C11 =440, g, =126, 63=63, g = 629,
C1 = 150, 6, =525, 63 =75, ¢ = 750,
C31=337,6,=112,63=673,6=1122.
. 440 . 126 . _ 63 _
P, = o 0,6995p,, = e 0,2003p,, = R 0,1002
. 150 . 525 . 75
=——=02 =——=0,7, =—— =0
P = 75¢ P2 = 25¢ Prs = 75¢ .
A 337 " 112 " 673
=——=0,300 =——=0,099 =——=0,5998
Py 1122 4P 1122 3P, 1122

0,7 0,2 0,1\ Interpretujeme napl.radek odhadnuté maticégehodu: Pokud v jednoméasici nahoda vybrana domacnost
P=/02 07 0,1| neodebirala Zzadny denik, tak ki§tim n€sici s pravépodobnosti 0,7 ap nebude mit Zadné&gdplatné,
03 0.1 0.6) s pravépodobnosti 0,2 sifedplati regionaini denik a s prapodobnosti 0,1 celostatni denik.



Pred vyp@tem intervail spolehlivosti ogtime spl@ni podminek dobré aproxima&;] (1— f)ij )Ci > 9. Kipominame, Ze

C11 =440, g, = 126, g3 =63, g = 629,
Co1 = 150, Go = 525, 63 = 75, G = 750,
Ca1 =337,6,=112,63=673, g =1122.

i=1: 41'0(1—ﬂ)}629:132£3(1—1—26j629:101§(1—2)629: 57

629\ 629 629\ 629 629\ 629
I =2: 1—50[1—@)7502120,5—25(1—5—25)7502158E(1—Ej7502 68

750 750 750 750 750 750
i =3: 337 1- 337 1122= 2361—12(1—1—12 1122=109, 073 1- 073 1122=269

1122 1122 1122 1122 112 1122
Ve vSech deviti ipadech jsou podminky dobré aproximace &pmizeme tedy spidtat meze 95% asymptotickych
intervali spolehlivosti pro prawipodobnosti gechodu. Pro i, j =1, 2, 3@ =0,05dosadime do vzorce
"ij + p“l—_p” .

C

p,, 0(0,66370,7354),p,, 1(0169,0,2316),p,, 1(0,0767:0,1236),

p,,1(017140,2286),p,, 1(0,66720,7329),p,, 0(0,07850,1215),

p,,1(0,27350,3272),p., 0(0,082301174),p,, 1(0,57120,6285.

Interpretujeme napinterval spolehlivosti prog Pokud v jednom g&sici nahodi vybrana domacnost neodebirala zadny

denik, tak v pistim nEsici mizeme se spolehlivosti 95 % zéituze s pravépodobnosti 66,37 % az 73,54 Y%bpebude

odebirat zadny denik.



7. Klasifikace stavi homogenniho markovskéhdetézce

7.1. Ozna&eni: Ozna&eni prvki maticeP"
Nech’ {X,;nON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou stdw a s maticiigchoduP. Prvky maticeP" budeme

zn&it Pij (n)

7.2. Definice:Definice doby prvniho navratu do stavu j
Nech’ homogenni markovskiettzec{X ,;nON,} vychazi ze stavu j, tj.

P(Xo =) = 1. Zavedeme mnozin ={n=1 X, = j}, kter4 udava gadi okamzik navrafi do stavu j. Nahodna veina

! se nazyvaoba prvniho navratu do stavu j

min{Tj} proT, # U
T =
coproT, =0

7.3. Ozna&eni: Oznaeni pravdpodobnostni funkce doby prvniho navratu do stavu |
Nahodna vetiinar; je diskrétni nahodna veina, nabyva hodnot 1, 2, 3, ... Jeji prgwadobnostni funkci oziéme f(n),
tedy f(n) =Pg=n),n=1, 2, 3, ... (pro n = 0 poloZim@} = 0). Pravdpodobnost, Ze homogenni markovsk§zec

vychazejici ze stavu j, séec rekdy vrati do stavu |, je tedfy = ifi (n) . Pravaépodobnost;flze vyjadit jako P(; < ).
n=1



7.4. Véta: Souvislost pravégpbodobnostni funkce doby 1. navratu s pegatiobnostmi fechodu

Pravdpodobnostni funkce doby 1. navratu do stavu j sowsvpravédpodobnostmi fechodu takto:
0j0J:p, () :kZ:pjj (n-K)f (k) n=1,2,3, ..

Odtud Ize {(n) vyjadit pomoci rekurentniho vztahu:

730.3:, () = 3Py (1,00 +,0) = ) =B, ()= 3. p, (1K), ().

Diikaz:

Prok=1,2,3, .. ozdme jevA, ={X, =jC 1, =k|. Jevy A jsou nesltiteiné al JA, ={X, = }. Pasitame

n
k=1

p, () =P(X, =j/X,

n
k=1 k=1

j): UAk/onjj:Zn:P(Ak/onj)z P(anjDTjZK/onj)Z
f

Plr, =k)P(X, = /X, =0T, =K)=3

J
k=1

 (P(X, =i/X, =])= 31, (p, (1K)

(P(X, =]/ X, =]0X, #j0...0X,, #]0X, = j)=

J

I
TM
S 11 >
iy

K=

[y

(Pri Gpravach byla pouZita rovnoBfA n B/C)=P(B/C)P(A/Bn C).)



. . : 1- :
7.5. Fiklad: Nechr {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s matici fechoduP :( @ @ ] Je-li vektor

B 1-B
pocateinich pravépodobnostp(0) = (1, 0), vypététe pravépodobnost, Ze doba 1. navratu do stavu O buder,, 2, 3, .

a vypatéte praveépodobnost, zéetzec se ubec rekdy vrati do stavu 0.

v o , .- n-1 s,
Reseni:Pouzijeme vzoree (n)=p; (n) - p; (n—k)f, (k) . Patitame
k=1

o2 (1m0 j(l—a o ):( (L-a)” +ap (1—0()0(+(1—B)0(j

B 1-BA B 1-B) (@-a)B+BE-B)  aB+(1-P)°

A-0)*+af @d-o)a+ (1—[3)0(}(1—0( a j _
L-a)B+BL-P)  ap+(@-P)° B 1-B

:((1—0()3+2(1—0()0(B+(1—B)0(B 1-py 3 ]

P®=

1-p, @-a)ap +2(1-R)ap + L-B)°
fo(1) =o=1—a
fo(2) = po(2) — Rofo(1) = (1 —a)® + o — (1 —a)* = of
fo(3) = mo(3) — Ro(2)fo(1) — pofo(2) = (1 —)° + 2(1 o) + (L —P)ap — [(1 —a)® + oB](1 —a) — (1 —a)o =
=(1-a)’ + 2(1 —a)af + (1 —B)ap — (1 —a)° — (1 —a)ap — (1 —a)ap = (1 B)ap
1-a pron =il

Obecn: f,(n) :{ »
(2-B)™ap pron=2,3,...



7.6. Definice: Definice trvalého ajgchodného stavu

Nech’ {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtizec s mnoZinou staw.

a) StavjOJ se nazyvdrvaly, jestlize f= 1 (tj. Pg < ). (Znamena to, Z&etzec se do stavu j vrati po ka@meé mnoha
krocich.)

b) StavjOJ se nazyvérechodnyjestlize f< 1 (tj. P = «). (Znamena to, z&tzec se do stavu j s kladnou
pravdépodobnosti nikdy nevrati.)

Mnozina trvalych stavse znai J;, mnozina pechodnych stavJ. Fitom J. 0J, =JJ, nJ, =0.
7.7. \@ta: Kritérium pro klasifikaci trvalych afgchodnych stau
a) Stav j je trvaly, pravkdy? 3p, (n) = e.

b) Stav j je pechodny, pravkdyZ > p, (n) <.
n=1

Dikaz: Nebudeme provatl



7.8. Riklad: Provadime posloupnost opakovanych nezavislycli Rodtkou. Nectindhodna vetina X, udava
maximalnicislo dosazené v prvnich n hodech, n = 1, 2, Zavedeme homogenni markovsiegzec{X ;nON,}
s mnozinou stavJ ={1, 2, ..., 6}, kde X=], kdyz v prvnich n hodech bylo nejvyssi dos&gslo j. Najcte matici
piechoduP a klasifikujte stavy na trvalé &grhodné.

Reseni:
11 1111 L : - _ 5 - .
= = = = = =| Zajimaji nas jen diagonaini prvky matieg protoze zkoumamiadu p, (n).
6 6 6 6 6 6 =
o 21111 N .
6 6 6 6 6 pll _’p11(2) (_j ap11(3)=(_) g
3111 6 6
|00 = = = =
P= 6 6 6 6 . o2 N
0oo0oo0211np, =5 P23 (),pzz(S):(g)
6 6 6
00 51 -
6 6| Obecr:p,(nN)=|=|,j=1,..,6
0 01 6

Radai(é) absolut® konverguje pro j =1, 2, 3, 4, 5 a diverguje pro§. Tedy 4 = {6}, Jp = {1, 2, 3, 4, 5}.



7.9. Definice Definice trvalého nenulového stavu a trvalého wélm stavu
Neclht jOJ je trvaly stav homogenniho markovskéatizce{X ;nON,}.
a) Stav j se nazyvévaly nenulovy jestlize existuje $&¢dni hodnotay nahodné vetiny t;.

b) Stav | se nazyvivaly nulovy, jestlize stedni hodnota nahodné w@fiy t; neexistuje.

7.10. Disledek: Kritérium pro klasifikaci trvalych nenulovych siaa trvalych nulovych stav

Stav j je trvaly nenulovy, jestliiieadai nf, (n) absolute konverguije.
n=1

Stav j je trvaly nulovy, jestliimdai nf, (n) diverguije.
n=1

7.11. Poznamkalze ukéazat, ze HR s kon¢nou mnoZinou stavnemize mit trvalé nulové stavy.

7.12. Definice:Definice periodického stavu, neperiodického stargpdického stavu
Nech’ d je nejtSi spoleny dklitel cisel n> 1, pro iz p;(n) > 0.

Je-lid> 1, pakiekneme, Ze stav | jeeriodickys periodou d

Je-li d= 1, pakiekneme, Ze stav | jeeperiodicky

Trvaly nenulovy neperiodicky stav se nazyrgodickystav.



7.13. Fiklad: Na Gséce délky 5 jsou vyzrzny body 0, 1, ..., 5. V bé® se nachazi kwlka. Kulicka kona nahodnou
prochazku po usee tak, Zze s pra¥podobnosti p se posune o jednotku napravo a s ¢pasidbnosti g = 1 — p se posune o
jednotku nalevo. Dosahne-li bodu 0 nebo bodu sy&éam. Popiste proces pomoci homogenniho markéiwgkizce a
klasifikujte stavy na periodické a neperiodicke.

Reseni:zavedeme homogenni markovsiegzec{X,;n0ON,} s mnozinou stavJ = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, kde X=j, kdyz

v okamziku n je kutika v bod j.

R R =S
C}J’:&)&th_..ﬁk_)d’ @
a 1
Poo(N) = 1 proOnON = stav O je neperiodicky.
pss(n) = 1 proOnON = stav 5 je neperiodicky.
p11(1) = 0, R1(2) = pa, R«(3) =0, p1(4) = pgp, ... Nejtsi spoleny cklitel cisel 2, 4, 6, ... je 2,
tedy stav 1 je periodicky s periodou 2. S¢djm dopadne se stavy 2, 3, 4.

o O O T O O
o O T O O O
R T O O O O

O O O o a pk
O O O 0o O o
O OO0 o T O




7.14. Véta: Vypocet stedni hodnoty doby 1. navratu do ergodického stavwvalého nenulového
periodckého stavu

a) Nech' j[1J je trvaly nenulovy neperiodicky stav (tj. ergodicitav). Paku, =ﬁ.
mp; N
d

b) Nech’ jT1J je trvaly nenulovy periodicky stav s periodquRaky, =m
n'm i i



7.15. Fiklad: Nect je dan homogenni markovskgtizec{X ;nON_} s mnoZinou stav J = {0, 1, 2} a matici

piechoduP = . Vypoitéte stedni hodnoty dob 1. naviatlo stawi O, 1, 2.

WIRPNIRPWIRF
NIRPRNFPWIF

oOlRr~NFRPWIPF

Reseni:Jeliko? maticeP je regularni matice, bude matieé konvergovat k limitni matici, jejiz vSechmgdky jsou stejné a
jsou rovny stacionarnimu vektoaumaticeP.

a a

aO:_0+ﬁ+_2
3 4 6
111 a a 6
3 3 3| a=o+24% A=
_ 1 1 1 3 2 3 10
(Baa)=(aaaly 3 3 =5 pe(S00) (22
111 a a a 5 252525 " (610" 9
6 3 2) =37, &=
3 4 2 25
a,+ta +a, =1

Vychazi-litetzec nap. ze stavu 1, tak v pméru po 2,5 krocich se tam vrati.



7.16. Systém bonus — malus v poftévnictvi

Tento systém se pouziva v havarijnim pénstMa ucity pocet tid vySe pojistneho
(tzv. bonusovychiid), do nichz je klient Zazovan podle pidu uplatréni pojistnych
udalosti v pojistném obdobi.
Bunusovaitida (a tim i vySe pojistného) pro nasledujici obdohirsie

- podle bonusové&idy klienta v daném obdobi

- podle pd&tu uplatréni pojistnych udalosti v daném obdobi.
Predpokladame, ze existuje k bonusowyidt, taricemz na poatku smluvniho vztahu
s pojif’ovnou je klient zgéazen doifidy O a plati zakladni pojistné, tj. 100 %. V j-té
bonusoveiidé plati klient pojistné cpricemz ¢<1,j=1, 2, ..., k.
Tedy vektorc = (1, g, ..., G) udava vysi pojistneho (jak@ast zakladu) pro vSechny

bonusovéiidy.



Zavedeme nahodnou v@&hu X, ktera znai bonusovourfdu klienta v n-tém
pojistném obdobi. Pak stochasticky profésnON } s mnozinou stavJ={01,...,k}
je markovskytetezec, protoze jeho budouci stav zavisi na pouze wa ptaHomnéma
nikoliv na stavech minulych a je to homogeiwitzec, protoze prawgodobnosti
prechodu 1ifadu nezavisi néasovém okamziku n.

Pacet vyskyfi pojistné udalosti v n-tém pojistném obdobi je ndt#odeltina
Y,nN=1,2, ....

Predpokladame, ze ndahodné vmly Y,, jsou stochasticky nezavislé a vSechnyigde

rozloZzenim Pdy), tedyP(Y. :y):gex, y=0,1,2, ...



Model |
V tomto modelu existuji 4 bonusouédy, tj. J={0.1,...,4} a vektor vySe pojistného je
c=(1 0,9 0,8 0,7 0,6).
Jestlize v pojistném obdobi klient neuplatni zadpopstnou udalost, je v dalSim
obdobi zéazen do 4. bonusovédy, kde plati pojistné 60 % zakladu.
Pokud vsak klient uplatni aspgednu pojistnou udalost, je v dalSim obdoliazan o
tridu nize, je-li to mozne. Ozéiane-li Y,, pacet pojistnych udalosti v n-tém pojistném
obdobi, pak

_ {4 proY, =0
" |max{X -10}proY =1
Vektor paateenich pravdpodobnosti jg(0) = (1, 0, 0,0, 0).



Stanovime jednotlivé prvky maticégzhodu.

p,=P(Y 21)=1-P(Y =0)=1-¢",p,=p, =p, =0, p, =P(Y =0)=¢",

p, =P(Y 21)=1-P(Y. =0)=1-¢",p, =p, =p, =0, p, =P(Y =0)=¢",
p,=0,p,=PY 21)=1-P(Y =0)=1-¢*, p,=p, =0, p, =P(Y =0)=¢",
p.=p,=0,p,=PY 21)=1-P(Y =0)=1-¢", p, =0, p, =P(Y =0)=¢",
p.=p,=p,=0,p,=PY 21)=1-P(Y =0)=1-¢", p,=P(Y =0)=¢".

Dostavame maticijechoduP ve tvaru:




V modelu | odvodime stacionarni rozlozeni. Stacioh@zlozeni existuje, protoze jiz
maticeP* méa v8echny prvky kladné. Pro jednoduchost &b =e* b =1-¢”.
Reime systém rovnic

b, 0 0 0 b
b, 0 0 0 b
(@, & a a a)=(a, a a a a)0 b 0 0 b |>a=1
0 0 b 0 b|
0 0 0 b b
ReSenim tohoto systému dostaneme:
a=b'=(1-e),
a =b’(1-b)=(1-e")e",
a=b’(1-b)=(1-e")e",
a, =b(1-b,)=(1-¢e")e”,
a,=1-b =e”

Je-li zakladni vySe pojistného w, pakesini hodnota vySe pojistného, kterou klient
zaplati v dlouhodobérfasovém horizontu, ja(a, + 09a, + 08a, + 0,7a, + 0,6a, ).



Model I

V tomto modelu existuji 2 bonusovédy, tj. J={0,1,2} a vektor vySe pojistného je
c=( 0,7 0,5).

Ma-li pojistné obdobi bezeSkodnitpeh, je klient vdalSim obdobi zazen oitidu vys
je-li to mozné.

Pokud klient uplatni jeden pojistny narok, je v dal®bdobi zéazen oitidu niz, je-li
to mozné.

Pri uplatréni dvou a vice pojistnych narbke zaazen o dv tridy nize, je-li to mozne.
Znamena to, ze

min{X +12}proY =0
X =<{ma{X -10}proY =1.
OproY =2

Vektor paatenich pravdpodobnosti jg(0) = (1, 0, 0).



Stanovime jednotlivé prvky maticégzhodu.
poo = P(Yn 2:I') =1_ P(Yn = 0) =1_e_)\’p01 = P(Yn = O) = e_}\ ’poz = O’
p, =P(Y 21)=1-P(Y. =0)=1-€,p, =0, p, =P(Y =0)=¢",

p,=1-Ae" —e”, p,=P(Y =1)=Ae*, p,=P(Y =0)=¢".

1-¢ e’ O
P = 1-¢” 0O e|.
1-Ae” —-e* Ae' ¢



V modelu Il odvodime stacionarni rozlozeni(viz $.17.):
Pro zjednodu$eni zavedeme asrd b = €, b, = €. MaticeP ma pak tvar:

1-b, b, 0
P=| 1-b, 0 b, |. Stacionarni rozloZeni existuje, protoze jiz maltena
1-b,-b, b, b,

vSechny prvky kladn&kesime systém rovnic

1-b, b, O
(a ,a.,a)=(a,a.,a) 1-b, 0 b |a +a +a =1.
1-b -b, b, b,

Dostaneme slozky stacionarniho vektoru:
_1-b,-bb _1-e’'-Ae” _ _b,(l-b)_e’(1-¢€") a = b> e

a a = La = = :
" 1-bb 1-Ae” ' 1-bb  1-Ae® ' ° 1-bb 1-Ae”

-2\

Je-li zakladni vySe pojistného w, pakesini hodnota vySe pojistného, kterou klient

zaplati v dlouhodobérrasovém horizontu, je/(a, + 0,7a, + 05a, ).



Vypocet pravdépodobnosti uplatnéni pojistné udalosti

Predpokladame, ze klient uplatni pojistnou udalosizeaza pedpokladu, ze Skodgejiz vySi udava nahod
veli¢ina Z, je @tSi nez odpovidajici navysanpojistného v nasledujicim pojistném obdobi.

Ozna&me A jev, ze klient uplatni pojistnou udalost agd,jze nastala pojistna udalost. Protoze plati, ze
AOH,P(A/H)=P(Z>r)aP(H)=1-€", dostaneme z definice podnsfié pravépodobnosti
P(AnH)=PA)=P(z>r)1-€")

Budeme-li fedpokladat, Ze vySe Skodyiei logaritmicko-normalnim rozloZenim s parameinyo~,

muizeme vypoitat

P(A/H) = P(Z>r):P(InZ>Inr):P(InZ_Ll > Inr_“jzl—(b(lnr—_“).

0] 0] 0]

Vysledna pravébodobnost uplatmi pak je

P(A) = {1— Cb(ln - ”ﬂ(l— e?)

0)




Priklad na vypocet pravdépodobnosti uplatnéni pojistné udalosti

Uvazme model II, v &mz je vektor vySe pojistnélo= (1 0,7 0,5). Redpokladame,
ze zakladni vySe pojistnélimi 1200 K&, patet pojistnych udalosti pojistnem obdol
ma Poissonovo rozlozeni parametremo0,1 a velikost Skod ma logaritmicko —

normalni rozlozeni s parametnye=8,0° =2 (znamena to, zeistdni hodnota sSkody je

asi 8100 K, protoze sedni hodnota logaritmicko — normalniho rozloiem”]%).
Nech’ klient je z&azen ' 1. bonusovéride, tj. plati pojistne 1200.0,7 = 84CKPokud
dojde k uplatani pojistné udalosti, bude klient v nasledujicim obdmtazen dofifidy
0 a bude platit pojistné 1200:Ktj. o 360 K vic. Vypcitéte pravépodobnost, ze
klient uplatni pojistnou udalost.

Reseni:
r=36Cu=80°=2\=0]1.
Inr—p ) In360-8 )
P(A) =|1-¢ 1-e’)=|1-9 1-e)=0,0887.
8 oo o
Za danych podminek klient uplatni pojistnou udalgstavydpodobnosti 8,9 %.




8. Rozlozitelné a nerozlozitelné homogenni markovek-etézce

8.1. Definice:Definice dosazitelnych a souslednych étav
Necht {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou staw.
a) Rekneme, Ze stav j gosazitelnyze stavu i, kdyz existuje>nl tak, Ze p(n) > 0.
Pokud p(n) = 0 pro vSechnan 1, pakiekneme, ze stavieni dosaZitelnge stavu i.
b) Rekneme, Ze stav j uslednyse stavem i, jestlize j je dosazitelny z i adg@sazitelny z j.

(Symbolicky se dosazitelnost stavu j ze stavu edaje takto: i—) a souslednost stav, j se oznauje takto: i« j.)



8.2. Riklad: Je dan homogenni markovsigkzec{x ,;nON,} s mnoZinou stav

1/2 1/2 0 0 O
1 0 0 o0 ©O
J={1, 2, ..., 5} a maticijechoduP=| 0 1/2 0 1/4 1/4|.
O O 3/4 0 1/4
O 0 0 o0 1

Nakreslete fechodovy diagram a sestavte tabulku dosazitelnigski a tabulku souslednych stav

Reseni:
Prechodovy diagram Tabulka dosazitelnych stav Tabulka souslednych stav

172 2 stav|dosazitelny stav stav|sousledny stav

(’?«ﬁ 1(2(3]4]|5 112]|3(4|5

\_‘ﬁ,ﬂ\ 1 [+ [+ [-1-1- 1 [+ [+]-1]-7-

2 + |+ |- |- |- 2 + |+ |- |- |-

3 + [+ [+ |+ ]|+ 3 - -+ + ]

_ \H 4 + |+ [+ |+ ]+ 4 - -+ + -

/( ) 34 (4 5 |- |- |-1]-[+ 5 |- |- 1|-1|-1]+

A =

1 14



8.3. Definice Definice fidy trvalych stau a tidy prechodnych stav
Neprazdna mnozina sta\C [1 J se nazyvérida trvalych stal, jestlize zadny stav W neni dosazitelny ze zadného stavu

uvnitt C. Mnozina stafy, ktera neniffdou trvalych sta, se nazyvérida gechodnych stav

8.4. Hiklad: Pro homogenni markovskgtizec z pikladu 8.2. najéte tidy trvalych a pechodnych stal
Reseni:
Nejprve uvedeme maticipchodu. Nakreslime pechodovy diagram.

12 1/2 0 0 0 12 12
1 0 0 0 O o B
P={ 0 12 0 14 14
0O 0 3/4 0 1/4
O 0 0 0 1

Z diagramu je tejme, ze kdyZetézec vstoupi doridy stavi {1, 2} nebo {5}, neni odtud dosazitelny zadny staw tridy
{1, 2} resp. {5}, tedy J. ={12} O{5}. KdyZ tetézec vstoupi doitdy stavi {3, 4}, je odtud dosaZitelny stav 5, tedy

J, ={34}.



8.5. Poznamka Poznamka o pddizci homogenniho markovskebeizce

Jestlize v matici fechoduP vynechame tyadky a sloupce, které odpovidaji stawvnepaiticim do tidy trvalych stau C,

dostaneme ajp stochastickou matici. Lze ji povazovat za matieichodu homogenniho markovskéettzce s mnozinou

stavi C. Nazyva se pddtzec mivodnihoietzce. Nap. pro homogenni markovskgtézec z pikladu 8.2. , ktery ma

1/2 1/2 O O O
1 O 0 O O

matici plechoduP =| 0 1/2 0 1/4 1/4|, dostaneme pddizec s matici fechodup,

O O 3/4 0 1/4
0O O 0 0O 1

8.6. Disledek: Dusledek proifidu trvalych stawr a pro fidu prechodnych stay
a) Retszec nikdy neopusttitu trvalych stag, jakmile do ni jednou vstoupi.

b) Retézec se nikdy nevréti deéidy piechodnych staly jakmile ji jednou opusti.

8.7. \eta: Kritérium pro stanoventidy trvalych stau
Mnozina stau C [J J je tida trvalych staf, praw kdyz g = 0 proi OC, jOC.
Dikaz: Nebudeme provatl

1/2 1/2 0
=1 0 O0].
0O 0 1



8.8. Definice Definice rozlozitelného a nerozlozitelného homaghn markovskeheetzce
Homogenni markovskiettzec se nazyvaerozlozitelny jestlize vSechny jeho stavy jsou sousledné. \Lio@a Fipads
fikame, zeretézec jerozlozitelny.

Ekvivalentni definice: HN& se nazyvé nerozlozitelny, jestlize mneexistuje jinéitda trvalych stafr nez J.
8.9. Wéta: Retézec s kon&nd mnoha stavy je rozlozitelny prévehdy, ma-li maticeigchodu (po fipadném petislovani

P, O : , :
stawvi) tvar P = (Af B], kdeP;, B jsouctvercove matice.

Dukaz: viz Praskova, str. 37.

8.10. Friklad: UvaZzme nahodnou prochazku s pohlcujiciimami, tj. homogenni markovskgtszec{X ,;nON,}

s mnozinou stavJ = {0,1, ..., N-1, N} a fechodovym diagramem

p p p p
2 D)
oz089 cEC O
1 1-p 1-p 1-p 1-p 1

Zjistéte, zda tentdetzec je rozlozitelny. Pokud ano, n&e tidy trvalych a pechodnych stau
Reseni:z prechodového diagramu okan&ityplyva, Zze stavy 0 a N jsou sousledné jenom ssargebou.
Ostatni stavy 1, 2, ..., N-1 jsou souslede&zec je tedy rozlozitelny 4. ={0} O0{N},J, ={12,...,N -1}.



8.11. Definice: Definice stav stejneho typu

Rekneme, Ze staviyj[1J homogenniho markovskékietszce jsoustejného typyjestlize jsou oba
a) p'echodné

b) trvalé nenulové

c) trvalé nulové

d) neperiodické

e) periodické s touz periodou.

8.12. \Kta: Véta o solidari
Jsou-li stavy i a j sousledné, pak jsou stejnépa.ty

Diikaz: Nebudeme provaitl

8.13. Disledek: Dusledek pro nerozlozitelny homogenni markovisiyzec

V nerozlozitelném homogennim markovsk&tizci jsou vSechny stavy stejného typu. Ma-li nerdizédny homogenni

markovskyiretzec konénou mnozinu stay, pak jsou vSechny stavy trvalé nenuloveé.



8.14. \#ta: Véta o stacionarnim rozlozeni nerozlozitelného M
Nech’ {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtszec . Pak plati:
1. Jsou-li vSechny jeho stavygehodné nebo vSechny trvalé nulové, pak staciomdzidzeni neexistuje.

2. Jsou-li vSechny jeho stavy trvalé nenulové, siakionarni rozloZeni existuje a je jediné.

2a) Jsou-li viechny stavy neperiodické, Bak Im p; (n)>0i,j0J 4 takéd; = lim p, (n)>0,j0J

1S . 1S :
2b) Jsou-li viechny stavy periodické, pak— L'm —Z P; (k)>0.i,j0J, takéd; =1im —Z P; (k)>0,jOJ

~* N3 n-«nNi3

8.15. Disledek:V nerozlozitelném homogennim markovskéazci s konéné mnoha stavy stacionarni

rozlozeni existuje.



8.16. Véta: Véta o mnozig stavi dosazitelnych z trvalého stavu.

Neclt siav i je dosazitelny zd@akého trvalého stavu j. Pak plati:

a) stav i je trvaly stav stejného typu jako stav j

b) i a j jsou sousledné stavy

c) fj = f; = 1 (tj. pravdpodobnost, Zéetzec vychazejici ze stavu j respiibec rekdy vstoupi do stavu i resp. j, je rovna 1).
(Znamena to, Ze mnozina stadosazitelnych z&akeého trvalého stavu j je mnozina trvalych stavvdi nerozlozitelny

podettzec mivodnihoretzce.)



8.17. Poznamka:

Nejprve pro jednoduchostgrpokladejme, Ze rozlozitelnémietézci existuji jen d¥ tiidy stawi. Znamena to, ze

sowasnym pecislovanim stair v matici gechodu Ize vytviot nulové submatice.

Dostavame pak kiimatici typu

P:(Fg F(’)j kde P1, P, jsou ¢tvercové matice obsahujici prayebdobnosti pechodu mezitfdami staw, piicemz ok
2

tridy jsou tidy trvalych staw,

nebo typu
P
P:(Rl Q]’ kde P1, Q jsou &tvercové matice, ifiemz P; obsahuje pravghodobnosti pechodu mezirvalymi stavy

maticeQ obsahuje pravgbodobnosti pechodu mezi fechodnymi stavy a matide je tvaena pravédpodobnostmi fechodi
z prechodnych do trvalych stav

Je-li maticeP rozlozitelna na tvar

P
P:(P 01) kde O jsou nulovéctvercové matice, bude systém oscilovat mezingv ¥idami gechodnychstavi &
2

prislusna matic® bude popisovat periodicktézec.



8.1& Poznamka poznamka o rozkladu ko&regé mnoziny stavJ a o kanonickém tvaru maticgephodu
Predpokladejme nyni, Ze rozlozitelny H\Me tvaren jak trvalymi, tak fechodnymi stavy, ijixemz ma ritid trvalych sta.

Véta 8.16. umozni rozlozit mnozinu stay takto:

Al

el

dosazitelnych zjatd.
Lze tedy psat=J, 0J,0...0J 0OJ,, kde 4, J, ..., Jjsou nesldgitelné mnoziny trvalych stdva } je mnozina stav

prechodnych. Je-li J kotied mnozina, pak maticiechoduP Ize psat v tzv. kanonickém tvaru (po eventualnfediplovani
staw).

Kanonicky tvar matic® P4, ..., P jsou matice obsahujici praygbdobnosti pechodu meziifdami trvalych stai
; N 3 Ji, ..., J. MaticeRy, ...,R, obsahuji prav&podobnosti fechodu meziftdami grechodnych a
|l b|...] J trvalych stavw. MaticeQ obsahuje pravpodobnosti pechodu mezifg@chodnymi stavy.

h|P.|9D|...| 0|9
L|D|(Py|...| O|D




8.19. PoznamkaxXanonicky tvar maticeiigchodu Ize v MATLABuU ziskat pomoci funkce kant(P)

function[KT,NU,DS] = kant(P)

% Funkce pro vypocet kanonickeho tvaru matice pdahozlozitelneho HMR
% Syntaxe: [KT,NU,DS] = kant(P)

% Vstupni parametr: P ... matice prechodu HMR

% Vystupni parametry: KT ... matice prechodu v k@okem tvaru

% NU ... nove usporadani

% DS ... tabulka dosazitelngtdvu

% Vytvoril: Karel Vaculik



8.20. Riklad: Je dan homogenni markovsigizec{X ;nON_} s mnoZinou stav J = {0,1, ..., 5} a maticii@chodu

1 0 0 0O O 0
1/4 1/2 1/4 0 0 O
0 15 2/5 1/5 0 1/5 : . :
P= . Najkte kanonicky tvar matick.

0O 0 0 16 1/3 1/2
0O O 0O 12 0 1/2
0

0 0 14 0 3/4

Reseni:
Prechodovy diagram Kanonicky tvar maticeigchodu: Vidime tedy, ze
1 172 . Pl:(l)
14 215
— v 1 0 0 0 0 O 1/6 1/3 1/2
[l }-—g Shod _
J <> . = ) 0 1/6 1/3 1/2 0 0| pP,=[1/2 0 1/2
_ yl‘ 5|0 U2 0 W2 0 0 14 0 3/4
lflt/f( 1/3 |0 14 0 34 0 0]
G ) 14 0 0 0 12 14 Rﬁ(l/ 4}
D TR 0 15 0 15 15 2/5 0

e 0 0 0
12 R, =
(1/5 0 1/5)

J={0}, J.={3, 4,5}, »={1, 2}. 12 1/4
Q:(lls 2/5}'



8.21. Definice: Definice fundamentalni matice nerozlozitelného bgenniho markovskéhetzce

Neclht {X,;n0ON,} je nerozlozitelny homogenni markovsigzec s matici fechoduP. Limitni matici gechodu ozn&me

A. Fundamentalni mati@ tohotoretzce definujeme vztahenZ =(1 - (P - A))™.

8.22. \Wta: Véta o vypa@tu st¥ednich hodnot dob prvnich vstup
Ozna&me m sttedni hodnotu doby 1. vstupetézce do stavu j zarpdpokladu, ze vychazi ze stavu i. Sestavime matici

M = (mij) . PakM :(I -Z+ EZ)I\?I , kdeE je matice ze samych jedrk, maticeZ obsahuje jen diagonalni prvky matice

i,

Z a maticeM obsahuje jen diagonalni prvky matide



8.23. Fiklad: Pri dlouhodobém sledovani velkého souborudfoi éasovym krokem 1 #sic byly zkoumany volebni
preference. RozliSujeme strany A, B, C a Ostatavedeme homogenni markovslefgzec{X ,;n0N,} s mnoZinou stavJ
={1, 2, 3, 4}, kde X = 1, kdyZz nahodhvybrany volE preferuje v n-tém gsici stranu A, X = 2 pro stranu B, X= 3 pro
stranu C a X= 4 pro ostatni strany. Praymbdobnosti pechodu sympatii vaii jsou uvedeny v maticiipchodu:

07 005 011 014

001 082 005 012 _ . - - ] ;
P= e . . Najdtte limitni matici fechodu a vypéicéte matici stednich hodnot dob prvnicligchod.
005 005 08 01

005 0 003 092
ReSeni:Limitni matici grechodu ziskame sloZentittyt stacionarnich vektar Stacionarni vektor existuje, nebj@ matice

P? ma vsechny prvky kladné.

W 4 - 7 ’
ReSenim systémai= aP s podminkou) a, =1 ziskame stacionarni vektoa = (0,1328; 0,0881; 0,1843; 0,5949).
=1

Znamena to, Zzedhem dlouhé doby fize strana A &ekavat 13,3% vatii, strana B 8,8%, strana C 18,4% a ostatni strany
dohromady 59,5%.
Limitni matice gechodu Interpretace liddku maticeA: Pokud vol€ v jednom ndsici preferoval stranu A, pak

01328 0,0881 01843 05949) Vv nasledujicim rsici ji bude s pravipodbnosti 13,3% preferovatd@pKe strag B se

A= Greds (USE (s o piikloni s pravépodobnosti 8,8%, ke stra s pravdpodobnosti 18,4% a
01328 0,0881 01843 05949

01328 00881 01843 05949 S pravépodobnosti 59,5% zvoli¢hterou z ostatnich stran.



K vypocétu matice siednich hodnot dob prvnickgrhodi pottebujeme fundamentalni matici

25863 02999 02549 -21411
_ -0,7741 4,7037 -0p31 -23986
(1-(-A)" = 5

Z= .
-0,2863 04354 36153 -27644
-01508 -0,7502 -07885 26895
01;28 0 0 0
25863 0 0 0 ’ 1
0 0
. 0 47037 O 0 .
Matice Z = . maticeM = 0,0881
0 36153 O 1
0 o — 0
0 0 0 26895 01843
0 0 -
05949

75306 50 182353 81207
253061 113538 225 85535
216327 484615 54265 91686/
206122 619231 238971 16811

Matice M = (l -Z +EZ)|\7| =

Interpretace Ifadku maticeM: Voli¢, ktery na zéatku sledovani preferoval stranu A, vipg€ru za 7,5 misice da poprvé
znovu hlas této stranV praméru za 50 misiail bude poprvé preferovat stranu B a urpéru za 18,2 résice bude poprvé

preferovat stranu C. V pméru za 8,1 misice se poprvérkloni k nékteré z ostatnich stran.



8.24. Vyuziti markovskychretézai v modelech obnovy

Uvod: Modely obnovy popisuji procesy opebovavani a iiazovani prvi z procesu a jejich
nahrazovani novymi prvky. Jedna seinapknihy vknihovre, zarovky véejného osstleni, lyze
Vv pijcéovne apod.

Budeme s zabyvat nejjednodusSim modelem, a to madgtosté obnovy s diskrétnifasem.
Predpoklady:

1. Casova obdobi, v nichz se proces sleduje, jsousstiégiha.

2. Vytazeni a obnova prukprobiha nespogt vzdy na koncéasoveho obdobi.

3. Celkovy pdet prvki v procesu se nadni.

4. VSechny prvky maji stejnou maximalni zivotnost.

5. VSechny prvky jsou technicky homogenni, tj.rsédjo druhu.

6. Na p@atku procesu jsou vSechny prvky nové a obnova®edfr pouze novymi prvky.

7. Neuvazuje se moralni arast&né opotebeni prvk.



Oznaceni:
N ... maximalni doba zivotnosti prik
a, ... pravépodobnost selhani prvku v n-tém obdobi, n = 1, 2N.. Protoze zivotnost objekt

je kong&na ¢ maximalni delkou N, musi do doby N dojit k selhasgch prvk, tedyi_an =1.

I ... pravdpodobnost doziti n a vice obdobfitém =g+ + a2+ ... +&,n=0, 1, ..., N-1.
Specialg ry.1 = ay, o = 1.

Wp ... patet novych prvk na p@atku sledovani procesu.

W, ... pacet prvki, které jsou v provozu na géatku n-tého obdobi, n =1, 2, ..., N.

Pravdpodobnosti g r,, v praxi zpravidla nezname.®eme je vSak odhadnout pomoci
relativnichcetnosti.

Odhad pravépodobnosti selhani,azna&ime & a je to relativntetnost prvk, které selhaly
. . W —W
mezicasemn-lan,tp =——=,n=1,2,..., N.
W

Odhad prav&podobnosti dozitiyozn&ime . a je to relativnéetnost prvk, které jsou
Wn
W

0

v provozu na konci n-tého obdobi, itj.=

,n=0,1, ..., N-1.



V modelu prosté obnovy s diskrétnémsemreSime gikolik tloh.
Uloha ¢. 1: Jaka je sedni hodnota doby Zivotnosti privk

Reseni:V tomto pojeti je doba Zivotnosti objektu diskiétdhodna vetina
s pravépodobnostni funkcij@ro j =1, 2, ..., N. Jeji #dni hodnota j&/ :inan . Odhadem

této stedni hodnoty je fim&rna doba ZivotnostvV = i na .



Uloha ¢. 2: Jaka je sedni hodnota pitu obnov (tj. no¥ zatazenych prvk) na konci n-tého
obdobi, tj. na p&éatku (n+1). obdobi?

Re3eni:Zavedeme homogenni markovsieggzec{X ;nON_} s mnozinou stavJ={01,...,N},
kde X, =], kdyz v n-tém obdobi ma prvek Sta

V kazdem kroku procesu ma prvek dva moziexpody:

- pokud selze ¥ase od n — 1 do n, je k¥azen ve st n — 1 a je nahrazen novym prvkem;
- pokud neselze vase od n — 1 do nygde ze st n — 1 do st n.

Matice gechodu ma tvar:

al rl
% 0
rl
a
| = 0
P=| ¢
a
N-1 O
rN—Z
1 0

0
r2

o

0
0

- | =

V matici prechodu je nutné uvazovat podemna
pravcEpodobnosti, podminkou je, ze prvek doSel do daného
Stéi.

Vektor paateenich pravdpodobnosti:
p(0) =(1, 0,0, ..., 0), protoze nadaiku procesu jsou

~ vSechny prvky nove.

Stredni hodnotu piu obnov ziskame jako prvni slozku
vektoru wp(n) = we. p(0).P".



Uloha &. 3: Jaky je limitni pdet obnov?

Reseni:

Ozname W (= wg) pacet prvki na z&atku sledovani procesu, pocet obnov na konci n-tého
obdobi.

Na konci 1. obdobi:; = auy,

na konci 2. obdobi: U= au; + U,

na konci 3. obdobi:uF au, + au; + aUo,

na konci (N-1). obdobi:\y = aun, + &Uns + ... + &1Uo.

Pro n> N: u, = aUn1 + &Uno + ... + aU,n (Z procesu uz jsou ygizeny vsechnytgwodni prvky).

Témto rovnicim seéikarovnice obnovy. Resi se bdi primym dosazovanim nebo analyticky —
jedna se o system homogennich linearnich ditgieh rovnics konstantnimi koeficienty.

Francouzsky matematik M. R. Fréchet odvodillizeu existuje tehdy a jen tehdy, kdyz inde

n - o

nenulovych pravépodobnostian = 1,2, ..., N nemaji spaleého dlitele. Paklimu_ :%.

n - o

UL DS RN LN

Limitni posty prvka pro jednotliva sté jsou pak dany vektoreng-/ﬁ(lrl [l ).



Uloha &. 4: Jaké jsou p#y prvki pro jednotliva sté v n-tém obdobi (tzwékova struktura
souboru podle st&i prvki)?

Reseni:Vektor paatesnich pravépodobnostip(0) = (1, 0, O, ..., 0).

a r 0 O
% 0L g
Matice gechodu:P = z;l " .t
= 0 0 =
r.2 r.2
1 0 0 O

Podle zakona evoluce je vektor absolutnich pfpedobnosti po n krociclp(n) =p(0)P" a
strukturu souboru podle $tgprvka ziskame jako wp(n).



Priklad: Systém ma na gatku 2000 novych prik Maximalni doba zivotnosti prvku je 4 rol
Pravd@&podobnosti selhani v 1. az 4. roce jsou 8,2, a= 0,25, 3= 0,25, 3=0,3.

a) Najcte stedni hodnotu zivotnosti pruk

b) Jaka je $edni hodnota pidu obnov na konci 6. roku?

c) Vypcetéte limitni patet obnov.

d) Urcete kovou strukturu systemu na konci 8. roku.

e) Vypcaitéte limitni vékovou strukturu systému,

Resdeni:
Ad a)

Stredni hodnotu zivotnosti prikvypaiteme podle vzorc¥ :i_nan ;

V =1[0,2+2[0,25+3[0,25+4[0,3=2,65
Stredni hodnota zivotnosti prike 2,65 roku.



Ad b) (Jaka je $edni hodnota piiu obnov na konci 6. roku?)

Ze znamych pravgbodobnosti selhani vypteme pravépodobnosti doziti:
h-—at+tat+tata=-02+025+025+0,3=1
n=a+a+a-025+0,25+0,3=0,8

rh=a+a&=0,25+0,3=0,55

r;=a=0,3

Sestavime maticiipchodu:

a rr 0 0) (02 08 0 O
a gL ool |025 , 055 02 08 O 0
r r 08 08 03125 0 06875 O
F): 1 1 — ) ) —
& 59 R| |92 45 o 03| (04545 0 O 05455
g r,| | 055 055 1 0 0 0
1 000 1 0 0 O

Vektor paateenich pravdpodobnostip(0) = (1, 0, 0, 0)

Stredni hodnotu p#iu obnov ziskame jako prvni sloZku vektorgp(6) = 2000.p(0).P° =
= (728,378; 513,312; 543,51, 214,8), tedy na kéncoku bude gmeérné provedeno 729
obnov.

Upozorreéni: Pouzijeme-li pro vypéet aplikaci uvedenou na adrese
http://www.milankabrt.cz/modelObnovy/stepl.php

dostaneme pahud odlisSny vysledek (728,883; 513,613; 542,903t,801).

Odlisnost je zfisobena zaokrouhlovanim.




Ad c) (Vypcetéte limitni paset obnov.)

imu, = L\‘/ =2000_-c,25

Limitni pocet obnowini 754,72 prvk.

Ad d) (Urcete v¥kovou strukturu systéemu na konci 8. roku.)

Wop(8) = 2000.p(0).P° = (792,5516; 614,3485:; 400,6079; 192,492),
coz znamena, ze na konci 8. roku bude v sy&ignimerné

792,5516 novych prik

614,3485 prvi starych 1 rok,

400,6079 prvit starych 2 roky a

192,492 prvk starych 3 roky.

Pri pouziti webové aplikace je vysledek: (792,5744,612; 400,594; 192,304).
Ad e) (Vypaitéte limitni vekovou strukturu systému.)

Limitni vékova struktura systemu je (754,717; 603,7736; 21430226,4151) resp.
(755; 604; 414,9; 226,1).



9. Absorpéni homogenni markovské&-etézce

9.1. Definice:Definice absorgniho stavu
Nech’ {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou staw.
Rekneme, Ze stay0J je absorgni stay jestlize g = 1 (tzn., Ze ze stavu j neni dosazitelny Zadmy §tav). KdyZetzec

vstoupi do absotmiho stavu, pakekneme, Ze jebsorbovan

9.2. Véta: Véta o vztahu mezi absafipim stavem a trvalym stavem

Kazdy absorgni stav je trvalym stavem.

Diikaz: Plyne gimo z definice trvalého stavu.

9.3. Definice:Definice absorgniho homogenniho markovskétekzce

Homogenni markovskietzec s konénou mnozinou stavse nazyvéabsorgni, jestlize kazdy jeho trvaly stav je absénf



9.4. Fiklad: Nech {X ;nON,} je homogenni markovskgtzec s mnoZzinou stéw = {0,1, ..., 5} a maticii@chodu

O 1 O O 0 O
2/13 0 1/3 0 O O
O O O 1/4 0 3/4| _. . .
P= . Zjistéte, zda jde o absatpi retzec.
O 0 O O 1 O
O 0 O 1 0 O
O 0 O O 0 1
Reseni:

Prechodovy diagram

J ={3,4}0{5}, Jp = {0, 1, 2}.

Stavy 3 a 4 jsou trvalé, ale nejsou abgoiRetszec tedy neni absafpi.



9.5. Definice Definice fundamentalni matice absémphoretzce
Nech’ {X ;nON,} je absorpnitetszec s kon&nou mnoZinou stay ktery ma r absogmich a s neabsatpichstavi. Stavy

piecislujeme tak, aby po mno&d, r absorgnich staw nasledovala mnozing $ neabsormich stav. Matici prechoduP

| 0
piepiSeme do kanonického tvdRFLR Qj’ kde

| je jednotkova maticgadu r,

0 je nulova matice typu r x s,

R je matice typu s x r obsahuijici pr&podobnosti pechodu z neabsatpich do absorfnich staw a

Q je ¢tvercova maticéadu s obsahujici pravpodobnosti pechodu mezi neabsanpimi stavy.

Matice M = (I —Q)'1 (kdel je jednotkova maticgadu s) se nazyvia@ndamentalni matice abs@rphoretézce

Vysvétleni: Prvek m maticeM udava sedni hodnotu pdu kroki, kteréretzec stravi v neabsaipim stavu j ped

prechodem do absaipiho stavu, pokud vySel z neabsariho stavu i. Inverzni matice existuje, pokpdkonverguje k0.

9.6. Poznamka:Vyznam sotitu prvki v i-témiadku fundamentalni matidé
Stredni hodnotu p#iu kroki, kteréietézec stravi v neabsafmpich stavech, kdyZ vychazi z neabsoipo stavu i a skaih
v absorgnim stavu, vypditame jako sotet prvki v i-témiadku fundamentalni matidd. Maticovy zapist = Me, kdee je

sloupcovy vektor typu s X 1 ze samych jeeRi



9.7. Riklad: Dva hr&i A a B dali dohromady do hry vklad 4&KHr& A hazi minci. KdyZ padne lic, vyhrava & Kdyz

rub, prohrava 1 K Hra trva tak dlouho, az je jeden z&iraruinovan.

a) Popiste situaci pomoci homogenniho markovskétince. Najdte matici flechodu a nakresletégzhodovy diagram.

b) UkaZte, Zzdetizec je absormi.

c) Najdéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

b) Vypaitéte stedni hodnotu peiu kroki, kterérettzec stravi v neabsaipich stavech.

Resent:

ad a) Zavedeme homogenni markovityzce{X ,;n0ON,} s mnozinou stavJ = {0,1, 2, 3, 4}, icemz X, = j, kdyZ v n-

tém kroku hry ma hgdA praw j K¢.
Matice grechodu:

1
1/2
0
0
0

0
0
1/2
0
0

0
1/2
0
1/2
0

0O O
0O O
1/2 0
0 1/2
0 1

Prechodovy diagram:

1/2 1/2
1/2 1/2
(O—d 3 13—~0)
1 1/2 1/2 1

ad b) § ={0} 0 {4}, Jp = {1, 2, 3}. Trvalé stavy 0 a 4 jsou absonp, retézec je tedy absoipi.



ad c) Matici gechodu v kanonickém tvaru ziskame tak, ze nejpap&Seme pravigbodobnosti pechodu vztahujici se
k absorgnim stavum O a 4 a poté pra¥dodobnosti pechodu vztahujici se k neabs@rpm stawm 1, 2, 3.

Pavodni matice pechodu:  Matice gechodu v kanonickém tvaru:

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
/2 0 1/2 0 O 0O 1 0 0 ©
P= 0 1/2 0 1/2 O P={1/2 O 0O 12 O
0 0O 12 0 1/2 0 0O 12 0 1/2
0O 0 0O 0 1 0 /2 0 12 0

Pro vypa@et fundamentalni matidd pottebujeme matic) obsahujici prawibodobnosti pechodu mezi neabsapimi
stavy: 1 2 3
0O 12 0 1 -12 O 1(3/2 1 1/2
Q=12 0 12|I-Q=|-1/2 1 -12|.M=(1-Q)'=2 1 2 1
0 12 0 0o -12 1 3\1/2 1 3/2

Interpretace: Podivejme se n@pna druhyadek maticevl. Ma-li hr& A v daném okamziku 2 K pak lze dekavat, ze
pied skokenim hry bude mit v gméru jedenkrat 1 K, dvakrat 2 K a jedenkrat 3 K
ad d) Podle poznamky 8.6. dostavame:

3/2 1 1/2) (1) (3 Interpretace: Ma-li hr& A v daném okamziku ki1l K¢ nebo 3 K, tak v paiméru
t=Me=| 1 2 1 |mil=l4 po tech krocich hra sk@h Ma-li hr& A v daném okamziku 2 & pak v piméru
1/2 1 3/2) 1] |3 po ctyfech krocich hra skéi



9.8. Véta: Véta o pravdpodobnostechipchodu do absoépich stav

Ozn&me y pravdEpodobnost, Zéetzec vychazejici z neabsdrpho stavu i bude absorbovan ve stavu j.

Sestavime matid® = (b, ) .

PakB = MR, kdeM je fundamentalni matice absénphoiettzce aR je matice v levém dolnim rohu maticegephoduP
v kanonickém tvaru.
Dukaz: Neclt i je neabsorni a j absorgni stav. Stavu | iive byt dosazeno 1. krokem s pr&wddobnosti pnebo
pirechodem do neabsdaimiho stavu k s pra¥godobnosti p a odtud pechodem do absafpiho stavu j s pravghodobnosti
by. Tedyb, =3 p,b, . Maticow: B=R +QB,B-QB =R, (| —QB=R,B=( -Q)'R=MR.

vy

9.9. Definice:Definice matice fechodu do absoépich staw daného absotnihoiettzce

Matice B se nazyvéanatice pechodu do absoépich staw daného absopihotetzce.



9.10. Fiklad: Pro zadani zijkladu 9.7. vypététe matici fechodu do absoépich stawi a interpretujte jeji prvky. Pro
piipomenuti: Dva hr& A a B dali dohromady do hry vklad 4KHr& A hazi minci. Kdyz padne lic, vyhrava & Kdyz

rub, prohrava 1 K Hra trva tak dlouho, az je jeden z &ir&ruinovan.

Reseni:
1 0 0 o0 O
O 1 12 0 O 1/2 0
Matice gechodu v kanonickéemtvar®={1/2 0 0 1/2 0 |,tedyR=| 0O 0 |.Jiz jsme vypeetli, ze
O 0 12 0 1/2 0 1/2
0O 1/2 0 1/2 O
3/12 1 1/2 3/2 1 1/2)\(1/2 O 3/4 1/4
M= 1 2 1 |, tedyB=MR= 1 2 1 0O 0 |=[1/2 1/2|.
1/2 1 3/2 1/2 1 3/2 0 1/2 1/4 3/4

Interpretace: Ma-li hr& A v daném okamziku 1 & pak bude s pra¥godobnosti 3/4 zruinovan on a s prgwadobnosti
1/4 bude zruinovan haB. Ma-li hr& A v daném okamziku 2 & pak bude s pra¥godobnosti 1/2 zruinovan on a
s prav@podobnosti 1/2 bude zruinovan i Ma-li hr& A v daném okamziku 3 & pak bude s pra¥godobnosti 1/4

zruinovan on a s pra¥godobnosti 3/4 bude zruinovan i



9.11. Poznamka<Charakteristiky absotpihoietszce mizeme v MATLABU vyp@itat pomoci funkce absorb.m:

function [PO,M,B,t,rt]=absorb(P)

% Funkce pro vypocet zakladnich charakteristik abso rpcniho retezce
% Autor: Hana Tuzilova

% function [PO,M,B,t]=absorb(P)

% vstupni parametr: matice prechodu P

% vystupni parametry: PO ... matice prechodu v kano nickem tvaru

% M ... fundamentalni matice

% B ... matice prechodu do abso rpcnich stavu

% t ... vektor strednich hodnot poctu kroku pred
% absorpci

% rt ... vektor rozptyu poctu k roku pred

% absorpci

D=diag(P); % identifikace absorpcnich stavu
j=find(D==1);

n=length(P);

T=1:n;

TO)=0;

T=["TJ;

A=zeros(n); % sestaveni kanonickeho tvaru matice P
T=(0:n:(n"2-n))+T;

A(T)=1;

PO=A"P*A;

m=length(j); % vypocet ostatnich charakteristik
Q=PO((m+1):n,(m+1):n);
M=eye(n-m)/(eye(n-m)-Q);
R=PO((m+1):n,1:m);

B=M*R;

t=M*ones(n-m,1);

tkv=t.*t;

rt=(2*M-eye(n-m))*t-tkv;



Pouzijeme-li tuto funkci n&eSeni pikladu 9.10., dostaneme vysledky:

Pk = M=
1.0000 0 0 0 0O 15000 1.0000 0.5000
0 1.0000 0 0 0 1.0000 2.0000 1.0000
0.5000 0 0 0.5000 0O 0.5000 1.0000 1.5000
0 0 0.5000 0 0.5000
0 0.5000 0 0.5000 0

B= t= rt=
0.7500 0.2500 3.0000 8.0000
0.5000 0.5000 4.0000 8.0000
0.2500 0.7500 3.0000 8.0000



9.12. Fiklad: Jista firmaiidi svoje pohledavky po terminu splatnosti do 30ndeh interval. Pohledavky, které jsou
nad 90 df po dol& splatnosti, jsou povazovany za nedobytné. K pogitsiace zavedeme homogenni markovgt§zec
s mnozinou stavJ = {1, 2, 3, 4, 5}, kde

stav 1 znamena pohledavky 0 — 30 dni poidsgdatnosti,

stav 2 pohledavky 31 — 60 dni po ddplatnosti,

stav 3 pohledavky 61 — 90 dni po ddplatnosti,

stav 4 splacené pohledavky a

stav 5 nedobytné pohledavky.

Dlouhodobou analyzou doby splatnosti jednotlivyohledavek bylo zji&nho, Zze prav&podobnosti gechodu jsou:

P =0,77, p,= 0,23, p3= 0,34, p,= 0,66, p,= 0,73 a s = 0,27.

Ukoly:

a) Sestavte maticirpchodu.

b) Klasifikujte stavy na absotpi a neabsokmi a najéte kanonicky tvar maticetpchodu.

c) Vypacététe fundamentalni matici a interpretuijte jeji prvky.

d) Vypcctéte matici fechodu do absoépich staw a interpretuijte jeji prvky.

e) Zjiskte vektor stednich hodnot pitu krokii pied absorpci.

f) Predpokladejme, Ze objem pohledavek po terminu spéitm jednotlivych 30 dennich intervalech je (D@HO0 K,

9 097 000 K, 3 377 000 K). Jaka je pimérna hodnota splacenych a nedobytnych pohledavek?



Reseni:

ad a)
1 2 3 4 5 Prechodovy diagram:
10 077 0O 023 O . :
210 0 034 066 0 | A\ (D E)
SR e <
40 O 0 1 0
500 O 0 0 1

ad b)Retszec mai prechodné stavy, ato 1, 2, 3 a dva trvalé stawy,Zaa 5. Oba jsou absaérg, tedyretizec je absormi.
Kanonicky tvar maticei@chodu:

4 5 1 2 3

40 1 O 0 O 0

5/ 0 1 0 O 0

P=1023 0 0 O/7 O

20066 0 O O 034

3073 027 0 O 0
023 O 0O 077 O

R={066 0 [[Q=/0 0 034
073 027 0O O 0



ad c) Vyp@teme fundamentalni matici absénghoietzce:

1 2 3
1(1 077 026

M=(1-Q)"'=2/0 1 034
3.0 0 1

Interpretace lfadku: pohledavka ¥azena do stavu 1 \&m v prameéru stravi 1 x 30 = 30 dnneZ bude splacena nebo
zarazena mezi nedobytné pohledavky. Pohledavkazeaa do stavu 1 stravi vipeéru 0,77 x 30 = 23,1 dne ve stavu 2 nez
bude splacena neboifaaena mezi nedobytné pohledavky. Pohledavikazeaa do stavu 1 stravi vipséru 0,26 x 30 = 7,8

dne ve stavu 3 nezZ bude splacena nekmreaa mezi nedobytné pohledavky.

ad d) Vyp@teme matici pechodu do abso&pich stav:
4 5
1 077 026) (023 O 10,9293 0,0707

B=MR=0 1 034|066 0 |[=2|09082 0,0918|.
0O O 1 073 027) 3\ 073 027

Interpretace lfadku: pohledavka ¥azena do stavu 1 bude s prégpodobnosti 0,9293 splacena a s pégadiobnosti
0,0707 se stane nedobytnou.



ad e) Vypa@teme vektor sednich hodnot pitu kroki pred absorpei
1 077 026)1) 1(203

t=Me=|0 1 034|1|=2] 134
O O 1 A1) 3( 1
Interpretace:

2,03 x 30 = 60,9 — pohledavceaaené do stavu 1 bude vap®ru trvat 60,9 dne nez bude splacena nelazzma mezi
nedobytné pohledavky.

1,34 x 30 = 40,2 — pohledavceraaené do stavu 2 bude vap®ru trvat 40,2 dne nez bude splacena nebbazesa mezi
nedobytné pohledavky.

1 x 30 = 30 — pohledavceizaené do stavu 3 budeximeru trvat 30 di nez bude splacena nebdazena mezi nedobyt
pohledavky.

ad f) Ripominame, Ze objem pohledavek po terminu splatagstnotlivych 30 dennich intervalech je
(4 030 000 kK, 9 097 000 K, 3 377 000 K). Pimérna hodnota splacenych a nedobytnych pohledavek

09293 0,070
(4030000 9097000 3377000 09082 0,0918|= (14472184 2031816
073 027

Praimérna hodnota splacenych pohledavek je tedy 14 424K&& nedobytnych pohledavek je 2 031 8%6 K



10. Vytvorujici funkce a jejich aplikace pri analyze homogennich markovskyclifetézci

10.1. Motivace:

Pi analyze homogennich markovskyigtezch secasto pracuje s mocninamigehodu, coz je vy@etre narané. Tomu se
|ze vyhnout, pokud pouZzijeme vytkgici funkce. Postupujeme tak, Ze najdeme transdorataného originalu,inime
prisluSnou operaci a provedemetzu transformaci. Lze dokazat, ze mezi originaéej@ho transformaci existuje
vzajemr jednoznany vztah. Vytvdujici funkce se téz nazyvaji z-transformace a giekrétni obdobou Laplaceovy

transformace, ktera sasto pouzivaigdevsim v technickych aplikacich.

10.2. Definice:Definice vytvdujici funkce realné posloupnosti

Nech’ {a,}’_, je posloupnost redlnyclisel. Jestlizé¢adaG, (z) = ianzn konverguje v tjakém okoli 0, nazveme ji
n=0

vytvoiujici funkef posloupnosfa,} . (Obect;ji Ize vytvotujici funkci zavést i pro posloupnost komplexnéésel, ale

timto pripadem se zabyvat nebudeme.)



10.3. Riklad:

Najdéte vytvaujici funkce k posloupnostem:
aa=1,n=0,1, ..

b)aa=n,n=0,1, ..

c)a=x,n=0,1, ..

d)a=nX,n=0,1, ..

Reseni:
ad a)G, (2) = Za i n =1%,|z|<1

n=0

B R -
ad b)G,(2) = Zaz —an = nZ:;nz Zdzgz . - |7 <1
adC)Ga(z)ZZanz Zx“z“—i S 2 <|X]

=0 T 1-xz
G,(2= Zaz —an” n:in(xz) = |substituce = xz|—t2nt”1—t—2t”—
n=0 n=
ad d)
d 1 t _  xz

=t— = |zl < —
TEE e e

Vysledky usptadame do fehledné tabulky:

& | Gi2)

1 | 1/(1-2)

n |z/(1-z¥
X" | 1/(1-x2)
nx" | xz/(1-xz)f




10.4. \kta:

(n)
Nech’ G,(z) je vytvdujici funkce posloupnosth,}= . Pak pron =0, 1, 2, ... plat; = G, (@

n!

z=0

Dukaz:
RaduG,(z) = ianzn budeme derivovatien poclenu a vyjadime hodnotu této derivace v kiod = 0. Ritom uzijeme

n=0

konvenci § = 1.

n=0: G(0) =
n= 1:d£Ga(z)— Za z" —Za nz"™ G .0 =a
, 2 G (2 0
n=2:;2G (2) = d 2Zanz —Za n(n-1)z"?, d G .0=a,P0=a,= %
©)
n=3— o G (z)— Zanz —Zann(n H(n- 2)zns o G .0 = a3[3D?El:a3—G ©)
dz’ dZ £ 3
atd.
10.5. Fiklad:
Je dana vytvajici funkce G(z) = €. Najdste odpovidajici posloupnoét }
Reseni:

=13 :},a2 == a, -1 . tedy{a, }, = IO
1 3 " »



10.6. Definice:Definice konvoluce a konvolni mocniny

Nech’ {a,}7.,, {b,}=, jsou realné posloupnosti. Jejichnvolucirozumime posloupnogt,}”_,, kde
C, = &b, + ab,1+ ... + @abg.

Zkracer piSeme {c} = {a}*{b}.

Konvoluci {a}*{a} nazyvamedruhou konvolini mocninouposloupnost{a,}”, a zn&ime ji {a}”.

Obecr k-ta konvolwni mocninaposloupnost{a,}, je {a}* = {a}* ... *{a}.

10.7. \Eta: Véta o vytvduijici funkci konvoluce

Jestlize posloupno$a, }”., ma vytvdujici funkci G(z) a posloupnosb, }7., méa vytvdujici funkci G,(z), pak posloupnost
{c.}2, , kterd je konvoluci danych dvou posloupnosti, gtarujici funkci G(z) = Gy(z).G,(2). k-t& konvoldni mocnina
{a}* posloupnost{a,}*, méa vytvduijici funkci G(z)*.

Diikaz:

Souin G4(z).G,(z) dostaneme vynasobenim mocninnizth.

Koeficient u Z je v tomto sodinu roven gb, + ab,.; + ... + @by.



10.8. Definice:Definice vytvaujici funkce posloupnosti vektibei posloupnosti matic

a) Neclt | je nejvy3e speetna indexova mnozina. UvaZzme posloupnost vekder (a, )., a1 = (&) .-

Vytvoiujici funkce posloupnosti vekib{a,}, je definovana vztahem: @) = (G, (2)),,, kde Gi(z) = Z”:amzn :

=
Zkracert piSeme: @z) = ianzn :
=

b) Neclv’ |, J jsou nejvySe sgetna indexové mnoziny. Uvazme posloupnost matie (g, )iMJ, A; = (g, )mm,
Vytvoiujici funkce posloupnosti mat{a, }r., je definovana vztahem:&) = (G, @), .. kde Gi(z) = gamjzn :
Zkracer piSeme:
Ga(2) =Y A,2".

=

(Vytvotujici funkce posloupnosti vektipti posloupnosti matic vznikne tak, ze ziskame vityigi funkce posloupnosti

odpovidajicich slozek a vzniklé vytigici funkce usptadame do vektoréi do matice.)



10.9. \ta: Véta o vytvduijici funkci posloupnosti matigiechodu po n krocich
Necht' {X,;nON,} je homogenni markovskg®zec s matici fechoduP. Pak vytvdujici funkce posloupnosti mat{e”}::()
ma tvar:G, (z) =(1 -zP)™.

Diikaz: G, (2) =iP“z” =i zP)" =(1 -zP)™*.

10.10. \Eta: Veta o vytvduijici funkci posloupnosti vektarabsolutnich pravgbodobnosti po n krocich
Nech’ homogenni markovskiettzec{X ,;n0N,} ma matici pechoduP a vektor poatenich pravdpodobnostp(0). Pak

vytvoiujici funkce posloupnosti vektbabsolutnich pravghodobnostip(n)};_, méa tvar:G, (z) =p©)(l -zP)™.

Diikaz: Podle definice vytviujici funkce posloupnosti vektbplati: G, (z) = ip(n)zn . OvSemp(n+1) =p(n).P, tedy
n=0

n=0 n=0

vytvotujici funkce posloupnosti vektipfp(n+1)}”., ma tvar:ip(n +1)z" = [ip (n)z”j [P =G, (z) (P . Upravime levou stranu:

ip(n +1)z" =§ip(n +1)z™ =k =n+1 =§ip(k)z" =%(ip(k)zk —p(O)j :g(Gp (2) —p(O))Odtud dostaneme porovnanim levé a
n=0 k=1 k=0

n=0

praveé strany:
%(Gp (@)-p()=G, () P. Po Upra¥: G, (z) =pO)(l -zP)™.

(Z tohoto vztahu jeiejmé, Ze fi vypoctu vektoru absolutnich pragpdodobnosti se vyhneme unitowani matice®, coz
znamena usporu numerickych vgpin Na druhou stranu vSak musimejpat inverzni maticil - zP)™.)



10.11. Riklad: Nech' homogenni markovskietzec{x ,;n0N,} S mnoZzinou stay
J ={1,2} popisuje chovani vyrobni linky, kterds@-tém obdobi nachazi #iwv provozu (stav 1) nebo v opkrafstav 2).

9> %) pomoci vytveujicich funkci najdte matici
025 075

prechodu po n krocicR" a vektor absolutnich pragelodobnosti po n krocigh(n).

Dlouhodobym sledovanim byla zjigia matice fechodu:P =(

Reseni:z véty 10.9. plyne, ze&s, (2) =(1 - zP) ™.
5 05 05 | —2p= 1 0\ (% %)_(1-% -3
025 075 01) (2 = —z 1=

dett-2P) = (1-2)ga-2)-Z = -2

1-% Z
('_ZP)_l:;z -5 ::%Gg 2;2}%[ 21//33 _1?:/33}
_ _& £ 1-= -Z _ L\
(1 z)(l 4) 2 > -
(Upozorreéni: Prvky maticel -zP)™ byly ziskany rozkladem na parcialni zlomky.
% 1 2
1_7 —
4 A B

Napk. prvek ;= .:&+i. Podob# ziskame dalsi prvky.)

= + =..

Z 1-z Y4 Z
1-z)1—— 1-— 1-—
( Z)( 4) 4 4

rlz je vytvatujici funkce posloupnostha 1,n =0, 1, 2, ...

iz je vytvaujici funkce posloupnostj,& Gj ,n=0,1,2, ...

1_i
4



1/3 2/3 4)(-1/3 1/3
Interpretace: Prvni matice je konstantni a nez&agi@tu kroki. Lze snadno aiit, Ze je to limitni matice jf@choduA.

Matici P" Ize tedy psat ve tvar®" = (1/3 2/3]{&) ( 23 - 2/3].

Druh& matice ndsobena koeficientéﬂ predstavuje fechodnou slozku daného homogenniho markovskeitzce.

Pro vektor absolutnich pragplodobnosti plati:
N N 13 2/3) (1)'( 2/3 -2/3
p(n) =p(0)P —p(O)[( 13 (2% o ﬂ

1/3 2/3
1/3 2/3
1/3 2/3 (10)(1/3 2/3J:[
Druhy gitanec v zavorce pro+ o« konverquije k 0, tedy Ize pséh = =
uny s v 2aVvOrce pro-f- oo konvergul y 1z€ psamn p(n) ID(0)(1/3 2/3} (1) 1/3 213) _
1/3 2/3 _[

Pomaoci vytvaujicich funkci jsme tedy dostali vektor Iimitnicrapdépodobnost(%%j.



11. Markovskéretézce s oceénim prechodi

11.1. Definice:Definice markovskéh&ettzce s ocednim grechodh
Necht {X,;nON,} je homogenni markovskg&zec s konénou mnoZinou stavJ, v mz jsou vSechny stavy trvalé
nenulové neperiodické (tj. ergodickéfeBpokladame, ze kazdemtephodu ze stavu i do stavu j jifpzeno oceimi

(predstavuje vynos nebo ztratu spojenodespodem z i do j). Tato océm uspdgadame do maticB = (rij )i’m, ktera se

nazyvamatice vynos. Rezec{x,;nON,} se pak nazyvénarkovskyietézec s ocenim prechod.

11.2. \Bta: Rekurentni vztah proigtdni hodnotu celkového vynosu po n krocich
Necht {X ;nON,} je markovskytetszec s ocetnim prechodi, ktery ma matici fechoduP a matici oce#éni R. Ozname

vi(n) stedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska kimcich, kdyZetézec vychazi ze stavu i. Déle oZnse

q, =Y p,r, stedni hodnotu vynosurigednom gechodu ze stavu i. Pak pro0J an =1, 2, 3, ... plati rekurentni vztah:
J
v,(n) =q, + 2 p,v;(n-1), pricemz y(0) = 0.
0J

V maticové fornd: v(n) =q + Pv(n-1).

Dikaz: Nebudeme provatl



11.3. Riklad: Sledujeme provoz vyrobni linky, ktera séza nachazet ve dvou stavech — v provozu (stavify) ne
05 05 ., :
6} Jednotlivym pechodim jsou

v opra\ (stav 1). Dlouhodobym sledovanim byla stanovenagcen@‘echoduP = (

10 4
piifazena utitd ocerni (tj. vynosy nebo ztraty) prasdnictvim matice vyndsR = (5 5} Proi=0, 1 polozime

vi(0) = 0. Pro oba stavy vyptite stedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziskazd n2,..., 6 obdobi.



Reseni Nejprve vypéteme stedni hodnotu vynosuiigednom grechodu ze stavu 0 resp. Zitém

05 05 10 4
P = ) R = :
(0,4 O,GJ (5 - SJ

1 1 ) 7
QO:Zpoj loj = Podoo + Podos = 050+ 054 =7, (,= Z Pyl = Paolio TP = 04+ 06 Ed_S) =-1,1.9= (_1] .
=0 =0

Nyni patitamev(1l) =q + Pv(0) = (

v

+
-1

05 05

|

04 06

Tabulka stednich hodnot celkovych vynbpron =1, 2, ..., 6:

| v@=a+Pua)=

J

(8 ()

n 1 2 3 4 5 6

Vo(Nn) 7 10 12,6 15,16 17,716 20,2716
vi(n) -1 1,2 3,72 6,272 8,8278 11,38272
Vo(n+1)-w(n) | X 3 2,6 2,56 2,556 2,5556
vi(n+1)-vy(n) | X 2,2 2,52 2,552 2,5558 2,55492
Vo(n) -w(n) |8 8,8 8,88 8,888 8,8888 8,88888

Vidime, Ze s rostoucim n se rozdi(m) - vi(n) bliZi konstant 8,8 . Znamena to, Ze kdy? je nasptku sledovani linka

v provozu, tak se po dostare dlouhé dob ziska vynos vyssi 8,8 jednotek ne? vifpads, kdy je linka na pétku
v oprav. Dale niizeme pozorovat, Ze s rostoucim n se roz(filnl) — v(n) blizi konstarit 25. To souvisi s limitnimi

vlastnostmiretézce.



11.4. PoznamkalJe-l{x_ ;nON,} homogenni markovskigttzec s mnozinou stavwi={o1....m} S ocegnim

prechodi nerozlozitelny, pak existuje jeho stacionarni odehia=(3a ,a,....,a,)a plati:

n - o

lim(v,(n+1)-v,(n)) = jzz;ajqj =g,

& £ A 4 VA 4 5 7 — 4 5 — =
Konstanta g se nazyvésk ietszce V pr. 10.3.a:(§,§}q :(_J, tedy9 = 57 9" 2,5

11.5. \Eta: Véta o vytvdujici funkci posloupnosti vektarstrednich hodnot celkovych vynbgo n krocich

Pro vytvdujici funkci G(z) posloupnosti vektar{v(n)}=, plati: G, () =1TZZ(| -zP)%q.

Diikaz: Podle definice vytviujici funkce posloupnosti vekibplati: G, (z) = iv(n)z” . ProtoZe plati rekurentni vztafn+1)

= q + Pv(n), Ize vytvdujici funkci posloupnosti vektor {v(n+1)}~  psat ve tvaru:

iv(n +1z" = qizn + Piv(n)zn = qlle +G, (z) [P . Upravime levou stranu:

iv(n +1)z" :%iv(n +h)z™ =k =n+1= %iv(k)z" = %(iv(k)z" —v(O)] :%GV (z) Odtud dostaneme porovnanim levé a pravé
n=0 n=0 k=1 k=0

strany:

16, @=-1q+G,@P. Po Gpra¥: G, (@) =—2( -zP)q.
z 1-z 1-z



11.6. Riklad: Pro zadani zikladu 11.3. najéte vyjadeni pro vektow(n) pomoci vytvéujicich funkci.

Redeni:Z véty 11.5. plyne, 765, (2) :é(l -zP)q.

05 05 10 12 z/2\ (1-z/2 -z/2 2
p= N -zP= il 1 ‘ ,detq-zP):(1—5j[€1—§j—z—:..z(l—z)[ﬁl—ij
04 06 0 1) \22/5 3/5) (-2z/5 1-%/5 2 5) 5 10
-2z
(|—zP)‘1:; 5 2 |_._ 1(49 5/9) 1 (5/9 -5/9
1-7f1-2 z .z 1-z(4/9 5/9) ,_z\-4/9 4/9
10 5 2 10
_ 4/9 5/9 5/9 -5/9
GV(Z) :i(| —ZP) 1q = ;2 +;
1-z (1-2)°(4/9 5/9 (1_2)(1_zj -4/9  4/9
10

_z je vytvatujici funkce posloupnostha&n,n=0, 1, 2, ...

1-2)

10 _10
;: :i+ 9
z o1-z z
1-z)1-~ 1- =
( Z)( 10) 10
101 10 10

EE—I—l_Z je vytvatujici funkce posloupnosti,a Em“ :5, n=0,1,2, ..

—%) 12 je vytvatujici funkce posloupnosti,a —%) %)j ,n=0,1,2, ..

10



Celkem:

23n 400
4/9 5/9 5/9 -=5/9)\| (7 9 81
v(n)=|n + - op = 2 J+@-or) 8¢
4/9 5/9) 9 ~4/9 4/9 J|{-1)" | 23 320
9 81
23n | 400 23n 320
Ted =—+—|(1-01"),v,(n) =—-—(1-01").
Y Vo) ==+ T 01 ) v == -0

Pro dostatén¢ velka n se vyraz 0'bude bliZit nule. Kdyz ho zanedbame, ziskatitgipné vyjadent:
Vo(n) = 2,5555 n + 4,9383,(n) = 2,5555 n - 34,9506.

11.7. \Bta: Fxiblizné vyjadeni vektoru sednich hodnot celkovych vynbgo n krocich pomoci limitni
matice gechodu

Neclt A je limitni matice pechodu daného markovskétegzce s ocetnim prechodi. Pak pro dostate¢
velka n plativ(n) =~ (n-1)Aq + (| — P—A))"q.

Dikaz: Nebudeme provéidl



11.8. Riklad: Pro zadani zikladu 11.3. najéte @iblizné vyjadeni pro vektor(n).
Reéeni:Pouiijeme vzoree(n) = (n-1)Aq + (| — (P —A))'g. Nejprve najdeme limitni matid, jejiz vdechnyadky jsou

stejné a jsou rovny stacionarnimu vektoru maficReSenim systéma = aP, & + & = 1 ziskame vekta = (4/9 5/9), tudiz
4/9 5/9
A= :
4/9 5/9
. 7 a2 _[(1 0y (12 12 (419 519\ 10617 -0,0617
= - (P - = - =...= t
Daleq (—1]’0 ®-A) Ko 1} (2/5 3/5}{4/9 5/9}} (—0,0494 10494}’ edy

Wiy (n-1)(4/9 5/9} [ﬁ7 j{ 10617 —o,oenj(?lj:.“:[2,?51+4,9383J

4/9 5/9) (- -00494 10494 | - 25 -39506)
Tabulka:
n 1 2 3 4 5 6
Vo(n) 7,4938 10,0494 | 12,609 15,160% 17,716 20,2716
vi(n) -1,3951 | 1,1605 3,716 6,2716 8,8272 11,3827

Pro porovnani uvedeme tabulku ziskanou pomoci eginiho vzorce:

n 1 2 3 4 5 6
Vo(N) 7 10 12,6 15,16 17,716 | 20,2716
vi(n) -1 1,2 3,72 6,272 8,8278 | 11,38272




11.9. Poznamka¥Vektor stednich hodnot celkovych vynbgo jednom az n obdobich Ize ziskat pomoci funkce
vynos.m:

function a = vynos(P,R,n);

% Autor: Stanislav Tvrz

% syntaxe: function a=vynos(P,R,n);

% funkce pocita:

% vektory strednich hodnot celkovych vynosu po jednom az po n obdobich
% znazorni prubehy vektoru strednich hodnot pro jednotlive stavy

% v zavislosti na poctu obdobi

% vstupni parametry:

% P - matice prechodu, R - matice vynosu, n - pocet obdobi

disp(‘kontrola - matice prechodu P’)

P

disp(* ")

disp(‘kontrola - matice vynosu R’)

R

disp(' ")

vel=size(P);
v=zeros(vel(1),n+1);
g=diag(P*R’);
for i=2:n+1
v(:,D)=q+P*v(:,i-1);
end
cas=0:n;
vysledek=[cas;V];
disp(‘sloupcove vektory strednich hodnot celkovych vynosu po n krocich')
disp(num2str(vysledek))
disp(‘pozn: na prvnim radku hodnoty n')

%generovani popisu stavu
max_ind=size(numz2str(vel(1)),2);



legenda=zeros(vel(1),5+max_ind);
for i=1:vel(1)
legenda(i,1:5+size(num2str(i),2))=[['stav T,num2str(i)];
end
legenda=char(legenda);
%graf celkovych vynosu
figure
plot([0:n],v);
legend(legenda)
end

Pouzijeme-li tuto funkci préeseni pikladu 10.3. pro jedno az 6 obdobi, dostaneme diggle
sloupcove vektory strednich hodnot celkovych vynpsun krocich

0 1 2 3 4 5 6
0 7 10 12.6 . 17.716  20.2716
0 -1 1.2 3.72 &2 8.8272 11.3827

pozn: na prvnim radku hodnoty n

Graf celkovych vynos

25

20F
15F

10+

4

-5




11.1C. Definice: Definice markovskeheetzce s diskontovanym oc&mm pgrechodh

Nech’ v homogennim markovskéfatézci s ocetinim prechodi je prechod ze stavu i ¥ase n do stavu j&ase n+1 ocam
cislempBr;, kdecislop (0 <B < 1) je tzv. diskontni faktor. Uvedeligtizec se pak nazyvaarkovskyrettzec

s diskontovanym oceénim pgrechodi.

Vysvétleni: Diskontni faktor snizuje hodnotu budouciho vyndgystupuje v roli odurditele, mize byt 1/(1+i), kde i je
arocitel. Muze takeé vyjatbvat pravdpodobnost, Ze proces bude dale péavat. Jeho uziti budeiélné tam, kde seivie

oc¢ekavat, Ze proces skiinale nevi se, kdyipsreé k tomu dojde.

11.11. Wta: Rekurentni vztah pro vektorretinich hodnot diskontovanych celkovych vyinps n krocich.
Pro vektor seednich hodnot diskontovanych celkovych vyinpsati rekurentni vztah:

v(n) =q + BPv(n-1), gicemzv(0) =0.

Limitni hodnota vektoru s&dnich hodnot celkovych vynibge lim v(n) = ( —BP)'q

Diikaz: Nebudeme provaitl

11.12. \Eta: Véta o vytvduijici funkci posloupnosti vektérstednich hodnot celkovych vynibpo n krocich
Pro vytvaujici funkci posloupnosti vektar{v(n)}®., v markovskéntetszci s diskontovanym oceénim prechod plati:

G,@="(1-pzP)"a.
Diikaz: Podob#g jako dikaz wty 11.5.



11.13. Riklad: V prikladu 11.3. pedpokladejme, Ze diskontni fakfr 0,5 znai pravdpodobnost, Ze proces bude dale

pokratovat.
a) Pomoci rekurentniho vztahu n&glvektorv(n) stednich hodnot celkovych vynopron =1, 2, ..., 6 a stanovte limitni

hodnotu tohoto vektoru.

b) Pomoci vytvéujicich funkci najdte vyjadeni pro vektow(n).
Reseni:

(7 (0 (05 05 5 5
Ad a)q = (_J ,V(0) = (Oj, P= [O,4 0,6)’ B =0,5,v(n) =q + BPv(n-1).

r=(3)of 5 2310 (=1 of 5 2)-(5) e

Dale uvedeme tabulkuistinich hodnot celkovych vynbgpron =1, 2, ..., 6.

n 1 2 3 4 5 6
Vo(n) 7 8,5 9,15 9,47 9,6297 | 9,7096
vi(n) 1 0,1 0,73 0,1049 | 1,2087 | 1,2886
vo(n)- va(n) | 8 8,4 8,42 8,3651 | 8,4210| 8,4210




Nyni vypaiteme limitni hodnotu vektoru idnich hodnot celkovych vynibpodle vzorcelim v(n) = ( —BP)"q.

3 1
10 05 05 1 2
|—BP: -0, = 4 4 ,||—BP|:§|:_|1_1G]_':1_9,
01 04 06) |_1 7 410 45 40
5 10
7 1 28 10 28 10 186
_ap)2-20/10 4|_|19 19| (1 —pp)tq——| 19 19 |4 7 |_| 19 |_[97895
(| BP) _19 l § = g 3_0 1!1'[2\/(”)_(' BP) q== g 3_0 1 - 2_6 - 1,3684
5 4) \19 19 19 19 19

Rozdil slozek limitniho vektoru: 9,7895 — 1,3688,4219.
Znamena to, Ze kdyz je nadadku sledovani linka v provozu, tak se po dostatelouhé dob ziska vynos vyssi o 8,4219

jednotek nez pripack, kdy je linka na p&atku v opra.

Ad b) Z véty 11.12. plyne, 265, (z) = 1i(| —BzP)*q.
4

05 05 1 0\ (z/4 z/4\ (1-z2/4 -zl/4 2
p= G-1p= e A P ‘ ,detq-lzP):(1—5j[€1—§j—2—=...—(1—5j[€1—ij
04 08) 2° 0 1) (z/5 %10) | -2/5 1-2/0 2 4)1 10) 20 2) 1 20

X z
L) 1 "o 2 | _ 1 (49 5/9) 1 (5/9 -5/9
2 B z)| z - 419 5/9 -4/9 419
5

Z
z 2 -
4 2 20



1-z)1- Z)1-—

_l —
Gv(z)=i "lzP _ z 4/9 5/9 . 7 5/9 5/9
1-z 2 j 419 5/9)" )( j ~4/9 419
20

(
_z - =%,72
(1—2)(1—9 LA ;

za_ije vytvatujici funkce posloupnostha 2, n =0, 1, 2, ...

—2E-I—je vytvarujici funkce posloupnosti,a - 2[@) ,n=0,1, 2, ..
1_i

2
20 20
z - -19 . 19
z 1-z z
1-z)1- = 1-—
( Z)[ 20) 20
20,1 je vytvaujici funkce posloupnosti,a& A)Elnzé) n=0,1,2,.
19 1-z 19 19
S0 1 je vytvaujici funkce posloupnostj,a 20 i) n=0,1,2,..
19, 2 19 (20
20
Celkem:
186 46 800
4/9 5/9 5/9 -5/9)| (7 19 9 171
v(n)=|2 +2%4- oo =..=| ¥ lso5| 2 |+005 171
4/9 5/9) 19 -4/9 4/9 )| (-1 26 _46 640
19 9 171

Tedy v, (n) = 9,7895- 05" [51- 005" [%,6784, v, (n) =1,3684- 05" [51+ 005" [B,7427.



11. 14. PoznamkaVektor stednich hodnot diskontovanych vyiigso jednom az n obdobich a limitni hodnotu tohoto

vektoru Ize ziskat pomoci funkce diskont.m:

function a=diskont(P,R,beta,n);

% Autor: Stanislav Tvrz

% function a=diskont(P,R,beta,n);

% funkce pocita:

% vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po jednom az po n obdobich
% limitni vektor strednich hodnot diskontovanych vynosu

% znazorni prubehy vektoru strednich hodnot pro jednotlive stavy
% v zavislosti na poctu obdobi

% vstupni parametry:

% P - matice prechodu

% R - matice vynosu

% beta - diskontni faktor

% n - pocet obdobi

%clc;

disp('kontrola - matice prechodu P")
P

disp(' ‘)

disp('kontrola - matice vynosu R')
R

disp(* ")

vel=size(P);
v=zeros(vel(1),n+1);



g=diag(P*R’);
for i=2:n+1
v(:,)=qt+beta*P*v(:,i-1);
end
cas=0:n;
vysledek=[cas;V];
disp(‘sloupcove vektory strednich hodnot diskontovanych vynosu po n krocich’)
disp(num2str(vysledek))
disp(['pri hodnote diskontniho faktoru beta =*,num2str(beta)])
disp('pozn: na prvnim radku hodnoty n')
disp(’ )
disp('limitni vektor v(n)")
v_n=inv(eye(vel(1))-beta*P)*q;
disp(num2str(v_n))

%generovani popisu stavu
max_ind=size(num2str(vel(1)),2);
legenda=zeros(vel(1),5+max_ind);
for i=1:vel(1)

legenda(i,1:5+size(num2str(i),2))=[['stav ‘],num2str(i)];
end
legenda=char(legenda);

%graf diskontovanych vynosu
figure

plot([O:n],v);

legend(legenda)

end



Pouzijeme-li tuto funkci préeSeni pikladu 11.13. a) pro jedno aZ 6 obdobi, dostangieviysledky:

sloupcove vektory strednich hodnot diskontovanygmogu po n krocich

0 1 2 3 4 5 6
0 7 8.5 9.15 9.479.6297  9.7096
0 -1 0.1 0.73 1.0491.2087  1.2886

pri hodnote diskontniho faktoru beta = 0.5
pozn: na prvnim radku hodnoty n

limitni vektor v(n)
9.7895
1.3684

Graf diskontovanych vynds
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12.Rizené markovské&etézce

12.1. Definice:Definice optimalni strategie

Necht’ v kazdém kroku je mozno ergodicky homogenni markpvekzec s konénou mnozinou stavJ =
{0, 1, .., N} definovat hiiznymi maticemi pechodu'P = (1pij), P = (hpij) a h Giznymi maticemi vynos
R = (1rij), P = (hrij). V kazdem kroku rizeme vybrat jednu matici@chodu a odpovidajici matici
vynodi. Moznosti 1, 2, ..., h se nazyvaji strategie. @amad(n) strategii vybranou v tem kroku ve stavu
Ta strategie d(n), pro kterou dosahujefstini hodnota celkového vynosu svého maxima, sevhazy

optimalni strategie

12.2. \gta: Véta o optimalni strategii

Predpokladejme, ze v krocich n-1, n-2, ..., 1 bylerena optimalni strategie. Oznae \y(n) maximalni

sttredni hodnotu celkového vynosu v n-tém kroku vetstatj. v, (n) = rjgk%)]({kqi +3 *pv, (n—1)}. Je-li maxima
5 <

dosaZeno pro k = kpak optiméalni strategie v n-tém kroku ve stajeid (n) = k.



12.3. Riklad: Je sledovana vyrobni linka, ktera sézennachazet kiiv provozu (stav 0) nebo v oprav
(stav 1). Ve stavu 0 je mozny provoz ,bez kontradyegai“ (strategie 1) nebo ,s kontrolou agredjat
(strategie 2). Ve stavu 1 je mozno rozliSit opravez vymeny agregat” (strategie 1) nebo ,,s vyémou

agregai“ (strategie 2). Maticefiechodu a matice vyndgsou nasledujici:

o 05 05 . 2 0 2p = 04 06 2R - 3 1
02 08/ 1 -5/ 04 06/ 2 -2)°

Pro prvni fi kroky najdte maximalni sedni hodnotu celkového vynosu a optimalni strategii



lvleéenl':Pfipomeﬁme, Ze sedni hodnota vynosuigednom gechodu ze stavu i se vyfie podle vzorcey, =) p,r, .
I

A déale, maximalni gedni hodnota vynosu v n-tém kroku ve stavuv.j@) = Tkaa{kqi +> “pyv;(n —1)}. Je-li maxima
<k< i

dosazeno pro k = kpak optimalni strategie v n-tém kroku ve stajaipraw k .
Pritom

X 05 05), 2 0), 04 06), 3 1
P= TR = T P= R= ’ tedy
02 08 1 -5 04 06 2 -2
"0o="Poo Toot Poy Tor = 052+ 050 =1'q,="p,, o +'Py, 1y = 0,20+ 08(-5) = —38
200="Poo " Toot*Po1 Toy = 04B+ 061 = 1820, =°p,, “r,o+Py; ° 1y = 042+ 06 [(-2) =-04

97 (—;8}2(1 ] (_154]

Vo (1) =max{ 118} = 18=d, (1) = 2,v,(1) = max- 38-04}=-04=d, (1) =2

Vo (2) = max{" gy +PogVo (0+PogV, (1);2 0l +2PooVo () +2PoyV; (0} =

= max1+ 05018+ 05[{~ 0418+ 04018+ 06[(- 04)} = max 17:228 = 228=d, (2) =2

v, (2) = Mg, +pyoVo (01, vs (1):20, +2PyoVo +2p1yV; (O =

=max- 02+ 02018+ 08[{(- 04 -04+ 0418+ 06{- 04)} = max- 376008 = 008=d, (2) =2
Vo (3) = max{“dy +PooVo (2)+PsVs (2):20 +2Poo Vo (2)+7Poss (A} =

= max{1+ 05228+ 050100818+ 04228+ 06008 = max 218276} = 288=d, (3) =2

v, (3) = max{g, +'p,oVo (21,1, (20170, +2P1oVo (2)+7Pyv, (D) =

= max- 02+ 02[228+ 081008-04+ 04228+ 06008 = max- 328056} = 056= d, (3) = 2

Zavér: V prvnim, druhém iietim kroku je vektor optimalnich strateé@.



12.4. Poznamka Uvedena metoda hledani optimalnich strategii ggugdaiekurentni metodaHodi se jen
pro maly péet krokii. Pro \&tSi paet kroki je vhodrjSi pouzititeracni metodu

12.5. Poznamka:Popis iterani metody hledani optimalni strategie

Ve wté 11.5. bylo dokazano, ze vytigici funkce posloupnosti vekibfvn)}=, ma tvar:
a

G, (2) :17220 -zP)*q. V teorii matic se dokazuje, Ze matigezr)" obsahuje stacionarni sloilsu{z} kdea
a

je stacionarni vektor matiP a tranzientni slozkii. Lze tedy psat

_Z ~Sq+ z Tq = _Z ~Sq+ 'f B L B Tq, kdeg¢>1,i=1, ..., k.
1-2) (1—2)(1—ij [El—zj 1-2) EECEE
c,) C, C,

Ck
m—g 2 E je vytvarujici funkce posloupnosti,a n.
—-Z

Arlz je vytvarujici funkce posloupnost,a& A (nezavisi tedy na n).

G,(2=

Bi% je vytvarujici funkce posloupnosti,a B{%} . Protoze & 1, budou vyrazy obsahujl'&l—j pro
12 .

i
C.

dostatén¢ velka n velmi malé. Pro dostatre velka n tedy plati:
v(n) = nSg+ ATq. Ozn&ime-li Sg=ga ATqg =V, Ize psat pro dostates velka n:
v(n) =g +vneboliy(n)=ng+v,i=0,1, ..., N. Dosadime-li toto vyjéhi do rekurentniho vztahu

v.(n) =q, +ipij v,(n-1), dostaneme



N rd
ng+v, =q, +Zpij[(n—1)g+vj]. Upravime:
i=0

N N N N N
ng+v; =q; +ngzpij _gzpij +Zpijvj =q; +ng_g+zpijvj =gtV =q, +Zpijvj
=0 i=0 =0 j=0 =0

Dostali jsme systém N + 1 rovnic pro N + 2 neznamggcw, vi, ..., W. ProtoZze neznamych je o jednu vice
nez rovnic, nelze dit skute&né hodnoty neznamych,wy, ..., W, kterym setika vahy. Howard navrhl
polozit vy = 0. Tim se péet neznamych snizi a Ize vyt relativni vahy y, vy, ..., W.1, které se od
skute&nych vah budou liSit jenom o konstantu, tedy jejichdily budou stejné jako u skdbgch vah. Nap
rozdil vo — vy I1ze interpretovat jako rozdil mezistini hodnotou vynosu procesu, ktery vySel ze dbaau

sttredni hodnotou vynosu procesu, ktery vySel ze staWritériem pro volbu strategie je vyrag +i “pV; -
=0
Algoritmus Howardova iteraéniho postupu:
1. krok: Pomoci veliin p;, g urcime velginy g,v z rovnicg+v, =q, +ipijvj , pricemz \ = 0.
j=0
2. krok: Pro kazdy stavoainajdeme strategii kktera maximalizuje vyraz, +i “pV; -
j=0

3. krok: Nalezen4 strategie koskytne hodnoty g, p; pro opakovani krak1 a 2.
Algoritmus korgi, jakmile vektor strategii je stejny ve dvou pd&aasledujicich iteracich. (Zpravidla &ta
provést jen #kolik malo iteraci.



12.6. Riklad:
Zavod produkuje &gaky spotebni vyrobek, u oz Ize rozeznat dva stavy: stav 0 — vyrobek j€srsp

s dobrym odbytem a cenou, stav 1 — vyrobek je r&inyp odbyt vazne a cena je nizké. P strategii

vedeni zavodu neinvestuje ani do technického rezanj do reklamy. #Ptéto strategii je maticerpchodu
9 3

05 05 . ;o
1P—( ] a matice vynas'r :(

o4 06 ] Pri 2. strategii vedeni zavodu zajisti technicky mjza investuje

do reklamy. Matice iechodu:zp=(8’§ 8’3, matice vynos: *r =[‘11 _jgj. (Pxi 2. strategii se vysSi naklady

promitnou do zisku, proto vynéro, musi byt nizsi nez,, stejré tak “ry; musi byt nizsi neZ;;.) Pomoci
iteraéni metody jefieba zjistit, jakou strategii dopatitivedeni zavodu, abyistdni hodnota celkového

vynosu byla maximalni.



Reseni:

Nejprve vypaitame vektory'q = (‘qo, 'an)’ @ °q = Cop, “th)"-

Pritom lF):(0,5 o,5]’ 1R:(9 3} 2P:(o,s o,2J1 2R:(4 4 ]
04 06 3 -7 07 03 1 -19

1qozlf:’oolroo"'ll:)011"01 =050+05038= 6,1q1:1p101r10+1p111r11 =0403+06 [q_ 7) =-3

1. ‘
q - (61 '3)
2q0:2p002r00+2p012r01 =084+0204= 472q1:2p102r10+2p112r11 =070+ 0’3[(_19) =5
2. ‘
q - (41 _5)

N
1. iterace: zvolimedfl) = 1, d(1) = 1 a pro i = 0,1MeSime systém rovnig+v, =g, + > p;v; (pfitom polozime y = 0)
j=0

g + V0:1q0+1poovo+lp01vl ‘g + V0 =6+ 0,5 |]/0
g+ V1=1q1+1p10V0+1p11V1 :g=-3+04Lv,
Redenim tohoto systému obdrzime\10, g = 1.

2. iterace:
1 =0, k=1:"q,+'pyVo+'Pov, =6+ 05010=11
K =2:2q,+°pyVo+°PoV, =4+ 0800=12
max{11, 12} = 12, tedy §[2) = 2
=1, k=1:"q,+'p,oVo+' PV, = -3+ 0410=1
K=2:2q,+?p,oVo+°pyyV, =5+ 0700=2
max{1, 2} = 2, tedy e2) = 2
Vysledek 2. iterace dava vektor strategii (2, 2)



S timto vektorem eSime systém rovniciom polozime y = 0)
g +Vo:2qo+2poovo+2p01vl g+v, =4+ 080V,
9 +V1:2q1+2p1ovo+2p11\/1 :g=-5+0,7Lv,

Redenim tohoto systému obdrzime=\10, g = 2.

3. iterace:
1 =0, k=1:q,+'pyV,+'po,V, =6+ 0500=11
K = 2:2q,+2pyVo+2Po,V, =4+ 0810=12
max{11, 12} = 12, tedy ¢{3) = 2
I =1, k=1:"q,+'p,Vv,+'p,v, =3+ 04010=1
k = 2:2q,+2p,v,+%p,V, = -5+ 07010=2
max{l, 2} = 2, tedy (3) = 2
Vysledek 3. iterace dava vektor strateqii (2, 2)".

Protoze ve dvou po séldoucich iteracich jsme dostali stejny vektortsigé, vypaet korti.
Interpretace: KrompocateEniho kroku pinese ¥tSi zisk ta strategie, ktera zahrnuje naklady oarteky
rozvoj a reklamu vyrobku.



12.7. PoznamkaPro libovolny p@et strategii lze v MATLABuU pouzit funkci howardn.kterou v r. 2012
vytvoril student Jakub Biek.

Aplikujeme-li tuto funkci na fiklad 12.6, dostaneme vystup:

D=
1 1
2 2
2 2

Konecny vektor strategii je (2 2)".



function D = howardn(P,R)

% Algoritmus Howardova iteracniho postupu pro libov olny pocet stavu
% a libovolny pocet strategii

% Autor: Jakub Bucek, 2012

% Vstupni parametry:

% P...matice prechodu vsech strategii naskladane do jedne matice

% R...matice vynosu vsech strategii naskladane do jedne matice

% Mame-li jednotlive matice P1,P2,...,Pk a R1,R2, ...,Rk, doporucuje se
% uvadet funkci ve tvaru: howardn([P1,P2,...,PK], [R1,R2,...,RK])

% Vystup:

% D...matice obsahuijici optimalni strategii pro j ednotlive obdobi,

% jednotliva obdobi jsou oznacena cislem radku
[a,b]=size(P);
% vypocet matice Q, ktera obsahuje v radcich vektor y g pro jednotlive

% strategie
for k=1:(b/a)

Q(k,:)=diag(P(1:a,(1+a*(k-1)):(a*k))*R(1:a,(1+a *(k-1)):(@*k)));
end,
% matice D, obsahuijici vektory strategii pro jednot liva obdobi
[x,d]=max(Q);
D(1,:)=d;

% nastaveni pocatecnich podminek pro cyklus
konec=false;
=1



while konec==false
% indexujeme strategii z minuleho obdobi
d=D(j,:);
% sestrojime rovnici podle vektoru strategii
for k=1:a
PP(k,:)=P(k,(@*d(k)-a+1):(a*d(k)));
QQ(K)=Q(d(k).k);

end:;

% vyresime rovnici a ziskame vektor v, pro pripad p
% take ulozime do matice V, kterou vsak nebudeme ve
A=eye(a)-PP;
v=inv(Jones(a,1),A(;,1:(a-1))])*QQ";
v(a+1)=0;
V(,)=V;

% nahrazeni prvni slozky ve vektoru v za 1, zbavuje
% v dalsim vypoctu nepotrebujeme
v(1)=1;

% pocitame optimalni strategii pro soucasne obdobi
for k=1:(b/a)
g/l(k,:)= [Q(k,:)",P(1:a,(1+a*(k-1)):(a*k))[*
end;

[X,m]=max(M);

% a vysledek ulozime do nasi matice D
D(+1,:)=m;

ozdejsiho vypisu jej
vystupu zobrazovat

me se tak g, ktere vsak






13. Markovskéretézce se spojityméasem — zakladni pojmy

13.1. Definice:Definice markovskéhéeéetézce se spojityndasem

Neclt (Q,A,P) je pravépodobnostni prostoil =(0,«) je indexova mnoZina, jejiz prvky nazveme okamzky
J={.,-2,-1,0,1, 2, ...} je nejvySe sf@dna mnozina stav(bez Ujmy na obecnosti Izéguipokladat, ze J ={0, 1, 2, ...}
nebo J ={0,1, ..., n}). Stochasticky prodést;t DT} definovany na @itelném prostoryQ,A), jehoz slozky Xnabyvaji
hodnot z mnoziny stadiv], se nazyvéarkovskyretzec(se spojityntasem), jsou-li spny nasledujici podminky:

a) OjOJCtOT:P(X, = j)>0(vylouteni nepatebnych stafi)

b) Otg, byt OT (ty <ty <o <t )iy fyveews o D IPX, =00 /X = ia DX, =iy Do OX = o) = PX =10 /X, = i)

za redpokladu, 2@(th_1: Jo X =)L L EX = jo)> 0 (markovska vlastnostbudouci chovani markovskéretezce
zavisi pouze naifftomném stavu a nikoliv na stavech minulych).

Vyswvétleni: Markovskérettzce se spojityndasem modelu;ji fyzikalndi jiné soustavy, které mohou v libovolném okamziku
nahodr piejit do rekterého ze svych moznych staWarkovska vlastnost znamena, Ze to, do jakéhasta soustava
dostane P nasledujici zrang, zavisi pouze na tom, v jakém stavu se soustawgé pachazi a nezavisi na stavech

predchozich. Nap sledujeme-Ili Bhem pracovni doby provoz automatickych strogilné, ndhodna vetina X, tD{O,T) je

pocet strofi, které v okamziku t nepracuji (jsou opravovanyaé&kaji na opravu).



13.2. Fiklad: Uvazme populaci, jejiz jedinci se mohou mnoZit mikzat. Pravépodobnost, Ze z libovolného jedince
vznikne véasovem intervallﬁt,t + h> novy jedinec, je\h + o(h) (symbol o(h) znamena, %eg # =0) a prav@podobnost,

Ze libovolny jedinec zanikne v interva(Ut 0 h>, je ph + o(h). Osudy jeding jsou nhavzajem nezavislé. OzZnae X rozsah
populace ase t. Pak stochasticky pFO({eSt;tDT} je markovskyetézec se spojityndasem. Nazyva se linearni proces

vzniku a zaniku (resp. linearni proces mnozeni gifim

13.3. Ozn&eni:

Jev {X; = j} — markovskytetzec je v okamziku t ve stavu j.

P(X: =) = p(t) — absolutni pravgpodobnost stavu j v okamziku t.
p(t) = (..., i), ...) —vektor absolutnich pra¥godobnosti

P(X., =j/ X, =i)=p,(t.t+h) — pravéépodobnost fechodu ze stavu i v okamziku t do stavu j v okamnZith
Ptt+h)=|--- p,(tt+h) -.-|-matice pravdpodobnosti fechodu mezi okamziky t, t+h

P(Xo =]) = p(0) — pa&ateni pravatpodobnost stavu .
p(0) = (...., K0), ...) —vektor p&atenich pravdpodobnosti.



13.4. Véta: Véta o vlastnostech markovskéfekzce se spojityntasem

Neclt {Xt;t DT} je markovskyretézec. Pokud dale uvedené podém@ pravdpodobnosti existuji, plati pro
Ot,h,gOT0Oi,j0J:

a) P(Xh=J/ Xi=1)>0, tj. gi(t,t+h)>0

1proi = j 6. .t t):{lproizj
. P,

P(X, =j/ X, =i)= o .
Oproi # j Oproi # |

b) Y P(X,.. =j/X, =i)=1,1. Xp,(tt+h)=1.
0J 0J

(Prechod ze stavu i v okamziku t dg§akého stavu j v okamziku t+h je jev s prapddobnosti 1.)

€) PX g =1/ X, =i)= X P(X ., =KIX = P(X g =1/ X, =K), Gop (L +D+0) =3 p, (Lt + h)p, (t+ Nt +h+Q)
kOJ kaJ

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice

d) P(X.., =)= P, =KP(X,, =1/ X, =), 6 p(t+h) =3 p, (O, (Lt +h)

(Zakon evolucg

Dukaz: Analogicky jako v diskrétnimifpacs.



13.5. Poznamka Zapis vlastnosti markovskéheiczce se spojityndasem v maticovém tvaru
a) P(t,t+h)> 0, kdeO je nulova maticeR(t,t) =1, kdel je jednotkova matice.

b) P(t,t+h)e = e, kdee je sloupcovy vektor ze samych jecki.

c) P(t,t+h+g) =P(t,t+h) P(t+h,t+h+q).

d) p(t+h) =p(t) P(t,t+h).

13.6. Definice:Definice HVMR se spojityntasem
Nech’ {Xt;tDT} je markovskyetzec se spojityndasemRekneme, Ze tent@tszec jehomogennijestlize plati:
Oi, j0J0LhOT:P(X,,, =j/ X, =i)=p, (h).

Vysvétleni: Znamena to, Ze prawpodobnosti fechoduP(X . =j/ X, =i) — pokud existuji — zavisi pouze #@sovém
priristku h a nezavisi neasovem okamziku t.
Matice pravépodobnosti fechoduP(t,t+h) se pak znid P(h) a nazyva seatice gechodu zaasovy firastek h Pro HVR

se spojitymsasem tedy existuje cely systém matiegnodu{P(h),hOT}. Je zvykem definovaR(0) =1.

13.7. \Wta: Vyjadieni simultanni pravgbodobnostni funkce pro HR/
Pro homogenni markovskgtzec se spojityndasem plati:
Ot,hy,..ohy OTDig, fyyeees i 03P = o DX g = iy Oeee DX e = 1) =05, (004, (M) (Ry)

Diikaz: Plyne z ¥ty o nasobeni pra¥@odobnosti a markovské vlastnosti.



13.8. Véta: CH-K rovnice a zakon evoluce pro HV
Neclt {Xt;tDT} je homogenni markovskgzec se spojityndasem, s vektorem pateinich pravdpodobnostp(0) a
systémem maticipchodu{P(h),hOT}. Pak proCh,gOT plati:
a) P(h+g) =P(h) P(g) (Chapmanova — Kolmogorovova rovnice)
b) p(h) =p(0) P(h) (zakon evoluce)
Diikaz: ad a) plyne z tvrzeni (ckty 13.4
ad b) plyne z tvrzeni (dity 13.4

13.9. \Kta: Existergni véta

Ke kaZzdému stochastickému vektq(@) a ke kazdému systému stochastickych m{#&{t);h 0T}, které spiuji CH-K
rovnice, existuje HM se spojitynmtasem, jehoz p@teni pravapodobnosti jsou dany vektorgmi0) a systém matic
pravdpodobnosti fechodu je prav{P(h);h O T}.



14. Matice intenzit prechodu homogenniho markovskehéetézce se spojityntasem
14.1. Motivace:Nectr {X ;t0T} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem. Bedpokladejme, Ze ekamZiku -
jefetézec ve stavu i a zg@asovy firastek h pejde do stavu j s pragdodobnosti gh).

=
T

p, (h)

Cislo - vyjadiuje pimérnou pravadpodobnost fechodu ze stavu i do stavu j&sovy pirastek h.

Ozname p(h) pravépodobnost, Ze zéasovy pirtistek hiettzec setrva ve stavu i. Pak 1;{lp je pravdpodobnost, ze za
casovy pirastek hrettzec rejde do &jakého jiného stavu.

Cislo 1—pT(h) vyjadiuje pimérnou pravdpodobnost vystuptetzce ze stavu i zéasovy sirustek h.

Intenzity grechodu resp. vystupu popisuji chovawhto ptamérnych pravdpodobnosti prd - O, .



14.2. PoznamkaNadale budemetpdpokladat, ze

p,(h)

a) Ui, j0J existujelim ————=
h-0, h

p, (h)

b) Oi0lJ existujeliml_—
h-o0, h

1oroi = i
c) 0i,j0J existujelim p, (h)={ =l
h-0, Oproi # j
14.3. Definice:Definice intenzit pechodu a vystupu
Neclt {X ;tOT} je homogenni markovskgizec se spojityntasem se systémem matiephodu{P(h),hOT}. Pak

definujeme:

p, (h)

a) Ui, j0J: g, =lim——= - intenzita pechodu ze stavu i do stavu |
I hlo, h

b) 0iOJ: q = Ml—pT(h) - intenzita vystupu ze stavu i

Vysvétleni: Z definice intenzity fechodu resp. vystupu plyne, zghp = hg + o(h) resp. gh) = 1- hq+ o(h). Pro
dostaténg mala h tedy dostavame(p) = hg; resp. p(h) = 1- hg. Cislo g; vyjadtuje koeficient néistu pravépodobnosti
prechodu p(h) bshem kratkéh@asoveho intervalu déelky héslo g vyjadtuje koeficient poklesu praggodobnosti setrva

pi(h) béhem kratkéh@asového intervalu délky h.



14.4. Véta: Véta o soutu intenzit fechodu

Je-li mnozina stavJ kongna, pak pro intenzityiiechodu platitli0J:» g, =0, kde q = -q.
fik]

Diikaz: Vztah ) g, =0 prepiSeme do tvarl g, =q,.
[k

ja, j=i

fir s . ph)_ . 1 -1
Pmltamezq” - z leﬁz!wlfnmﬁjzpij (h)zllmﬁ[l_ Pi (h)]:qi'

jOO, j#i jO9, j#i h j0g, j#i
14.5. Definice:Definice matice intenzitiechodu
MaticeQ = (g;)i;00J, kde q = -g, se nazyvanatice intenzit fechoduHMR se spojitymzasem.

Vysvétleni: MaticeQ je charakterizovana tim, zg¢ 30 pro i#j a g < 0 a sotet prvki v kazdéntadku je nulovy. Je to

kvazistochasticka matice

14.6. \Bta: Vztah mezi matici intenzitipchodu a maticiiechodu
Je-li {Xt;tDT} je homogenni markovskgtzec se spojityldasem, ktery ma kodeou mnozinu stavJ, matici intenzit
prechoduQ a systém matic pragdodobnosti fechodu{P(t);t 0T}, pak prodtOT plati:P(t) = €%, kde €' je maticova

exponencialni funkce definovangeppisem:e® =>" .
=0 .



14.7. Poznamka:

Matici intenzit gechodu Ize graficky vyj&d pomoci gechodového diagramu. Je to ohodnoceny orientoveafy lgle
a) vrcholy jsou stavy

b) hrany odpovidaji nenulovym intenzitaiephodu

c) ohodnoceni hran je rovnéntto intenzitam. Hrany, které nejsou sikgmi, maji kladné ohodnocenij(g 0) a smyky

maji zaporné ohodnoceni;(g 0).



14.8. Riklad: Doba bezporuchového provoztigiroje je nahodna vélna s rozloZzenim Exif. KdyZ dojde k poruse,
pristroj z&ne byt okamzit opravovan. Doba opravy je nahodnagieh s rozlozenim E). Jakmile je oprava ukdéena,
pristroj je okamzit uveden do provozu.

a) Modelujte tuto situaci pomoci HMse spojitymiasem.

b) Najctte matici intenzit pechoduQ a nakresletefpchodovy diagram.
Redeni:

0, pokudv ¢aset strojpracuje
1,pokudyv ¢aset jestrojvoprav

spojitym¢asem s mnozinou stav = {0,1}.
Ad b) Je-li Y spojita ndhodna veéiina, pak jeji pravépodobnostni chovani je popsano hustotou mmdbbnostiq)(y). Pro

Ad a) Zavedeme nahodnou wtiu X, ={ . Stochasticky proce ;t 0T} je HMR se

distribueni funkci ®(y) plati: ®(y)= Tq)(t)dt. Déle zavedeme funkcigziti W(y)=P(Y >y) a intenzituh(y) = —%(;/)).
ae ™ proy, >0

V nasem pipadt ozname Y; dobu bezporuchového provoztigiroje, Y, ~ Ex(), tedy ¢, (y,) = {O ok
jina

1-e* proy,>0 e ™ proy, >0 W (y, —ga ™
0,(y)={ E PO ) [ETPIOYZ0 (). W) _cae
0 jinak 1jinak w(y,) e

Analogicky ozname Y, dobu opravy fistroje, Y, ~ Ex(®). Stejnym zpsobem odvodime, 7%, (y,) =B.

Matice intenzit pechodu: Prechodovy diagram:
0 1 - o

_Of-a d (af B )
Q_l B -p) k_qplx___,f:;h_) -



14.9. Véta: Véta o vyznamu intenzitipchodu

Nech’ {Xt;t DT} je HMR se &, ktery ma spéetnou mnoZzinu stdvJ a matici intenzitigchoduQ = (¢j);;1J -
a) Neclt tO(ss+h), kde s>0ah>0. Pal(X, =i/ X =i)=e"", kdee*" =0, je-li g = oo.

b) Je-li q= 0, potom p(h) = 1.

c) Je-li0 < g <, pak veltina, kterd udava dobu setrv&atzce ve stavu i, sédi rozlozenim Ex(y. Znamena to, ze

sttedni hodnota doby setrvéamittzce ve stavu i jel—. Dale, pravdpodobnost toho, Ze prvnfgthod ze stavu i se uskéné

praw do stavu j,#i, je S

14.10. Definice:Definice ifiznych tym stavi

Necht {X ;tOT} je HMR se &, ktery ma matici intenzitiechoduQ = (q;)i;01J.

a) Jestlize oF 0, pakiekneme, Ze stav i gbsorgni. (Retdzec, ktery vstoupi do absérgho stavu, uz vdm zistane.
Stredni hodnota doby setrvani v absmipstavu je nekorie¢ velka.)

b) Jestlized < q <, pakiekneme, Ze stav i jetabilni (Budeme se zabyvat vyhragietzci se stabilnimi stavy)

c) Jestlize g= «, pakiekneme, Ze stav i jeestabilni (Stedni hodnota doby setrvani v nestabilnim stavuijeva.)



14.11. Definice: Definice stacionarniho vektoru Hise &
Nech’ {X ;t0T} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t O T}. Stochasticky vektoa takovy, Ze pro

OtOT platia = aP(t), se nazyv&tacionarni vektofstacionarni rozlozepdanéhaetzce.

14.12. PoznamkaReseni rovnica = aP(t) pro Ot 0T mize byt obtizné. Proto stacionarni vektotipime radii

pomoci matice intenzitipchodu.

14.13. \ta: Véta o ziskani stacionarniho vektoru pomoci matitenint frechodu
Nech’ {X;t0OT} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t 0T} a matici intenzit fechoduQ = (¢j)i;01J -
Jestlize existujg 0T tak, Ze matic®(t) je regularni (tj. vSechny jeji prvky jsou klagnpak existuje stacionarni vektor

danéhaetézce a je dan vztahermQ = 0. TotoieSeni je jediné.



14.14. Riklad: Pro zadaniiikladu 14.8. najéte stacionarni vektor.

Regeni:0dvodili jsme, 2eQ :( Ba

a
j. Hledamea = (&, &), kde @ + a = 1, tak, abyaQ =0.

(ao,al)[ .

o(jz(oo) +a =1=a =1-
g -p) \00a+a a =1-a,.

B _a
a+p™ a+p

-0a, +Ba, =0=-0a, +B(l-a,)=0=4a, =

Stacionarni vektor ma tedy tvaa= L a
a+B a+f

14.15. Definice:Definice ergodickéheetzce
Homogenni markovskietizec se spojityniasem a systémem matitephodu{P(t);t 0T} se nazyvérgodicky, jestlize pro

vSechny stochastické vektamyodpovidajici dimenze existujt'ﬂsn aP(t) a tato limita na nich nezauvisi.

14.16. Definice:Definice limitniho rozlozeni a limitni maticégrhodu

a) Jestlize existujIEm p(t)=p, pakp se nazyvdmitni rozloZeni(limitni vektor) danéhdetszce.
b) Jestlize existujgm P(t)=A, pakA se nazyvdmitni matice fechodudanéhdetzce. Ma-li vSechnyadky stejné, nazyva

seergodicka limitni maticeig@chodu



14.17. Véta: Véta o souvislosti stacionarniho a limitniho rozlazen
Necht’ {X ;t0OT} je HMR se &, ktery ma stacionarni rozlozemiPak plati:
a) Jeho limitni rozlozenp je rovno stacionarnimu rozlozeani

b) VSechnyadky limitni maticeA jsou stejné a jsou rovny stacionarnimu veksoru
14.18. PoznamkaP¥i hledani stacionarniho rozloZeni Ize v MATLABuU piufiankci stacionarni_vektor.m:

function [a]=stacionarni_vektor(Q)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=stacionarni_vektor(Q)

%vstupni parametr ... kvazistochasticka matice Q
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
n=size(Q,1);

A=[Q';ones(1,n)];

f=[zeros(n,1);1];

a=(A\";



14.19. Riklad: Nectt HMR se $ ma mnozinu stav{ 01,2} a matici intenzit pechodu

-1 1 O

Q=| 2 -3 1 |.Pomoci MATLABuU najdte jeho stacionarni rozlozeni.
0O 1 -1

Reseni:

Zadame matici Q=[-110;2-31;0 1 -1]
Zavolame funkci stacionarni_vektor:
a=stacionarni_vektor(Q)

Dostaneme vysledek:

a=

0.5000 0.2500 0.2500
Znamena to, ze po uplynuti dostat&dlouhé doby polovinu doby stratdtézec ve stavu @tvrtinu doby ve stavu 1 a

rovrez ¢tvrtinu doby ve stavu 2.



14.20. Riklad: V dilné pracuje N straj téhoz typu. V libovolny okamzik #ize nastat porucha kteréhokoliv stroje. O stroje
se stara r opravé, r < N. Na opra¥ stroje se podili vZdy jen jeden z nich. Stroj sgipadt poruchy zane okamzi
opravovat, pokud jedktery z opravéi volny. Poroucha-li se stroj v okamziku, kdy jsaichni opravéi zanmgstnani, musi
secekat, az sedktery uvolni. Je znamo, Ze:

stroj, ktery pracuje ¢ase t, se #hem kratkéh@asového intervaltﬁt,t i h> porouchd s prawgodobnostizh + o(h);

stroj, ktery je Wase t opravovan, se€tleem kratkéh@asovéeho intervallﬁt,t 0 h> vrati do provozu s pra¥édodobnosti

uh +o(h).

Pomoci HMR se spojitymiasem modelujte @et strofi, které wase t nepracuji. Najte matici intenzit pechodu a najte
§tacionérni rozloZeni tohotetzce.

ResSeni:

Neclt X, je paiet stroji, které v¢ase t nepracuiji. Pa{k(t;tDT} je HMR se &, ktery ma mnozinu stav = {0, 1, ..., N}.
Jeho matici pravibodobnosti fechodu utime takto:

Pravdpodobnost, ze se pet strofi, které nepracuji, 2945i v intervalu(t,t + h> 0 1, je gimo un®rna pa&tu stroji, které

v ¢ase t pracuji, tip, .,(h)=(N - jAh+o(h),j=0, 1, ..., N-1.

Pravd@podobnost, Ze se pet stroji, které nepracuji, zmensi v interve(lut + h> 0 1, je pimo un®¥rna patu stroj, které
jsou \ ¢ase t opravovany, tp, ,(h)=juh+o(h),j=1,2, ..., rrespp, ,(h)=ruh +o(h), j=r+1, ..., N.
Pravd@podobnost, Ze se pet nepracujicich strdjzmeni v intervalu(t,t + h> o vice nez 1, je o(h).

(h
Z téchto pravépodobnosti fechodu ziskame intenzitygchodu podle vzorce, = M\#
~(h -
0 = lim Pl _ o (N =R +ofh) (N-)A,j=0,1, ..., N-1
: h-0, h h-0, h
. p..(h)  juh+olh) . . . p..(h)  ruh+olh :
q,. :Lm Hh( ):lemT”:Ju, ]=1,2,...,rrespq, , :Ih|[11m Hh( ):IhlmuT():m’J: r+1, ..., N

Intenzity setrvani ve stavech j=0, 1, ..., Nzame uéit z podminky, z&) je kvazistochastickd matice.



Sestavime tedy matici intenzitgzhodu:

- NA NA 0 0 0
uo —[(N=2 +y] (N -1 0 0
0 241 ~[(N=-2n+24] ... 0 0
0 0 0 o =[(N=r\+ry] (N=r)
0 0 0 ru “[(N=r=2A+ry] ...
0 0 0 0 0

Stacionarni rozlozeni ziska@esenim systému rovni@aQ =0 s podminkouZN:aj =1
j=0

- NAa, +pa, =0 |

(N=j+Dha, ~[(N = +jula, +(j+Dua, =0,j=1, ..., -1

(N=j+na, —[(N-jA+rpa +rpa, =0,j=r, ..., N-1

Aa, , +rpa, =0

Reseni obdrzime ve tvaru:

NYAY
a=. |- =1, ...,r-1
(Jj[ujao

L N(N-1). (N—J+1)(Ajja =N
| rir w) T

j+1

N
Piitom a,=1-) a, .
j=1

o :




14.21. Riklad: Uvazme system, vémz je v provozu velké mnozstvigmntta téze funkce, ndptalire v jidelrs.
Predpokladame, Zerpdntty pochazeji odit riznych vyrobé (tikame, Ze jsouit riznych typi) a Ze doby Zivotnosti
predneti od tiznych vyrobd jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi s rozlozenim Ex(), i = 1, 2, 3. Provadime
cyklickou zanénu typi podle schématu 4 2 — 3 — 1. Zvolime jedno misto v provozu a zavedemefl—l{\?(t;tDT} se
spojitymcasem, kde X=j, kdyz v okamziku t je na tomto mistarazen pedntt typu j, j= 1, 2, 3.

Najdéte matici intenzit pechodu a stanovte stacionarni rozlo:

Reseni:Ozname Y, dobu Zivotnosti fedmétu j-tého typu, Y~ Ex@y), j = 1, 2, 3. V pikladu 14.8. bylo ukazano, ze
intenzita poruchy j&;, tedy

-\, A, O
Q=] 0 -A, A,
A, 0 -A,

&
Stacionarni rozlozeni ziskarfeSenim systému rovni@aQ =0 s podminkow a, =1:

=

_)\181 +)‘3a"3 =0
Aa —Aa =0
Aa, —Aa =0
a, +a,+a, =1
ReSenim tohoto systému obdrzime:
A, AA, AA,

a, = ,a, = , a, = )
AN, FAA A, AN, FAA A, AN, FAA A,



15. Laplaceova transformace a jeji uziti pi reSeni systému Kolmogorovovych diferencialnich rovai
a evolwnich diferencialnich rovnic

15.1. Motivace:Pro HMR se spojityméasem lze praviipodobnosti pechodu vyjadt jako feSeni systému
Kolmogorovovych diferencialnich rovnas absolutni prawgodobnosti Ize vyjait jako feSeni systémavolucnich
diferencialnich rovnicV obou €chto gipadech vystupuji v uvedenych rovnicich intenzitgghodu a jedna se o systémy
linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimekoienty. Takovéto systémyihemeieSit pomociiznych integralnich
transformaci, z nichZ nejrozénsjSi je Laplaceova transformackaplaceova transformacégvadi soustavu diferencialnich
rovnic pro neznameé funkce na soustavu algebraickyahic pro obrazy&chto funkci. Tuto soustavu ¥gSime a pomoci

operatorového slovniku najdeme k obrég$eni jeho vzor.

15.2. Definice:Definice Laplaceovy transformace

Nech’ f(t) je funkce splujici podminky

a) f(t) je spojita prot > 0,

b) f(t) = 0 pro < 0,

c) f(t) je exponenciélnihtadu, tj. existuji konstanty M > @ OR tak, Zef (t) < Me™.

Pak funkceF(z) :Tf(t)e‘“dt se nazyva aplaceova transformace funkce f@unkce f(t) se nazywéor a F(z)obraz.
0

(Obecr je z komplexni prognnd, pro nasSecely vSak posté&E z> 0.)



15.3. Ozn&eni:

Laplaceovu transformaci (dale LT) ztme L(f(t)) = F(z) a z{tnou (inverzni) transformaci zéime L'(F(z)) = f(t).

15.4. \gta: Vztah mezi vzorem a obrazem

Mezi pavodni funkci f(t) a jeji LT F(z) existuje vzajekhjednoznény vztah.

15.5. Fiklad: Najdste LT funkce f(t) = &.
Reseni:
1

:oo at -zt :oo ~t(z-a) :_i -t(z-a) |° —
F(2) lee dt {e dt z—a[e I —

15.6. \Bta: Linearita LT

LT i zpétna LT je linearni je linearni, tj. pro libovolnékstantyc,,...,c. OR, aspa jedna konstanta je nenulova,

plat: L( 30, ()] = Se L1, (1) aL*(3eF@))=Se L (R (2)

15.7. \Wta: LT derivace funkce
Pro LT derivace plati: L(f'(t)) = zF(z) — f(0).



15.8. Véta: LT n-té derivace funkce

Pro LT n-té derivace plati: L{(t)) = Z’F(z) — 2°%(0) - 2%(0) - ... - f{"0).

15.9. PoznamkaUvedeme stiény operatorovy slovnik.

Vzor f(t) | Obraz F(z)

1 1/z

t 117

et 1/(z-a)

t e 1/(z-af

Ae® | Al(z+a)

t e kl/(z+ta)*', k=0, 1, 2, ...




15.10. Riklad: Uzitim LT vyteSte diferencialni rovnici y'(t) + y(t) =%s paate:ni podminkou y(0) = 0.

1:>Y(z)— 1 _A+B_1+—1
zZ+2

Reseni:zY(z)-y(0)+Y(z)= “(z+1(z+2) z+1 z+2 z+1 z+2

1=A(z+2)+B(z+1)
2A +B=1=2A-A=1=A=1
A+B=0=B=-A=B=-1

T B e
z+1 z+2 z+1 zZ+2

Zkouska:y'(t)=—e" + 2™

-e'+2e” +e' —e? =e™ - splreno
Pacateini podminka: y(0) =1 -1 = 0 — spho



15.11. Riklad: Uzitim LT najdte feSeni systému linearnich diferencialnich rovnic
2y,'(t)-v,'(t)+y.(t)=0

yi(t) =3y, '(t) + 2y,(t)=1

s paatenimi podminkami y(0) = y(0) = 0.

Reseni:

2zY,(z) - y,(0)] -[zY,(z) - v, (0)] + Y,(z) =0= 22Y,(z) + (1- 2)Y,(z) =0

t t

Z 2. rovnice plyne, Zg¢,(t)=1+3y,'(t) - 2y, (t) :1+3(— e? +§e3

t t t

2 — 4g® =1+e? - 2.

N—
+
8

t t

Celkem:y,(t)=1+e? — 2°, yz(t):—Zeé + 2%,

1t 2t t gt
Zkouska:y, (t)ZEGZ 38 (t)=-e? +3€

t t t t t t t t t t t t

1. rovnice:e? —ée3 +e? —ée3 — 20? + 22 =0- splnéno, 2. rovnicel+e? — 2e® + 3e? — 263 —4e2 + 4e* =0

Posatesni podminky:y,(0)=1+1-2=0,y,(0)=-2+2=0- spirsno.

- splréno



15.12. Wéta: Kolmogorovovy systemy a system ewalich diferencialnich rovnic

Nechr {X;tOT} je homogenni markovskgtézec se spojityntasem, ktery ma systém matiephodu{P(t);t 0T},
systém vektar absolutnich pravgpodobnostf{p(t);t 0T}, vektor paatesnich pravépodobnostp(0) a matici intenzit
prechoduQ. Pak plati:

a) P'(t)=P(t)Q s paatesni podminkolP(0) =1 (Kolmogoroviv systém prospektivnich diferencialnich roynic

b) P'(t)=QP(t) s pasateini podminkowP(0) =1 (Kolmogoroviv systém retrospektivnich diferencialnich roynic

c) p'(t)=p(t)Q s paateni podminkop(0) = dany stochasticky vektasystém evolenichdiferencialnich rovniy

15.13. \Eta: Véta ofeSeni Kolmogorovovych systém systému evolinich diferencialnich rovnic

Nech’ Q je kvazistochasticka mati¢adu n. Pak plati:

a) Existuje jedindéeSeni systému prospektivnich a retrospektivnicloikolgorovovych diferencialnich rovnic sgaoesni
podminkouP(0) = 1. TotofeSeni pedstavuje systém mati¢gehodu HMR se § s mnozinou stay J :{lz,...,n}.

b) Existuje jedinéeSeni systému evainich diferencialnich rovnic s pateni podminkoy(0) = dany stchasticky vektor

TotofeSeni pedstavuje systém vekfoabsolutnich pravghodobnosti HNR se € s mnozinou stavJ :{12,...,n}.



15.14. Riklad: Nectr {X;tOT} je homogenni markovskgtszec se spojityniasem, ktery ma mnozinu stad ={1,2},

2
J a vektor poateinich pravépodobnostip(0) = (E,E).

matici intenzit pechoduQ =
P Q ( 1 22

a) Najdtte vektor stacionarnich pragmbdobnosti.

b) Najckte vyjadeni pro vektor absolutnich prajgbdobnosti.
Reseni:

Ad a) Hledame vektoa tak, abyaQ =0, & + & =1.

2 2
(fal,az)[1 _1j=(0,<)),a1+a2=1:a2=1—a1
1 1 2 12
- = -1 = == :1—_:_’t d =|=,—|.
2 +ta,=0=> 28 -1+a,=0=4a 3,a2 3 3 edya (3 3}
Ad b) Re$ime systém evainich diferencilnich rovnip'(t) =p(t)Q s pasate:ni podminkoup(0) :(%%j
(m (00.0) =000

p,'(t)==20,(t) + p,(t) = p, (t) ==2p,(t) + 1- p,(1).p,(0) :%.

-2

R LCRLICERINOREERN0



16. Poissofv proces

16.1. Definice:Definice Poissonova procesu
Neclt {Xt;t DT} je homogenni markovskgtzec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocatenich pravdpodobnostp(0) = (1, 0, ...) a matici intenzittpchodu

A A vt Prechodovy diagram:
O -A A 0 ..
Q= 0 0 Y , kde A >0 je konstanta, nazyva séenzita

Tento HVR se nazyv&oissoriiv proces(s parametrerh).
(Vidime, Ze v Poisson@wyrocesu je mozné jen setrvani v dosavadnim stelva giechod do nejblizSiho vysSiho stavu.)

Vysvétleni: Poissoriv proces popisuje napnahodné a navzajem nezavislé udalosti. NahodnanaeX D{O,],...} udava
pocet udalosti, které nastanou v intervéﬂll}. Fritom stedni hodnota pidu udalosti, které nastanou &esovou jednotku,
je konstanta\ > 0. Pravapodobnost gt) = € vyjadiuje, Ze v intervaIL(O, t> nenastala zadna udalost. Cdnze-li S dobu

gekani na zrnu mezi stavy (tj. dobtekani na fichod udalosti resp. dobu setrvani ve stavu), §8kht) = &', tedy

1-e™,t=20 A . o ’ : : :
P(S<t) :{O v . To znamena, ze je-li rozlozenigbo udalosti, které nastaly v mterva(lﬂqt) Poissonovo, je

rozloZeni dobyekani na zrnu resp. doby setrvani ve stavu exponencialni.



Priklady uvazovanych udalosti:

- dopadycastic kosmického zani zaznamenavaréacem castic
- rozpady radioaktivniho prvku

- vyzvy pichazejici do telefonni Gstdny

- dopravni nehody registrované ngakém silnénim useku

- poruchy automatického stroje

- ptichody zakaznik do rejakého systému obsluhy apod.

Upozorreni: U &chto praktickych fikladia neni splgn predpoklad, Ze intenzita vyskytu udaldsie nezavisla naase.
Provoz v telefonni usedre je jis zivejSi dopoledne nez ¥er; silniéni provoz zalezi jak na denni dotak na dnu v tydnu;
mnoZstvi radioaktivni latkyasem ubyva a tedy ubyva i intenzita rozpadu jegiomni; poruchovost stroje settbe zvySove
s jeho opadebenim apodCasto se ale sleduje vyskythto udalosti jen podiakou omezenou dobuglhem niz Ize

predpokladat nesmnost intenzity\.



16.2. Véta: Véta o pravdpodobnostnim rozlozeni slozek Poissonova procesu

j
Nectt {X,;tOT} je Poissofiv proces s parametrekn Pak plati:0t 0T 0j0 J:p, (t) :@e‘“.
J

Vysvétleni: Nahodna vetiina X, ktera udava nappcoiet zakaznik, ktefi prijdou do fronty v intervaIL(O, t>, seridi
rozlozenim Pa(). Cislo py(t) = € udava pravépodobnost, Ze v intervalld,t) nenastane Z4dna zna.
Ditkaz: Sestavime systém evehich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateini podminkowp(0) = (1, 0, ...).

-A A 0 0 ..} p(t)=-Ap,(t)
(R (0RO 0.)=mORER0.) o o 5 5 | PEIROIR0

------

Pti feSeni &chto rovnic pouzijeme LT.

Obraz 1. rovnicezP,(z) - p,(0)=1 =-AP,(z)= P,(2) __ 1 o, (t)= L_l( 1 ) e

Z+A

Obraz 2. rovnicezR(z) - p,(0)=0 =AP,(z)

1 I SR AN (O N TP
R 2= n=L |

Z+ Z+\)
Obraz 3. rovnicezP,(z) - p, (0)=0 :)\Pl(z):(zj\—)\)z AP(2)= P.(2) :ﬁ b, (1)= L((Z:\—)\)j =L e

j
Obecé: p,(t) :%e‘“, j=012,...



16.3. Fiklad: Maijitel obchodu s potravinami zjistil, Ze v raréipicce gichazi do obchodu pmerné 20 zakaznik za 5
minut. Majitelova manzelka se domniva, ze #8hu 10 minut nize a@ekavat v piiméru 30 zakaznik, zatimco
optimistictéjSi majitel v pfibchu 10 minut éekava 40 zakaznik Ktery odhad je pravbodobrgjsi?

Reseni:

Prichody zakaznik do obchodu lIze modelovat Poissonovym proce{@ém DT}, kde X =, kdyz zatasovy intervaI(O,t>
prijde do obchodu prayj zakaznik, j=0, 1, 2, ...

Parametr procesu (intenzita procesus 2—50 = 4zakaznicizalminutu.

(4t) u

Podle gedpokladu: X~ Po(4t), tedyP(X, = j):Te
. _an - (400" g _ _
Odhad manzelkyP(X,, =30) = g ¢ - p,,(10)=0,01847

V MATLABU: poisspdf(30,40)

4110)°

Odhad manzelal(X,, =40) = ( 20 e ™ =p,,(10)=0,06297

V MATLABU: poisspdf(40,40)

Optimisticky odhad majitele je pragplodobrjSi nez opatrny odhad jeho manzelky.



16.4. \Eta: Véta o pravdpodobnostechipchodu v Poissoné\procesu
)
- : ] . e proj =i
Nectt {X,;t0T} je Poissofiv proces s parametrexnPak plati:0t 0T Oi, jOJ:p, (t) =1 (j =i ) .
Oproj<i
Diikaz: Z matice intenzit fechodu plyne, Ze jedinygchod s nenulovou praggplodobnodtje prechod do stavu o 1 vyssil
(At)”
Pritom posateini stav je nulovy, tedy;t) = py(t). V disledku homogenityp, (t)=p, , (t)=1 (j—i)
Oproj<i

e proj=i

16.5. \Bta: Véta o stedni hodnat a rozptylu Poissonova procesu
Nechr {X;tOT} je Poissofiv proces s parametrenPak E(X) = At, D(X;) = At.

Diikaz: Plyne z vlastnosti Poissonova rozlozeni, protaze Roft).

16.6. \Bta: Véta o rozlozeni doby setrvatdttzce v daném stavu
Nech’ {Xt;tDT} je Poissofiv proces s parametrelnOzn&me $ dobu, kterouetzec setrva ve stavu j-1, j= 1, 2, ... Pak
S ~ ExQ.) a stedni hodnota doby setrvaieitzce ve stavu j-1 j(%.

Diikaz: Plyne z ¥ty 14.9.

16.7. \Bta: Véta o nezavislosti dob setrvaei¢zce v danych stavech
Nahodnéveliciny §, j = 1, 2, ... jsou stochasticky nezavisle.

Diikaz: Nebudeme provatl



16.8. Riklad: Na autobusovou zastavkiijizdgji autobusy linek. 1 a¢. 2. Redpokladame, Zerfpezdy autobus obou

linek tvari udalosti Poissonovych proges parametry, A,, piicemz tyto procesy probihaji nezavisle nassMypoctéte
pravéEpodobnost, Zze z&asovy interval délky tigjede na zastavku préak autobus.

Reseni:

i
Ozname X pocty pifjezd linky & 1 v intervalu(0,t), X, ~ Pogat), P(X, = j):@e‘hlt ,j=0,1,2, ...
j!

j
Ozname Y, poity pifjezd linky &. 2 v intervalu(0,t), Y, ~ Pogat), P(Y, = j)= .ty e™, j=0,1, 2,
j!

Dale ozname Z padty prijezdi autobué obou linek v intervaIL(O, t>, Z.= X+ Y. Mame p¢itat P(4=k), k=0, 1, 2, ...

Podle ¥ty o rozlozeni sattu dvou stochasticky nezavislych nahodnychdieldostavame:

st =t w0

Znamena to, zeZ Po(f + A,)t).



16.9. Véta: Véta o bodovém a intervalovém odhadu paramefPoissonova procesu
Neclt v intervalu<0,T> byl sledovan Poissdm proces s neznamym parametrieabylo pozorovano n udalosti.

piicem (X):A (ti. A je nestranny odhad) Ia(f\):&.

~

a) Bodovy odhad parametkje dan vzorcemaA :2

b) 100(1e)% empiricky interval spolehlivosti proma mezed :%xza/z(Zn +2), h :%le-a/z(Zn +2).
16.10. Riklad: Na ukitém z&izeni byly po dobu 580 h sledovany poruchy. Za tlgou jich nastalo 22. Za

predpokladu, Ze poruchy tiicudalosti Poissonova procesu s paramefteouhadste tento parametr a n&je pro & 95%

empiricky interval spolehlivosti.

Reseni:
T =580, n =22, tedft =1 =22 =00379
T 58C
1, 1 1
— = v2 (on+2)=— = 46)=——_292=0,0252
o X o )= 2 B8 “oues(46) = 116(
1 1 1
h=—— %2 (20 +2) = — = ¥200rs(46) =——— 66,6 = 00574
Tk o ) 2 B8 os5(46) 116(

0,0252 <\ < 0,0574 s pravgbodobnosti aspn0,95.



16.11. PoznamkaPoissofiv proces Ize v MATLABU simulovat pomoci funkce Rmie.m:
function [v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]sBon(CPS,lambda,t)
%vstupni parametry

%CPS ... celkovy pocet simulovanych prichodu zailkazn

%lambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku

%t ... casovy krok

%vystupni parametry

%V ... vektor variant poctu zakazniku

%abscet ... abs. cetnosti jednotlivych variant

%relcet ... relativni cetnosti jednotlivych variant

%p ... pravdepodobnosti jednotlivych variant

%tabulkal ... empiricke a teoreticke charakteryssiknulovaneho poctu
%zakazniku

%tabulka?2 ... empiricke a teoreticke charakterystikby simulace

Tuto funkci pouzijeme ip feSeni nasledujicihaigladu.



16.12. Riklad: V sobotu v dob od 8 do 20 h sledujeme provoz v klidné ulici viewé ¢tvrti mésta. V tomto obdobi
exponencialnim rozlozenim. Pomoci MATLABuU simulwjezd 20 aut do této ulice.

Reseni:V tomto @ipack jsou vstupni parametry tyto: CPS = 20, lambda8z¢Hsovy krok zvolime napt = 8.
Teoreticka celkova doba simulace bylanbyt 20.8 = 160 min, gmér = 8 min, smirodatna odchylka = 8 min.)
[v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]=Poisson(@RHda,t)

Patet aut, ktera vjizgi vzdy bkchem 8 minut Abs. ¢etnost| Rel. cetnost| pravdEpodobnost
0 15 0,5357 0,3679
1 6 0,2143 0,3679
2 6 0,2143 0,1839
4 1 0,0357 0,0153
Pramérny paiet aut zatasovy krok: 0,7857 Realizace Poissonova procesu:

Stredni hodnota pdu aut zatasovy krok: 1 "
Pozorovana sém. odch. pdtu aut zatasovy krok: 1,0313 =
Smeérodatna odchylka @tu aut zatasovy krok: 1 16/
Celkova doba simulace: 214,7869 ur
Teoreticka celkova doba simulace: 20*8 = 160
Praimérna doba mezi vjezdy aut: 10,7393

Stredni hodnota doby mezi vjezdy aut: 8

Pozorovana sén. odch. doby mezi vjezdy aut: 14,8255
Smérodatna odchylka doby mezi vjezdy aut: 8

o N} S ) ©




17. Proces vzniku a zaniku

17.1. Motivace:Budeme se zabyvat popisem kolisani rozsahu soubjelt v ¢ase za fedpokladu, Ze

a) v nahodnych okamzicich vstupuji do tohoto soulmarvg objekty, ficemz pravdpodobnost, Ze v interval(.l,t 0 h>

vstoupi do souboru rozsahu j novy objektAja +o(h), kdek; > 0 jeintenzita vstupu do stavy

b) v nahodnych okamzicich vystupuji z tohoto souljimi objekty, gicemz pravdpodobnost, ze v interval(.l,t + h>

vystoupi ze souboru rozsahu j jeden objeky fe+ o(h), kdey; > 0 jeintenzita vystupu ze stavy |

C) vstupy a vystupy objektjsou stochasticky nezavislé jevy;
d) behem kratkéh@asoveho intervaluistava rozsah souboru tyz nebo se j@&dnewtsici zmensi.

Bude nas fedevSim zajimat, jak se chova rozsah tohoto soyimdostaténé dlouhé dob, tj. po odezani vlivu

pocateEnich podminek.



17.2. Definice Definice procesu vzniku a zaniku
Necht {Xt;tDT} je homogenni markovskegtzec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocateinich pravépodobnostp(0) = (1, 0, ...) a matici intenzitfpchodu

-7, A, 0 0
(. +A A o ...
Q= My (“1 1) 1 , kdeA >0,j=0,1,2,.. ap. >0,j=1,2,.. jsou konstanty.
0 H> _(uz +)\2) AR J j

Tentoretzec se nazyvaroces vzniku a zanik{resp. mnozeni a amrti).

Prechodovy diagram:

Upozornéni: Je Zejmé, Ze Poissdiv proces je specialnintipadem procesu vzniku a zaniku, &mg
w=0,j=1,2,...4;=1,j=0,1, 2, ...



17.3. Véta: Stacionarni rozlozeni procesu vzniku a zaniku

Neclt {Xt;t DT} je proces vzniku a zaniku s intenzitami vznku>0, j=0,1,2,.. a intenzitami zaniky, >0, j=1,2,...

AN LA
Pak stacionarni rozlozeni tohoto procesu je danccem:[j[1 J:a, = 2 ~a,, kdea, = 1 za
MM, OO0, 1+Z-°:)\O)\l 0.0
iz KM, Dm]
5 . © A, L TN L . e o
predpokladu, Zéada: . m‘ absolutg konverguje. Jinak stacionarni rozlozeni neexistuje
=t MM, L L
Diikaz: HledamereSeni systému rovnaQ =0, g + & + ... = 1, tj.
A 0 0 Mg, +Ha =058, =20,
(% qaz ) ul _(IJ'1+)\1) )\l O ‘e :(OOO ) I“ll
Bl o =l tn) A T A e A Ja e, =0, =12, =
h a‘+1 :—ia‘_l + uj +)\j‘a-
a0+a1+a2+...:1 ! M ] My ]
a, ta +a, +...=1
Neclt j=1:a, = —hao s T A, a = —ﬁao P TN +)\1ﬁao A a,
M, M2 Mo My My HaH,
AN DTN _ . : = A, [ IA 1
Obeci: a =% Za,, piicemzl=>a =a +>a =a, +y —— Za,=a, = , pokud
b, OO > ch; b 121: = ,le W, OO % 1+i)\0)\1 0.0, P
iz JLHL, Dm,

5 © A, L TN :
fada)’ — absolutg konverguje.
MM, L I——I'l'lj



17.4. Riklad: Nectr {X ;tOT} je proces vzniku a zaniku s mnoZzinou étdw= {0,1}, intenzitou vzniku a intenzitou
zanikup. Najcite:

a) vektor absolutnich prasplodobnostp(t)

b) matici pravdpodobnosti fechoduP(t)

c) stacionarni rozlozerai

Reseni:Matice intenzit pechodu:Q = (_H)\ —)\H]
Ad a) Sestavime systém evahich diferencialnich rovnig'(t) = p(t)Q s paateini podminkowp(0) = (1,0).

CSORNORCHORID B PRI ORRYNORRTAO

D' (t) = AP (1) + 1, (t) = "' (t) = =Ap, (t) + 1t — up, (1) = p, (1) + (A + ), (t) = p,p, (0) =1

M A
Laplacév obraz:zP,(z) - p,(0)=1+ (A + )P, (2) :%_3 P (2)= z(z):;\li n —P(2)== A JZfH . Zi;\filu
VI A
po(t):L—l A+l + A+ — M n A e—()\ﬂl)t, pl(t)zl—po(t)— A A e‘(““)‘.

Z  z+A+p| A+p A+p _)\+|_1_)\+|_1

1

Celkem:p(t)= -

(u + )\e—()\w)t A- )\e—()\w)t)




Ad b) Pravé@podobnosti pechodu utime nap. ze systému Kolmogorovovych retrospektivnich difeialnich rovnic
P'(t)=QP(t) s paateini podminkowP(0) =1.
"t "t -A A t t 10
(po".( ) pm'( )J =£ J,(p"‘)( ) Pu )j =£ J: profeseni tohoto systému &pvyuzijeme Laplaceovu
Pio (t) P (t) M —H p1o(t) pn(t) 01
transformaci a ziskdme vysledek:

1 U+ )\e-(Mu)t A — )\e—(kw)t
P(t)= " et |
A+pp-pe A +pe

Ad c) Stacionarni rozloZzenitibeme u&it nékolika zpasoby. Podle &ty 17.3. mame:

1 _ ¢ uz)\
14N A+p At A+p
v

a, = ,a,=1-a,=1-

1
Celkem:a=——(u,A
elkem:a )H_u(u )



18. Specialni ipady procesu vzniku a zaniku

18.1. Definice:Definice linearniho procesu vzniku a zaniku
Neclt {Xt;tDT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocateinich pravdpodobnostp(0) = (0, 1, 0, ...) a matici intenzit@chodu

0 0 0 0
—-(L+A A o ..
Q= i) , kdeA >0, >0 jsou konstanty.
0 2u —2u+A) 2a ...

Tentoretzec se nazyvinearni proces vzniku a zaniku s intenzitamu.

(Intenzity gechodu jsou linearnimi funkcemi faali staw, v nichz byl proces vipdesSlém okamziku,
t.4=AJj=0,1,2, .y=ju,j=1,2,..)

18.2. \Bta: Véta o absolutnich pra¥dodobnostech v linearnim procesu vzniku a zaniku

Necht {Xt;tDT} je linearni proces vzniku a zaniku s intenzitami. Pak absolutni praég@odobnosti jsou dany vztahy:

At AT
Proi = . pO(t):1+)\t’ pj(t):ﬁ,FlZ,...
1_e(A—u)t

Pro) # u zavedeme oziani A(t) v

Pakp,(t)=AQ). p,(0)=-ME-rAOTMAW] =12,

Diikaz: Uvedené vztahy ziskanieSenim systému evdinich diferencialnich rovnic.



18.3. Dusledek: Prav@&podobnost zaniku

A=
Pravaspodobnost, Ze soubor objékt ¢ase t zanikne, j©(X, =0)=p,(t)={1+ At PrOA=H | imitnim prechodem
HA(t) proA #
lproA <p
pro t— oo Zjistime, Ze limitni pravtbodobnost zaniku jém p,(t)=1 .
toe X proA >p

18.4. \Bta: Stredni hodnota a rozptyl rozsahu souboru

Nechr {X ;tOT} je linearni proces vzniku a zaniku s intenzitami. Pledpokladejme, Ze 8ase t = 0 ma soubor rozsah
ko> 1. Pak pro $edni hodnotu a rozptyl rozsahu souboiase t > O plati:

Prox = E(X,)=k,,D(X,)=2kA\t.

A+

ATH o [e0+r 1.

Prox # u: E(X,)=k,e"",D(X,)=k
—H

0

Dikaz: Nebudeme provatl

18.5. Poznamkadlimitnim prechodem pro 4> « zjistime, Ze limitni $edni hodnota rozsahu souboru je
K, ProA =p

limE(X,)=1 OproA <p
0 ProA >



18.6. Riklad: Nectr {X ;tOT} je linearni proces vzniku a zaniku s mnozinoutsthw {0, 1, 2}, intenzitou vzniku
A = 0,01 a intenzitou zanikw= 0,001.

a) Jaka je prawgbodobnost, Ze proces zaniknéase t = 100?

b) Jaka je limitni prawpodobnost zaniku?

Resen:

— a-nt PN
ul)\e—w tedy p, (100) = 0,001—~—° =0,0619

Ad a) Podle dsledku 18.3p,(t)=p 0,001- 0016

Pravdpodobnost, ze vase t = 100 proces zanikne, je 6,2 %.

Ad b) lim p,(t) =t = 2204

= =0
A 001 a

Limitni pravdépodobnost zaniku je 10 %.
18.7. Riklad: V prikladu 18.6. pedpokladejme, Ze ase t = 0 soubor obsahoval 20 objekaka je sedni hodnota a

smérodatna odchylka rozsahu soubortage t = 100?

Reseni:

E(X,) =k, e = 20¢° = 49,1921 \/ At “ e ghr —q] = \/20—e°9 ~1)=9,3679



18.8. PoznamkaxVlastnosti linearniho procesu vzniku a zanikuM2adATLABU ilustrovat pomoci funkce Ipvz.m:

function [M,S,P]=Ipvz(lambda, mi, tau,k0)

% funkce lpvz ilustruje vlastnosti linearniho procesu vzniku a zaniku

% syntaxe: [M,S,P]=Ipvz(lambda, mi, tau,k0)

% vstupni parametry:

% lambda je intenzita vzniku, mi intenzita zaniku

% tau je konecny cas, kO rozsah souboru v case t=0

% vystupni parametry:

% M je vektor strednich hodnot rozsahu souboru v case t=0 az tau

% S je vektor smerodatnych odchylek rozsahu souboru v case t=0 az tau
% P je pravdepodobnost zaniku souboru v case t=0 az tau

t=[0:tau]’;

M=k0*exp((lambda-mi).*t);
S=sqrt(k0*((lambda+mi)/(lambda-mi))*exp((lambda-mi).*t).*(exp((lambda-mi).*t)-1));
P=mi*((1-exp((lambda-mi).*t)))./(mi-lambda*exp((lambda-mi).*t));
plot(t,M)

figure

plot(t,S)

figure

plot(t,P)



PouZijeme tuto funkci pro proces popsanyvl8.6. a 18.7.
lambda=0.01;mi=0.001;tau=100;k0=20;

Dostaneme

graf zavislosti gednich hodnot

rozsahu souboru nase

50
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400

35 /
///
301 P
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//
25} e
P
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100

graf zavislosti srodatnych odchyle
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18.9. Definice:Definice Erlangova procesu
Necht {Xt;tDT} je proces vzniku a zaniku, ktery ma kéneu mnozinu stavJ = {0, 1, 2, ..., m}, vektor p&teEnich

pravéEpodobnostp(0) = (1, O, ..., 0) a matici intenzit@chodu

-A A 0 o .. 0 0 0
o —(A+p) A 0 ... 0 0 0
o 20 —(+2n) A 0 0 O |, kdeA >0 au >0 jsou konstanty.
0 0 0 0 ... (m-2p —((m-Du+r) A
0 0 0 0 .. 0 ML - mu

Tentoretzec se nazyvarlangiv proces.

Vysvétleni: Erlandiv proces charakterizuje niaprovoz telefonni ugtdny, do niz vede m linek. NetK; je paiet
obsazenych linek v okamziku t; X 0, 1, ..., m. P&t obsazenych linek se v kratkéasovem intervalu dZzeme zninit
jen o jedntku. Intenzita nove vyzvy j&, zatimco intenzita uk@ovani hovoru je ugrna momentalnimu @u obsazenyc
linek s koeficientem uginostip. Vyzva, ktera fichazi k pl¢ obsazené telefonni déstre, se ztraci.

Prechodovy diagram:



Agner Krarup Erland1878 — 1929) byl dansky matematik, jako prvni &eeky zabyval problematikou
telefonnich siti. Pracoval 20 let pro Kagkou telefonni spoémost. Na jeho piest byl zaveden 1 erlang

jako jednotka telefonniho provo:




18.10. ta: Véta o stacionarnim rozlozeni Erlangova procesu

ih
Stacionarni rozlozeni Erlangova procesu je danocezo: a = U _,j=01,...,m- Stacionarni rozloZeni existuje vzdy.

m 1(A
Sl
Diikaz: HledameaeSeni systémaQ =0, Za =1.
=0
-A A 0 0o .. 0 0 0
u -\ +p) A 0o ... 0 0 0
0 2 -(A\+20) A ... 0 0 0
R I B
0 0 0 0 ... (m=-Du —((m-Ju+r) A
0 0 0 o .. 0 mp —mu
Aa, +ua, =0=a, =—
. _ 1 A A+ ju .
)\aj_l—()\+j|.1)|,laj+(J+l)|J,aJ+1 0:>aj+l—j+1(—uaj_l+ T aj}J—LZ,...,m—l

Aa,,—mua, =0

i
Neclt j = 1: aﬁ%(‘%ao +)‘%a1]:1(—5a0+)‘+“@a0] 1 3] a,. Obeci: a _11@] a,]=12,...,m

J
Pritom1=>a =% = ( jaojao—; Celkem:a, =———*—,j=041....m
=0

P

E
— |
O
=



18.11. Riklad: V dilng pracuji ti opravéi. Do této dilny pichazi v ptiméru 24 zakaznik za 1 h. Jestlizeffchozi
zakaznik najde volného oprdeaje k @mu @irazen a zéne oprava. Jestlize neni zadny opiaxa@ny, zakaznik neka a
odchazi. Redpokladame, ze doba opravyigd exponencialnim rozlozenimiiemz pfimérna doba opravy je 5 min.
a) Jakou procentualdast pracovni doby jsou opravaevyuziti?

b) Kolik procent potencialnich zékaziilje odmitnuto?

c) Jaky je piimeérny paiet obsluhujicich oprava?

Reseni:zavedeme Erlany proces{Xt;tDT}, kde X je paet obsluhujicich opravév okamziku t, X=0, 1, 2, 3.
Pritom A =24, :% :12,5 =2m=3

il M

12

=il
Ad a) a, = 1 = 1 (1+ 2 +%22 +%23j :1% = 0158, tedy 15,8 % pracovni doby oprévaepracuiji.
I

50 22

Ad b) Zakaznik bude odmitnut, kdyZ budou v&ickinopravéi pracovat. Paitamea, :%(ﬁj a :% B E—Il% - 0211, tedy
1T

21,1 % potencialnich zadkaziikude odmitnuto.

Ad c) Vypctitame zbylé slozky stacionarniho rozlozarmi (a, a, &, &): &, o =%, a, :%(Aj a, :%
M !

6 12 12 30
Stredni hodnota pitu obsluhujicich oprava: a=a+2,+ = —+—+—=——"=1579.
= J P Z‘J —4 B, = 19 19 19 19 =15



18.12. PoznamkasStacionarni rozlozeni Erlangova procesizeme vypeoitat v MATLABuU pomoci funkce Erlang.m:
function [a]=Erlang(m,lambda,mi)
% funkce na vypocet stacionarniho rozlozeni Erlangova procesu
% syntaxe: [a]=Erlang(m,lambda,mi)
% vstupni parametry:
% m ... nejvyssi poradove cislo v mnozine stavu
% lambda ... intenzita vzniku
% lambda ... intenzita zaniku
% vystupni parametr
% a ... vektor stacionarnich pravdepodobnosti
a0=1/sum(((lambda/mi).”~(0:m)).*(1./(factorial(0:m))));
a=((lambda/mi).”~(1:m)).*(1./(factorial(1:m)))*a0;
a=[a0 a];
Pouzijeme tuto funkci prieSeni pikladu 18.11.:
m=3;lambda=24;mi=12;
a=Erlang(m,lambda,mi)
Dostaneme vysledek:
a=
0.1579 0.3158 0.3158 0.2105



18.13. Definice: Definice procesu vzniku
Neclt {Xt;t DT} je homogenni markovskg&zec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor
pocateinich pravdpodobnostp(0) = (1, 0, ...) a matici intenzitfpchodu
=N, A, 0O O
0O -A, A, O

- |, kdeA >0,j=0,1,2,.. jsou konstanty.
QOO—)\Z)\Z... 7o : 4

Tentotetzec se nazyvaroces vznikyresp. mnozeni) s intenzitarhj >0, j=0,1,2,..

Vysvétleni: Proces vzniku popisuje kolisani rozsahu soubojekbbv ¢ase, picemz objekty mohou do souboru pouze
vstupovat a nemohou vystupovat. Poissoproces je specialnintipadem procesu vzniku, kde=2,j=0, 1, 2, ...

Prechodovy diagram:

\ g j —
ey ; :l"-.,

¢



18.14. Véta: Absolutni pravépodobnosti a pravghodobnosti pechodu v procesu vzniku
Neclt {X;tOT} je proces vzniks intenzitamiA, >0, j=0,1,2,.. Pak plati:
a) Absolutni pravépodobnosti jsou dany vztahy:

p,(t)=e™

)\t

p,(t)=(-2)'AA, O.. D\j_lzj: e

T )0 T, ALY —A )0, a) T A

b) Pravépodobnosti pechodu jsou dany vztahy:
)\j ( At =y t)
e’ —e "™ |proA £\,
o =3 A A o
A te™ proX ,, =A,

Diikaz:

Ad a) Plyne ze systému eveéhich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateini podminkowp(0) = (1, 0, 0, ...)
Ad b) Plyne ze systému Kolmogorovovych prospektardiferencialnich rovni®'(t) = P(t)Q

s paateini podminkouP(0) =1



18.15. Riklad: Neclr v procesu vzniku jsou intenzity vzniku dany vztaiie = (N + j)i, kde N je danéifrozenéislo a
A > 0 je konstanta. Oddtte vektor absolutnich pragpodobnosti.

Reseni:

pu(f)=e =e

Y

p,(t)=(-1)A.A, O.. D‘J-lg (N =2 )C.On —Ai_el)(Ai SN YN

- _ j @ (N+int
CINNIN 1) N+ 1= s O AN T = (N T TN+~ (N T D) AN+ (N )
(_ 1)1)\1 (N +] _1)! ZJ: g e - (_ 1)1)\1 (N t+] _1)!ie-N“Zj: e =

(N=-2) SiA(-DA ADN..( - (N-1) N~ =Z(-2)ir(j-i)

N+j-1) o1V nyy e (NF+]=1) )
e i Jeer <[ e
Znamena to, ze )% Ps(N, &").



18.1€. Definice: Definice linearniho procesu vzniku

Necht v procesu vzniku jsou intenzity vzniku éme rozsahu souboru, ¥.= jA, j= 1, 2, ... A > 0. Redpokladejme, Zze na
-A A 0O O

0O -22 2 0 ..
zatatku je v souboru jeden objekt. Matice intenzéghodu ma tedy tva® = . - 2 2 . Tento proces se

nazyvalinearni proces vznik(Yuleiv proces).

18.17. \Eta: Absolutni pravédpodobnosti v Yuleo¥ procesu

Neclt {Xt;t DT} je Yuleiv proces s intenzitou vzniku> 0. Pak absolutni pravpodobnosti jsou dany vzorcem:
p,(t)=[-e™)"e™, j=12...

Znamena to, Ze rozsah souboréase t zmen3eny o 1 8di rozlozenim Ge(®).

Diikaz: Plyne z pikladu 18.15., kde poloZzime N = 1.

18.18. \kta: Stredni hodnota a rozptyl v Yule®yprocesu
V Yuleové procesu je $&dni hodnota rozsahu soubortase t rovna’ta rozptyl &(e' — 1).

Diikaz: Plyne z vlastnosti geometrického rozlozeni.

(Proces vzniku i Yulkev proces maji v praxi jen maly vyznam, protoze&mém s¥té neexistuji populace, jejichz jedinci
nepodléhaji zaniku. Nicménuvedenych procége mozno pouzit napk modelovani kratkodobéhéstu kolonie bakterii
v prostedi s dostatkem zivin.)



18.19. Kiklad: Neclht je dan Yulév proces s parametrelre 2,34.
a) Jaka je prawgbodobnost, ze vase t = 0,6 bude rozsah souboru nejvyse 5?

b) Vypcitéte stedni hodnotu a sénodatnou odchylku rozsahu soubortase t = 0,2.
Reseni:

Ad a)p,(t)=[1-e™)"e™, j=12...

p,(06)=>[L-e %) e 2206 = 07557

5 5
j=0 =0

P(X 5 <5)

Ad b) E(X,)=¢€", D(X,)=€"(e" -1)

E(X 0,2) = e2%02 = 15068, /D(X 0 j — \/ez,sm,z(ez,sm,z _1) = 09762




18.20. Definice: Definice procesu zaniku
Nechr {X;tOT} je HMR se spojityntasem, ktery ma mnoZinu stay = {0, 1, 2, ..., N}, vektor peatesnich

0O O O 0 .. O 0

M, -4, O O ... O 0
pravapodobnostp(0) = (0, O, ..., 1) a matici intenzitgchoduQ={ 0 pn, -, O ... O 0 |, kde

0O O 0O O ... My —Hy

M, >0,j=12,...,N jsou konstanty. Tento proces se nazyses zaniku

Vysvétleni: Na paiatku ma soubor N objekt Objekty mohou ze souboru jenom vystupovétgmz intenzita vystupu ze
souboru rozsahu j jg, j =1, 2, ..., N. Proces kéhzanikem souboru.

Prechodovy diagram:

=



18.21. Definice:Definice linearniho procesu zaniku

Neclt v procesu zaniku jsou intenzity zaniku &me rozsahu souboru, fj; = ju, j =0, 1, ..., Nu > 0. Matice intenzit

0O O O 0 .. O 0
H -4 O O ... O 0

prechodu matedytva@= 0 2u -2u0 O ... O 0 |. Tento proces se nazylWiaearni proces zaniku
O O 0 O ... Np —Nu

18.22. \kta: Absolutni pravédpodobnosti v linearnim procesu zaniku
Necht’ {Xt;t DT} je linearni proces zaniku s intenzitou zanike 0. Pak absolutni pragpodobnosti jsou dany vzorcem:

N - . :
P, (t):(j )(e‘ut J{1-e*)"",j=01...,N. Znamena to, Ze rozsah soubortase t s&idi rozlozenim Bi(N, &).

Diikaz: Plyne z evolanich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s pa@&atesni podminkowp(0) = (0, O, ..., 1).

18.23. \&ta: Stredni hodnota a rozptyl v linearnim procesu zaniku

V linearnim procesu zéaniku jefetini hodnota rozsahu soubortiase t rovna N& a rozptyl Né&* (1- ") .

Dikaz: Plyne z vlastnosti binomického rozlozeni.
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