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Nasledujici text nemtize byt povazovan za zakladni zdroj nahrazujici standardni ucebni
texty, z néhoz by bylo mozné se naucit problematice obyc¢ejnych diferencialnich rovnic a jejich
aplikaci. Predstavuje pouze podrobnou osnovu predmétu M5858 nebo poznamky z prednasky;
sdm o sobé bez komentaiia béhem prednésky je mélo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl
s komentéfi srozumitelny, je mym pfanim a bude mou snahou).

V soucasnosti se stale jedné o polotovar; urcité obsahuje i néjaké neduslednosti, formula¢ni
nedostatky, preklepy nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému, kdo mé na né upozorni.

Jako zékladni studijni k predmétu M5858 lze pouzivat:

1.

J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidalni rovnice. MU, Brno 2001 (druhé vydani), 212
stran.

Teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic probrana dikladnéji, nez je v sylabu predmétu
M5858.

. J. Diblik, M. Riuzickova: Obycajné diferencidlne rovnice. EDIS, 2008.

Uvod do studia zakladt teorie obycejnych diferencialnich rovnic. Podrobné jsou probi-
rany zejména linearni rovnice a systémy.

J. Kalas, Z. Pospisil: Spojité modely v biologii. MU, Brno 2001, 265 stran.
Doplnky k teorii autonomnich systému, aplikace diferencialnich rovnic predevsim v po-
pulacni dynamice a teorii Sifeni epidemii.

M. Rab: Metody reseni obycejnych diferencidlnich rovnic. MU, Brno 1998, 96 stran.
Popis nékterych elementarnich metod feseni explicitnich obyc¢ejnych diferencialnich rov-
nic.

. R. Plch: Priklady z matematické analyzy. Diferencialni rovnice. MU, Brno 1995, 29

stran.
Sbirka tloh z elementarnich metod Feseni explicitnich i implicitnich obycejnych diferen-
cidlnich rovnic. Je doplnéna stru¢nym popisem potiebnych metod.

Jako doplnujici literaturu lze doporudit

P. Hartman: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney, 1964.
Klasicka monografie o teorii obycejnych diferencialnich rovnic.

J. Kaucky: Elementdrni metody 7eseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Nakladatelstvi
CSAV, Praha 1952.

Popis elementarnich metod feseni obycejnych diferencialnich rovnic, je obsahlejsi nez
skripta 4

E. Kamke: Differentialgleichungen Losungsmethoden und Lisungen. Band I, Gewdhliche
Differentialgleichungen. Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig, Leipzig 1951.
Dtikladné prirucka vsech rovnic fesitelnych elementarnimi metodami.
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P. N. V. Tu; Dynamical Systems: An Introduction with Applications in Economics and
Biology. Springer, 1995.

Monografie o dynamickych systémech (autonomni diferencidlni a diferenéni rovnice) s
aplikacemi.

N. F. Britton: Essential Mathematical Biology. Springer, London-Berlin-Heidelberg-New
York-Hong Kong-Milan-Paris-Tokio, 2003 (second printing).

Ucebnice deterministickych modeld v biologii; prvni t¥i kapitoly obsahuji aplikace pro-
birané v ramci predmétu M5858.

G. Gandolfo: Economic Dynamic. Springer, 2010.
Obsahuje rozmanité matematické metody pouzitelné v dynamickou ekonomii, nejen di-
ferencialni rovnice.

R. J. Barro, X. Sala-i-Martin: Economic growth. The MIT Press, Cambridge, Massachu-
setts-London, England, 1999.

Obsahuje aplikace obyc¢ejnych diferencialnich rovnic v ekonomii vykladané jinym zpu-
sobem nez v predchozi monografii.



Prolog

Nejprve se podivame na nékolik zjednodusenych modeli néjakych realnych procesi. Na nich
potom ukazeme, ¢im se tento text, a tedy predmét M5858, zabyva.

Y

Samocisténi jezera

Predstavme si jezero, do kterého pritéka a ze kterého odtéka voda tak, ze se jeho objem
nemeéni. Pfitom proudéni je dostatecné rychlé, aby voda byla stale dokonale promichana.
Odparovani vody z jezera a dést maji na mnozstvi vody v jezefe zanedbatelny vliv.

V jistém okamziku se do jezera dostane né&jaké znecisténi. Znecistujici latka (polutant)
je ve vodé rozpustna nebo je tvorena malymi ¢asticemi, které maji zhruba stejnou hustotu
jako voda. Za takové situace se latka v jezefe rovnomeérné rozptyli, jeji koncentrace bude
v kazdém okamziku konstantni a postupné se z jezera odplavi. Chceme tento proces popsat
kvantitativné.

Oznac¢me V objem jezera a v rychlost pritoku a odtoku vody; objem V' budeme vyjadiovat
v objemovych jednotkach (napf. m?), rychlost v v objemovych jednotkich za jednotku ¢asu
(napi. m® / den). Pfedpoklddejme, Ze na pocatku, tj. v éase t = 0, se do jezera dostal polutant
o celkové hmotnosti m; vyjadiime ji v néjakych jednotkdch hmotnosti (napt. g).

Daéle ozna¢me z(t) koncentraci polutantu v jezefe v ¢ase t od okamziku znecisténi; kon-
centraci budeme vyjadfovat v jednotkdch hmotnosti na jednotku objemu vody (tedy napf.
g /m3), ¢as vyjadiujeme ve stejnych jednotkach, k nimz je vztazena rychlost v (tedy napi. ve
dnech).

Chceme znat koncentraci polutantu v libovolném c¢ase od vzniku znecisténi, hledame tedy
neznamou funkci x nezavisle proménné ¢. Koncentrace polutantu na poc¢atku procesu je rovna

2(0) = 7. (1)

Zvolme casovy interval tak kratky, ze se béhem ného koncentrace polutantu prakticky ne-
zméni. Ozna¢me délku tohoto ¢asového intervalu At. Za ¢as At od okamziku ¢ bude mnozstvi
polutantu v jezete rovno Vz(t+ At). Toto mnozstvi se rovnd mnozZstvi polutantu, které, které
bylo v jezefe v Case t, tj. Vx(t), zmensené o mnozstvi, které za casovy interval délky At od-
teklo. Za tento interval z jezera odtece voda o objemu vAt a v ném bylo zhruba (vAt)z(t)
polutantu. Celkem dostavame

Va(t + At) = Va(t) —va(t)At, (2)

nebo po snadné tpravé
x(t+ At) —x(t) v
= —ux(1).
At )
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Za predpokladu, ze funkce z je diferencovatelnd, muzeme v této rovnosti provést limitni

prechod At — 0 a dostaneme
v

#(t) = sa(t) 3)

Hledana funkce = tedy spliiuje rovnici (3), v niz je vazdna hodnota neznadmé funkce a jeji
derivace. Déale funkce spliiuje podminku (1), v niz je ddna hodnota funkce z na pocatku
procesu. Nyni mizeme snadno pfimym vypoc¢tem ovérit, ze funkce dana predpisem

m vy

x(t) = Ve_V

spliiuje rovnici (3) i podminku (1). Je to klesajici funkce, pro kterou plati

li t) =0.

Rl

Koncentrace znecistujici latky v jezete tedy exponencialné klesd; v libovolném case od zne-
¢isténi je vsak polutant v jezefe stale pritomny.

Rust populace

Ptedstavme si populaci néjakych organismii. Vsechny jedince budeme povazovat za stejné; je
tedy primeétenéjsi si predstavovat bakterie nez napiiklad obratlovce. Tyto organismy jednak
umiraji, jednak davaji vznik novym jedincim. Velikost populace v néjakém okamziku, na
pocatku pozorovani, povazujeme za zndmou a budeme se snazit popsat, jak se jeji velikost
vyviji v priabéhu casu.

Oznac¢me tedy z(t) velikost populace v ¢ase t. Tuto velikost mizeme vyjadfovat t¥eba
v poctu jedinct, v poctu jedinct vztazeném k jednotkové plose nebo objemu Zivného média
(tedy jako popula¢ni hustotu) a podobné. Casové jednotka miize byt libovolna, je viak vhodné
ji volit tak, aby byla mensi nez délka Zivota jedince z uvazované populace, ale fadové s ni
srovnatelnd. Zvolme nyni ¢asovy interval délky At tak kratky, ze jedinec, ktery béhem ného
vznikl (narodil se, oddélil se od jedince rodi¢ovského), prezije jeho konec; dobu At tedy
povazujeme za mnohem kratsi, nez je doba zivota jedince. Velikost populace z(t + At) za
casovy interval délky At od okamziku ¢ bude rovna velikosti populace v ¢ase t zmenSené
o uhynulé jedince a zvétsené o jedince nové vzniklé.

Je ptirozené predpokladat, ze ze mnozstvi uhynulych jedincii za jednotku ¢asu je imérné
velikosti populace. Koeficient imérnosti ozna¢ime d a nazveme ho timrtnost (death rate).
Tento koeficient lze také interpretovat, jako klasickou pravdépodobnost, Ze jedinec béhem
jednotkového intervalu zemfe; plati tedy 0 < d < 1. Za ¢asovy interval délky At uhyne ¢ast
populace o velikosti dz(t)At.

Ponévadz vsechny jedince povazujeme za stejné, predpokladame také, ze kazdy jedinec
béhem jednotkového ¢asu vyprodukuje stejny pocet potomki. To znamené, ze mnozstvi nové
vzniklych jedinci za jednotku c¢asu je imérné velikosti populace. Prislusny koeficient imér-
nosti ozna¢ime b a nazveme porodnost (birth rate). V zivé populaci néjaci novi jedinci vznikaji,
proto je b > 0. Velikost ¢asti populace tvofené jedinci, kteri nové vznikli v ¢asovém intervalu
délky At, vyjadiime tedy souc¢inem bx(t)At.

Provedenymi tivahami jsme dospéli k rovnosti

x(t + At) = x(t) + bx(t) At — dx(t) At,
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kterou miizeme upravit na tvar

z(t + At) — z(t)
At

Budeme predpokladat, ze funkce z je diferencovatelna. Tento predpoklad neni realisticky,
funkce x nabyva hodnot celo¢iselnych (pokud je velikost populace vyjadiena v poctech je-
dinctt) nebo racionélnich (pokud je velikost populace vyjadiena jako popula¢ni hustota). Po-
kud je ale populace ,,dostatecné velka“, lze diferencovatelnou funkci povazovat za prijatelnou
aproximaci velikosti populace ménici se v ¢ase. Za tohoto predpokladu v pfedchozi rovnosti
provedeme limitni pfechod At — 0 a dostaneme rovnici

2/(t) = (b — d)x(t). (4)

Hledana funkce tedy opét spliiuje rovnici, v niz je vazana jeji hodnota a hodnota jeji derivace.
Na pocatku, v ¢ase t = 0, miizeme velikost populace povazovat za zndmou; oznacime ji xg, tj.

x(0) = xo. (5)

= (b— d)z(t).

Opét se snadno pfimym vypoctem presvédcéime, ze funkce dana predpisem

z(t) = zoel=D?

spliiuje rovnici (4) i podminku (5). Tato funkce je pro b > d (porodnost vétsi nez tmrtnost)
rostouci, pro b < d klesajici a pro b = d konstantni. Dale plati

oo, b>d,
,}i)lgox(t) = Zo, b= da
0, b<d.

To znamen4, ze v piipadé b > d velikost populace exponencialné roste nade vsechny meze'.

Pokud je b < d, populace vymird a jediné v meznim ptipadé b = d se velikost populace
neméni, zustava (dynamicky) stéld.

Rust populace v omezeném prostredi

Model ristu populace (4) ma v ptipadé b > d (porodnost vét$i nez tmrtnost) feseni, které

exponencialné roste do nekonecna. To neni v kone¢ném svété mozné, populace musi narazit na

néjaké ,,meze rustu®. Tyto meze si vSak nemusime predstavovat jako néjakou tvrdou hranici,

na kterou populace pfi svém ristu narazi. Spise se jedna o vliv prostiedi, o dostupnost zdroji,

které v ném jsou a podobné. Riist populace se tomuto prostredi néjak prizpiisobuje.
Rovnice (4) pfepiseme ve tvaru

R A (6)

Ponévadz derivace funkce x (velikosti populace) vyjadiuje jeji zménu, miuzeme levou stranu
predchozi rovnosti interpretovat jako relativni zménu velikosti populace. A ta je rovna rozdilu

!Tento vysledek zpopularizoval Thomas Malthus ve své slavné Eseji o principu populace z roku 1798.
Neziskal ho vsak predvedenym vypoctem, ale empiricky — vyhodnocenim udaji o velikosti osidleni novych
uzemi v Severni Americe.
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porodnosti a timrtnosti. V prostredi, které povazujeme za neomezené, tj. v némz ma kazdy
jedinec dostatek zdroji pro svuj zivot a reprodukci, jsou porodnost i imrtnost konstantni,
jedné se o vnitini fyziologické charakteristiky populace.

V prostredi, v némz jsou nékteré zdroje vzacné, mohou porodnost i imrtnost zaviset na
dostupnosti téchto zdroji. A dostupnost zdroju zavisi na velikosti populace — ¢im je populace
vétsi, tim je pravdépodobnost, ze se jedinec dostane ke zdroji mensi. Porodnost a timrtnost
populace budou tedy zaviset na jeji velikosti, b = b(x), d = d(z). Oznaéme g(x) = b(z) —d(z).
Pak rovnice (6) pfejde na tvar

neboli
2'(t) = 2(t)g(x(t))- (7)
Vyraz g(z) vyjadiuje relativni pfirtistek populace o velikosti . Nazyva se ristovy koeficient.
Je-li populace mala, zdroji prostiedi na jedince je dostatek a jedinec ma dost energie pro
reprodukci; porodnost je tedy velkd. Je-li populace velkd, zdroji na jedince je mélo a ten
je proto schopen vyprodukovat jen mélo potomkt, pokud viibec né€jaké; porodnost je malé.
Navic velkd populace produkuje mnoho zplodin svého metabolismu, tyto odpadni produkty
byvaji pro jedince toxické, proto je tmrtnost velka, miize byt i vétsi nez porodnost. Z téchto
uvah mutzeme ucinit zavér, ze rustovy koeficient malé populace je maly, dokonce zaporny.
Pfesnéji feceno, funkce g definovand na intervalu [0, c0) by méla mit vlastnosti

g(0) =r>0, ILm g(z) <0.

Budeme-li funkci g navic povazovat za spojitou a monotonni, bude existovat takovd hodnota
K >0,z g(K)=0a (z— K)g(z) <0 (funkce g je na intervalu [0, K') kladna a na intervalu
(K, 00) zaporna).
Nejjednodussi funkce, kterda ma tyto vlastnosti je funkce linearni
x

g(x)zr(l—?).

Rovnice (7) tak ziské konkrétni tvar
t)
() = ret) (1- 20 8
o) = ra(t) (1- 5 0

Primym vypoctem se presvédcime, ze funkce z dana predpisem

Kxo
t) =
x( ) ;UO—F(K—CC())E}*M

vyhovuje rovnici (8) i podmince (5). Pokud je zg < %K , pak funkce x v pravém okoli nuly
roste a je konvexni. V jistém case t; populace dosdhne velikosti %K a jeji rist se zpomali, tj.
funkce x bude na intervalu (¢1, 00) konkavni.

Pokud je zg > K, pak funkce x je konvexni a klesajici. V pripadé x¢o = K je funkce x
konstantni. V kazdém piipadé plati

K
lim z(¢) = lim 0 =K;
t—00 t—oo g + (K - xo)e_”

velikost populace se v pribéhu casu ustali na hodnoté K, pokud tuto hodnotu nema jiz od
zacatku. Velicinu K mutzeme nazvat kapacita nebo tzivnost prostiedi.
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Ruist majetku

Predstavme si naivniho ¢lovéka, ktery mé néjaky majetek v penézich. Jeho naivita se projevuje
piedstavou, Ze v bance se budou jeho penize néjak samovolné mnozit, proto je ulozi. Urok
(podle reklamnich materialt vyhodny) je stanovovan podle aktualniho ceniku banky. Budeme
chtit popsat, jak se v pribéhu ¢asu hodnota uvazovaného majetku méni.

Ozna¢me proto x = x(t) velikost majetku v ¢ase t. Ta je vyjadfena v néjaké penézni
jednotce, ¢as budeme udavat v rocich. Pocatecni velikost majetku oznacime xg, tedy

m(O) = Iy. (9)

K ulozené castce banka pripisuje irok. Jeho nominalni velikost se méni, je urcena aktudlni
situaci na trhu bankovnich sluzeb a tGrokovou sazbou centralni banky, tedy vykonnosti ekono-
miky. Realna velikost roku je oproti nominalni mensi o inflaci a bankovni poplatky. Oznac¢me
redlnou trokovou miru v ¢ase t symbolem p(t). Tato veli¢ina byva vyjadfena v procentech za
rok. Urokova mira se neméni plynule, k jeji zméné dochézi jen v urcitych ¢asovych okamzicich.
Proto budeme funkci p nezéavisle proménné ¢ povazovat za funkci po ¢astech konstantni. V bo-
dech skoku funkce r nemusi byt definovana, z technickych dtivodu ji vSsak budeme definovat
tak, aby byla spojitd zprava v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, tj. intervalu [0, c0).

Po uplynuti ¢asového intervalu s levym krajnim bodem ¢, ktery ma délku At tak malou,
7e se v jeho pribéhu trokova mira nezmeéni, bude hodnota majetku rovna jeji hodnoté na
zaCatku tohoto intervalu zménéna o hodnotu realného (nikoliv pfipsaného) troku za tento
casovy interval, tj.

_ p(t)
x(t+ At) = z(t) + === z(t)At.
100
Tuto rovnost upravime na tvar

(t+ AAtl)t —a(t) _ p(t)z(t)

a provedeme limitni pfechod At — 0. Dostaneme rovnici

2'(t) = gop(H)z(2), (10)

v niz je vazana hodnota derivace hledané funkce x a hodnota této funkce.
Pfimym vypoctem se snadno presvédéime, ze funkce x spliiujici rovnici (10) a podminku
(9) je dana vyrazem
t
1
<o [ p(T)dr
2(t) = zpe 0
Jesté poznamenejme, ze funkce po ¢astech spojita je integrabilni a tedy funkce x je zadana
korektné.
Z vyjadreni majetku = v Case ¢ od zacatku (od ulozeni do banky) vidime, Ze za tento ¢as
se majetek zvétsi, resp. zmensi, pokud plati nerovnost

t t
/p(T)dT >0, resp. /p(T)dT <0,
0 0

tj. pokud nominalni tirokova mira je v prubéhu Casu prevazné vétsi, resp. mensi, nez inflace
a poplatky; v redlné ekonomice patrné nastane druhy piipad.
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Chladnuti kavy

V mistnosti je pokojova teplota. Uvatime si kdvu a nalijeme ji do hrnku, nebo v hrnku zalijeme
mletou kdvu vrouci vodou. Hrnek mé tepelné izolované stény i dno, neprobiha pres né zadna
vyména tepla. Hrnek nemd zddnou poklicku, hladina kédvy neni od okolniho prostiedi nijak
izolovana. Za takové situace lze ocekavat, ze kava v hrnku bude chladnout. Navic tepld kava (a
kapalina obecné) ma mensi hustotu, nez chladna a to znamen4, Ze ochlazena kava od hladiny
klesa a tepla kava ze dna stoupa k hladiné. Timto procesem se kava v hrnku promichava,
takzZe jeji teplotu muzeme povazovat za stejnou v celém objemu.

Chceme popsat vyvoj teploty kdvy v prubéhu ¢asu. Za timto tcéelem oznacime x = x(t)
teplotu kdvy v Case t; ¢as je vhodné uvadét v minutach, teplotu ve stupnich Celsia. Teplotu
v mistnosti oznac¢ime 1" a také ji budeme uvadét ve °C. Vymeéna tepla mezi kdvou a prostiedim
probiha pies hladinu. Oznacime jeji obsah S; miZzeme ho vyjadiit v cm?.

Experimentéalné byl ovéren Newtontv zdkon chladnuti: zmenseni teploty za kratky casovy
interval je imérné rozdilu teplot, obsahu plochy pres kterou vymeéna tepla probiha a ¢asu, po
ktery chladnuti probiha. Prislusny koeficient oznac¢ime «; pri zvolenych jednotkach bude mit

rozmér cm~?min~!. Oznacéime-li délku ¢asového intervalu At, bude mit tento zékon tvar

z(t+ At) — z(t) = kS(z(t) — T)At.
Po vydéleni vyrazem At a limitnim pfechodu At — 0 dostaneme rovnici
2/ (t) = S(z(t) - T). (11)

Opét se jedna o rovnici vyjadiujici vztah funkéni hodnoty a derivace hledané funkce.
Na zacatku déje byla kava varici, jeji teplota byla 100°C, t;j.

z(0) = 100. (12)
Pfimym vypoctem se muzeme presvédcit, ze funkce dana predpisem
z(t) =T + (100 — T)e "5t

vyhovuje rovnici (11) i podmince (12). Jedna se o funkci, ktera exponencialné klesa od hodnoty
100°C k pokojové teploté T. Teplota kavy se ,velice rychle vyrovnava s teplotou mistnosti,
v konecném case ale az na tuto teploty neklesne.

Dynamika mezd a zaméstnanosti

Richard M. Goodwin sestavil ve druhé poloviné Sedesatych let minulého stoleti matematicky
model tridniho boje. S pouzitim méné ideologické terminologie se jedna o model ¢asového
vyvoje mezd a zaméstnanosti, ve kterém lze pozorovat vznik hospodétskych cyklda. Jeho po-
drobné odvozeni bude uvedeno v 7.3, zde pouze naznacime vysledek.

Jedna makroekonomicka charakteristika, ktera v modelu vystupuje je relativni zaméstna-
nost [ (prace, labor) vyjadfend jako podil zaméstnanych v celkovém mnozstvi praceschopného
obyvatelstva; jedna se tedy o bezrozmérnou veli¢inu. Druhd je primérna mzda w (wage) vy-
jadfend v penéznich jednotkach. Obé tyto veliiny se v ¢ase méni, tedy | = I(t), w = w(t);
tyto funkce budeme povazovat za diferencovatelné. Casova zména zaméstnanosti mezd je pak
vyjadiena jako derivace téchto funkci.
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Jednim ,ekonomickym zakonem“ je skute¢nost, ze pfi vysoké mzdé (tj. pfi vysoké ga-
rantované minimélni mzdé) zaméstnanost klesa (zaméstnavatelim se nevyplati zaméstnavat
drahé pracovniky); naopak, pfi nizké prumérné mzdé zaméstnanost roste. Odtud plyne, Ze
existuje néjaka ,rovnovazna“ troven mezd, pri niz se zaméstnanost neméni. Tuto myslenku
vyjadiime presnéji.

Za ,zménu zaméstnanosti“ budeme povazovat relativni zménu zaméstnanosti /, tedy hod-
notu '(t)/1(t). Jeji pokles s ristem hladiny mezd budeme specifikovat zjednodusujicim pred-
pokladem, Ze tato hodnota zavisi na prumérné mzdé linearné, pricemz tato linearni funkce je
klesajici, tedy /

% — o~ ou(t), (13)
kde v a o jsou kladné parametry; o vyjadiuje ,citlivost® zmény zaméstnanosti na riist mezd,
~ vyjadiuje relativni rist zaméstnanosti pti hypoteticky nulové mzdé. Parametr v mé rozmeér
1/¢as, parametr o0 ma rozmér 1/(¢as - pené’ni jednotka), hodnota v/o je ,rovnovazna“
hladina mezd.

William Phillips na zakladé tdajt o nominalni mzdé a zaméstnanosti v Britanii v letech
1861-1957 vypozoroval zavislost zmény primérné mzdy na zaméstnanosti; tato zavislost neni
linearni, je vyjadfena znamou Phillipsovou kiivkou. S rostouci zaméstnanosti roste mzda (po-
kud chce hospodar pri témér uplné zaméstnanosti najit mezi praceschopnym obyvatelstvem
néjakého praceochotného, musi ho pfeplatit), naopak pii malé zaméstnanosti mzda klesa (mezi
hladovéjicimi nezaméstnanymi jsou lidé ochotni pracovat za alespon néjakou mzdu). Pfesnéji,
za zménu mzdy budeme povazovat zménu relativni a vyjadiime ji rovnosti

— < =¢() —q, (14)
kde ¢ je rostouci spojitd funkce definovana na intervalu (0,1), kterd ma vlastnost

lim (1 0, lim (1) > 0;
Jim (D) < Jim (1) > 0;
limity pfipoustime i nevlastni. Parametr « vyjadiuje hodnotu Phillipsovy kfivky pfi ,rovno-
vazné“ arovni mezd. Veli¢iny o i ¢ maji rozmér ,cas™1¢.

Rovnice (13) a (14) mtzeme pfepsat ve tvaru systému

(1) = U

Dy - ow(t)),
W () = w(t (15)

) (2 ((1(1) = ),

v némz jsou vzajemné provazany hodnoty derivace neznamych funkci [, w a jejich funkéni
hodnoty.

Zakon sily

Isaac Newton definoval silu pomoci jejiho t¢inku na pohyb télesa, jeji velikost zavedl jako
soucin hmotnosti télesa a udéleného zrychleni. Tento postuldt budeme precizovat pro velice
jednoduchou situaci. Misto télesa si budeme predstavovat abstraktni ,hmotny bod“, tj. téleso
o stejné nenulové hmotnosti m ale o nulovém objemu. Déle si budeme predstavovat, ze tento
hmotny bod se mtze pohybovat pouze po primce. Tuto primku prohlasime za soufadnou
osu, tj. zvolime na ni pocatek a orientaci. Polohu hmotného bodu pak vyjadiime jako jeho
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soutadnici x; pfitom je = redlné cislo. Ponévadz hmotny bod se pohybuje, jeho poloha je
v kazdém okamziku jind, soufadnice zavisi na ¢ase, z = x(t). Rychlost pohybu je ve fyzice
definovana jako relativni zména polohy vztazena k ¢asu. Zménu polohy za kratky casovy
interval délky At vyjadiime rozdilem x(t + At) — x(t), tedy rychlost v uvazovaném ¢asovém
intervalu je zhruba rovna
o(t) ~ x(t + At) — x(t)

At

a v limité At — 0 dostaneme piesné v(t) = a/(t).

Zrychleni je analogicky definovano jako relativni zména rychlosti vzhledem k casu, tedy
zrychleni v uvazovaném kratkém casovém intervalu je zhruba rovno

a(t) ~ v(t + AAti —v(t)

a v limité At — 0 presné a(t) = 2’ (t).

Na hmotny bod piisobi sila F', kterda nemusi byt stejnd v kazdém misté. Jeji velikost tedy
zavisi na poloze, tj. na soutadnici bodu, F' = F(z) nebo podrobnéji F' = F(x(t)) Postulovany
vztah mezi hmotnosti m hmotného bodu, jeho zrychlenim a a pitsobici silou F' je

F = ma,

se zahrnutim casu
F(z(t)) = ma(t) = ma"(t),

takze

1
o (t) = —F (x(t)). (16)
m
asové proménnd poloha bodu tedy spliuje rovnici, v niz je vdzana jeji hodnota a hodnota
C ¢ énné poloha bodu ted Inuj ici iz je vazana jeji hodnota a hodnot
jeji druhé derivace.

Shrnuti

Vsechny matematické modely, které jsme vyse sestavili, mély dvé spolecné vlastnosti:

vyjadfeno, Casovy okamzik ¢ je prvkem intervalem [0,00) C R a je mozné provadét
limitni prechod At — 0; pFfitom At reprezentuje ¢asovy krok, délku kratkého ¢asového
intervalu. Okamzik ¢t = 0 v modelech oznacoval zacatek procesu a v tomto okamziku
vétsinou byl znédm stav procesu (1), (5), (9), (12); vyjimkou jsou posledni dva modely,
u kterych jsme v8ak nenasli (ani nehledali) zadné feseni.

e Modelovany proces byl vyjadfen nebo aproximovan néjakou diferencovatelnou funkci
¢asu x = z(t) (v pfipadé modelu zmén mezd a zaméstnanosti dvojici diferencovatelnych
funkei | = I(t), w = w(t)). Model pfedstavovala rovnice (nebo soustava rovnic) ve které
byla vézana hodnota derivace hledané funkce (hledanych funkei) podle ¢asu v jednom
¢asovém okamziku a jeji funkéni hodnota v témze okamziku; v modelech (3), (4), (7),
(8), (10), (11), (15) byla derivace prvni, v modelu (16) druha.
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Rovnice, v nichz vystupuje neznama funkce jedné redlné proménné a jeji derivace, se
nazyvaji diferencialni, podrobnéji obycejné diferencidlni rovnice. Budou zakladnim objektem,
kterym se budeme zabyvat. Jak ukazuje ekonomicky model (15) nevystac¢ime s jednou rovnici,
a jak ukazuje fyzikalni model (16) mtzeme potfebovat i vyssi derivace, nez prvni.

Nézev ,diferencidlni rovnice* ma puvod v tradiéni symbolice. Napf. rovnici (2) miizeme
prepsat ve tvaru

V(z(t+ At) — z(t)) = —va(t)At,

neboli
VAz(t) = —vx(t)At,

v niz vystupuje kone¢ny prirtistek hledané funkce = a prirtstek nezavisle proménné ¢. Pokud
prirustky budeme povazovat za infinitesimalni, tj. za ,nekonecné malé“, posledni rovnice
dostane tvar

Vdz(t) = —vz(t)dt,
coZ je rovnice, v niz vystupuji diferencidly dz a dt hledané funkce a jeji nezavisle proménné.
Jesté muzeme pripomenout, ze obycejnou derivaci v tradiéni symbolice zapisujeme

2 (t) = %(t) nebo struéné o’ = %;

tento zpusob zapisu je vyhodny zejména v situacich, kdy ve formulich vystupuje hledana
funkce z, nikoliv jeji funkéni hodnota z(t) (coz bude ¢asto), nezavisle proménnda v nich neni
explicitné uvedena, a pritom potfebujeme néjak oznacit nezavisle proménnou.

Mame-li diferencidlni rovnici, chceme znat jeji feSeni, nejlépe v explicitnim tvaru. Pro
rovnice (3), (4), (8), (10) a (11) jsme takové FeSeni napsali. Hledani explicitnich feSeni dife-
rencialnich rovnic je vénovana kapitola 2.

Reseni v explicitnim tvaru vsak nelze nalézt vzdy, u systémii rovnic jsou dokonce explicitni
feseni dosti vzacna. V takovém pripadé chceme alespori znat, zda feseni dané nebo sestavené
rovnice existuje, zda je jediné nebo jich je vic, pripadné na jakém intervalu je feSeni definovano.
Pokud rovnice ma modelovat néjaky skuteény proces, nemiuzeme znat uplné presné hodnoty
vSech parametri rovnice, stav procesu na pocatku a podobné. V takovém piipadé je dobré
védeét, zda drobné chyba v parametrech nebo pocate¢ni podmince feseni neznehodnoti. O této
problematice pojednava kapitola 3.

V obecném modelu ristu populace v omezeném prostiedi (7) nezndme konkrétni tvar
pravé strany, postulujeme jen néjaké vlastnosti funkce g. Podobné u ekonomického modelu
(15) také neznadme presny tvar pravé strany druhé rovnice, zndme jen néjaké vlastnosti funkce
@, kterd na ni vystupuje. A piesto potfebujeme i v téchto pfipadech néco o prubéhu feseni
védét. Nelze ocekévat, Ze z ,neurcité” rovnice ziskdme presné kvantitativni informace, ale
mizeme se dozvédét alespon néjaké vlastnosti feSeni vyjadrené kvalitativné, napf. zda je
funkce = rostouci, klesajici, ohrani¢end, ma limitu v nevlastnim bodé a podobné. Neékteré
zékladni poznatky z kvalitativni teorie diferencialnich rovnic jsou uvedeny v kapitole 5.

Podivejme se jesté jednou na rovnice (3), (4), (10) a (11). VSechny ¢étyfi lze zapsat v jed-
notném tvaru

2'(t) = a(t)z(t) + c(t); (17)

v rovnici (3) je funkce a(t) = r/V, v rovnici (4) je a(t) = b—d, v rovnici (10) je a(t) = 1a5p(t) a
v rovnici (11) je a(t) = kS, v rovnici (11) je ¢(t) = kST, v rovnicich (3), (4) a (10) je ¢(t) = 0.
Rovnice tvaru (17) se nazyvaji linedrni. V rovnici (11) ¢len ¢(t) = ST vyjadfoval vliv
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okolniho prostfedi na popisovany proces (teplotu mistnosti, v niz probiha chladnuti kavy), ve
zbyvajicich modelech jsme zadné ,,okoli“ popisovaného procesu neuvazovali. Proto se linearni
rovnice s ¢ = 0 nazyvaji homogenni (stejnorodé; cely proces se ,rodi“ z jednoho ,zdroje“, nic
ho neovliviiuje), rovnice s nenulovym ¢lenem c se nazyva nehomogenni.

Ve vsech uvedenych feSenich se vyskytovala prirozena exponencialni funkce. Pozdé&ji uvi-
dime, Ze mnozina feSeni linedrni rovnice (nebo systému linedrnich rovnic) ma také ,pékné*
algebraické vlastnosti — muze tvorit konecnérozmérny vektorovy prostor. Navic se linearni
rovnice ¢asto vyskytuji v aplikacich, nebo byvaji prvnim ptiblizenim se k modelu zkoumaného
procesu. Z téchto duvodu se linedrnimi rovnicemi zabyva samostatna kapitola 4.
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Obycejné diferencialni rovnice
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Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Obycejna diferencialni rovnice prvniho radu

Prevazné budeme pracovat s redlnymi funkcemi jedné redlné proménné, kterou oznacime t.
Je-li z: R — R, budeme psat z = z(t) nebo x = z(-). Obycejnou derivaci funkce x v bodé ¢
(v ¢ase t) znacime 2/(t) nebo jako podil diferencidli, tedy
da(t
2(t) = 320
dt

x d
Zépis x' = T oznacuje derivaci funkce x v obecném bodé. Miizeme tedy psat ' = ? obecné

pro n-tou derivaci
ORI
den

dn
nebo struéne (™ = -

Diferencidlni rovnice (podrobnéji obycejnd diferencidlni rovnice proniho tddu) je rovnice,
v niz vystupuje neznaméa funkce x = x(t), jeji prvni derivace ' = 2/(t) a hodnota nezévisle
proménné t, tedy
F(t,z,2') =0,

kde F je n&jaké funkce tii proménnych. Resenim rovnice je funkce z, kterd ji spliiuje; podrob-
néji diferencovatelna funkce x definovana na néjakém intervalu J, pficemz pro kazdé t € J je
(t,(t),2'(t)) v definiénim oboru funkce F a plati F(t,z(t),2'(t)) = 0.

Uvedend rovnice se nazyva implicitni nebo nerozresend vzhledem k derivaci. Pokud se
podaii derivaci x’ z rovnice vyjadiit, dostaneme explicitni rovnici nebo rovnici rozresenou
vzhledem k derivaci.

Definice 1. Bud G € R? mnozina s neprazdnym vnittkem, f : G — R. Rovnice
¥ = f(t,) (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice pruniho Tddu rozresend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi diferencovatelnd funkce x : J — R, kde J C R je interval,
ktera splnuje podminky

(t,z(t)) € G, 2'(t) = f(t,z(t)) pro kazdé t € J.

Graf feSeni rovnice (1.1) se nazyva integrdlni kiivka.

13
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Priklad: G = {(t,z) € R2: ¢t > 0}, f(t, ) = %
Funkce 2(t) = kt, kde k € R je FeSenim rovnice
, T
== 1.2
o= (1.2
na intervalu J = (0, 00). [ |

Diferencidlni rovnice muize mit vice feSeni.

Definice 2. Necht G, f maji stejny vyznam jako v definici 1 a necht (¢g, z¢) € G je libovolny
bod. Uloha najit feseni rovnice (1.1), které splituje podminku

z(to) = o (1.3)

se nazyva pocatecni nebo Cauchyova uloha, podminka (1.3) se nazyva pocdtecni nebo Cau-
chyova podminka.

Priklad: Necht ¢ty > 0, g € R. Funkce z(t) = ?t je fesenim tulohy
0

==, x(to) = xo

na intervalu J = (0, 00). [

Definice 3. Necht x = z(t) je feSenim ulohy (1.1), (1.3) na intervalu J a & = Z(t) je feSenim
tlohy (1.1), (1.3) na intervalu J, to € J N .J. Jestlize J C .J a pro kazdé t € J je z(t) = &(t),
fekneme, Ze feSeni x = x(t) je prodlouzenim teseni T = Z(t) a ze TeSeni T = Z(t) je zuZenim
reseni © = x(t). Jestlize feSeni x = x(t) tlohy (1.1), (1.3) neni ztZenim zadného jiného Feseni
této ulohy, fekneme, ze x = x(t) je uplnym (neprodluzitelnym) fesenim tlohy (1.1), (1.3).

V dalsim budeme pod pojmem ,feSeni“ rozumét tplné feseni.

Priklad: Podateéni tiloha
o = 3Va2, z(0) =0 (1.4)

kde a > 0 je libovolné cislo. |

Definice 4. Bud g = ¢(t,C) funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze g je obecnym Fesenim
rovnice (1.1), jestlize ke kazdému (to,x0) € G existuje Cy € R takové, ze z = x(t) = g(t, Cp)
je FeSenim tulohy (1.1), (1.3).
Resenf tlohy (1.1), (1.3) se nazyva partikuldrni veseni rovnice (1.1).

Proménnou ¢ funkce g v predchozi definici povazujeme za nezavisle proménnou realné

funkce g( -, C) jedné redlné proménné; proménnou C' povazujeme za parametr.

Priklad:
x = Ct je obecnym FeSenim rovnice (1.2).
Diferencialni rovnice v tloze (1.2) nema obecné Feseni. [
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1.1.1 Geometricka interpretace

Rovnice (1.1) ptifazuje kazdému bodu z G pravé jednu hodnotu 2/ = f(¢,z), tedy kazdému
bodu (tg,x0) € G lze ptifadit smérovy vektor tecny k integralni k¥ivce v bodé (tg, xg), tj.
piimky = — xg = f(to,x0)(t — to). Tento vektor ma souradnice (1, f(to, xo)). To znamen4, Ze
rovnice (1.1) definuje na G vektorové pole!. Toto pole se nazyva smérové pole rovnice (1.1).

Kazda integralni kiivka rovnice (1.1) je wektorovou cédrou? smérového pole. Smérové pole
tedy poskytuje pfedstavu o prubéhu feseni rovnice (1.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. kiivky zadané rovnici f(¢,z) = ¢) se nazyvaji izokliny rovnice
(1.1). Jsou to kfivky, na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smér.

1.2 Vektorové a maticové funkce

Redlny n-rozmérny vektor x je prvkem prostoru R™. Slozky (standardni soutadnice) vektoru
@ budeme znacit 1, x9,...,z, nebo (x)1, (x)2,..., ().

Matice A o m tadcich a n sloupcich je prvkem prostoru R™". Jeji slozku na i-tém Fadku
a v j-tém sloupci budeme znacit a;; nebo (A);;. Vektor z prostoru R™ budeme chéapat jako
matici o n Tadcich a jednom sloupci.

Je-li tedy x € R" a A € R™", mizeme psat

I all a19 e A1n
i) asy as9 . a2, "
z=| .|, ®i=z, A=|[ . . | A=y (A =D agan.
: . : T . =1
Ip aml1 Am2 ... Amn

1.2.1 Normy vektora a matic

I
T2
Normu vektoru x = . , podrobnéji vektorovou 1-normu nebo souctovou normu definu-
Tn
jeme predpisem
n
lz) = Iz, =) |l
i=1
ail a2 ... A1p
) asy a9 e aon .. ) .
Normu matice A = . . ] . , podrobnéji maticovou 1-normu nebo soucto-
Aml1 Am2 ... Q(Amn

vou normu definujeme predpisem

IAI= Al =D layl.

i=1 j=1

'Vektorové pole na mnoziné G je zobrazeni o mnoziny G do (kone¢né rozmérného realného) vektorového
prostoru, tj. ¢ : G — R™; v nasem pripadé je n = 2.

2Vektorova Gara vektorového pole ¢ : G — R? je kiivka v R™ takova, ze vektor ¢(t,z) je teénym vektorem
k této kiivce v bodé (¢, x).
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Na mnoziné vektori zavaddime metriku o(x, y) = | — y||, na mnoziné matic zavadime metriku
o(A,B) = |A — B|. Jedna se o souc¢tovou neboli taxikafskou metrikou, sr. Z. Dosla, O. Dosly:
Metrické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iii.

e Plati: [Ax| < [|A] |z|. Této vlastnosti se ¥ika, ze maticovd norma je souhlasnd s vektorovou
normou.

n
Diikaz: Pro libovolné i,k € {1,2,...,n} je |ajx| < > |asj|. Odtud plyne
j=1

3
3

NE
NE

< |aix| |zk| =

1

Aik Tk
k=1

|Az] = |(Az)i| =
i=1

1 i=1 k

i

-
Il

3

=Z<lxklilaikl>ﬁg el DD laiil | = (léw) TIRE

n
k=1 i=1 j=1 i=1 j=1

1.2.2 Spojitost, derivace a integral vektorovych a maticovych funkci

Vektorova funkce, podrobnnéji n-vektorova funkce, * = x(t) je zobrazeni  : R — R",
maticova funkce, podrobnéji ¢tvercovd n-rozmérna maticova funkce, A = A(t) je zobrazeni
A:R — R,

T (t) all (t) alg(t) e QA1n (t)
x(t) _ T2 (t) A(t) _ a1 (t) ago (t) e aon (t)
xn(t) ani(t) (lng. t) .. am;(t)

Na mnoziné R uvazujeme prirozenou metriku, na mnoziné R", resp. R"Q, uvazujeme prislus-
nou souctovou metriku. Spojitost vektorové, resp. maticové, funkce chapeme jako spojitost
ptislusného zobrazeni metrickych prostort. Podrobnéji: vektorova funkce x (resp. maticova
funkce A) je spojitd v bodé ¢y svého defini¢niho oboru, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu
¢ existuje kladné cislo 0 tak, Ze pro vSechna ¢ z definicniho oboru funkce x z nerovnosti
|t — to| < & plyne nerovnost ||x(t) — x(to)| < € (resp. |A(t) — A(to)| < €). Vektorova (resp.
maticovd) funkce je spojita pravé tehdy, kdyz vSechny jeji slozky jsou spojité.

Limitu v bodé ty, derivaci v obecném bodé t a integral v mezich od t do ty vektorové,
resp. maticové, funkce definujeme vztahy (v uvedeném poradi)

t—to

(fm=0) =mac. (G0) = @), = (o) / o(s)ds | = [t

t—to t—to

<lim A(t)>ij = lim ay(?), (%(t))ij = (A1), = a(1). j A(s)ds | = j as;(s)ds.
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1.3 Systémy diferencialnich rovnic a rovnice vyssiho rfadu
Definice 5. Bud G C R"*! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R"™. Rovnice

' = f(t,x) (1.5)

se nazyva systém n obycejnych diferencidlnich rovnic pruniho radu nebo n-vektorovd obycejnad
diferencidlni rovnice proniho rddu.

Vektorovou rovnici mizeme rozepsat do slozek

.%'/1 - fl(t7x17x27"'7xn)7
zh = fo(t,z1,20,...,2),
= falt,z1,29,. .. 2p).

Pocéte¢ni podminku k rovnici (1.5) zaddvame ve tvaru

$(7f0) =g = ((560)1, ($0)2, PN (xo)n) = (561(750), Cﬂg(to), e ,xn(to)). (16)

Pojmy feSeni, obecné FeSeni, partikularni feseni, tiplné Feseni rovnice (1.5) jsou analogiemi
téchto pojmu z jednorozmérného pripadu. Obecné Feseni zavisi na n parametrech.

Definice 6. Bud G C R"*! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
™ = f <t,x,x’,x", . ,x("*1)> (1.7)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice n-tého radu rozresend vzhledem k nejvyssi derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi n-krat diferencovatelnd funkce z : J — R, kde J C R je
interval, kterd spliiuje podminky
(t@,2/ (), 2" W), 2" 0®)) € G, 2™() = 1 (La(t), ' ©),2" 1), ..., (@)
pro kazdé t € J.

Pocatecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (1.7) zadévame ve tvaru

x(to) = 2o, xl(to) = $071, CE”(to) = 560,2, e ,Cﬂ(n_l) (to) = $07n,1, (18)
kde (t(), 0,1, 20,2 - - - ,.%'om_l) e G.

Uplné feSeni, obecné feseni, partikularni feSeni rovnice (1.7) definujeme analogicky jako
u rovnic prvniho fadu. Obecné TeSeni zavisi na n parametrech.

Tvrzeni 1. Reseni pocatecni tlohy (1.7), (1.8) je ekvivalentni s feSenim poc¢ateéniho pro-
blému pro systém n diferencidlnich rovnic prvniho fadu:

x = 3
(1.9)
xln—l = Tn

x, = f(t,x1,22,...,2)
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z1(to) = o, z2(t0) = 2,0, ---, Tnlto) = Ton-1, (1.10)
v tomto Smyslu Je-li x = x(t) FeSenim tlohy (1.7), (1.8), pak n-tice funkci 21 = =, x9 = 2/,
x3 = 2", ..., x, = (1 je feSenim tlohy (1.9), (1.10) a je-li n-tice funkci 1 = x1(t),
xe = wa(t), ..., T, = wp(t) TeSenim ulohy (1.9), (1.10), pak je funkce x = z(t) = =1(¢)

feSenim ulohy (1.7), (1.8).



Kapitola 2

Elementarni metody reseni

2.1 Exaktni rovnice

g(t,x) Oz ot
d t
Tuto rovnici lze pfepsat na tvar & 1 ,:c)7 neboli
dt  g(t,x)

0= f(t,z)dt — g(t,z)dx .

Za uvedenych podminek je f(¢,z)dt — g(t, x)dz totalnim diferencidlem néjaké funkce F' dvou
proménnych (sr. napt. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidlni pocet funkci vice proménngch. MU,
Brno 1999, kap. 4), pfi¢emz plati dF(¢,2) = 0. Obecné feSeni dané rovnice je tedy implicitné
zadéno rovnosti F'(t,z) = C, kde C' je realna konstanta.

2.2 Rovnice typu z' = f(t)

Jedna se v podstaté o rovnost, jiz je definovana primitivni funkce k dané funkci f. Obecné
feSeni této rovnice tedy je

() = / F(t)dt

a partikularni FeSeni spliiujici poc¢ateéni podminku (1.3) je

z(t) = xg +/f(7')d7';

samoziejmeé za predpokladu, Ze prislusna primitivni funkce nebo urc¢ity integral existuji.
Priklady na uziti rovnice tohoto typu jsou 6.1 a 6.2.

2.3 Rovnice se separovanymi proménnymi z' = f(t)g(x)

Tuto rovnici mtizeme pomoci diferenciali zapsat ve tvaru

dx

& = Ftg(a).

19
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Za ptredpokladu g(x) # 0 mizeme rovnici formalné prepsat na tvar

dz

g(@) ~ f)dt

a po integraci obou stran dostaneme

/% _ /f(t)dt. (2.1)

Touto rovnosti je implicitné zadano néjaké feseni dané rovnice.

Rovnosti g(z) = 0 je implicitné zadéno singuldrni (konstantni) feSeni. Poznamenejme, Ze
singularni feSeni mtize, ale nemusi, byt zahrnuto v feseni (2.1) pro néjakou volbu integracéni
konstanty. Pokud je singularni feseni zahrnuto ve formuli (2.1), pak je rovnosti (2.1) implicitné
zadano obecné feseni dané rovnice.

Rovnosti
X

/% _ /tf(T)dT

je implicitné zadano partikularni feSeni dané rovnice, které spliiuje poc¢ateéni podminku (1.3)
takovou, ze g(zg) # 0. Pokud g(z¢) = 0, pak FeSenim dané rovnice s pocateéni podminkou
(1.3) je konstantni funkce z(t) = zo.

PovSimnéme si, Ze rovnici typu 2.2 bez hledané funkce na pravé strané lze povazovat
za zvlastni pfipad rovnice se separovanymi proménnymi pro g(z) = 1. Jinym specidlnim
pfipadem rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice autonomni

/

z' = g(x)

pro f(t) = 1.
Priklad na uziti rovnice se separovanymi proménnymi je uveden v 6.5.

2.4 Homogenni rovnice 2/ = f (%)

(1)

Zavedeme funkci u = u(t) = —~ Pak x(t) = tu(t), ©' = u + tu'. Dosazenim do ptvodni
rovnice dostaneme
o = f(U)t_ U :

coz je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci u.
Piikladem na uziti homogenni rovnice je Archimédova tloha 6.3.

t+0b
2.5 Rovnice typu x’zf(a i x+c>

at + Bx +

at + bx a+ b%
1. c=~v=0.Pak f <7> =f < L > a dand rovnice je homogenni.
at + fx a+ BF
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2. 2 +~% 40, g:é:k.
a b

Zavedeme funkci u = u(t) = at + bz. Pak v/ = a + bz’ a tedy 2/ =

u —
. Dosazenim

do ptvodni rovnice dostaneme

+c
/ — b U
U a—+ f(ku+7>’

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci u.

3. 2 +~2#£0, aB # ba.
Necht m a n jsou FeSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic

am—+bn = —c
am—+ pfn = —.
Zavedeme funkce u = u(t) =t —m

v=2o(t) =z —n.
Pak dt = du, dx = dv,
at+bxr+c=alu+m)+bv+n)+c=au+bv+(am-+bn)+c=au+bv,
at+pr+y = alu+m)+F(v+n)+y = autPv+(am+bn)+v = au+fu

Dana rovnice ptejde na tvar
dv f au + bv
N au+fBv)’

coz je rovnice typu 1. pro neznamou funkci v = v(u).

2.6 Linearni rovnice =’ = a(t)x + b(t)

1. b(t) = 0 (homogenni rovnice)
Je to rovnice se separovanymi proménnymi. Partikularni feseni pocateéniho problému
(s podminkou (1.3)) je:

[ Jaar

o to
t

Inz—Inzy = /a(T)dT

to

¢
xr = xoexp/a(T)dT

to

Obecné Teseni homogenni linearni rovnice lze tedy zapsat

t
r = Cexp/a(T)dT.
to
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2. b(t) # 0 (nehomogenni rovnice)
Regeni hleddme ve tvaru

z(t) = C(t) exp/a(T)dT

to

t
(metoda variace konstanty). Pak 2/ = (C'(t) + a(t)C(t)) exp [ a(r)d7r. Dosazenim do
to
dané rovnice dostaneme

(C'(t) + a(t)C(t)) exp/a(T)dT = a(t)C(t) exp/a(7’)d7’—|— b(t)

to

c'(t) = b(t)exp/a(T)dT

C(t) — Clty) = j (b(a)expfa(T)dT) do

Obecné Teseni nehomogenni rovnice tedy je

2(t) = |:con5t+ /t (b(a) expfa(f)df) da] exp j a(r)dr .

to o

Partikuldrni feSeni spliiujici poc¢éteéni podminku (1.3) je

o(t) = |zo+ /t b(a)expfa(T)dT do | exp j a(r)dr .

Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, pak
B B
z(t) = <:c0 + Z) eAlt=to) _ 1

Jiny postup pii feseni nehomogenni rovnice:

d—alt)r = bt /e Jahdt
x/e—fa(t)dt _ a(t)xe—fa(t)dt _ b(t)e—fa(t)dt
(

dg (xe—fa(t)dt> - b t)e—fa(t)dt
t

xeffa(t)dt _ /b(t)efa(t)dtdt

Priklad na uziti linedrni rovnice je 6.6.



2.7. BERNOULLIOVA ROVNICE X' = A(T)X + B(T)XE, ReR 23

2.7 Bernoulliova rovnice ' = a(t)x + b(t)z", r € R

1
Zavedeme funkci u = u(t) = x(t)}~". Pak x = ulif, = 1 wT 14/, Dosadime do dané
—r
rovnice:
1 r_ 1 r _r_
1 ul-ru' = a(t)utr +bt)ut-r /(1 —r)ur1
—r
v o= (I—=r)a(t)u+ (1 —7r)b(t).

To je linearni rovnice pro neznamou funkci u.
Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, lze pouzit substituci

pak

a tedy

e (2 ) 8

A Ay — B
y = <A+BAy—B> 1

r o, A%y — AB+ AB Ay — B
N Ay — B A
y = (1-r)dy,

coz je linearni homogenni rovnice.
Priklad na uziti Bernoulliovy rovnice je 6.6.

2.8 Rovnice nerozfeSena vzhledem k derivaci F(t,z,2') = 0
(implicitni rovnice)
Zavedeme funkci p = p(t) = 2/(t).

1. Rovnice autonomni  F'(z,2') =0
Rovnici F(z,p) = 0 mize byt implicitné zadana funkce p = p(x). Rovnici F(z,p(x)) =0
derivujeme podle proménné x:

OF oF . dp
%(Cﬂap)+a—p($,p)a =0
oF
dv — O9F
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coz je rovnice pro neznamou funkci p nezavisle proménné x roziesena vzhledem k deri-
vaci. Je-li p = p(x) feSenim posledni rovnice, pak rovnice se separovanymi proménnymi
a2’ = p(z) je feSenim ptlivodni rovnice; jeji obecné feseni je tedy implicitné zadano rovnici

/ dx
—— = t+ const.
p(x)

. Rovnice nezavisejici na neznamé funkci  F(t,z") = 0.

Rovnici F(t,p) = 0 derivujeme podle proménné ¢:

oF OF dp
E(t’p)+6_p(t’p)a =0
oF
dp E(t,p)
a ~ oF,_
a—p(t,p)

coZ je rovnice pro neznamou funkei p = p(t) roziesend vzhledem k derivaci. Je-li p = p(t)
feSenim posledni rovnice, je funkce x = x(t) = [ p(t)dt obecnym fesenim dané rovnice.

. Clairautova rovnice x = tz’ + g(z').

Rovnici z = tp + g(p) derivujeme podle proménné t:
dp ., . dp
— t— —_
p P+ a +9(p) dt

0 = (t+4 () %

d
Musi tedy byt d_ztj =0 nebo t = —¢/(p).

Z prvni rovnosti a dané rovnice dostaneme obecné feseni
z(t) = ct+g(c),

kde ¢ € R je libovolnd konstanta; z druhé rovnice dostaneme parametrické vyjadieni
singularniho feseni

= —4(p)
r = —pg'(p)+9p),

kde p je parametr.

. Lagrangeova rovnice —x = tf(2) + g(a').

Rovnici z = tf(p) + g(p) derivujeme podle proménné ¢:

dp

dp dp
dt

p = o) +tf' P

P f0) = (D) +d®)

+4'(p)
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Ma-li rovnice p — f(p) = 0 FeSeni p = ¢, pak z(t) = ct + ¢; je singuldrnim FeSenim dané
rovnice. Konstantu ¢; uré¢ime dosazenim do dané rovnice:
cd+c = tf(c)+g(c)
a = t(f(e)—c)+g()

a ponévadz f(c) = ¢, je ¢1 = g(c). Singularni feseni Lagrangeovy rovnice tedy je
z(t) = ct+g(c),

kde ¢ je feSenim rovnice ¢ = f(c) (je pevnym bodem funkce f).

Pro p # f(p) dostaneme
dt_ tf'(p) +9'(p)

dp p—fp)
coz je linedrni rovnice pro neznamou funkci ¢ nezavisle proménné p. Oznacime-li jeji
Feseni t = t(p) = ®(p), pak

t = @(p)
r = f(p)2(p)+9(p)

je parametrickym vyjadifenim obecného reSeni Lagrangeovy rovnice.

2.9 Autonomni rovnice druhého fadu =" = f(z)

Rovnici vynasobime 2z

222" = 242'f(x)
d 2 dx
() = 2gf@
Polozime-li p = 2/, mame
d , dx
? QEf (z)
dp? dz dx
TR g
do dt J@) g
dp?
P 2f(z)

p = H/F(z)
dz
dt

coz je rovnice prvniho fadu se separovanymi promeénnymi.
Priklad na pouziti rovnice tohoto typu je model expandujicitho Vesmiru 6.8.
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2.10 Rovnice typu
F(t,z® o®+D  a))y =0, ke {1,....,n—1}
Polozime y = y(t) = 2*¥)(t) a dostaneme rovnici

Ftyy.,y" ...,y M) = 0,

coz je rovnice Fadu o k nizsiho, nez dana rovnice.
Resenim rovnice tohoto typu je napiiklad ,psi kfivka“ uvedend v 6.5.

2.11 Autonomni rovnice typu F (x,x’,x”, . .,x(”)) =0

Polozime p = p(t) = 2/(t). Pak

g W dpde dp
dt dx dt dx

oo~ ddpy o d (dpde @2+d_2?9
T w\Par) T @ \Par) @ T \\aw) TPaz P

Postupujeme-li tak déle, vidime, ze

d dkfl
(k) — ap a b
w fk <p7 dx’ AR} dxk‘_1>

pro kazdé k € N. (fi je néjakd funkce k& proménnych.) Dosazenim do ptuvodni rovnice tedy

dostaneme
dp dp d%p dp d"'p\\ _
F<x7p7pa7f3 <pa£adx2 a"'afn p’@’”"dx"*1 - 05

dp dn—lp
G<$,p,a,...,m) = 0,

coz je rovnice fadu o jedna nizsiho, nez dané rovnice.

neboli

2.12 Rovnice homogenni v z, 2/, 2", ..., =™

Nechf F je funkce n + 1 proménnych spliiujici podminku
F(z0,cz1,¢22,...,¢zn) = cF(20,21,22,...,%n) (*)

pro kazdé ¢ € R a kazdé (2o, 21, 22,...,2,) € Dom F.
Reseni rovnice
F(t,x,m',x"...,x(")) =0
Ize hledat ve tvaru z(t) = e/ ¥t kde y = y(t) je nova neznama funkce. Je totiz
2 = yef y(t)dt
o y/efy(t)dt +y2€fy(t)dt _ (y/ _|_y2)efy(t)dt

- (y//+2yy/)efy(t)dt + (y/+y2)yefy(t)dt _ (y//+3yy/+y3)efy(t)dt
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Dosadime-li z téchto rovnic do dané rovnice, vypadne vzhledem k podmince (*) faktor el y()dt
a dostaneme rovnici fadu o 1 nizsiho, nez byla dana rovnice.
2.13 Ekvidimensionalni rovnice

Rekneme, Ze rovnice
F(t,x,ﬂ:',...,x(")) =0

je ekvidimensiondlni v nezavisle promenné, jestlize zména métitka nezavisle proménné ¢ — at
pro kazdé a € R\ {0} nezméni jeji tvar. Transformace ¢ = e pfevede danou rovnici na rovnici
autonomni (typ 2.11).

2.14 Cviceni

Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)

d
1) 2t(2z — 3)dt + (12 + 1)dz = 0 2) o =l
241
3) te®dx + “la—o HV1+t?dr +Va? —1dt =0
T
dt  t+4+ax
5) t2d 2 —tx)dt =0 — =
) t°dz + (x x) déf p—
7) <tsin%—xcos%)dt—i—tcos%dx:O 8) 2d—f—x:et/2
9) tdx + xdt = sin tdt 10) (t —1)32' +4(t — 12z =t +1
11) e**dt + 2(te** — z)dxr =0 12) (22 + 1)dt + (2tz + 1)dz =0
13) (t+2)dt + (t + 2*)dz =0 14) tdx — xdt + t3dt = 0
15) (12 +t — x)dt + tdz =0 16) (cost + xcost)dt +dx = 0; x(n/2) =0
17) o/ + 2z =t; x(0) =2 18) (t +2z)dt + (x +2t)dz =0; z(1) =1

19) Uréete konstanty a, b, ¢ tak, aby rovnice (at? +bx?)dt + ctz dz = 0 byla exaktni a vyieste
.

20) Reste pocatecni tilohu pro implicitni rovnici druhého fadu

Vysledky:
2
1)z = §—i— 5 2)e” =e'+C 3)ex(m—1)+%+ln [t =C4)(z+/22-1)tHt2+1)=C

2 (t2+1)
1 C t+C
6)5111(t2 + 2?) + arctg% =C Tz = tarcsinT 8)xr = +Tet/2 9)xr =

C—ux 12 a3
241

8)r = ————
) In|t|+C

C — cost 3 —3t+C 22+ C
— 10)x = ——— =
t 3(t—1)4

e 2 12)t =
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KAPITOLA 2. ELEMENTARNI METODY RESENI



Kapitola 3

Obecné vlastnosti diferencialnich
rovinic

3.1 Existence a jednoznac¢nost reseni systému ODR

V tomto oddilu se budeme zabyvat poc¢ateéni tlohou (1.5), (1.6) pro vektorovou diferencialni
rovnici.

Lemma 1. Bud funkce f spojitda na G C R, Funkce x = x(t) je resenim <ilohy (1.5),
(1.6) na intervalu J prdvé tehdy, kdyz pro kazdé t € J je (t,x(t)) € G a

x(t) = :Bo—l—/f(s,a:(s))ds. (3.1)

Driikaz:

»,=" Necht x = x(t) je feSenim tulohy (1.5), (1.6) na J. Pak
Sals) = F(s ()
ds

na J. Integraci této rovnosti podle s v mezich [t, t] dostaneme:

@iy = ()~ lto) = [ £(s.2(5)ds

a vzhledem k (1.6) funkce = x(t) spliuje (3.1).
to
,<* Necht funkce & = @(t) spliuje (3.1). Pak x(to) = wo + [ f(s,@(s))ds = xo, tedy je
to
splnéna podminka (1.6). Derivovanim (3.1) podle ¢ dostaneme (1.5). O

Necht C*(J) je mnozina (vektorovych) funkei & = z(t) diferencovatelnych na uzavieném
intervalu J takovych, ze x(t9) = xo. Na této mnoziné zavedeme metriku

o(x,y) = max{|e(t) —y(@)| : t € J}

29
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(metrika stejnomérné konvergence). Prostor (C1(J), ) je uplny (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY:
Metrické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iv a II1.1.3.6.i). Déle definujme zobrazeni F' :
C1(J) — CY(J) predpisem:

Flz)(t) = xo+ / £(s,2(s))ds. (3.2)

Reseni alohy (1.5), (1.6), tedy funkce, ktera spliiuje integralni rovnici (3.1), je zfejmé pevnym
bodem zobrazeni F'.

Podafi-li se tedy ukazat, ze F' je kontrakce tiplného metrického prostoru (C L, Q), z Bana-
chovy véty vyplyne, Ze existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni, tedy zZe existuje jediné
diferencovatelné feseni ulohy (1.5), (1.6) (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU,
Brno 1996, IV.2. a V.1.).

Véta 1 (Picard (1856-1941)-Lindelof (1870-1946)). Budte a,b € R, a,b > 0, ty € R, xg¢ €
R™. Oznacme

J=[to,to+a, D={xeR": |z—a°||<b} (3.3)
~ . b
m = max{|f(¢t,z)|: (t,z) € J x D}, = min {G,E}.

Necht funkce f : J x D — R" je spojitd a vzhledem k x Lipschitzovskd (tj. existuje L € R
tak, e plati || f(t,z) — f(t,y)| < L |z — y| pro vsechna t € J, x,y € D). Pak existuje prdvé
jedno teseni poédtecniho problému (1.5), (1.6) definované na intervalu J = [tg,to + 9].

Toto tesent je (stejnomérnou) limitou posloupnosti funkci {xn(t)}o2y; tato posloupnost
je definovana rekurentné vztahem

t
Try1(t) = xo + /f(s,:ck(s))ds, k=0,1,2,3,...
to
Dikaz: Je-li funkce x diferencovatelnd, pak je spojita (sr. V. NOVAK: Diferencidlni pocet v
R. MU, Brno 1997, kap. V, véta 1.2). Proto je funkce y(t) = F(x)(t) diferencovatelna a pro
jeji derivaci plati ¢/ (t) = f(t, :c(t)) (sr. V. NoVAK: Integralni pocet v R. MU, Brno 2001, 2.4,
véta 4.2). To znamena, ze zobrazeni F definované vztahem (3.2) zobrazuje mnozinu C*(.J)
do sebe. Bud K > L. Na C!(J) zavedeme metriku o* vztahem

¢*(@.y) = max {e K1) Ja(t) ~y (1) : te T} .
Tato metrika je na C'(.J) ekvivalentni s metrikou stejnomérné konvergence o, nebot

e o(z,y) < o' (2,y) < oz, y).
Prostor (C’l(J), Q*) je tedy tuplny.

Polozme P = {z € C*(J) : |x(t) — xo| < b pro kazdé t € J}. Ponévadz P je uzaviend
podmnozina mnoziny C'(.J), je prostor (P, o*) uplny (sr. sc Z. Dosla, O. Dosly: Metrické
prostory. MU, Brno 1996, I11.1.3.3). Zobrazeni F' zobrazuje mnozinu P do sebe, nebot pro
kazdou funkci « € P plati

t

|F(2)(t) — 2] = /f(s,ac(s))ds < /Hf(s,;c(s))Hds < (t—tg)m < dm <b.

to
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Ukézeme, 7e F' je kontrakci prostoru (P, o*): Pro kazdé t € J plati

o (F(@), Fy) < e X F@)t) - Fly)t)| =

e K(t—to) s, x( ds— fsy ds|| <
frtsom |
¢

< e K(t—to) /Hf — f(s,y(s))[|ds <

< oK) / Ll(s) — y(s)|ds =

to
t

= L/ e K(1=9)e=K(s=00) | p(5) — y(s)| ds <

to
< L/eK(”)@*(w,y)ds =
to
L k(5]
= Lo*(z,y) [—GK ”} =
K s=tg
L
= 2o (@y) (1-eF00) <
L
< =)o .
< 10 (zy)
N . L y R
Ponévadz L < K, je — < 1, coz znamenad, ze F' je kontrakce. O

K
Poznamka 1. Posloupnost funkci zavedena ve vété 1 se nazyva Picardova posloupnost postup-
nych aprorimaci.

Poznamka 2. Analogické tvrzeni plati, nahradime-li ve vété 1 interval J = [to, to + a] inter-
valem [ty — a, tp] nebo intervalem [tg — a,to + a.

Pozndmka 3. Ma-1i funkce

fl(t,xl,mg, . ,xn)
I

Q(ta L1, T2y« ,fEn)
ft,x) = .
fn(ta xla 1’27 AR 7'%'71)
ohranicené parcidlni derivace vsech slozek podle kazdé z proménnych x1, xo, . .., x, na mnoziné

J x D (zavedené rovnosti (3.3)), pak jsou piedpoklady Picardovy-Lindelsfovy véty splnény.
Dikaz: Mnozina J x D jakozto uzaviena a ohrani¢enid podmnozina prostoru R™! je
kompaktni (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU, Brno 1996, 111.3.3.16). Z ohra-
nicenosti parcidlnich derivaci funkce f plyne existence ¢isla
afi(t,x)

M:max{izi:1,2,...,n,j:1,2,...,n, (t,a:)ejxD}.
aﬁﬂj
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Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych (sr. Z. DoSLA, O. DoSLY: Di-
ferencialni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 3.4) pro vSechna ¢ € Jax =
(1,22, ..., Tn), Y = (Y1,Y2,---,Yn) € D existuji ¢isla & lezici mezi zp a y, k = 1,2,...,n
takova, ze

If(t,@) = f(ty)| = Z\fﬁ(t,fﬂ)—fi(t’y)\ =

— Z —Z(taxlaan"'axk‘—lygk’yk;-f—l?"'7yn>(xk_yk‘) S
; oxy,
i=1 |k=1
(2
< Z > 8—9%(75,361,362, e T 158 Ykt 1o - -5 Yn) | [Tk — Yk <
=1 k=1
n n n
< 3N Mlap -yl = Y Mlz—y| = nM|z—y|,
i=1 k=1 i=1
takze funkce f je vzhledem k a Lipschitzovska s konstantou nM. O
Dausledek 1. Ma-li (vektorovad) funkce
fl(t,xl,mg, . ,.%'n)
fz(t, T1,X2,... ,xn)
ft,z) = .
fn(taxlax% cee ’xn)
ohranicené parcialni derivace vsech slozZek podle kaZdé z promennych x1,x2,...,x, v jistém
okoli bodu (to, o), pak pocédtecni problém (1.5), (1.6) md v okoli ty jediné Tesent.
Dusledek 2. Ma-li (skaldrni) funkce f(t,z1,22,...,x,) ohranicené parcidlni derivace podle
kazdé z proménnych x1,xa, . .., xy, v jistém okoli bodu (to, o, 0,1, 20,2 - - -, To.n), Pak poédtecni

problém (1.7), (1.8) md v okoli ty jediné Teseni.

Véta 2 (Peano 1890). Budte a,b € R, a,b >0, tg € R, 2 € R™. Oznacme

J = [to,to +al, D={xecR": Hac—a:OH < b},

~ b
m =max{|f(t,z)|: (t,z) € J x D}, ¢ =min {a, —}.
m
Necht funkce f : J x D — R" je spojitd. Pak ezistuje alespori jedno eseni pocdteéniho
problému (1.5), (1.6) definované na intervalu J = [to,to + J].

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencialni rovnice. MU, Brno 2001, str. 67-70.
O

3.2 Globalni vlastnosti rfeseni systému ODR

Véta 3 (o existenci uplného feseni). Necht funkce f : G — R™ je spojitd na oteviené mnoziné
G C R, Je-li @ = x(t) vesend rovnice (1.5), pak je toto Feseni bud tplné, nebo existuje
uplné teseni y = y(t), které je prodlouzenim fesent x.
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Dikaz: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice. MU, Brno 2001, str. 73-76.
Dukaz vyuziva véty 2. O

Definice 7. Bud G C R"*!. Rekneme, Ze funkce f : G — R" je lokdiné lipschitzovskd v G
vzhledem k x, jestlize ke kazdému (7,a) € G existuje okoli O, , C G a &islo L, € R tak, ze
pro viechna (1, @), (1,y) € Orq plati |f(@) — (19)] < Loa |z — yl.

Véta 4 (o globélni jednoznacnosti). Necht funkce f : G — R"™ je spojita a lokdlné lipschi-
tzovskd v G vzhledem k x a necht funkce x = x(t), y = y(t) jsou dvé teseni rovnice (1.5).
Jestlize existuge to takové, Ze x(to) = y(to), pak x(t) = y(t) pro vsechna t, v nichz jsou reseni
x, y definovdna.

Diikaz: Piipustme, ze existuje b > ¢y takové, ze x(b) # y(b). Oznacme ¢ = inf{t : x(t) # y(t)}.
Funkce @, y jsou spojité (ponévadz jsou diferencovatelné).

Ukézeme, ze x(c) = y(c):

Pripustme, ze x(c) # y(c). Polozme € = ||x(c) — y(c)||. Pak ¢ > 0

K Z > 0 existuje § > 0 tak, e pro kazdé t € (c—0, ) je |y(t) — y(c)| < Z az(t) — z(c)] < i
Ponévadz pro t € (¢ — d,¢) je x(t) = y(t), plati pro ¢t € (¢ — ¢, ¢) nerovnost

e € ¢
e = [z(c) —y(c)l = lz(c) —2(t) + y(t) — y(c)l| < |z(c) —2(O)[+]y(t) —y(o)| < ;+7 =35,
coz je spor, nebot € > 0, a tedy x(c) = y(c).
Podle véty 1 nyni existuje o takové, Ze pro t € [c,c+ ] je (t) = y(t), coz je spor.
Analogicky vylouc¢ime moznost existence b < ¢y takového, ze x(b) # y(b). O

Definice 8. Bud = = z(t) uplné feSeni rovnice (1.5) definované na intervalu (S,T), kde
—00< S <T < o0.
Rekneme, ze € € R” je

w-limitni bod Tesent x, jestlize existuje posloupnost {¢;}7°, takova, ze t;, < T' pro vSechna

keN, lim ¢, =T a lim x(t;) = &;
k—o0 k—o0

a-limitnt bod Teseni x, jestlize existuje posloupnost {t;}72, takova, ze t; > S pro vSechna
keN, lim ¢, =S a lim x(t;) = &;
k—oo k—oo

limitn? bod Tesent x, jestlize je w-limitnim bodem nebo a-limitnim bodem.

Mnozina vSech w-limitnich bodti feSeni « se nazyva w-limitni mnoZina reseni , mnozina vsech
a-limitnich bodt feSeni « se nazyva a-limitni mnoZina Teseni , mnozina vsech limitnich bodu
feSeni  se nazyva limitni mnoZina resent x.

Priklady:

1. z = e je ipIné feseni rovnice 2’ = ax definované na intervalu (—oo,00). Je-li a > 0,
pak 0 je a-limitnim bodem tohoto feseni a w-limitni body toto feSeni nema. Je-li a < 0,
pak 0 je w-limitnim bodem tohoto feseni a a-limitni body toto feseni nema. Je-li a = 0,
pak 1 je a- i w-limitnim bodem tohoto feseni.

2. ¢ = sin - je uplné feseni rovnice 2’ = —t—2\/1 — 22 definované na intervalu (—o0,0).

Interval [—1, 1] je w-limitni mnozinou tohoto feSeni.
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Y

I S —
tgt\ . o, ., . 2 .
3. (") = C9S & je uplné feseni soustavy rovnic ) = cos™t definované na
Y sintgt Y T
cos?t

intervalu <—g, g) Limitni mnozina tohoto feseni je {(z,y) € R? : 22 +y? = 1}.

Véta 5. Necht funkce f : G — R" je spojitd na oteviené mnoZiné G C R"*! a x = x(t) je
uplné teseni rovnice (1.5) definované na intervalu (S,T). Pak plati:

T = oo nebo tlirTn [z(t)| = oo nebo kazdy w-limitni bod Tesent x lezi na hranici G.
ST
S = —o0 nebo tlirg}+ [x(t)] = oo nebo kazdy a-limitni bod feseni x lezi na hranici G.
—

Dikaz: Bud « = x(t) Gplné feseni rovnice (1.5) definované na intervalu (S,7), T' < oo a bud
€ jeho w-limitni bod. Kdyby (7,§) € G, pak by existovalo okoli Or¢ bodu (7,§) takové,
ze Ore C G, nebot G je oteviend. Podle véty 2 by existovalo feSeni y = y(t) rovnice (1.5)
s poc¢ateéni podminkou y(7') = £ definované na [T', 7'+ 4], kde § je vhodné (malé) ¢islo. Funkce

z:z(t):{ac(t)’ S<t<T
yit), T+96

by byla FesSenim rovnice (1.5), které by bylo prodlouzenim feseni x, coz by byl spor s uplnosti
feseni x.
Pro a-limitni bod se dukaz provede analogicky s vyuzitim ,levostranné varianty®“ véty 2. [

Dusledek 3. Necht J = [tg,0), D ={x € R": |z| < a}, kde tp € R a 0 < a < o0 a necht
vektorovd funkce f :J x D — R" je spojitd. Pokud existuje spojitd funkce g : J — R takovad,
Ze uplné teseni x = x(t) rovnice (1.5) definované na (S,T) spliuje pro kazdé t € [to,T)
podminku |x(t)| < g(t) < a, pak T = cc.

Dausledek 4. Necht J = [tg,0) a funkce f: J x R" — R"™ je spojitd. Jestlize existuje m € R
takové, Ze pro kazdé (t,x) € J x R"™ — R"™ plati | f(t,x)| < m, pak kazdé uplné teseni rovnice
(1.5) je definovdno pro vsechna t > tg.

Dikaz: Bud @ = x(t) Gplné feseni rovnice (1.5). Podle lemma 1 je

t

x(t) = x(to) +/f(s,ac(s))ds.

to
Pro kazdé t, pro néz je x(t) definovano, plati

t

lz®)] = w(to)+/f(s,w(8))d8 < IIw(to)II+/||f(8,w(8))||d8 < a(to)| +m(t — to).

to

Tvrzeni tedy plyne z disledku 3, polozime-li g(t) = |z (to)| + m(t — to). O

Toto tvrzeni umoznuje rozhodnout, zda lze kazdé feSeni rovnice (1.5) prodlouzit do neko-
necna, aniz bychom toto feseni znali.
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Véta 6. Bud Q2 C R"! oteviend mnoZina a necht pro kazdé k = 1,2, ... je vektorovd funkce
fr : Q@ — R"™ spojita a (ty, &) € Q. Oznacme xp = xk(t) uplné Teseni pocatecniho problému

ZCI = fk(t, ZC), ;c(tk) = ﬁk,

Jestlize posloupnost funkci { fi},-, konverguje k funkci foo : @ — R™ stejnomérné na kazdé
kompaktni podmnoziné K C Q, posloupnost bodi {(tx, &k)}req konverguje k bodu (too, €oo) @
pocdtecni uloha

' = foolt, ), T(too) = €co
md jediné uplné teseni Too = Too(t) definované na intervalu J, pak posloupnost funkci
{zr}ro, konverguje k funkci xoo stejnomérné na kazdém intervalu [a,b] C J.

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 80-82.
O

Piiklad (Matematické kyvadlo)

Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na

nehmotném vladkné délky r na ktery ptisobi pouze gravitacni sila.

Lze ho realizovat jako kulicku zavéSenou na niti, pficemz prumeér

kulicky je zanedbatelny vzhledem k délce niti a hmotnost niti je

zanedbatelnd vzhledem k hmotnosti kulicky. ®
Zavedeme soufadny systém podle obrazku tak, ze vodorovna osa

x smeéfuje zleva doprava a svisla osa y sméruje shora dolt a kyvadlo je

zavéSeno v pocatku soufadnic. Oznacéme ¢ = p(t) vychylku kyvadla

od rovnovazné polohy v case t. Poloha hmotného bodu v case t je

déana soufadnicemi T

x =xz(t) = rsinp(t), y =1y(t) =rcosp(t). y

Vektor rychlosti hmotného bodu je derivaci jeho polohy podle ¢asu, velikost v = v(t)
rychlosti v ¢ase t je euklidovskou délkou tohoto vektoru, tj.

o (dz()\?  [dy(t)\? , 2 . 2 L 2
(v(t)) =\—a + ) = (7“(,0 (t) cos Lp(t)) + ( —r¢'(t) sin gp(t)) = (7“(,0 (t)) .
Vyska h = h(t) hmotného bodu nad rovnovaznou polohou y = r v ¢ase t je rovna

h(t) =r—y(t) =r(1—cosp(t)).

Podle zdkona zachovani energie je soucet kinetické a potencidlni energie hmotného bodu
konstantni, tj.

%m(v(zﬁ))2 + mgh(t) = const;

1s~2 je gravita¢ni konstanta. Do piedchozi rovnosti dosadime vypo-

pfitom g = 6,674 m>kg™
¢itané v a h a délime ji konstantou r. Dostaneme

57 (#(0)" + 91— cos ¢(1)) = const.
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Obrazek 3.1: Reseni tiloh (3.8) pro k € {1,2, 3} a feseni tilohy (3.6), tj. tlohy (3.8) pro k = oo

Podétetni podminky jsou ¢g = o7 (nahoie) a ¢g = 7 (dole).

Tuto rovnost derivujeme podle ¢asu

re' (t)¢" (t) + g¢' (t) sinp(t) = 0,
a upravime
¢ () (re" () + gsinp(t)) = 0.

Dostavame tedy dvé diferencidlni rovnice pro ¢asové proménnou vychylku kyvadla ¢ = (t):

/ /1

g .
0 =0, p’ = —"sin o(t). (3.4)

Necht na zacatku procesu je vychylka hmotného bodu rovna thlu ¢y # 0 a jeho rychlost, tj.
zména vychylky, je nulovéa (kulicku vychylime a pustime). Dostavame tak po¢ateéni podminky

©(0) = @0, ¢'(0) =0. (3.5)

Reseni prvni z rovnic (3.4) s pocate¢ni podminkou (3.5) je konstantni funkce ¢(t) = .
Toto feSeni neni fyzikalné realistické, nebot hmotny bod pod vlivem gravitaéni nemuize zlstat
vychyleny z rovnovazné polohy a nepohybovat se.

Dosavadnimi tivahami dostavame model pohybu matematického kyvadla jako pocatecéni
tlohu pro obycejnou diferencialni rovnici druhého radu

¢’ = _% sing,  ¢(0) = o, ¢¥'(0) =0,
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kterou mtizeme podle tvrzeni 1 v 1.3 prepsat jako pocatecni ulohu pro systém dvou rovnic
prvniho radu
o' =1,

Y= —g sing,  »(0) = o, ¥(0) =0.

Tuto pocatecni tlohu neumime vyresit explicitné. Funkci sinus vSak muZeme vyjadrit jako
stejnomérné konvergentni Maclaurinovu fadu

(3.6)

: o 7
sing =2V gy
i=1

P
(4

nasledujicimi formulemi

Ozna¢me nyni x = ( ) Pro k = 1,2,... zavedeme vektorové funkce fr a body (tx,&k)
(G
— — ) _ _ [ %o
fk(t,(l:) - fk(SOaT/}) - k ) 2i—1 B tk - 07 gk — .
Iy -yt ’
T i=1 (21 — 1)'

Funkee fx a body (i1, €&x) spliwji predpoklady véty 6 s Q = R3. Uloha

¥ = foolt, ), @(0) = @(too) = €oo = <‘f)°> (3.7)
je totoznd s tlohou (3.6). Ponévadz vSechny parcidlni derivace
Do D ’ oY o ’
g . g .
o)y _O(50me) g otf), 2(ne)
Ao dp r ’ o o

jsou ohranicené, je podle poznamky 3 tloha (3.7) jednoznac¢né fesitelna. To znamend, Ze FeSeni
tlohy (3.6) je stejnomérnou limitou Feseni tloh

¢ =1,
k 2i—1 (3.8)
r__9 i+1_P _ _
=-= -1 —_ 0) = o, ¥(0) =0.
Na obrazku 3.1 je prvni slozka feseni (vychylka kyvadla ¢) nékolika téchto uloh; nahofe pro
pocatecni hodnotu g = %ﬂ', dole pro ¢y = %7‘1’. Vidime, ze v pfipadé malé pocateéni vy-
chylky jiz prvni ¢len posloupnosti dostateéné pfesné aproximuje feseni tlohy (3.6). V pfipadé
velké pocateéni vychylky, dokonce maximélni mozné, je feseni ulohy (3.6) dostatecné presné
aproximovano tfetim ¢lenem posloupnosti feseni uloh (3.8).
Malé kmity matematického kyvadla lze tedy modelovat systémem rovnic

g
SDI = T,Z), TIZ), = _;Qpa

ktery je ekvivalentni s rovnici druhého radu ¢” + ggp =0. [ |
r
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Véta 7 (o spojité zavislosti feSeni na poc¢atecnich podminkach a parametrech). Bud ) ote-
viend mnozina v R o necht spojitd vektorovd funkce g : & — R™ je takovd, Ze pro
vsechna T € R, £ € R, A € R™ spliiugici podminku (1,&€,X) € Q, mad pocdtecni problém

= gt,z,N), =z(r) = ¢

pravé jedno iplné feseni @ = x(t) = x(t;7,€, X). Pak toto feseni, chdpané jako zobrazeni
R1+1+n+m R

je spojite.

Diikaz: Viz J. KAaLAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 82-83.

]

Tato véta fikd, ze zméni-li se mélo funkce f v rovnici (1.5) a mélo se zméni pocatecni
podminka (1.6), pak se feSeni nového — zménéného — problému lisi na koneéném intervalu
malo od feSeni ptivodniho problému.

3.3 Odhady reseni

Definice 9. ReSeni z* = 2*(t) tlohy (1.1), (1.3) se nazyvd mazimdlni reseni, jestlize pro
kazdé feSeni x = x(t) této ulohy plati x(t) < z*(¢) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé FeSeni
definovana.

Reseni x, = z.(t) tlohy (1.1), (1.3) se nazyva minimdlni Teseni, jestlize pro kazdé feseni
x = z(t) této tlohy plati z,(t) < x(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé feseni definovéana.

Priklad

Uvazujme pocatecni tilohu

0, t<a, Jt+a)?, t<—a,
(t - a’)37 t>a, m(t) a

(t+b)3, t< —b,
z(t) =40, —b<t<a,
(t—a)®, t>a,

kde a, b jsou nezaporné konstanty, je jejim Uplnym fesenim. Minimalni a maximalni feSeni
ulohy (3.9) tedy jsou funkce

. t<0 0, t<0
$*(t):{ 9 < ) .%'*(t):{, < 9

0, t>0, 3, t>0;

feSeni je znazornéno na obrazku 3.2 a). |
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ar(t)  =(t)

0.5

0.0 t
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

a) b)

Obrazek 3.2: a) Maximalni a minimalni feSeni poc¢atec¢ni tlohy (3.9). b) Odhady feSeni x =
x(t) tlohy (3.10) s hodnotami tg = xo = 0.

Véta 8 (srovnavaci). Necht tg € R, 0 < a < oo, J = [tg,00), G = {(t,x) € R*"!: t ¢
J, x| < a}. Necht ddle f : G — R" je spojitda funkce a g : J x [0,a) — [0,00) je spojitd
funkce takovd, Ze || f(t,x)| < g (t,|x|) pro (t,x) € G. Bud uy > ||xo| a u* = u*(t) mazimadlni
resent ulohy
u = g(t,u), u(ty) = uo
na intervalu J.
Pak kazdé uplné tesent ulohy (1.5), (1.6) je definovdno pro vsechna t € J a plati

l2(t)] < w'(t) prote .

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencialni rovnice. MU, Brno 2001, str. 91. [

Priklad
Najdeme odhad Teseni poc¢atecniho problému

, Ut .

na intervalu [tg, 00).

Pravou stranu rovnice miizeme chapat jako funkci jedné proménné = s jednim parametrem
t. Standardnimi metodami diferencialniho poctu najdeme globalni maximum a minimum této
funkce; konkrétné, pro kazdé ¢t € R plati

t—vVt2+1 - t+x <t+ 2 +1
2 —14x2— 2 ’

t
Odtud plyne ze sz < % (t +Vit2 + 1) . Pocéate¢ni tloha
Sttt VitZ +1
2 7

u(to) = |ol

ma podle 2.2 jediné feseni

1 V2 + 1
u(t) = |zo| + = [+ tV/12 +1 — 13 —to /12 + 1 —i—ln%
4 to+/12 +1



40 KAPITOLA 3. OBECNE VLASTNOSTI DIFERENCIALNICH ROVNIC

a podle srovnavaci véty 8 plati |z(t)| < u(t) pro vSechna ¢ > t.

Reseni tlohy (3.10) pro tg > 0 lze odhadnout i jingym zpfisobem. V takovém piipadé totiz
plati

|t + x| t+ |z
= <

1+a22 — 1422

t
‘ e <t+ |z

14 22

Jediné feseni pocatecni tlohy
v =0+t v(to) = |zol
pro nehomogenni linearni rovnici je podle 2.6 rovno
v(t) = (|zol +to + 1) —t —1

a podle srovnéavaci véty 8 plati |z(t)| < v(t) pro vSechna t >ty > 0.
Poznamenejme jesté, ze nelze fici, Ze by néktery z uvedenych odhadd w, v FeSeni tlohy
(3.10) byl lepsi nez druhy. Situace je zndzornéna na obrézku 3.2 b). [ |

Dusledek 5. Necht symboly tog, a, J, G maji stejny vyznam jako ve vété 8. Necht funkce
f: G = R" je spojita a necht existuje spojita funkce ¢ : J — [0,00) takovd, Ze

| £t )| < o) lz]  pro (t,) € G.
Pak pro kazdé xg € R" takové, Ze
t
[0l exp/<p(7')d7' < a pro vSechna t € J,
to
jsou uplna tesent ulohy (1.5), (1.6) definovdna na celém intervalu J a plati

t
l2(t)] < |l exp / o(r)dr prote J.

to

Dikaz plyne z véty 8 volbou g(t,u) = ¢(t)u, ug = |xo]-
Jediné plné (tedy maximélni) feseni tlohy «’ = p(t)u, u(tg) = ug je podle 2.6

u(t) = ug exp/gp(T)dT.



Kapitola 4

Linearni rovnice

4.1 Systémy linearnich ODR

Necht a11,,a12,...,01,n,021,022,--.,02n, .. ,0n1,0n2, -, 0npn, b1,b2,..., b, jsou funkce de-
finované na intervalu J C R. Systém n linedrnich obycejnych diferencialnich rovnic (n-
rozmeérny linedrni systém) je tvaru

Z = an®ar + anrs + ... + aw®re + i)
2y = an(t)ry + am)ze + ... + agmBrn +  ba(t)
Y= amE + am®rs + o+ am®oe 4 bal)
Pri oznaceni
an®) an(t) ... am(®) bi(t) 21 (t)
A am:(t) a22:(t) agnz(t) i b2:(t) | 0
an®) ans(t) .. am(l) ba(t) a(t)

lze tento systém zapsat ve vektorovém tvaru
' = A(t)x+b(t). (4.1)

Tuto rovnici nazyvame nehomogenni linedrni rovnice. Spolu s rovnici (4.1) budeme uvazovat
pocatecni podminku

x(ty) = mo. (4.2)
Rovnici

= Alt)z (4.3)
nazyvame linedrni homogenni rovnici pridruzenou k rovnici (4.1).

Véta 9 (o existenci a jednoznacnosti feseni). Necht maticova funkce A = A(t) a vektorovd
funkce b = b(t) jsou spojité na intervalu J C R. Pak ma pocatecni problém (4.1), (4.2) prdvé
jedno resent, které existuje na celém intervalu J.

41
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Dikaz: Vzhledem k vétam 1 a 4 staci ukazat, ze ke kazdému 7 € J existuje okoli O, C J
takové, ze funkce A(t)x + b(t) je Lipschitzovska vzhledem k & na R™ x O;.
Je-li 7 vnitini bod intervalu J, existuje a € R, a > 0 takové, ze [T —a,7 + a] C J.
Polozme L, = max{[|A(t)| : t € [T —a,T+a]} (toto maximum existuje podle druhé Weier-
strassovy véty) a O, = (T —a,T + a). Podle 1.2.1 je maticovd norma souhlasna s vektorovou
normou a z toho plyne, Ze pro kazdé t € O, a kazdé dva vektory x,y € R" plati nerovost

[A)z +b(t) — (A)y + b)) | = [AG)z — Ayl = [AL)(x —y)]| < [AD)] = -y <

< Lyz -yl
Je-li 7 pravy krajni bod intervalu J, polozime
L; =max{|A®)|: 7—a<t<7}, Or=(r—a,r]
a provedeme analogickou uvahu.
Pro levy krajni bod intervalu J provedeme ditkaz podobné. O

Véta 10 (princip superpozice). Jsou-li x = x(t), y = y(t) resent rovnice (4.3), pak také
ax(t) + cay(t), kde c1, ca jsou konstanty, je teSenim rovnice (4.3).

d
Diikaz: a(clw + cy) = 1@’ + 2y’ = c1A(t)x + c2A(t)y = A(t)(c1) + A(t)(cy) =
= A(t)(clcc + czy). O

4.1.1 Struktura FeSeni linearni homogenni rovnice

Mnozina vSech n-vektorovych funkci definovanych a diferencovatelnych na intervalu J tvofi
vektorovy prostor nad polem redlnych ¢isel; s¢itani vektoru je definovano jako séitani funkci,
nasobeni skalarem je definovano jako nasobeni funkce redlnym cislem,

(1 +uy2)(t) =y1(t) +va2(t),  (ew)(t) = ay(t),

nulovy vektor v tomto prostoru je konstantni funkce y(¢) = o, kde o oznacuje nulovy vektor
v prostoru R"™. Podle principu superpozice (véta 10) je mnozina vSech Feseni linedrni homo-
genni rovnice (4.3) podprostorem tohoto prostoru, nebot y(t) = o je feSenim této rovnice;
nazyvame ho trividlni resent.

Rekneme, 7Ze funkce y1,va2, ..., Yk z vektorového prostoru diferencovatelnjch n-vektoro-
vych funkci definovanych na intervalu J jsou linearné nezavislé, pokud jsou linearné nezavislé
jakozto vektory, tj. pokud z rovnosti

c1y1(t) + coya(t) + -+ + ckyr(t) = o, pro vSechna t € J (4.4)
plyne rovnost ¢c; = co =--- =¢;, = 0.
Lemma 2. Necht maticovd funkce A = A(t) je spojitd na intervalu J a y1,Y2,..., Yk jSOu

reseni homogenni rovnice (4.3). Jestlize existuje to € J takové, Ze vektory

y1(to), y2(to), - - ., yr(to) € R"

jsou linedrné nezavisle, pak vektory

y1(t),y2(t), ..., yk(t) € R"

jsou linedrné nezavislé pro kaZdé t € J.
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Dikaz: Piipustme, Ze existuje t1 € J takové, ze vektory y1(t1),y2(t1), ..., yr(t1) jsou zavislé.
Pak existuji konstanty cq,cs, ..., cr, z nichZ aspon jedna je nenulova a plati

o= clyl(h) + CQ’yZ(tl) +--- 4+ ckyk(tl)'

Funkce « = x(t) = c1y1(t) + coy2(t) + - - + cryr(t) je podle principu superpozice (véta 10)
FeSenim linearni homogenni rovnice (4.3) s po¢ateéni podminkou x(t1) = o. AvSak FeSenim
této tlohy je konstantni funkce x(t) = o a podle véty 9 je toto FeSeni jediné. To znamend, ze
funkce y1,vya2, ..., Yk spliiuji podminku (4.4) a proto také plati c; = co =-+- = ¢ =0, coz je
spor. ]

Z tohoto tvrzeni plyne: Jsou-li funkce yq,ya,...,yr feSenim homogenni rovnice (4.3) se
spojitou matici A a s po¢atecnimi podminkami takovymi, ze vektory y1 (to), y2(to),- - -, Yx(to)
z prostoru R” jsou linearné nezavislé, pak jsou funkce y1,y2, ..., yg linedrné nezavislé.

Ve vektorovém prostoru R" existuje praveé n linedrné nezavislych vektort, které tvoii jeho
bazi. Z Lemma 1 tedy dale plyne, Ze i v prostoru vSech feSeni homogenni rovnice (4.3) se
spojitou matici A existuje n linearné nezavislych funkci y1,vy2,..., Yn-

Lemma 3. Necht maticovd funkce A = A(t) je spojitd na intervalu J a y1,yz2,...,Yn jsou
linedrné nezdvislda teseni homogenni rovnice (4.3). Pak libovolné teseni homogenni rovnice
(4.3) je linearni kombinaci funkci y1,Y2,...,Yn, tj. tyto funkce tvori bdazi prostoru teseni
rovnice (4.3).

Diikaz: Necht © = x(t) je FeSeni poc¢atecni tlohy (4.3), (4.2). Vektory y1(to),y2(to),- - -, Yn(to)
tvori bazi vektorového prostoru R™ a proto existuji konstanty ci,ca, ..., c, takové, Ze

x(to) = c1y1(to) + coy2(to) + - - - + cnyn(to).

Podle principu superpozice (véta 10) je vektorova funkce & = c1y1 +coya +- + - + ¢ Yn TeSenim
rovnice (4.3). Toto FeSeni spliiuje poc¢ateéni podminku (4.2). Podle véty 9 je tento problém
jednoznacné resitelny, takze © = ciy1 + coys + -+ + L Yn. O

Odvodili jsme tak nasledujici vétu a jsme opravnéni zavést nasledujici definici.

Véta 11. Je-li maticovd funkce A = A(t), A : J — R"? spojitd, pak mnozZina vsech reseni
rovnice (4.3) tvori n-rozmérny vektorovy prostor.

Definice 10. Libovolna baze prostoru vSech feSeni linedrni homogenni rovnice (4.3) se nazyva
fundamentdini systém teSent rovnice (4.3).

Necht funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,Yn = Yn(t) tvori fundamentalni systém Feseni
rovnice (4.3). Obecné FeSeni této rovnice je jejich linedrni kombinace

x=x(t) = c1y1(t) + coyz(t) + - - + cynl(t).
Oznacme y;; = y;:(t) = (yj(t))l.,
y11(t) y120t) - yialt) o

YZY(t)Z<y1(t)7yz(t),...,yn(t)>: y2,1.(t) y272.(t) yzﬂ?(t) e cQ

Uar(t) n2®) . yunl) cn
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Matice Y = Y(t) se nazyva fundamentdlni matice veseni systému (4.3). Z linearni nezavislosti
vektorovych funkci y1,¥ys2,...,¥Yn plyne, Ze sloupce fundamentalni matice Y jsou linearné
nezavislé pro kazdé t € J. To znamend, Ze matice Y(t) je regularni, det Y(¢t) # 0 pro kazdé
tel.

Obecné feseni rovnice (4.3) lze nyni zapsat ve tvaru

Symbolem ¢g ozna¢me n-tici konstant takovych, ze funkce x = x(t) = Y(t)co je feSenim
pocateéniho problému (4.3), (4.2). Z rovnosti £g9 = Y(tg)co pak plyne, Ze co = Y (tg) lxo.
Reseni pocatecni tlohy (4.3), (4.2) tedy miizeme psat ve tvaru

x(t) = Y(1)Y(to) tao.
Pro fundamentalni matici Y = Y(t) feSeni systému (4.3) zfejmé plati Y'(t) = A(t)Y(t).

Fundamentalni matici feSeni systému (4.1) tedy mtuzeme definovat jako reguldrni maticovou
funkci, ktera je rfeSenim maticové diferencialni rovnice

Y = A(t)Y. (4.5)

Véta 12. Necht maticovd funkce A = A(t) a vektorova funkce b = b(t) jsou spojité na
intervalu J C R. Pak obecné teSeni @ = x(t) vektorové rovnice (4.1) je souctem obecného
resent pridruzené homogenni rovnice (4.3) a néjakého partikularniho teSeni nehomogenni
rovnice (4.1),

x(t) = Y(t)c + 2(1),

kde Y (t) je fundamentdlni matice TeSeni rovnice (4.3) a &(t) je libovolné Teseni rovnice (4.1).
Reseni pocdtecniho problému (4.1), (4.2) je ddno vztahem

x(t) = Y(t)co + Z(t),
kde pro konstantni vektor co plati co =Y (to) ~*(zo — Z(t0)).
Dikaz: Funkce x(t) = Y(t)c + &(t) je FeSenim rovnice (4.1), nebot podle (4.5) plati
' =Yc+3 =AYc+Az+b=A(Yc+ ) +b.

Dale plati Y(to)CO + ZE(to) = Y(to)Y(to)_l (ZCO — ZE(to)) + ZE(to) = Xg. ]
4.1.2 Nalezeni partikularniho FeSeni nehomogenni rovnice (4.1) — metoda
variace konstant

Reseni rovnice (4.1) hledame ve tvaru & = &(t) = Y(t)c(t), kde ¢ = ¢(t) je néjaka vektorova
funkce. Pak s vyuzitim rovnosti (4.5) dostaneme

Z = Ye+Yd = AYe+ Y
& = AZ+b = AYec+ b
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Odtud
ABDY)et) + YY) (t) = A@R)Y(t)e(t) + b(t)
Y(t)(t) = b(t) (4.6)
dt) = Y(@)'bt)

kde n = ¢(tp) je konstantni vektor.

Obecné feseni rovnice (4.1) je tedy dano formuli
t t
z(t) = Y(t) 77+/Y(s)1b(s)ds = Y(t)n+/Y(t)Y(s)1b(s)ds.
to to

Aby toto TeSeni spliiovalo pocéateéni podminku (4.2), musi platit g = Y(to)n, tj. n =

Y (tg) lxo. ReSeni pocateéniho problému (4.1), (4.2) je tedy tvaru
t t

z(t) = Y(t) Y(t0)1x0+/Y(s)1b(s)ds = Y(t)Y(to)1x0+/v(t)v(s)1b(s)ds.

to to

4.1.3 Prevedeni systému linearnich diferencialnich rovnic na rovnici vys-
$iho radu

Uvazujme systém dvou rovnic

a(t)x+b(t)y+c(t),
a(t)z+pB()y+(t);

o funkcich a,b,c, a, 8,7 predpokladame, Ze jsou definovany na néjakém intervalu J a jsou
na ném diferencovatelné. V ptipadé, ze existuje to € J takové, ze b(ty) # 0, je funkce b na
néjakém podintervalu I intervalu J nenulova. Pro ¢ € I z prvni rovnice vyjadiime druhou
slozku

(4.7)

2
/
Y

1
y= (3:' —ax — c) (4.8)
a dosadime ji do druhé rovnice:
y’:ag:+%(x’—ax—c)—|—7. (4.9)

Prvni z rovnic (4.7) zderivujeme
2 =dx+ax' +Vy+by +,
za y dosadime (4.8) a za y’ dosadime (4.9). Dostaneme
/

x”:a’x—i-aac’—kg(ﬂc’—aac—c)+bowc+ﬁ(x’—ax—c)+b’y+c’:

/ ’ /
= <a+ﬁ+%>x'—(aﬁ—ba—{—%)x—kbw—kc’—cﬁ—%.
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Prvni slozka feSeni systému (4.7) je tedy na intervalu I feSenim rovnice druhého fadu

/ o /
:c”—<a+ﬁ+%>w'+(aﬁ—ba+w>x:by+d—cﬁ—%,

jeho druhé slozka je pak dana rovnosti (4.8).
V piipadé konstantnich funkei a, b, «, 5 a funkei ¢, 7 identicky rovnych nule (homogenniho
systému s konstantni matici), dostaneme rovnici

" — (a+ Bz’ + (aB — ba)z = 0. (4.10)

Povsimnéme si, ze charakteristicky polynom konstantni matice A = <Z b> je
a— A b 2 2
det o B =X —(a+B)A+af —ba =\ — (tr A)X + det A,
jeho koeficienty jsou tedy shodné s koeficienty na levé strané rovnice (4.10).

Analogicky 1ze postupovat u systému n rovnic.

4.2 Homogenni linearni systém s konstantni matici

Uvazujme vektorovou rovnici
z' = Ax. (4.11)

Konstantni maticova funkce A je definovdna na celé mnoziné R. To podle véty 9 znamena,
ze FeSeni rovnice (4.11) existuje, je definovano na intervalu J = (—o0,00) a pro libovolnou
pocatecni podminku (4.2) je feseni jediné.

4.2.1 Reseni pocate¢niho problému metodou postupnych aproximaci

Reseni rovnice (4.11) s pocate¢ni podminkou (4.2) budeme hledat jako limitu Picardovy
posloupnosti postupnych aproximaci. Cleny této posloupnosti jsou podle véty 1 rekurentné
dény formulemi

¢ ¢
Tp41(t) = xo + /Axk(s)ds =xo + A/a:k(s)ds.
to to
Obecny ¢len posloupnosti je

t —to)? t—to)k
xp(t) = <E+(t—t0)A+%A2+-”+%A’“> xo,

kde E oznacuje jednotkovou matici. Toto tvrzeni ovéfime tplnou indukci. Pro £ = 0 mame

t—1o)°
$0(7f) = (%A()) o = E$0 = X9
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a z platnosti formule pro k plyne

t

Trora(t) = a:o—i—A/ <E+ (5 — to)A+ (5—27,’50)2A2+---+ (‘S_ki,’fo)k/vﬁ ods =
to
t t t
=x0 + /ds Axg + /(s—to)ds Alxo+ -+ %/(s—to)kds Arzy =
to to .to
= (E + (t — to)A + l(t —19)%A% + l(t — o)A 4+ ;(t — to)"““A"““) xo.
2 3! (k+1)!

Pokud bychom A povazovali za konstantu a E za jednicku (tj. pron = 1), je vyraz v zavorce
k-tym Caste¢nym souctem Taylorovy fady funkce eA(*=%0) Regeni tlohy
' = Az, xz(ty) = xo

lze proto zapsat ve tvaru x(t) = eAlt=10) 2o Matice eAt%0) je dana nekoneénou fadou

o0 k;
Alt—to) _ N~ (= 10)" &
e 0) = kg T A",
20

Lze ukazat, Ze tato fada konverguje pro kazdé ¢t € R a tato konvergence je stejnomérna.

4.2.2 Obecné feSeni

Reseni rovnice (4.11) budeme hledat ve tvaru «(t) = £eM, kde € € R™ je konstantni vektor a
A je zatim neznamé c¢islo. Hodnota A musi splnovat rovnosti

x'(t) = ExeM, Ax = AgeM,
takze vzhledem k tomu, Ze e # 0, musi platit
A€ = \E.
To znamena, ze \ je vlastni hodnotou matice A a £ je prislusny vlastni vektor.
Nyni rozlisime tTi pripady:
(1) Jsou-li A1, g rtizné vlastni hodnoty matice A a &, &, jsou piislusné vlastni vektory,
pak £,eM?, €,eM2t jsou linedrné nezévisla Feseni rovnice (4.11).
Dikaz: Tvrzeni plyne z predchoziho vypoctu a faktu, ze vlastni vektory prislusné k riz-
nym vlastnim hodnotam jsou linearné nezavislé. O
(ii) Je-li A vlastni hodnota matice A, £ pfislusny vlastni vektor, pficemz A je k-nasobnym
kofenem charakteristického polynomu det(A — AE), pak funkce

At At At At At k—1 At
£ my €™ Fmyate™ M1 0€” F Mg ate” gl e
jsou pro vhodné vektory

M1,0:M1,15- s Me—1,00Mk—1,15 -+ s Mg—1,k—1
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FeSenim rovnice (4.11).

Dukaz ukazeme pro k = 2. V pripadé vyssi nadsobnosti kofene charakteristické rovnice
lze postupovat analogicky.
Necht A je dvojnasobny kofen charakteristického polynomu. Bud B = B(s) diferencova-
telna (a tedy spojitd) maticova funkce definovana na okoli nuly takova, ze B(0) = A, A
je pro kazdé s z definiéniho oboru funkce B jednoduchym kofenem charakteristického
polynomu matice B(s) a existuje jednoduchy kofen u(s) # A charakteristického poly-
nomu, pro néjz plati llir(l) wu(s) = A. (Matici A nepatrné porusime tak, aby se dvojnasobny
kofen rozdélil na dva rtzné jednoduché.)
Oznacme ¢, (s) (resp. €, (s)) vlastni vektor matice B(s) piislusny k vlastni hodnoté y(s)
(resp. A). Z diferencovatelnosti funkce B plyne podle véty o diferencovatelnosti impli-
citné zadané funkce (sr. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidlni pocet funkci vice proménnych.
MU, Brno 1999, 8.1) diferencovatelnost funkei ¢ u @€y, zejména tedy existence limit
lii% ¢\(s) = Caos ilg(l) Cu(s) =¢Co-
Rovnice ' = B(s)x mé podle pfedchozi tivahy feseni ¢, (s)e™ a Cu(s)e“(s)t a podle
principu superpozice 10 také feSeni

(a(s)eM = ¢, (s)er )
A — u(s) '

Ponévadz lin%) B(s) = A, plyne z véty 7 o spojité zavislosti FeSeni na parametrech, ze

S—r
rovnice (4.11) mé FeSeni

¢als)eM — ¢ (s)er ) CAls)eM — €, (s)eH ) — ¢, (s)tu' (s)e )t

1. — l‘ =
550 A —u(s) "y —p(s)
Cxr0 — €0 by’
= | —= 0)t ;
(P +<ulon)
pfi vypoctu limity bylo vyuzito de 'Hépitalovo pravidlo. Oznacime-li nyni
€0 — 60
Mo = W7 mi= Cu(0)7

dostaneme tvrzeni. O

Ma4-li rovnice (4.11) komplexni feseni x(t) = a(t)+i3(t), kde a a B jsou redlné vektorové
funkce, a Teseni x je linearné nezavislé na libovolném nenulovém realném feseni této
rovnice, pak a a 3 jsou linedrné nezavislymi redlnymi feSenimi rovnice (4.11).

Dukaz: Plati
o/ (t) +iB'(t) = (a(t) +i1B8(1)) = A(a(t) +iB(t)) = Aa(t) +iAB(1).

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti této rovnosti dostaneme, 7Ze funkce o a (3
jsou FeSenimi rovnice (4.11).

Kdyby vektorové funkce av a 3 byly linedrné zavislé, tj. a« = ¢3, pak by a +i8 =
(c+1)3 a feseni a + 183 by bylo nasobkem realného nenulového feseni 3. To by byl spor
s predpokladem tvrzeni. O
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4.3 Linearni diferencialni rovnice vyssiho radu

Jedné se o rovnici tvaru

2™ +a, 1 ()2 + a0 ()2 4t ar () +ao()x = f),  (4.12)
kde funkce a,_1,a,_2,...,a1,aq, f jsou definované na néjakém intervalu J C R.
Je-li f(t) =0, rovnice se nazyva homogenni, v opaéném piipadé nehomogenni.
Rovnice
2 4 a1 (2" + an o ()2 4+ ar ()2 Fag(t)z = 0 (4.13)

se nazyva pridruzend homogenni rovnice k rovnici (4.12).
Spolu s rovnici (4.12) uvazujeme pocéatecni podminky

x(to) = Xo, xl(to) =01, ---, x(nfl)(to) =Zon-1- (4.14)

Podle tvrzeni 1 je rovnice (4.12) ekvivalentni s vektorovou rovnici (se systémem rovnic)

'1"1 == 332,
56/2 = I3,
x;t—l = Tn,
v = —an1()rn — an_o(t)Tn_1 — - — a1(t)xe — ap(t)z1 + f(1),
tj.
1\ 0 1 0 0 T 0
i) 0 0 1 0 i) 0
r3 | = : : : . : z3 4| O (4.15)
: 0 0 0 1 : :
Tn—1 —a()(t) —al(t) —ag(t) e —an_l(t) Tpn—1 f(t)

Pocéateéni podminky k vektorové rovnici (4.15) jsou tvaru

z1(to) = xo, x2(to) = wo,1, w3(to) = Z0,2, ---, Tn(to) = Ton—1-
7 tohoto faktu a z vét 9, 10 a 11 plynou nasledujici tii tvrzeni:

Véta 13 (o existenci a jednozna¢nosti feSeni). Jsou-li vSechny funkce ag,ay,...,an—1, f spo-
Jit€ na intervalu J C R a ty € J, pak md pocdtecni problém (4.12), (4.14) prdavé jedno tesent,
které existuje na celém intervalu J.

v

Véta 14 (princip superpozice). Jsou-li x = x(t), y = y(t) resenim homogenni linedrni rovnice
(4.13) a c1, ca jsou libovolné konstanty, pak také z = z(t) = c1z(t) + cay(t) je TeSenim této
rovnice.

Véta 15. Jsou-li vsechny funkce ag,a1,...,an_1 spojité na intervalu J C R, pak mnoZina
véech teseni rovnice (4.13) tvori n-rozmérny vektorovy prostor.
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Definice 11. Baze y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) vektorového prostoru vsech FeSeni
rovnice (4.13) se nazyva fundamentdini systém teseni rovnice (4.13).

Z ekvivalence linearni rovnice n-tého fadu (4.12) a linearniho n-rozmérného systému (4.15)

plyne, ze funkce y; = y1(t),y2 = ya(t),...,yn = yn(t) tvorl fundamentdlni systém FeSeni
rovnice (4.13) pravé tehdy, kdyz maticova funkce
yi(t) ya(t) - yn(t)
yi(t) ya(t) o (D)
Y=Y(t) = : : . )
~1 -1 -1
O OI A ORI AN

je fundamentélni matici feSeni homogenniho systému pfidruzeného k systému (4.15). To na-
stava pravé tehdy, kdyz kazda z funkci y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) je FeSenim
homogenni rovnice (4.13) a sloupce matice Y(t) jsou linedrné nezavislé v néjakém, a v di-
sledku toho (podle Lemma 1 z 4.1.1) v kazdém, ¢ € J.

Definice 12. Budte @1, ¢9,..., o, funkce jedné redlné proménné. Funkce W definovana
vztahem
p1(t) pat) o om(t)

St b))
W =W(t)=W(t;p1,02,. ., pm) = det : : . :
el () W e () I 1 ()

se nazyva wronskidn funkci p1, v, ..., Pm.

Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni a charakterizuji feSeni homogenni rovnice (4.13):

e Funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t), ..., yn = yn(t) tvori fundamentdlni systém feSeni rovnice
(4.13) na intervalu J.

e Kazda z funkci y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) je feSenim rovnice (4.13) a pro
jejich wronskian plati W (t) = W (t;y1,92,...,yn) # 0 v néjakém ¢ € J.

e Obecné Feseni rovnice (4.13) je tvaru
z(t) = cryi(t) + coya(t) + -+ - + cayn(?),
kde c1,co,. .., c, jsou konstanty.

Necht funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,Yn = yn(t) tvori fundamentalni systém FeSeni
rovnice (4.13). Pfi oznaceni

y1(t) c1
y=yt) = yQ.(t) ., c= -
yn(t) Cn

1ze obecné feseni homogenni rovnice (4.13) zapsat ve tvaru
v = () = y(t)e

Z véty 12, ekvivalence rovnice (4.12) a systému (4.15) plyne nésledujici tvrzeni.
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Véta 16. Necht funkce ay,as,...,an_1, [ jsou spojité na intervalu J. Pak obecné teseni
linedrni rovnice n-tého vadu (4.12) je tvaru

z(t) = c1yr (t) + coya(t) + -+ - + cayn(t) + 2(t) = y(t) e + (1),
kde & je libovolné partikularni teseni rovnice (4.12), y1,y2,...,yn je fundamentdalni systém
resend pridruzené homogenni rovnice (4.13) a c1,ca, ..., ¢, jsou konstanty.
4.3.1 Nalezeni fundamentalniho systému FeSeni rovnice druhého radu v pii-
padé, Ze jedno reSeni je znamé

Uvazujme rovnici
"+ P(t)' + Q(t)x =0

a predpokladejme, ze zndme jedno jeji nekonstantni feseni y; = yi(t). Zavedeme substituci
z(t) = y1(t)y(?).
Pak o' = y1y +y1y/s " = yi'y + 201y + yry”, tedy
vy + 291y +y1y” + Pyry + Py’ + Quuy =
ny” + (28 + Py)y' + (v + Pyr +Qui)y =

y/
y' + <P+2—1> y =0,
Y1

coZ je rovnice typu 2.10 pro neznamou funkci y = y(¢). Polozime z(t) = 3/ (t). Pak

(o128,

Pro feseni této rovnice se separovanymi proménnymi plati

/

2(t) = z(to) — / <P(s) T 2y1(8)> ds = z(to) —In (11(£))” +1In (11 (t0))” — / P(s)ds,

y1(s)

to

takze

z(t) = const -

Volbou const = 1 a integraci dostaneme

! 1 —tf P(o)do
w0 = [ G s

to

a tedy druhé feseni dané rovnice je

! 1 — [ P(o)do
ya(t) = yl(t)/ e to ds
to
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Ponévadz plati

t — fs P(o)do
Y1 (t) Y1 (t) f (yl(ls))2 e ‘o ds _ j P(s)ds
Wt y1,y2) = o ; =e ' > 0,
, , t ) — [ P(o)do L [ P(s)ds
v () yl(t)tf O i ds + TGN £
0

jsou funkce y1, yo linedarné nezavislé a tedy tvori fundamentalni systém reseni dané rovnice.

4.3.2 Metoda variace konstant

Necht y1,y2, - .., yn tvori fundamentalni systém Feseni homogenni rovnice (4.13). Partikularni
feSeni & = Z(t) nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru

kde ¢ = c(t) je néjaka vektorova funkce. Z ekvivalence rovnice (4.12) se systémem (4.15)
a z rovnosti (4.6) v metodé variace konstant 4.1.2 pro systémy linedrnich rovnic plyne, Ze
derivace vektorové funkce ¢ = ¢(t) spliuje soustavu linedrnich (algebraickych) rovnic

U0+ O+ 4y e = o,

L O R (R O LA (O}
Determinant této soustavy je wronskidanem fundamentalniho systému feSeni y1,yo,...,yn @
proto je nenulovy. Soustava mé tedy jediné feSeni ¢, c), ..., . Integraci jeho slozek dosta-
neme hledané funkce funkce ¢; = ¢1(t), co = ea(t), ..., cn = cn(t).

4.3.3 Homogenni linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

2™ 4 a, 120D 4 a, 0z 4y aa + apx = 0. (4.16)

Redeni hledame ve tvaru z(t) = eM. Pak 2/(t) = AeM, 2”(t) = A2eM, ..., 2 (t) = A"eM a
tedy
NN 4 a AV o, oA 2eM ke + ape = 0.

Ponévadz e # 0 pro vechna t € R, mtizeme rovnici touto funkei vykratit. Dostaneme
A+ an,l)\nfl =+ an,g)\"fz “+ -4 al)\ +ag = 0. (417)

Rovnice (4.17) se nazyva charakteristickd rovnice linearni diferencialni rovnice (4.16)
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Specialni pripad n = 2

Resime rovnici druhého fadu
2" —ar' +b=0, (4.18)

kde a, b jsou redlné parametry. Charakteristickd rovnice této diferencialni rovnice

M —aA+b=0 (4.19)
ma koreny
1 1 a?
— —(a+va2—4 ) — oL -
A1,2 5 (a a b 2a 1 b

Rozlisime t¥i moznosti:
(i) a® > 4b
V tomto ptipadé ma charakteristicka rovnice (4.19) dva reélné rizné kofeny Aj, A2. Funkce

At

y1 = y1(t) =Mt yo = yo(t) =

jsou Fesenim diferencialni rovnice (4.18). Wronskian téchto funkei je

eMt ezt

AleAlt )\Qe)‘2t = ()‘2 — Al)e()‘lJr)\z)t 7& 0.

W(t;y1,y2) =

To znamend, ze funkce yi, y2 tvori fundamentéalni systém FeSeni rovnice (4.18).
(ii) a® < 4b
2
a
Ozna¢me ¢ =1/b — 7 pak ¢ > 0. Charakteristickd rovnice (4.19) ma komplexné sdruzené
kofeny Ao = %a + ip. Komplexni funkce

21 =2z(t) = elzatie) — e%“t(cos pt+isingt), 2o = 29(t) = elza-iv) — e%“t(cos ot —isinpt)

jsou fesenim diferencialni rovnice (4.18). Podle principu superpozice (véty 10) jsou také realné
funkce

i

y1 =u1(t) = 5 (21 (t) + 22(t)) = 2% cospt, yo = ya(t) = 5(22@) —z(t) = e2% sin t

N | —

fesenim této diferencidlni rovnice. Jejich derivace jsou

1 1
yi(t) = <§a cos ¢t — psin g0t> e%at, yo(t) = <§a sin ¢t 4 ¢ cos gpt) e%at,

takZe pro jejich wronskian plati

cos @t sin pt
%a cos pt — wsin @t %a sin ¢t + @ cos pt

at __

W (t;y1,y2) =

1 1
= (@(COS wt)? + 3¢ sin ¢t cos pt — 24 sin @t cos pt + p(sin got)2> e = pe £ 0.
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Funkce y1, y2 jsou linearné nezavislé, tvori tedy fundamentalni systém feseni a obecné feseni

rovnice (4.18) je

2(t) = (c1 cos ot + co sin pt)e 2,

kde c1, co jsou konstanty. Pokud je feSeni netrivialni, je alespon jedna z nich nenulova a plati

2 2
C1 Cc2 C1 Cc2
-1<—= <1, -1<——= <1, | t| =5—| =1L
\/c%—i—c% \/c%—kc% (\/0%4—0%) (\/0%4—0%)
a proto existuje ¢islo ¢ takové, ze
C1 Co
\/c%—kc%’ \/c%—kc%.

Ozna¢me nyni b = /c? + c3. Obecné feseni rovnice (4.18) prepiseme do tvaru

sin) = cos Y =

z(t) =y/c2 + c3 Lcoswt—i— Lsimpt ez =
VeE + Vet + a3
= be%“t(sini/) cos @t + cos P sin pt) = bez ! sin(pt + ).

Poznamenejme, ze v tomto tvaru feSeni je zahrnuto i feseni triviadlni x = 0.
(iii) a® = 4b
V tomto piipadé je diferencialni rovnice tvaru
2

2" —azr’ + azx =0 (4.20)

a jeji charakteristickd rovnice ma jeden dvojnasobny kofen \ = %a. Jedno feseni diferencialni

rovnice (4.20) je tedy funkce

y1 = y1(t) = e29t,

Spolu s rovnici (4.20) uvazujme pomocnou rovnici

a1
2" — (a+e)a + <Z + 5a5> x=0. (4.21)

Jeji charakteristicka rovnice

AQ—(a+s),\+a£+%€:(A—9> (A-5-¢)=0

mé dva redlné rizné kofeny \ = %a, W= %a + ¢. Pomocnd rovnice (4.21) mé tedy podle
vysledku (i) fundamentélni systém Feseni

1= 1(t) = e3%, gy = yo(t) = elz0H9)0,

Podle principu superpozice mé linearni rovnice (4.21) také feseni

Ye = ye(t) = 1 <6(%a+6)t — e%at) .
e
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Ponévadz levé strana strana rovnice (4.20) je limitou levé strany pomocné rovnice (4.21) pro
e — 0, lze o¢ekavat, ze také funkce y. bude v limité ¢ — 0 feSenim puvodni rovnice (4.20).
S vyuzitim de ’'Hopitalova pravidla dostaneme

e(%a+€)t — e%at te(%a+€)t Lot

() = Mmoo

Ovéfime, ze funkce yo = ya(t) = teaat je skutecné fesenim rovnice (4.20). Plati
2
b0 = (L+ o)k, o = (at Ge) i,

takze

2 2 2 2
YU (1) — ayhy(t) + %w(t) - <a + %t —a-— %t + %t) e3at = (

a funkce ys je feSenim rovnice (4.20). Wronskidn funkei y1, yo je

1 1
e§at te§at

W (t; y1,
(91, 32) = laez® (14 Lat)ez®

:e“t<1+gt—gt>:e“t7§0.

Funkce y1, y2 jsou linedrné nezavisla feseni rovnice (4.20), tvofi tedy jeji fundamentélni systém
feseni. |
Rovnice obecného fadu
Reseni rovnice (4.16) fadu n je ptimym zobecnénim ptedchoziho specialniho piipadu.
Lemma 4. Pokud )\ je k-ndsobny koren charakteristické rovnice, pak funkce

z1(t) = M, ao(t) = teM, x3(t) = 2N, .., xp(t) = tFleM

jsou teSent rovnice (4.16).

Dikaz: Oznacme a, = 1 a P(\) = zn: a;\' pravou stranu charakteristické rovnice (4.17).
Ponévadz A je k-nasobny koren charal:gristické rovnice, plati
al
S PN =0 proi=012.. k-1 (4.22)
Funkee x; = x;(t) = t'~teM, 1 = 1,2,..., k vyjadiime ve tvaru
z(t) = %e)‘t,

dosadime je do pravé strany rovnice (4.16) a upravime s vyuzitim Leibnizovy formule pro
vys$i derivace soucinu funkci. Dostaneme

n i gl—1 M oi—1 At o1 o\
ZW Z ET ) U U 12 o0 T N 2%“"“ -
a1 [, . -1, 21— 1\ §'P(N) 9l 1-ieM
- axl—l( Z“”) N1 <e P(A)) _§< i > on on i 0

podle (4.22). Funkce x; tedy spliuji rovnici (4.16). O
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Lemma 5. Necht \1, o, ..., \ jsou vSechny navzdjem rizné koveny charakteristické rovnice
(4.17), pricemz koten \; je ki-ndsobny, i = 1,2,...,1, k1 + ko + -+ + ky = n. Pak funkce

y1(t) = e>‘1t, ya(t) = te)‘lt, ys(t) = t26>\1t, cey Uiy (B) = tkl_le)‘lt,

yk1+1(t) = e>‘2t7 yk1+2(t) = te)\2t7 yk‘1+3(t) = t2e)\2t7 s Ykitko (t) = th et

g ey

Yk ko btk 41(0) = €N Yy ko gy 2 (8) = 0N Yk gk, () = 7N
yn(t) = th-TeNt
tvort fundamentdlni systém teseni rovnice (4.16).
Dikaz: Kazda z funkei y1,y2,...,y, je feSenim rovnice (4.16) podle lemma 4. Staci tedy

dokazat jejich linedrni nezévislost, tj. ukazat, ze jejich wronskian

y1(t) va(t) o ya(t)
Y1 (1) ywr!(t) o yal(t)
W(t;y1, 92, Yn) = : : :
Tl (O I Sl () BNOPRE Y e ()

je nenulovy pro vSechna ¢ € R. Pfipustme, Ze existuje tg € R, ze W (to; y1, Y2, - --,Yyn) = 0. Pak
podle Lemma 2 v 4.1.1 je W (t;y1,y2,...,yn) = 0 pro vSechna t € R. Wronskidn ma linedrné
zavislé radky a tedy existuji konstanty cg,c1,...,c,_1, mezi nimiz je alespon jedna nenulova,
takové ze

-1
coyj + c1y§' +- Cn—1y§n =0

pro vSechna j =1,2,...,n.
Pro A € R a n-krat diferencovatelnou funkei # nyni polozime

Q()‘) =co+ A+ CQ}\2 4+ 4 Cn—l)\nil,

M (z(t)) = cox(t) + c1a’(t) + coa” (t) + -+ + 12D (2).
Pak ¢ je polynom stupné nejvyse n — 1. Pro funkci M a pro libovolné k € {1,2,..., k1 } plati

% or— 1 )\
0= 1 K ! =
antly Z ot oa1C
A=)\
or— 1 n—l a 8/@71 n—1 ) 8/@71
)\t — 1)\1 At At ()\) _
~ o1 L g A1 a1 1
= A= i=0 A=A1 A=M
k—1 ; ; k—1
k—1 ot 5 anflfz i 5t or— 1—2
( i >am a1 te oY)
i=0 A=)\ =0 A=\
Zejména pro t = 0 dostavame
8/@71
0= ——q(\) :
oAt A=A




4.3. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE VYSSIHO RADU 57

To znamend, ze \; je kofenem (k — 1)-té derivace polynomu ¢ pro kazdé x € {1,2,... ki },
tedy A1 je k1-nasobnym kofenem polynomu gq.

Analogicky ukézeme, ze \; je k;-nasobnym kofenem polynomu ¢ pro véechna i =1,2,... 1.
Polynom ¢ tedy musi byt stupné alespon ki + ko + -+ + k; = n a to je spor. O

Lemma 5 umoziiuje zkonstruovat fundamentalni systém feSeni linedrni rovnice (4.16).
Mezi jeho prvky vsak mohou byt i komplexni funkce, nebot polynom na levé strané charakte-
ristické rovnice (4.17) mtize mit komplexné sdruzené kotfeny. PopiSeme, jak komplexni funkce
z fundamentalniho systému nahradime linedrné nezavislymi redlnymi funkcemi.

Necht A\, = a+1if je k-nésobny komplexni kofen charakteristické rovnice (4.17). Pak také
komplexné sdruzené &slo A\, = a — if8 je k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice a ve
fundamentalnim systému reseni z Lemma 2 jsou funkce

tiglotiB)t — tJe™ (cos Bt + isin Bt), tela=iA)t — /e (cos Bt — isin Bt).
Bez jmy na obecnosti mtizeme funkce z fundamentéalniho systému precislovat tak, ze
y1(t) = t7e™(cos Bt + isin Bt), ya(t) = t/e™(cos Bt — isin Bt).

Lemma 6. Necht y1,vy2,Y3,-..,Yn je fundamentdlni systém reseni rovnice (4.16) popsany
predchozi konstrukci. PoloZme

— _1 _ 4jaat _ _i _jaat s
21 =2z(t) = 5 (yl(t) + yQ(t)) = t7e*" cos fit, 29 = 23(t) = 5 (yQ(t) — yl(t)) = t/e* sin St.

Pak funkce z1,z2,ys, ..., Yyn tvori fundamentdini systém teSeni rovnice (4.16).

Dikaz: Funkce 21, z2 jsou FeSenim rovnice (4.16) podle véty 10 (principu superpozice). Uka-

zeme, ze funkce 21, 29,3, ..., Y, jsou linearné nezavislé.
Polozme
-l oo 0
$ i3 00 0
c—=|0 0 10 0 ’
0 0 01 0
0 0 00 1
y1(t) ya(t) ys(t) Yn(t)
y1(t) Y5 (t) ys(t) Yn(t)
W(t) = . . . .
-1 -1 1 1
O O N S O 0
Pak
_ |2 _
2 2
a pro wronskian funkei z1, z0,y3, ..., y, plati

W (t; z1, 22,93, .-, yn) = det(W(t)C) = det W(t) det C = %W(t;yl,yg, ceyYn) 0.
U

7 lemmat 4-6 plyne nasledujici zaver:
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Véta 17. Kazdému redlnému k-ndsobnému kotenu A charakteristické rovnice (4.17) odpovidd
k resent
MM 2Nl

)

diferencidlni rovnice (4.16) a kaZdé dvojici j-ndsobnych neredlnyjch koteni o £ i charakte-
ristick€ rovnice (4.17) odpovida 2j redlnych tesent

e cos Bt, te™ cos fBt, t2e™ cos B, ..., Ve cos ft,

e sin Bt, te*sin Bt, t2esinft, ..., V7 1e sin Bt

diferencialni rovnice (4.16). MnoZina TeSeni odpovidajici vsem kotenim charakteristické rov-
nice (4.17) tvort fundamentdlni systém teseni homogenni linearni diferencidlni rovnice n-tého
fddu s konstantnimi koeficienty (4.16).

4.3.4 Partikularni feseni nehomogenni linearni rovnice s konstantnimi ko-
eficienty a se specialni pravou stranou

Partikularni feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty
2™ 4+ a, 12D 4a, 2™ 4 g + apr = f(t). (4.23)

lze najit metodou variace konstant 4.3.2. V nékterych p¥ipadech vsak lze tuto metodu nahradit
jednodussi metodou neurcitych koeficienti:

e f(t) = P,(t), kde P, je polynom stupné m.
Je-li nula k-nésobnym kofenem charakteristické rovnice (samoziejmé p¥ipoustime i k =
0), lze partikuldrni feseni hledat ve tvaru Z(t) = t*Q,,(t), kde @,, je polynom stejného
stupné jako P,,.

o f(t)=ePy,(t).
Substituce z(t) = e*'y(t) prevede rovnici na linedrni rovnici n-tého ¥adu s pravou stra-
nou P, (predchozi piipad).

e f(t) = cos(at)P,,(t) nebo f(t) = sin(at) Py, (t).

Najdeme partikularni feseni rovnice
2™ 4+ a, 12D 4 q, 0™ 4 g + agT = eiath(t).

Jeho realna ¢ast je partikularnim feSenim uvazované rovnice v prvnim pripadé, imagi-
narni ¢ast ve druhém.

o f(t) =g(t) + h(t).

Partikularni feseni je souctem partikularnich feseni rovnic

2™ tap_ 13" Vv fagr = g(t) a W 4an_12" V4 a7’ +agz = h(t).
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4.4 Eulerova a Riccatiho diferencialni rovnice
4.4.1 FEulerova rovnice

"™ 4 a, 1" a, ot 22 o b agta! + apr = f(t)

Zavedeme substituci t = €7, tj. 7 = Int. Pak

, dz dz dr 1dx

g A (ld) _ 1de 1d%wdr 1 (&% de
- dt\tdr/)  #2dr  tdrzdt 2 \dr? dr
o A (L[ W)Y 2 () 1 @
o de \#2 \dr?2  dr 3 \dr?2 dr 2 \dr3  dr2) dt
1 [(d%x d’z dz
= < |=—=—-3-——=+2+—
t3 <d7’3 dr? * dT)
Dosadime-li do dané rovnice, vypadnou faktory t, t2, ..., t", takze dostaneme rovnici s kon-

stantnimi koeficienty.

4.4.2 Riccatiho rovnice
v = P(t)2* + Q(t)x + R(t)

/
t
Zavedeme substituci z(t) = — y'(t)

Dk P(t)y(t)
a.
2
oo Py - Py+Py)y oy Py Y
P2y2 Py sz Py2
a tedy
" /o] /2 /2 /
Ly Py oy Pyt Qu g
Py Py Py? P2y Py
/! /
Yy 1 P /
L= ~-R = 0
Py * Py (P " Q) Y

Pl
y' - <?+Q>y’+PRy =0,

coz je linearni homogenni rovnice druhého radu.
Prikladem na uziti Riccatiho rovnice je model udrzitelného rybolovu 6.7.
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4.5 Cviceni

Reét% rovinice
d d
)d—t:2”+df—o 2) 2" +tx' =0 3) ta — 22" =0

Ukazte, ze x = u(t) je FeSenim dané rovnice a rovnici vyfeste.
x
4) u=1% t22" — 22 =0 5) u =/t x”—i—E:O(t>0)
Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)

6) 2" +2r=0 7) 2 + 62’ + 52 =0
8) 2" + 62 +92 =0 9) 2’ — 22 +42 =0
10) 2" — 2 =0; 2(0) = 1, 2/(0) = —2 11) 2" + 4z = 0; z(0) = 0, 2/(0) = 2
12) 2" + 2/ =t 13) 2" + x = sint
14) 2" —xz =¢€' 15) 2" — 32’ — 102 = —3
16) 2" — 2’ = sint 17) 2" — 32’/ = &3 — 12t
18) 2" + x = cotgt 19) 2" — 8z’ =¥
20) 2" + 22" =12 — ¢! 21) t22" —ta' +x =t
22) 122" — ta' + 2z = (Int)? 23) 32/ — t4a? — 22 =2

Reste systémy rovnic
24) o' =-2z+y 25) x’——x——y—|— el

Yy =3x —4y y = 3x+y—t

26) 2/ + 3z + 2y =5sint 27) 42’ +9y + 2z +3ly =€
Yy —2x + Ty = 8cost 3+ 7y +x+24y =3
Vysledky:
1) z2=Cet+Cy2) 2 =0C fe*t2/2dt+02 3) z=Cit* + Oyt +C3 4) z = % + Oyt?
5) x =Vt(C1In|t| +C2) 6) 2 = C1 + Coe 2 7) 2 = Cre ! + Cre™ 8) x = (O] + C'Qt)e;?’t

e~ —ef t
9) z = e'(C} cosv/3 1+ Cysiny/31) 10) z = % 112 =sin2t 12) 2 = C1 +Che t +— —1t

2
tcost tet

13) x = Cycost+ Cysint — cos 14)x:01et+6’2e*t+% 15)x=C1e5t+Czef2t+%

t —sint tedt 4 4t
16) v = Oy + Chet + 1 207 2sm 17) o= Oy + Coe¥t + 242 + = 21 il

1 t t
18)x:Clcost—l—Cgsint—sintln‘L(zs 19).%':01+<CQ+§>68t
sin
B 2t €
20).7]—01—’—0287215—’—6—14-1—521)1’—t(Alnt+B+ (lnt)2)
2Ct -1 2
. 2 _ _

24) 2 = Ae ! + Be 5 y = Ae™! — 3Be™?!

25) = Ae!/3 + Be™t/3 — 6t,y = —2Ae!/? — Be 7!/ 4 9t + lel +9

26) v = Ae ' 4 Bte + 338 365 g sint — ggg cost,y = 2‘42 B _5t + Bte™® + 14§ sint + 2;2 cost
27) v =e *(Acost + Bsmt) Sel — 9 y—eH((B—A)cost — (B+ A)sint) — Fe' + 3



Kapitola 5

Autonomni systémy

Budeme uvazovat systém rovnic

2 = f@), (5.1)

kde f = (f1, f2,---, fn) : @ = R™ Q C R" je mnozina s neprazdnym vnitikem a bez izo-
lovanych bodu. Systém (5.1) se nazyva autonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic,
defini¢ni obor pravych stran 2 se nazyva fazovy (nebo stavovy) prostor. V celé kapitole budeme
predpokladat, ze f je spojitd funkce takova, Ze poc¢ateéni problém (5.1) s podminkou

x(to) = o (5.2)
mé jediné feSeni pro kazdé to € R, 2% € Q.

Véta 18. Je-lix = x(t) reSenim ulohy (5.1), (5.2), pak pro kazdé T € R jey = y(t) = x(t+71)
resenim rovnice (5.1) s pocatecni podminkou y(tg — 1) = xg. Je-li © definovdno na intervalu
(S,T), jey definovino na intervalu (S —7,T — 7).

Diikaz: y'(t) = %x(t +7)=f(z(t+71)) = f(y(t)). O

Tato véta ukazuje, ze autonomni systémy popisuji déje invariantni vzhledem k posunuti
v Case. Bez ijmy na obecnosti se tedy u autonomnich systémt mtizeme omezit na pocatecnimi
problémy s pocatecni podminkou

2(0) = x€ . (5.3)

5.1 Fazovy prostor, trajektorie, stacionarni body

Uplné fefeni = = x(¢) problému (5.1), (5.3) definované na intervalu (S,7T'), (pfitom plati
—00 < 5 < T < 0) lze interpretovat budto jako graf zobrazeni x : (S,T) — 2, nebo jako
orientovanou kiivku C' = {x(t) : S <t < T} ve fazovém prostoru 2 zadanou parametricky.
Tuto kiivku nazveme trajektorii reseni .

Ktivku CT = {x(t) : t > 0}, resp. C~ = {z(t) : t < 0}, nazveme pozitivni, resp. negationi,
polotrajektorii systému 5.1.
Priklad: Linearni systém

r=-y, Y=z

61
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ma feSeni z(t) = rcos(t + ), y(t) = rsin(t + ¢), kde

—\/z cosy = 20 siny = v
PEVEOP RVOF, et = o Y T e R 07

Ponévadz x(t)? + y(t)? = r2, jsou trajektorie feseni kruznice se stiedem v poéatku. [ |

Véta 19. Jsou-li x = x(t), y = y(t) reseni systému (5.1), pak jejich trajektorie budto
splyvaji, nebo nemaji Zadny spolecny bod.

Diikaz: Necht x(t1) = y(t2) pro né&jaka t1,to > 0. Podle véty 18 je z = z(t) = x(t + (t1 — t2))
feSenim rovnice (5.1) s poc¢ateéni podminkou z(t2) = x(t1). Trajektorie feseni z a & zfejmé
splyvaji. Soucasné ale z je feSenim rovnice (5.1) s pocateéni podminkou z(t2) = y(t2) a
z predpokladané jednoznacné fesitelnosti problému (5.1) s libovolnou poéateéni podminkou
plyne z = y. O

Dale budeme piedpokladat, Ze uplné feseni Cauchyova problému (5.1), (5.3) je pro kazdou
pocéatecni hodnotu xg € Q definovano na intervalu (—oo, 00).

Definice 13. Bod x* € Q se nazyva staciondrni bod (rovnovdiny bod, ekvilibrium, kriticky
bod, singuldrni bod, degenerovand trajektorie) rovnice (5.1), jestlize f(x*) = 0.
Trajektorie rovnice (5.1) se nazyva cyklus, je-li uzavienou kiivkou.
Trajektorie {«(t) : t € R} rovnice (5.1) se nazyva homoklinickd, jestlize existuje stacionarni
bod x* € Q takovy, ze lim x(t) = lm x(t) = x*.

t—o00 t——00
Trajektorie {x(t) : ¢t € R} rovnice (5.1) se nazyva heteroklinickd, jestlize existuji stacionarni
body 3 € Q, 3 € Q takové, zZe x] # =3, tlgglo xz(t) ==7 a tii{noox(t) =x3.

Véta 20. Libovolnd trajektorie feseni autonomniho systému (5.1) je pravé jednoho z typi:
— staciondrni bod (odpovidd konstantnimu tesSenim);
— cyklus (odpovida nekonstantnimu periodickému fesent);
— trajektorie, kterd sama sebe meprotind.

Dikaz plyne z véty 19. U

5.1.1 Autonomni rovnice (autonomni systém na piimce)

Rovnice (5.1) pro n = 1, tj. rovnice
7 = f(x) (5.4)
je specialnim pripadem rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 2.3 lze tedy najit jeji
feseni pfinejmensim v implicitnim tvaru. Casto oviem rozbor stavového prostoru dé nazornéjsi
predstavu o pribéhu jejiho feseni.
Stavovym prostorem € autonomni rovnice (5.4) je interval nebo sjednoceni intervalii.
Trajektorie miize byt

e Primka, pokud je stavovym prostorem celd mnozina R a funkce f je stale kladna nebo
stale zaporna.

e Poloptimka bez krajniho bodu, pokud existuje ¢islo a € R takové, Ze f(a) = 0 nebo
a ¢ € nastava nékterd z (nevylucujicich se) moznosti

(—00,a) CQ, f(z) #0prox <a, nebo (a,00) <K, f(z)#0proz > a.
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e Vnitfek tsecky, pokud existuji ¢isla a, b € R takova, ze (a,b) C Q, f(x) # 0 prox € (a,b)
a

f(a) =0nebo a & Q asoucasné f(b) =0 nebobd ¢ Q.
V piipadé a € 2, b € Q) se jedna o heteroklinickou trajektorii.

e Stacionarni bod z* € Q, pokud f(z*) = 0.

Je-li trajektorii pfimka nebo vnitfek polopfimky nebo tsecky, pak je trajektorie orientovana
souhlasné s orientaci osy z, pokud f(x) > 0 ve vSech bodech této pfimky nebo vnitiku po-
lopfimky nebo tsecky. Takovym trajektoriim odpovidaji rostouci feseni rovnice (5.4). Pokud
je zde f(z) < 0, pak je trajektorie orientovana proti orientaci osy z.

Necht z* je staciondrnim bodem rovnice (5.4) takovym, Ze existuje jeho pravé ryzi okoli
(x*, 2" +¢) C Q tak, ze f(x) # 0 pro x € (z*,2* 4 ¢). Trajektorie odpovidajici FeSeni rovnice
(5.4) s pocateéni podminkou x(0) = z¢ € (z*,2* + €) sméfuji ke staciondrnimu, resp. od
stacionarniho, bodu z*, pokud f(x) < 0, resp. f(x) > 0, na intervalu (z*, 2* 4+ ¢). Analogicky
miizeme vysSettit smér trajektorii nalevo od stacionédrniho bodu.

Necht nyni z* je vnitfni staciondrni bod rovnice (5.4), tj. z* € Q a f(z*) = 0. Pokud
je f'(z*) # 0, pak je tento stacionarni bod izolovany, tj. existuje jeho ryzi okoli, v némz
f(z) # 0. Je-li pfitom f'(x*) > 0, resp. f'(z*) < 0, pak vSechny trajektorie zaéinajici v okoli
bodu x* sméruji od stacionarniho, resp. ke stacionarnimu, bodu x*.

5.1.2 Dalsi vlastnosti autonomnich systémi

Definice 14. Nechf x* je stacionarni bod autonomniho systému (5.1). Polozme

Of1, o Of1, 4 Of1, «

6—351($ ) 8—902(56 ) e a—xn(a” )

8f2 afz 8f2

(") =) - S -(z%)
Df(a*) = 0x1 Oxo oz,

Ofn, wn Ofn, Ofn,

8—:::1(96 ) 6—332(56 ) e a—xn(ﬂﬂ )

Rekneme, 7e stacionarni bod x* je hyperbolicky, pokud kazdé vlastni ¢islo matice Df(x*)
ma nenulovou redlnou ¢ast. Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice D f(x*) kladnou redlnou ¢éast,
fekneme, Ze hyperbolicky stacionarni * bod je zdroj (source); maji-li vSechna vlastni ¢isla
matice D f(x*) zapornou realnou ¢ast, fekneme, ze hyperbolicky staciondrni bod x* je stok
(sink).

Homogenni linearni systém s konstantni matici
' =Df(z")x
se nazyva linearizace systému (5.1) ve staciondrnim bodé x*.

Matice D f(x*) je vlastné Jacobiho matici zobrazeni f v bodé x*, proto se nékdy pouziva
oznaceni D f(x*) = J(x*). Tato matice se nékdy také nazyva variacni matice systému (5.1)
a linearizace tohoto systému se nazyva variacni rovnice systému (5.1).
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Definice 15. Neprazdna podmnozina A fazového prostoru 2 systému (5.1) se nazyva

pozitivné invariantni (invariantni vpred, forward invariant), pokud pro libovolné feseni x( -)
systému (5.1) s poc¢ate¢ni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t > 0;

negativné invariantni (invariantni vzad, backward invariant), jestlize pro kazdé feseni x(-)
systému (5.1) s poc¢ate¢ni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t < 0;

mvarianitni, je-li soucasné pozitivné i negativné invariantni.
Poznamka 4. Povsimnéme si jesté dvou vlastnosti invariantnich mnozin:

1. Jsou-li mnoziny A, B € Q pozitivné (resp. negativné) invariantni, pak také mnoziny
AN B a AU B jsou pozitivné (resp. negativné) invariantni.

2. Libovolna trajektorie C' systému (5.1) je invariantni mnozinou tohoto systému.

Definice 16. Necht A, B C Q, B # () a ¢ je n&jaka metrika na Q ekvivalentni s euklidovskou.
Rekneme, Ze

mnozina A atrahuje (pFitahuje) mnoZinu B (mnoZina A je atraktorem mnoziny B), jestlize
pro kazdé feseni systému (5.1) s pocateéni hodnotou x(0) € B plati, ze

Jim o(2(t), A) = 0;

mnozina A je (globdlni) atraktor, jestlize A pfitahuje €;

mnozina A absorbuje mnoZinu B, jestlize A je pozitivné invariantni a ke kazdému TfeSeni x
systému (5.1) s po¢ateéni hodnotou x(0) € B existuje T' > 0 takové, ze x(T') € A;

mnozina A je globalné absorbujici, jestlize absorbuje mnozinu €.

Pozndamka 5. Necht () je FeSenim systému (5.1) s poc¢atecni podminkou x(0) = xg € Q.
Pokud mnozina A je w-limitni mnozinou feseni ( - ), pak je pozitivné invariantnim atraktorem
mnoziny {xg}.

Pozndamka 6. Trajektorii C systému (5.1) nazveme limitni trajektorii, jestlize existuje mnozina
B C Q takova, ze BN (Q\ C) # 0 a C atrahuje mnozinu B. Je-li C' navic cyklem, nazveme
ho limitnim cyklem.

Pozndmka 7. Bud i € {1,2,...,n}. Jestlize existuji kladné konstanty K, ¢ takové, Ze pro
kazdy bod ® = (21, z2,...,z,) € Q spliujici podminku |z;| > K plati

(sgn i) fi(x) < =0z,
pak mnozina A; = {x = (x1,292,...,2,) € Q: |z;| < K} je globalné absorbujici mnozinou
systému (5.1).

Diikaz: Nejprve ukdzeme, ze kazdé trajektorie protind mnozinu A;. Pfipustme, Ze existuje
feSeni () = (w1(-),22(+),... ,zn(+)) systému (5.1) takové, Ze pro vSechna t > 0 je |z;(t)| >
K. Polozme u(t) = |z;(t)|. Pak pro vSechna ¢t > 0 je

u'(t) = %lﬁﬂz’(t)l = (sgnwi(1)) fi(z(t)) < —dlwi(t)] = —du(t),
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neboli
u'(t)

u(t)

Integraci této nerovnosti v mezich od 0 po ¢ dostaneme Inu(t) — Inu(0) < —t, tj.

< =4

0 < |zi(t)] = u(t) < u(0)e™" = [a;(0)|e~""

pro libovolné ¢t > 0. Odtud plyne, Ze tlim |z;(t)| = 0, coz je ve sporu s predpokladem |x;(t)| >
— 00

K > 0.

Mnozina A; mé neprazdny prunik s libovolnou trajektorii, je tedy neprazdna. Ukazeme, Ze je

navic pozitivné invariantni. P¥ipustme, Ze existuje feSeni

z(-) = (21(-),22(+),. -, 2n(+))

systému (5.1) s poc¢atecni hodnotou x(0) € A; takové, ze pro jisté t1 > 0 je x(t1) € A;, tj.
|zi(t1)| > K. Polozme
MZ{tER: 0§t<t1,’1‘i(t)‘ SK}

Pak 0 € M, takze M je neprazdnd shora ohrani¢end mnozina realnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce z;(-) a z vlastnosti suprema plyne, ze T < t1, z;(T) = K a
funkce z;(-) je v bodé T rostouci. Avsak

d
ZlE@l = (sgnzi(T)) fi(®(T)) < =dlwi(t)] = —6K <0,
=T
coz je spor s faktem, ze funkce z;(-) je v T rostouci. O

Definice 17. Systém (5.1) se nazyva dissipativni, jestlize existuje ohranicena globalné ab-
sorbujici mnozina.

7 definice bezprostiredné plyne:
Pozndamka 8. Je-li systém (5.1) dissipativni, pak kazdé jeho FeSeni je ohranicené.

V aplikacich budou uziteéné nasledujici vlastnosti dissipativnich systémi:

Pozndmka 9. Jestlize existuji kladné konstanty K, § takové, ze pro vSechna i € {1,2,...,n}
a vSechna x €  takova, ze |z| > K plati

(sgnz;)fi(x) < —4,

pak je systém (5.1) dissipativni a globalné absorbujici je mnozina A = {x € Q: |z| < K}.
Diikaz: Nejprve ukézeme, ze kazda trajektorie protind mnozinu A. Pripustme, Ze existuje
feseni x(-) systému (5.1) takové, ze x(t) ¢ A pro vSechna t > 0. Pak |z(t)| > K pro vSechna
t > 0, a tedy pro libovolné ¢t > 0 plati

d n d n n n
T lz®l = Tl =) (senzi(t))ai(t) =D (sgnai(®)) fi(x(t) <Y (=) = —no.
i=1 i=1 =1 =1
- K
Integraci této nerovnosti dostaneme |z (t)| < |x(0)| — ndt, takze pro t > Jz(0)] = K je

n
|z(t)] < K, coz je spor. Kazdé trajektorie mé tedy s mnozinou A neprézdny prunik, coz také
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znamena, ze mnozina A je neprazdna.
Ukazeme, ze mnoZina A je navic pozitivné invariantni. Necht x(-) je feSenim systému (5.1)
s poc¢ateéni podminkou x(0) € A. Pfipustme, Ze existuje ¢; > 0, pro néz x(t1) ¢ A. Pak
[z(t1)| > K. Polozme

M={teR:0<t<ty,l|xl)|<K}.

Pak 0 € M, takze M je neprazdna shora ohrani¢end mnozina redlnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce |x( - )|| a z vlastnosti suprema plyne, Ze |(T')|| = K a funkce
|z(-)| je v bodé T rostouci. Avsak

n n

= (sgnay(T))2j(T) = > (sgnai(D)) fi(x(T)) < —né <0,

=T =1 i=1

d
Sl

coz je spor s tim, ze funkce |x(-)| je v bodé T rostouci. Pro vSechna ¢t > 0 je tedy « € A a

mnozina A je invariantni. O
Pozndmka 10. Necht ke kazdému i € {1,2,...,n} existuji kladné konstanty K, d; takové, ze
pro vSechna x = (z1,x9,...,2,) € Q z nerovnosti |z;| > K; plyne nerovnost

(sgnzi) fi(x) < —bizi.
Pak je systém (5.1) dissipativni s globalné absorbujici mnozinou
A={x = (z1,22,...,2,) € Q: 11| < K1, |2x2] < Ko, ..., |z, < K,}.

Dikaz: Polozme A; = {x € Q: |z;| < K;}. Pak kazda z mnozin A; je podle poznamky 7
globalné absorbujici mnozinou a A = A; N As N ---N A,. Podle poznamky 4 je mnozina A
pozitivné invariantni. Ukazeme, Ze je také globalné absorbujici.

Bud x(t) libovolné feseni systému (5.1). Podle pozndmky 7 existuje t; > 0 takové, ze |z1(t1)]| <
K pro vSechna t > t1. Déle existuje to > t1 takové, Ze pro vSechna t > t9 je |xa(t2)| < Ky atd.
Nakonec existuje t, > t,—1 takové, ze |z, (t)| < K, pro vSechna t > t,,. Takze pro vSechna
t >ty je |x1(t)] < Ky, |za(t)] < Ko, ...y |zn(t)] < Ky, t). 2(t) € A. O

5.2 Autonomni systémy v roviné

V tomto oddilu se budeme zabyvat systémem (5.1) pro n = 2, tedy systémem
o = f(z,y)
’ 5.5
y = g(zy). (5:5)

Definice 18. Kiivka zadana implicitné rovnici f(z,y) = 0 (resp. g(x,y) = 0) se nazyva
x-nulklina (resp. y-nulklina) rovnice (5.5).

Prisecik nulklin je stacionarni bod, te¢na k trajektorii v jejim pruseciku s x-nulklinou
(resp. y-nulklinou) je rovnobézna s osou y (resp. x).

Definice 19 (typy stacionarnich bodu v roviné). Staciondrni bod (z*,y*) systému (5.5) se
nazyva

bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici (z*,y*) ve svém vnitiku;
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stred, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze kazda trajektorie s (z(0),y(0)) € U je
cyklem obsahujicim (z*, y*) ve svém vnitiku (st¥ed je specidlnim piipadem bodu rotace);

ohnisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (x(0),y(0)) € U
plati

lim (:U(t),y(t)) = (2*,y") nebo lim (:U(t),y(t)) = (z*,y")

t—o0 t——00
a pro orientovany thel ¢ (t), ktery svira vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s néjakym pevnym

vektorem plati

tli>I?O ¥(t) = oo nebo tlgélo 1 (t) = —oo nebo tl}r_noow(t) = 00 nebo tl}r_noow(t) = —00

(trajektorie se ptiblizuje ke staciondrnimu bodu (nebo se od ného vzdaluje) po spiréle);

uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (2(0),y(0)) € U

plati
lim (z(t),y(t)) = (z*,y*) nebo lim (z(t),y(t)) = (z*,y")

t—o00 t——o0

a pro orientovany thel ¢ (t), ktery svira vektor (ﬂ:(t), y(t)) — (2*,y*) s néjakym pevnym
vektorem existuje vlastni tlim ¥ (t) nebo . lim (t);
—00 ——00

sedlo, jestlize existuje jen konedny pocet trajektorii (x,y) = (x(t),y(t)) takovych, ze

lim (:U(t),y(t)) = (z*,y") nebo lim (ﬂ:(t),y(t)) = (z*,y").

t—o00 t——o0

5.2.1 Stacionarni body linearniho homogenniho autonomniho systému

Linedrni homogenni autonomni systém je linedrni homogenni systém s konstantni matici.
Budeme se tedy zabyvat dvojrozmérnym systémem

¥’ =ax + by
r_
y' =cx + dy.

A:<g g).

Pokud det A = ad —bc # 0, mé systém (5.6) jediny stacionarni bod (0,0). Vlastni ¢isla matice
A jsou kofeny charakteristické rovnice

(5.6)

Oznacéme

a— A\ b
c d— \

‘:)\2—(a+d))\+ad—cb:)\2—(trA))\+detA:0, (5.7)

tedy pti oznadeni D = (trA)? — 4 det A je A1 2 =

(trAiﬁ).

DN | =

(i) detA >0
(1) trA=0
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V tomto ptipadé je D = —4det A < 0 a kofeny charakteristické rovnice (5.7) jsou ryze
imaginarni, \; = ivdet A, Ay = —iv/det A, takze feSeni systému (5.6) s po¢ateéni podminkou
(2(0),(0)) # (0,0) je

Co8S (\/Mt — gp)

@8) — ¢ —\/—7% sin (\/Mt ot @)

pro vhodné konstanty g, ¢, pfi¢emz

- a N 2k +1
0#0, tgtp=\/m, wﬁz{ 5 W:kGZ}-

Jednd se o parametrické vyjadfeni elips se stfedem (0,0), kazda trajektorie je tedy cyklem se
stacionarnim bodem (0,0) ve svém vnittku. To znamen4, Ze stacionarni bod (0,0) je stfed.

(i.2) trA#0

(i.2.a) detA > 1 (trA)?
V tomto pfipadé je D < 0, charakteristickd rovnice (5.7) mé dva rizné komplexné sdruzené
kofeny § (tr A +iy/—D) a systém (5.6) s pocatecni podminkou (z(0),y(0)) # (0,0) ma FeSeni

(x(t)> _ COS <\/_T—Dt - SD) o(BurA).

(o)

kde o, ¢, ¢ jsou vhodné konstanty, pficemz

. d—a 2k +1
0 #0, tggozf, gpg,é{ 5 W:kGZ}.

Jedna se o parametrické vyjadieni spirdly, ktera se ,naviji“ na stacionarni bod (0,0) nebo se
) 2 )
z ného ,,odviji“.
(1)

. {0 . xz(t)\ _ (0
Pokud tr A > 0, pak t_lgr_noo <y(t)> = <0> , pokud tr A < 0, pak tlgélo <y(t)> = <0> .

(i.2.b) det A < 1 (trA)*.
Necht (z(t),y(t)) je FeSenim systému (5.6) a ozna¢me ¢(t) thel, ktery svira piimka pro-
chazejici body (0,0), (z(t),y(t)) s vodorovnou osou. Plati

(t _
s pokud z(t) # 0, cotgy(t) = m, pokud y(t) # 0.

V tomto pfipadé je D > 0 av/ D < |tr A|. Charakteristicka rovnice (5.7) ma dva realné
rizné kofeny A1, Ao takové, Ze oba maji stejné znaménko jako tr A. Necht pro urcitost A\; < Ay

a
U v

u=|[ ! , Tesp. v = ! ,
U2 V2

~—

x(t)

<

tgy(t) =

8
—~
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je vlastni vektor prislusny k vlastni hodnoté A\, resp. Ay. Alespon jedna ze soutradnic kaz-
dého z vlastnich vektorii je nenulova. Obecné feSeni systému (5.6) s poc¢ateéni podminkou

(2(0),9(0)) # (0,0) je t
(i) =2 ()02 (5)

pritom alesponi jedna z konstant «, 5 je nenulova.
Je-litrA>0,pak 0 < A\ < Ao a

i (0] = (o () e () ) = (1) 05 (1) 0= (5)

je-litrA <0, pak Ay <Ao< 0a

i (1) ) ()) o oo )
Pokud a # 0 # uy, pak

]-im @ = hm auQe)\lt +5vze)\2t o . au9 —|—5Uze(>‘2*>\1)t B %

t>—oo x(t)  t=—oco auieMt 4+ Buiert 15 0o quy 4+ BuieP2A)t

a pokud « # 0 # vy, pak

o y(t) . augeM! 4 Buget?t . augeM TN L By g
lim == = lim 3 o = lim = —.
t—oo x(t)  t—oo aujeMt + fuier? t——o0 quupeM—A2)t 4 By U1

Analogicky, pokud « # 0, pak

t t
m T8 M i 20, tim S 2P gy e £ 0.
t——o0 y(t) U2 t—o0 y(t) V2

Pokud a = 0, pak

y(t) v . . ox(t) v .
t;gl:noo x(t) N (%1 kdyz i ?é 0’ tilgznoo Y t) N V2 kdyz 2 ?é 0
Stacionarni bod (0,0) je v tomto pfipadé uzel. Smérovy vektor poloteény k libovolné trajek-
torii ve stacionarnim bodé je vlastnim vektorem matice A.
(i.2.c) det A = L (tr A)?
V tomto piipadé je tr A # 0, nebot det A # 0, charakteristickd rovnice (5.7) ma dvojné-
sobny kofen 3 tr A a systém (5.6) s po¢atecni podminkou (z(0),y(0)) # (0,0) ma Feseni

() - (e

kde «, 3,7, 0 jsou néjaké konstanty, z nichZ aspon dvé jsou nenulové. Proto plati

y(t) 6 a(t) B
AR m T PefF0 Mmoo =5 prod 0,

y(t) v o
M @) T o Pef=0=e
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Je-li tr A < 0, pak

t 1
lim e(3trA)t — 0, lim te(3EA)t — Jim ——— = lim - =0
t—00 t—00 t=o0 o~ (3trA)t =00 (_% trA) o (3trA)

. z(t)) _ (0 . . . z(t)) _ (0
a tedy tlg& <y(t)> = <0> . Je-li tr A > 0 pak analogicky tiu—noo <y(t) =10

Stacionarni bod (0,0) je v tomto pfipadé uzel. Nyni vSak jiz obecné neplati, Ze smérovy
vektor poloteény k trajektorii ve stacionarnim bodé je vlastnim vektorem matice A; v pripadé
B =0 = ¢ (tj. pokud vlastni hodnoté A matice A pfislusi dva linedrné nezavislé vlastni
vektory) je kazda pfimka prochazejici bodem (0,0) poloteénou néjaké trajektorie.

Je-li b # 0, pak z podminky det A = %(tr A)2, tj. 4ad — 4bc = (a + d)? plyne, 7e

_1a—b2
c-b 5 .

2
Vlastn{ hodnoté A = 1 (a-+d) p¥islusi jediny (az na ndsobek skaldrem) vlastni vektor ( b > .

a—d

a

Je-li b = 0, pak z podminky det A = i(tr A)? plyne (a — d)? = 0, tj. a = d. Matice (CCL O>
ma pro ¢ # 0 jednozna¢né urceny vlastni vektor (2) prislusny k vlastni hodnoté A = a; pro

. , . . 0\ . 1 .. . .
¢ = 0 je kazdy vektor vlastnim vektorem matice <8 a) prislusnym k vlastni hodnoté A = a.

Nyni mtizeme pfedchozi tvrzeni upfesnit. Je-li a® + d? > 0, pak smérovy vektor poloteény
k trajektorii ve staciondrnim bodé (0,0) je vlastnim vektorem matice A ptislusnym k vlastni
hodnotée A\ = %tr A. Je-li a®> + d*> > 0, pak kazd§ nenulovy vektor je smérovym vektorem
poloteény k néjaké trajektorii ve staciondrnim bodé (0, 0).

(ii) detA <0

V tomto piipadé je D > (tr A)2 > 0, coz znamend, Ze rovnice (5.7) ma dva redlné rtizné
kofeny A1, Ag. Ponévadzy/ D > |tr A|, maji tyto kofeny opaéné znaménka. Nechf pro uréitost
A1 < 0 < Ag. Oznacme vy, resp. vo, vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté Ay,
resp. Ag. Obecné Feseni systému (5.6) je podle 4.2

,I(t) _ At Aot
<y(t)> = av1e™’ + fvge™?’,
kde «, 8 jsou néjaké konstanty. Pro a = 0 #£ (3 je

dim_(5(5) = 0va) tim & =

proa # 0= 0 je

lim @8) = (1) Jim &M = 0

aproa#0+#0je

lim H (x(ﬁ) H = Javy| lim eM! 4 |Bvg| lim e =00+ 0= oo,
y( t——o00 t——o00

t——o0
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det A = 1 (trA)? det A
stred

stok @/

ohnisko

zdroj

<7
A\ %

sedlo

%&“7
\

P
) =

VS

Obrazek 5.1: Typy izolovanych stacionarnich bodt dvourozmérného autonomniho linearniho
homogenniho systému (5.6) v zavislosti na hodnotach stopy a determinantu jeho matice.

lim
t—o0

Y

To znamend, ze stacionarni bod (0, 0) je sedlo. Smérovy vektor poloteény ke trajektorii, ktera
sméruje ke staciondrnimu, resp. od stacionarniho, bodu, je vlastnim vektorem matice A pii-
slusnym k zaporné, resp. kladné, vlastni hodnoté.

x(t ‘ ‘
( Et§> H — HOé’li1” tlg?o Mt + HB'UQH tliglo M2t 1 00 = oo

Vysledky provedené analyzy linedrniho dvourozmérného systému (5.6) s konstantni matici
jsou shrnuty graficky na obrazku 5.1.

Véta 21. UvaZujme autonomni systéem

¥ = ax+by+ P(zx,y)
y = cr+dy+Qx,y),

kde P, Q jsou funkce dvou proménnich spojité v okoli pocdtku. Necht ad — bc # 0 a necht
existuje € > 0 takove, Ze

(5.8)

i P9+ Q)

=0.
(@y)—00) (o] +[y[)I+e

Je-li bod (0,0) uzlem nebo ohniskem pro systém (5.6), pak je stejného typu i pro systém (5.8).
Je-li bod (0,0) stredem pro systém (5.6), pak je bodem rotace nebo ohniskem pro systém (5.8).
Je-li bod (0,0) sedlem pro systém (5.6) a funkce P, Q) maji spojité parcialni derivace podle
obou proménnych v okoli pocdtku, pak je (0,0) sedlem i pro systém (5.8).

Diikaz: P. HARTMAN: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney 1964, kap. VIII. O

Dusledek 6. Necht (z*,y*) je staciondrnim bodem systému (5.5) (tj. f(z*,y*) = g(a*,y*) =
0) a funkce f, g maji spojité druhé parcidlni derivace podle obou proménnych v okoli bodu
(z*,y*). Oznacme

0 9 5 5
hi= Lo, =L o= L), o= Lot
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a necht fige — fag1 # 0.
Pak je bod (x*,y*) uzlem, ohniskem nebo sedlem pro systém (5.5), je-li pocatek staciondrnim
bodem stejneho typu pro linedrni homogenni systém

¥ = firx+ foy
/

(5.9)
Yy = qr+g92y.

Je-li pocatek stiedem pro systém (5.9), je bod (x*,y*) budto ohniskem nebo bodem rotace pro
systém (5.5).

Dikaz: Podle Taylorovy véty pro funkce dvou proménnych (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Diferen-
cidlni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 5.2) existuje okoli Oy ) staciondrniho
bodu (z*,y*) takové, Ze ke kazdému (z,y) € O, .+ existuje ¢islo ¥ € (0,1) tak, ze plati

flxy) = flz™,y") + %Cﬂ — ")+ 78‘]0(2;’ v) (y—y")+
1 (0% (2" +0(x —2*),y* +0(y — y")) ;
2 < ox? (o -7y
i 282f(5l?* + 19(55 - x*),y* + ﬁ(y - y*)) (1_ _ x*)(y o y*)+

oxdy
P fax* +9x — ), y* + 9y — y*
A el ), y" +9(y y))(y_y*)2>:

0y?

kde jsme symbolem P(z — z*,y — y*) oznadili Tayloruv zbytek v uvedeném tvaru.
Ze spojitosti druhych parcidlnich derivaci funkce f a z druhé Weierstralovy véty plyne,
Ze existuje konstanta K takovd, Ze pro vSechna (z,y) € Oy« 4+ plati

2 2 2
FI@y)| e |OS@Y)| e | TS @) g
Ox? Oxdy Oy?
Odtud plyne, ze
* * 1 *12 * * *12 K * *1) 2
[Pl —a"y —y)| < 5 (Klz—a"P+2K [z —a"|ly—y" |+ Kly—y") = 5 (le—2"[+ly—y"])".

Analogicky ukazeme, ze existuje konstanta L a funkce @) takové, ze na okoli stacionarniho
bodu (z*,y*) plati

gz, y) =g1(x —2") + g2y — y") + Q. — 2™,y — y"),
pricemz
* L * 2
Rz —a"y =y < SK(jz — 2" + 1y —y7l)"

Nyni budeme vysetfovat prubéh malych odchylek feseni systému (5.5) od stacionarniho bodu
(x*,y*), tj. zavedeme nové neznamé funkce

E=¢&(t) =a(t) —x*, n=n(t)=ylt)—y"
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(jinak lze ¥ici, ze posuneme stacionarni bod (z*,y*) do pocéatku.) Funkce &, n jsou FeSenim
autonomniho systém tvaru

& = [i&+ fan+ P(En),
N = gi&+gn+ Q).

Pro funkce P, @ plati nerovnost |P(&,n)| + |Q(&,n)| < M (€] + |77|)2, kde M = max {K, L}.
Pro libovolné ¢ € (0,1) nyni dostaneme

2
P M€+ _
)< PEDLEQEN] .y MOEER e
(&m)—(0,0) (|£| + |77|) (&;m)—(0,0) (|§| + |77|) (&m)—(0,0)
a tvrzeni plyne z véty 21. O

S pouzitim terminologie zavedené v definici 14 muzeme ¢ast tohoto tvrzeni preformulovat:
Je-li (z*, y*) hyperbolicky staciondrni bod systému (5.5), pak je stejného typu jako stacionarni
bod (0,0) linearizace tohoto systému ve stacionarnim bodé (z*,y*).

Véta 22 (Dulacovo kritérium). Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na  a existuji
jednoduse souvisld oteviend mnozina B C ) a spojité diferencovatelnd funkce q : B — R tak,
Ze vyraz

ez, y)f(@,y)  da(y)g(.y)

F(z,z) = o ay

je pro vechna (x,y) € B nezdporny nebo je pro vSechna (x,y) € B nekladny, pricemz mnozina
{(z,y) € B: F(z,y) =0} md miru 0. Pak v mnoZiné B neezxistuje cyklus systému (5.5).

Dikaz: Pripustme, Ze existuje cyklus C' C B rovnice (5.5) a necht jeho parametrické vyjadieni
je

pritom funkce ¢, ¥ vyjadiuji w-periodické feseni systému (5.5), tedy

¢'(t) = fe®),v(1),  ¥'(t) =g(e(t),e(1)).

Predpokladejme, ze kiivka C' je orientovana kladné a ma
tvar ovalu, tj. existuji na ni pravé dva body, v nichz je y
te¢na rovnobézna s osou y a pravé dva body, v nichz je
tena rovnobézna s osou x. Oznacme A mnozinu ohra-
ni¢enou kiivkou C| [a,b] primét mnoziny A na osu z,
to hodnotu parametru pro niz ¢(tg) = ¢(to + w) = b, «
nejmensi kladné ¢islo pro néz ¢(tg + o) = a.

Daéle zavedeme funkce m = m(x), resp. M = M(x),
takové, ze jejich graf na intervalu [a, b] splyvé s dolnim, : :
resp. hornim, obloukem ktivky C. Pak a b @

M(z)

m(x) = (¢~ (x)) = ¥(t) pro t € [to + a, o + w],

M(z) = ¢(¢ " (x)) = ¥(t) pro t € [ty to + a.
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7 predpokladii véty a obecnych vlastnosti integralu plyne, ze

/ / Fz,y) £0. (5.10)
A

Podle Fubiniovy véty nyni plati

I= // %q(x7y)g(x7y)dxdy =
A

b [ M(z) 5 b
B K _ M@) g _
—/ 8yq(w,y)g(w,y)dy dw—/[(l(:v,y)g(:v,y)]y () dr =

a m($) a

b b
:/q(x,M(x))g(m,M(x))dx—/q(w,m(w))g(w,m(aﬁ))dx.

V integrélech zavedeme substituci z = ¢(t), tedy dz = ¢'(t)dt = f(p(t),¥(t))dt,

to

1= / 2 ((8), (6)) g (0(t), (1)) £ (0(t), (1)) dt—

to+a

kde ¢ ®(x,y)ds oznacuje kiivkovy integral z funkce ® pres uzavienou kiivku C. Analogicky

C
ukézeme, ze

J = // %q(w,y)f(x,y)dxdy = %q(cp(t),¢(t))f(@(t)a¢(t))g(@(t)aw(t))ds'
A C
Odtud plyne, ze

/A/ F(z,y) = /A/ <a<q<x’%¥(:ﬂ’y)) + a(Q(x’%)y‘Q(x’y))> dedy=J+1=0,

coz je ve sporu s (5.10).
V pripadé, ze by kiivka byla orientovana zaporné, provedeme diikaz stejné s prislusnou

zménou znamének.

Pokud by na krivece C' existovalo k > 2 bodi, v nichz je tena rovnobézny s osou y,
rozdélili bychom interval [tg, to + w] na k subintervalt [to, to + 1], [to + a1, to + o1 + o], ...,
[to + w — ag, to + w] takovych, Zze na kazdém z nich oblouk kfivky C' splyne s grafem néjaké
funkce proménné x. O
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Dusledek 7 (Bendixsonovo kritérium). Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na
a existuje jednoduse souvisld oteviend mnozina B C Q tak, Ze vyraz

of (z,y) n dg(z,y)
oz dy

je pro véechna (z,y) € B nezdaporny nebo je pro véechna (z,y) € B nekladny, pricemz mno-
zZina, na niZ je tento vyraz nulovy ma miru 0. Pak v mnoZiné B neexistuje cyklus systému
(5.5).

Véta 23 (Poincaré (1854-1912)-Bendixson (1861-1935)). Jestlize rovnice (5.1) ma trajektorii

Ct = {x(t): t >0}, kterd je ohranicend a jeji uzaver neobsahuje staciondrni body rovnice
(5.1), pak existuje cyklus rovnice (5.1), ktery lezi v Ct.

Dikaz: P. HARTMAN: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney 1964, kap. VII. O

5.3 Stabilita

Definice 20 (Persidskij (1903-1970)). Necht o = xo(t) je Feseni systému (5.1) definované na
intervalu [0, c0). Reseni &g se nazyva stejnomérné stabilni, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
0 > 0 tak, ze pro kazdé tyg > 0 vSechna feSeni @ = x(t) systému (5.1) spliiujici podminku
[x(to) — xo(to)| < I existuji pro vSechna t > tg a spliluji pro né nerovnost ||x(t) — xo(t)| < e.
Neni-li feseni &g = xo(t) systému (5.1) stejnomérné stabilni, nazyva se nestabilni.

Definice 21 (Ljapunov (1857-1918)). Necht x¢g = xo(t) je FeSeni systému (5.1) definované
na intervalu [0, 00). ReSeni &g se nazyva stejnomérné asymptoticky stabilni, je-li stejnomérné
stabilni a existuje § > 0 tak, ze pro kazdé ¢t; > 0 a vSechna FeSeni = x(t) systému (5.1)
spliiujici podminku ||z (t1) — xo(t1)| < 0 plati tli>I?O x(t) — xo(t)]| = 0.

Ze struktury prostoru feseni linedrniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty
(sr. 4.2) plynou nasledujici tii véty.

Véta 24. Bud A konstantni matice. JestliZe vsechny koveny jeji charakteristické rovnice
det(A — AE) = 0 (vlastni c¢isla matice A) magi nekladnou redlnou édst a ty s nulovou redlnou
éasti jsou jednoduché, pak teseni xg = xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému

' = Az (5.11)
je stejnomerne stabilni.

Véta 25. Jestlize alespon jedno vlastni cislo matice A ma kladnou redlnou cdst, pak resent
xo = xo(t) = 0 linedrnitho autonomniho systému (5.11) je nestabilnd.

Véta 26. Reseni ©o = xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému (5.11) je stejnomérné
asymptoticky stabilni prave tehdy, kdyz kazdé vlastni cislo matice A md zapornou redlnou
cast.

Uvazujme nyni perturbovany linedrnt systém s konstantnimi koeficienty

' =Axz +g(x). (5.12)
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Véta 27. Bud'Y = Y(t) fundamentdini matice feseni systému (5.11). Jestlize existuji kon-
1
stanty K >0 av < e takove, Ze

/HY ‘ds < K prot>0 (5.13)

a |g(@)|| < v|x| pro x € Q, pak Teseni xyg = xo(t) = 0 systému (5.12) je stejnomérné
asymptoticky stabilni.

Diikaz: J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 130-131. [
Pozndmka 11. Podminka (5.13) zarudi stejnomérnou asymptotickou stabilitu nulového feseni
systému (5.11). Véta tiké, ze je-li perturbace g v jistém smyslu dostateéné mald, zlistava
zachovana stejnomérna asymptotickd stabilita nulového FeSeni rovnice (5.12).

7 hlediska aplikaci je dtilezité vySetiovani stejnomérné asymptotické stability konstantnich
feseni (staciondrnich bodi) rovnice (5.1).

Je-li funkce f dvakrat spojité diferencovatelnd a f(x*) = o, pak podle Taylorovy véty
pro funkce vice proménnych plati

f®)=Alx —z*) +ri(z,x"),

of
kde A = (a;;) = < axfl (m*)) a 11 je prislusny Tayloriv zbytek. VySetfovani stejnomérné
J

asymptotické stability konstantnich feseni rovnice (5.1) lze transformaci y = @ — x* prevést
na vysetfovani stejnomérné asymptotické stability nulového feSeni rovnice

Yy = Ay+g(y),
kde g(y) = r1(y + x*,x*) a tu vySettit podle véty 27.

Véta 28. Bud x* staciondrni bod systému (5.1) a necht zobrazeni f je spojité diferencova-
telne.

Maji-li viechna vlastni ¢isla variacni matice D f(x*) = J(x*) zdporné redlné édsti, pak
konstantni Teseni x(t) = x* systému (5.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo variacni matice D f(x*) = J(x*) s kladnou redlnou édsti, pak
je konstantni vesent x(t) = x* systému (5.1) nestabilni.

Diikaz: J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 137-138. [J
Prvni tvrzeni véty 28 ik, ze stok je asymptoticky stabilni, sr. def. 14.

5.3.1 Kbvalitativni vlastnosti FeSeni dvourozmérného autonomniho systému
(5.5)

Necht (z* ) je stacionarni bod systému (5.5), funkce f, g jsou dvakréat spojité diferenco-
vatelné a J( ,y*) je varia¢ni matice tohoto systému v bodé (z*,y*). Spojenim definice 19,
dusledku 6 a véty 28 dostaneme dostate¢né podminky pro to, aby stacionarni bod (z*, y*) byl
sedlem, stabilnim nebo nestabilnim uzlem a ohniskem; tyto podminky jsou shrnuty v tabulce
5.1.

Do konce tohoto odstavce budeme symbolem ¢(t; %) = (¢1(t;2°), ..., ¢, (t; %)) oznaco-
vat FeSeni pocatecni ulohy (5.1), (5.2).
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det J(z*,y*) < 0 sedlo
(trJ(z*, y*))2 > 4det J(x*,y*) | nestabilni uzel
trJ(z*,y*) >0 5
(trd(z*,y*))” < 4det J(z*,y*) | nestabilni ohnisko
det J(z*,y*) > 0 5
(trJ(az*, y*)) > 4det J(x*,y*) | stabilni uzel
trJ(z*,y*) <0 5
( tr J(z*, y*)) < 4det J(x*,y*) | stabilni ohnisko

Tabulka 5.1: Klasifikace stacionarnich bod systému (5.5). Uvedené podminky jsou dostatecné
pro to, aby stacionarni bod (z*, y*) byl typu uvedeného v poslednim sloupci tabulky; J(x*, y*)
oznacuje variaéni matici systému (5.5) ve staciondrnim bodé (z*, y*).

Definice 22. Bud x* € Q a G okoli bodu x* ve fazovém prostoru 2. Spojitd funkce V : G —
R se nazyva ljapunovskd funkce systému (5.1) v bodé x*, jestlize

(i) V(x*)=0a V(x) >0 pro kazdé = € G \ {z*}.

(ii) Pro kazdé n € G je slozena funkce V(cp(t; 77)) (chédpana jako funkce jedné reélné pro-
ménné t) nerostouci pro vSechna t > 0.

Véta 29 (Piima Ljapunova metoda). Ezistuje-li ljapunovskd funkce systému (5.1) v bodé x*,
pak x* je staciondrnim bodem systému (5.1) a konstantni reseni x(t) = x* tohoto systému
je stejnomerné stabilni.

Pokud navic podminku (i) z definice 22 lze nahradit silnéjsi podminkou

(i*) Pro kazdé n € G je slozend funkce V (@(t;m)) (chdpand jako funkce jedné rediné pro-
ménné t) klesajici pro vSechna t > 0,

pak je konstantni teseni x(t) = x* systému (5.1) stejnomérné asymptoticky stabilny.

Dikaz: Pokud by existovalo 7 > 0 takové, ze o(7;x*) # x*, pak by V(cp(T; a:*)) >0 =
V(¢(0;2*)) a funkee V (¢(+;2*)) by nebyla nerostouci. Bod * je tedy staciondrnim bodem
systému (5.1).

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze * = o. V opac¢ném piipadé bychom totiz
mohli systém (5.1) substituci y = & — x* transformovat na systém y’ = f(y + «*), pro ktery
je o stacionadrnim bodem.

Bud e > 0 libovolné ¢islo takové, ze {x € R" : |z| < e} C G a oznatme

7= min {V(2): o] = ¢}

Pak v > 0 a V(x) > v pro kazdé x takové, ze |x| = e. Ze spojitosti funkce V plyne, ze
existuje 0 > 0 takové, ze |V (x) — 0| = V(x) < v pro vSechna x takova, zZe |z| < 0. Zfejmé je
0<e.

Bud déle & € Q takové, Ze [|€] < §. Pak V(¢(0;€)) < v a ponévadz funkce V (¢(-;€)) je
nerostouci, plati

V(p(t;€)) <~ pro viechna ¢ > 0 z definiéniho oboru funkce (- ;&). (5.14)
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Kdyby nyni existovalo ¢; > 0 takové, ze |p(t1,€)| > €, pak by ze spojitosti funkce |¢(-;€)|
a z Bolzanovy véty plynula existence tg € (0,t1) takového, ze |p(to;€)|| = € a platilo by
V(p(to;€)) > 7, coz by byl spor s (5.14).

Pro vSechna ¢ > 0 z defini¢niho oboru funkce (- ; €) tedy plati | (¢; €)| < e. Odtud navic
podle 3 plyne, Ze ¢( ;&) je definovana pro vSechna ¢ > 0. Tvrzeni o stejnomérné stabilité je
tedy dokazéano.

V pfipadé, ze & = x*, plati: p(t;€) = p(t;x*) = ™ pro kazdé t > 0, takze tlg?o p(t;€) =
x*.

Necht & # x* = o a funkce V (¢(-;£)) je klesajici. Ponévadz funkce V (¢(-;€)) je mono-
tonni, existuje

lim V(e(t;€)) =aeR (5.15)

t—o0
a z nezapornosti funkce V' plyne a > 0. Pfipustme « > 0. Z toho, Ze

lim V(z)=V(z*) =0,

r—a*

plyne existence to > 0 a 8 > 0 takovych, ze |¢p(t;€)| > S pro vSechna t > t5. Pro vSechna
t >ty je tedy

B< et €)] <e.
Polozme v(z) = V(cp(l; z)) — V(cp(O; z)) Funkce v je podle 7 spojitd na kompaktni mnoziné
{z €eR": g <|z| <e} aje zde zdporna. Podle Weierstrassovych vét existuje

A =max{v(z): < |z| <e};

je A <0 aprok €N plati

V(p(ts + k; &) =V (p(ta +k:€)) = V(plta+k—1;€)) +V (cp(tz—i-k—lf))
=v(ep (t2+k—1 £))+V(e(ta+k—1;¢)) =

= ZU(<P('52 +i—1;6)) + V(p(tz;€)) < kA +V (p(t2;€)).

Ponévadz lim kA = —oo, je také hm V( (ta + k; €)) = —oo, coz je spor s (5.15). Tento

k—o0

spor dokazuje, ze a = 0. Ze SpOJltOStl funkce V, z faktu @(t;€) # «* prot > 0 a & # x*, z
podminky (i) v definici 22 a ze vztahu (5.15) nyni plyne tlirn p(t; &) = x*. Tim je dokézano
—00

i tvrzeni o stejnomérné asymptotické stabilité. O

Dausledek 8. Bud'V : G — R diferencovatelnd funkce, kterd splriiuje podminku (i) z defi-
nice 22. Jestlize pro kazdé x € G plati

n
. oV (x)
Vix) = () <0 5.16
(@) =3 75 ) <0 (5.16)
pak funkce V je ljapunovskou funkci systému (5.1) v bodé x* a tedy konstantni teseni x(t) =
x* tohoto systému je stejnomérné stabilni.

Jestlize pro kazdé € G\ {x*} plati V(x*) < 0, pak funkce V spliuje podminku (ii*)
z véty 29 a tedy konstantni TeSeni x(t) = x* tohoto systému je stejnomérné asymptoticky
stabilnd.
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Dikaz: Pro kazdé n € G a kazdé t > 0 je ¢ = p(t,m) € G a podle véty o derivaci slozené
funkce plati

%V(cp(tm)) =2 g—;(cp(tm))w =2 g—;(cp(tm))fi(cp(tm)) =

Odtud a ze znadmych vét o vysetfovani prubéhu funkce jedné proménné pomoci derivace
plynou obé tvrzeni. O

Je-li U diferencovatelna funkce definovana na G' C €, pak vjraz U(x) definovany vztahem

() =3 20 f (o)

o0x;
i=1 t

se nazyva derivace funkce U vzhledem k systému (5.1).

5.4 Konzervativni systémy

Nejprve pfipomeneme dva pojmy, jeden z analyzy a druhy z linedrni algebry: Operétor V (na-
bla, gradient) pfifazuje spojité diferencovatelné skalarni funkci F' proménnych x1, 3, ..., 2,

T
gpo (OF OF 0PN
Oxr1’ Oxzo Oxy,

vektorovou funkeci

stejnych proménnych.
Matice A se nazyva antisymetrickd (polosymetrickd, anglicky skew-symmetric), pokud plati
rovnost A = —A”.

Definice 23. Funkce U : Q — R se nazyva pruni integrdl (invariant) systému (5.1), je-li
spojité diferencovatelnd a v kazdém bodé x € Q pro jeji derivaci vzhledem k systému (5.1)
plati

Ux) = VU(z)" f(z) =)

Rekneme, ze systém (5.1) je konzervativni, jestlize existuje jeho prvni integral.

Véta 30. Necht U : Q — R je pruni integral systému (5.1) a necht x(-) je reseni systému
(5.1). Pak je funkce U(z(-)) konstantni.

Dukaz:

%U(az(t)) = ; ngi (a:(t))%xi(t) = ; SZ_ (z(t)) fi(z(t)) = 0. 0

Prvni integrél tedy vyjadfuje veli¢inu, ktera je na trajektoriich systému (5.1) konstantni,
tj. veli¢inu, ktera se v pritbéhu vyvoje systému zachovava; nazev ,invariant“ je tedy adekvatni.
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Systém je konzervativni, pokud zachovava (konzervuje) veli¢inu U. V aplikacich muze jit napt.
o celkovou energii nebo hmotu a podobné.

Vétu lze preformulovat i takto: trajektorie systému (5.1) jsou vrstevnicemi prvniho inte-
gralu. Znalost prvniho integralu tedy poskytuje informaci o feseni systému (5.1).

Znalost nékolika prvnich integrali umoznuje také zmensit dimenzi systému (5.1). Uva-
zujme systém (5.1) s pocéateéni podminkou (5.3). Necht k je pfirozené ¢islo spliiujici ne-
rovnosti 1 < k < n, Up,Us,..., U jsou prvni integraly systému (5.1) a nechf vektory
VU (x0), VUs(x0), . . ., VUr(x0) jsou linearné nezavislé. Definujme zobrazeni ® =: Q — R*,
® = (9, Ps,...,P;)7 predpisem

Us(z) — Uk (o)

Toto zobrazeni je spojité diferencovatelné. Oznacme

Lo = ((330)1, (330)27 cees (ﬂlo)n))T = (360,17900,27 ce 7900,n)T
Yy = (x17x27"'7xk)T7 z = (I’k+17xk+2,...,$n)T,
Yo = (T0.1,70.2, -+ T0k) 5 20 = (L0t 1, T0k12s - -+ T0Om) " -
Pak je ®(yo, z0) = 0 a z linearni nezavislosti vektortt VUi (xg), VUz(x0), . .., VUkr(20) plyne
0 0 0
— , 2 —& , 2 e —0 , 2
o 1(Yo0, 20) 9 1(0, 20) m 1(Yo0, 20)
0 0 0
— —® —®
det | aur 2(Yo, 20) s 2(¥0, 20) o 2(Y0.2z0) | _
0 0 0
) , 2 —d 2 — 2
e k(yO 0) Dy k(yo 0) o k(yo 0)
0 0 0
—U —U —U
8561 1(1:0) 8562 1(1:0) 8£Ck 1($0)
0 0 0
— det | 9y 2™ g Ur(®0) o Gpte(@o) | L
0 0 0
a_xlUk(xO) 8—:::2Uk(x0) 8—%Uk($o)

Jsou splnény predpoklady véty o implicitnim zobrazeni (viz napt. Z. DOSLA, O. DoSLY: Di-
ferencidlni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, Véta 8.5). To znamena, Ze existuje
jediné spojité zobrazeni W = (U1, Wy, ..., ;)T : R"F - RF takové, ze ‘I'(\If(zo),zo) = o.
Substituci
1 = Thk+1, 22 = Lk+25 -5 Zn—k — Tn

prejde systém (5.1) na systém

21 =fkr1(P1(21, 22, 2n—k)s Wal21, 22, o s Znek )y oo o Ui(21, 225« - oy Znek)s 215 22, -« s Zn—k)s

2 =frr2(P1(21,29, -y 2n—k), P2(21, 29, o s Zn—k)s - s Ok(21, 29, ooy Zn—k)s 215 225« -+ s Zn—k )5

2l = (W21, 22, Zn—k), Y21, 22, oy Znek)s -, Wi(21, 22, oo, Znek)s 21,22, - -+ s Zn—k)-
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Strucné feceno, slozky x1,x9,. ..,z vypoclitame ze soustavy rovnic
Ul(:vl, To,... ,xn) = U1($071, $072, e ,xom),
UQ(CEl, To,... ,xn) = U2($071, $072, e ,xom),
Ur(z1,22,. .., 20) = Up(0,1,%02, - - -, Ton),
tak, ze je vyjadiime v zavislosti na slozkadch zp41, 2k12,...,Zn, a pak je dosadime do posled-

nich n — k rovnic systému (5.1). Obecnéji: vyjadiime k neznamych funkei pomoci zbyvajicich
n — k a dosadime je do prislusnych n — k z ptvodnich diferencialnich krovnic.

Definice 24. Nechf existuje antisymetrickd matice S a spojité diferencovatelnd funkce H :
? — R takova, ze pro vSechna x je f(x) = SVH (x). Pak se systém (5.1) nazyva hamiltonov-
sky, funkce H se nazyva hamiltonidn systému (5.1).

Hamiltonovsky systém je tedy tvaru
x' =SVH(z).
Veéta 31. Hamiltonovsky systém je konzervativni, hamiltonidn je jeho invariantem.

Drikaz: Nejprve si vSimnéme, Z%e pro libovolny vektor & € R™ a antisymetrickou matici S fadu
n plati

vl Sy = (’UTS’U)T =v!'STy = —vTSw

a tedy v'Sv = 0. Odtud plyne, ze

VH(x)! f(x) = VH(z)TSVH(z) = 0. 0

Definice 25. Existuje-li ptrirozené ¢islo k, 1 < k < n a existuji-li zobrazeni
_ . Rn—k k _ . ok n—k
g—(gl,gg,...,gk).R %R, h—(hl,hg,...,hn,k).R — R
tak, ze pro vsechna x € € je
f(x) = (fl(xl,xg, . ,xn),fz(xl,xg,...,xn),...,fn(xl,xg,...,xn)) =

= (gl(mk+1,xk+2, . ,xn),gz($k+1,1‘k+2, N ,xn), N ,gk(mk+1,xk+2, N ,I'n),
hl(xlaxZa cee axk‘)a hZ(‘Tl,‘T?, .. axk‘)a ey hn—k‘(xlaxZa cee axk‘))a

pak se systém (5.1) nazyva bipartitni.

Pii oznaceni y = (x1,x9,...,2k), 2 = (Tkt1, Thio, - - -, Tn) lze bipartitni systém zapsat ve
tvaru

Yy =g(2), z' = h(y).

Neznamé funkce jsou rozliSeny na dvé sady; derivace funkci z prvni sady zavisi pouze na
funkcich z druhé sady a naopak.
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Priklad (Newtonovy zakony pohybu)

Uvazujme hmotny bod X o hmotnosti m, ktery mé v ¢ase ¢ soufadnice x = z(t), y = y(t),
z = z(t) a na né&jz pusobi sila F = (F,, Fy, F,), kterd mize zaviset na poloze bodu X.
Polohu bodu X lze zapsat jako vektor & = (z,y,2)”. Ozna¢me po fadé v = (v, vy,v:)7,
a = (az,ay,a)’, p= (pz,py, p-)’ rychlost, zrychleni a hybnost bodu X.

Zakon setrvacnosti fika, ze pokud je hmotny bod v klidu nebo vykonava rovnomérny
pfimocary pohyb, pak jeho hybnost (,mnozstvi pohybu“) je konstantni a tmérna rychlosti s
koeficientem timérnosti m, tj. p = mv. Ze zakona setrvacnosti tak dostavame

/ ]‘ z " 1 / . /
r =v=—p adile a=a" =—p, tj. p =ma.
m m
Sila ptisobi zrychleni hmotného bodu; definujeme ji jako imérnou tomuto zrychleni opét s
koeficientem timérnosti m, tj. F = ma. Prvni dva Newtonovy pohybové zadkony tedy mizeme
vyjadrit ve tvaru bipartitniho systému

1
— ' = F(x). 5.17
z mp7 p (z) ( )

Necht nejprve neptsobi zadn4 sila, F' = o. Pak funkce

U(:I:,p) = U(:C,y, Zapm,pyapz) =Pz TPy + D2
je prvnim integralem systému

z=—p, p=o. (5.18)
Vskutku

Pz Dy P T
VU(xayaZapm’py,pz) = (0?050’ 15 ]-’ 1)Ta f(xayazapm’py’pz) = <_x’ _ya _250,050) )
m o m m

takze VUT f = 0. Analogicky se lze piesvédcit, ze kazda z funkci

Ur(x,p) = pz,  Us(x,p) =py, Us(x,p) =p., Us=\/p2+p3+p3

je prvnim integralem systému (5.18); uvedené prvni integraly Uy a Uy, Us, Us vyjadiuji zakon
zachovani hybnosti, resp. jejich slozek.

Uvazujme nyni centralni silu ptisobici v poc¢atku, tj. silu, kterda bod X pritahuje k pocatku
nebo ho od néj odpuzuje. O velikosti sily budeme predpokladat, Zze je primo tmérna hmot-
nosti bodu X a nepfimo tmérnd druhé mocniné vzdalenosti bodu X od pocéatku (takovou
pritazlivou silou je naptiklad sila gravitacni). Plati tedy

m x m Y

Fp(z,y,2) =c Fy(z,y,z) =c
x( 'Y ) $2+y2+22\/m7 y( Y, ) x2+y2+22 /m2+y2+22’
m z cm
F.(x,y,2) =c , tj. F(x) = —==,
z( ) ) 1E2 + y2 + Z2 /,172 + y2 T 22 J ( ) H:BH-?)
kde |- || nyni oznacuje euklidovskou velikost (normu) vektoru. Je-li konstanta umérnosti ¢

kladnd, jedna se o pfitazlivou silu, je-li zapornd, jedna se o silu odpudivou. Systém (5.17) je

nyni tvaru

1 cm

' =—p = — . (5.19)
’ 3
m e
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V souradnicich ho lze rozepsat

, 1 , cm

x :Ep:m Pr= ($2+y2+22)3/2x,
, 1 , cm

y :Epzﬂ py: (x2+y2+22)3/2y7
, 1 , cm

z :EPz, pz:(x2+y2+z2)3/2z'

Fézovy prostor tohoto systému je mnozina Q = {(z,p) € R*?: |z| > 0}. Pro funkei H :
2 — R definovanou predpisem

Il cm . 1,5 9 9 cm
H = — 4+ — tj. H - + e+ 4+

plati
OH cme OH cmy OH cmz
or (22 +y2 +22)3/27  dy o (22 +y2 4+ 22)3/27 0z o (22 + 2 + 22)3/2°
OH _p. OH _py OH _p:
dpe m’' Op, m’  Ip. m
(5.20)
Tedy VHT f = 0 a funkce H je prvnim integralem systému (5.19). Vyraz
1 1 2 2 2, 1 2 2, 2 1 2 1 2
%(Pzﬁ']ﬂi*‘?g) = %( 22 mPy +m?) = gm(ﬁﬂl +y " +27) = §mH$/H = §m”"’”

vyjadiuje kinetickou energii hmotného bodu X, vyraz

cm cm

Va2 +y? + 22 [l

vyjadiuje jeho energii potencialni. Prvni integral je tedy celkovou mechanickou energii hmot-
ného bodu X, ktera se zachovava.
Z vyjadieni (5.20) vidime, Ze systém (5.19) lze také zapsat ve tvaru

0
a_xH(x7y7 z7pl‘7py7pz)

0
——H (2,9, 2, pz, Py, =)
y 0 0 0 01 0|9,
x| o o o 00 1]|]fo: (%,Y, 2, x> Py D)
p.| |1 0 0 00 0]|]| o
Dy 0 -1 0 0 00 a—mH(:c,y,z,pm,py’pz)
Pz 0 0O —1 0 0 0 P
—H
Ipy (., 2. Dy Dy, Pz)
H(z,Y, 2, Pxs Py, Pz)

Op:
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5) = (5 §)rmen

kde O, resp. E, je nulova, resp. jednotkovéa, matice. Odtud vidime, Ze prvni integral H je
soucasné hamiltonianem systému (5.19). Oznacéime-li nyni

T T
Vo— (2,2 0) g (2 2 2
oz’ 0y 0z Opx Opy Op.

mizeme systém (5.19) také zapsat jako hamiltonovsky systém

nebo strucné

LD/ = VPH($,p)’ p/ = _va(x’p) |:|
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Kapitola 6

Neékteré klasické elementarni tilohy

V této kapitole je uvedeno nékolik tloh vedoucich na obycejné diferencialni rovnice, které 1ze
vytesit elementarnimi metodami z kapitoly 2. Lze ji tedy povazovat za jakousi sbirku feSenych
priklad.

Ulohy vychazi z rtiznych obortt — kinematiky (tilohy 6.1, 6.5), geometrické optiky (Archi-
médova tloha 6.3), dynamiky (aloha o reaktivnim motoru 6.2), kosmologie (jednoduchy model
expandujictho Vesmiru 6.8), epidemiologie (tiloha 6.6), teorie Fizeni (problém ,menezmentu
obnovitelnych zdroju“ 6.7) nebo psychologie (nepfili§ vazné minénd tloha 6.4).

6.1 Traktrisa

Po stole tdhneme hodinky na napjatém fetizku délky ¢ tak, Ze koncem fetizku sledujeme
hranu stolu. Na pocatku svird fetizek a hrana stolu thel o € (0, 27?] Ukolem je uréit drahu
hodinek.

Zvolime orthonormalni soufadnou soustavu tak, Ze svisla osa splyva s hranou stolu a je
souhlasné orientovana se smérem pohybu konce fetizku, viz obr. 6.1. Pti této volbé budou
hodinky na po¢atku v bodé (—£sin «, 0). Drahu hodinek vyjadiime jako graf funkce y = y(x).
Hodinky se pohybuji ve sméru piusobici sily, sila pusobi ve sméru fetizku. To znamena, Ze
primka incidentni s Tetizkem je te¢nou ke grafu funkce y v kazdém bodé. Smérnice této tecny

je tedy rovna
72 _ 2
y(w) = (6.1)

—X

Hledana funkce je fesenim této obycejné diferencialni rovnice s poc¢atec¢ni podminkou
y(—fsina) = 0. (6.2)

Na pravé strané rovnice (6.1) se nevyskytuje hledané funkce y, proto mizeme feseni tlohy
(6.1), (6.2) bezprostiedné psat ve tvaru ur¢itého integralu

A

—/{sin «

i VE - _m] .

|£| E=—{sina
22 {402 — 22  sina
=/ |cosa — 1——+1 .
2 —x 1+ cosa

87
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72 — 12

Obréazek 6.1: Traktrisa

Ulohu o draze hodinek taZzenych na fetizku po stole zformuloval Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716). Kfivku podrobné studoval v roce 1692 Christiaan Huygens, ktery ji také dal jméno
tractrix (z latinského trahere, tdhnout).

6.2 Ciolkovského rovnice

Pohyb rakety budeme popisovat v soutadné soustavé takové, aby na raketu neptisobily zadné
vnéjsi sily (tedy ve stavu beztize). Necht v ¢ase tg = 0 se raketa pohybuje rychlosti vg. V case
to se zazehne palivo, které rovnomeérné shofi za ¢as 1" a v podobé plynti proudi z trysky na zadi
rakety rychlosti u vzhledem k raketé. Ulohou je uréit rychlost rakety po provedeni popsaného
manévru, tedy jeji rychlost v ¢ase T'.

Ozna¢me M ... hmotnost rakety na pocatku (v ¢ase to = 0),
7 ... hmotnost paliva vyhotelého za cas T,
m = m(t) ... hmotnost rakety (s dosud nevyhorelym palivem) v case t,
v=w(t) ... rychlost rakety v ¢ase t.
Predpoklad o rovnomérném hoteni paliva zapiSeme rovnosti
7 MT — ut
m(t) =M — Tt =—F (6.3)

Rychlost v nezname. Budeme vSak o ni pfedpokladat, ze je spojité diferencovatelnou funkci
svého argumentu (¢asu). Hybnost rakety se zbyvajicim palivem v ¢ase ¢ je

p(t) = m(t)o(t). (6.4)
Uvazujme kratky ¢asovy interval [¢,¢+ At] C [0,7]. Béhem ného shofi palivo o hmotnosti
Ap = u(t) — p(t + At) = M — %t - <M - %(t + At)) - %At. (6.5)
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Rychlost vytékajicich plynti v soufadné soustaveé, v niz pohyb popisujeme, je v ¢ase ¢t rovna
v(t) — u a v prubéhu intervalu se méni v rozmezi od této hodnoty po hodnotu v(t + At) — w.
Hybnost vyhotelého paliva vytrysklého v uvazovaném c¢asovém intervalu proto vyjadfime jako

pp(t, At) = w(t, At)Ap, (6.6)

kde w(t, At) je integralni pramér vytékajicich plynt v ¢asovém intervalu délky At, tj.

. tHAL . tHAL
w(t, At) = AL / (v(1) —u)dr = AL / o(T)dT — u.
t t

Podle prvni véty o stfedni hodnoté integrélniho poctu existuje éislo n € (0,1) takové, ze

t+At
/ o(r)dr = o(t + nABAL,
t

takze w(t, At) = v(t + nAt) — u. S vyuzitim této rovnosti a rovnosti (6.5) vyjadiime hybnost
(6.6) vytékajiciho plynu vyrazem

pp(t, At) = (v(t + nAt) —u) =At. (6.7)

Nl=

Hybnost rakety v ¢ase t + At je vzhledem k (6.3) rovna
PRt + AL) = m(t + At)o(t + At) = <M - %(t + At)) ot + At) = <m(t) - %At) u(t + At).
Podle Lagrangeovy véty o stredni hodnoté plati

v(t + At) = v(t) + V' (t + VAL) A,

kde ¥ € (0,1). Dosazenim této rovnosti do predchozi dostaneme

pr(t + At) = <m(t) - %At) (v(t) + ' (t + YA AL) =

= m(t)v(t) - <%v(t) — () (t+ Mt)) A(t) — %U/(t T OAL) (AL, (6.8)

Souhrnné hybnost rakety a vyhorelého paliva je v Case t + At rovna
p(t + At) = pr(t + At) + pp(t, At).
Odtud a z (6.7), (6.8) dostaneme

p(t+ At) — p(t)
At

= (v(t + nAt) —u — v(t))% + ) (t+ 9AL) — %v’(t + 9AL)AL.

Limitnim pfechodem At — 0 a jednoduchou tpravou vyjadiime derivaci hybnosti soustavy
rakety s palivem ve tvaru
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Podle zdkona o zachovani hybnosti je p/(t) = 0, takze s vyuzitim rovnosti (6.3) dostaneme
diferencialni rovnici pro neznamou funkci v ve tvaru

)= 1
v(t) MT — ut

Na jeji pravé strané se nevyskytuje hledana funkce v, staci tedy integrovat obé strany rovnice
v mezich od 0 po t. S vyuzitim poéateéni podminky v(0) = vy dostaneme

t
MT
U(t):UO+/ﬁdT:UO—U[IH‘MT—MTHi:O:U0+ulnm:
0
ut
= In{l+——1.
vo—l—un( +MT—ut>
Zejména pro t =T mame
7
T) = In(1 . 6.9
o(T) vo—i-un( +M—,u> (6.9)

Tato formule se nazyva Ciolkovského rovnice.

Rovnici (6.9) odvodil William Moore ve vyzkumné zpravé A Treatise on the Motion of Rockets pro
Royal Military Academy, Woolwich, England, v roce 1813. Tato préace byla zapomenuta a nezavisle na
ni rovnici objevil roku 1898 Konstantin Eduardovi¢ Ciolkovskij. S jeji pomoci v ¢lanku

[MnonkoBckuii, K. E. N3cinenoBanne MUPOBBLIX IPOCTPAHCTB PEAKTUBHBIMU IIPUOO-
pamu. Hayunoe obospsrue. 1903, roas X, No. 5

zdtvodnil, Ze rakety mohou létat naprosto nezavisle na okolnim prosttedi, a proto mohou byt vhodnym
prostiedkem pro lety do vesmiru.

6.3 Archimédova uloha

Urcete tvar zrcadla, které odrazi rovnobézné svételné paprsky do jediného bodu (ohniska).

Zvolime soufadnou soustavu tak, aby ohnisko bylo v jejim pocatku O, pfichéazejici paprsky
byly rovnobézné se svislou osou a sméfovaly proti jeji orientaci (kreslete si obrazek 6.2).
Uvazujme ptichazejici paprsek p, ktery se od zrcadla odrazi v libovolném, ale pevné zvoleném
bodé P = (xg,y0), zo > 0, yo < 0. Necht tvar zrcadla je v okoli tohoto bodu popsan funkci
y = y(z); pfitom samoziejmé y(zg) = yo.

Ozna¢me T, resp. v, te¢nu, resp. normalu, k zrcadlu v bodé P, ¢ pfimku incidentni s od-
razenym paprskem PO, r vodorovnou piimku prochézejici bodem P. Necht dale p = <tvq je
tihel, ktery svira odrazeny paprsek s normalou v. Uhel odrazu se rovnéa thlu dopadu a tedy
<pv = . Odtud plyne, ze <pT = %7? — . Dale plati <rr = %7? — <{pt = @. Ponévadz T je
te¢nou ke kiivce o rovnici y = y(z), plati

dy

a(azo) = tg(<rr) = tg . (6.10)

Ponévadz primky p a r jsou kolmé, je <tqr = %77 — qpv — dvq = %77 — 2¢ a tedy

1 (tgp)*

6.11
2tg e ( )

tg(<gr) = tg (g - 2s0> = cotg(2p) =
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y=y(z)
p
q Zo T
10) o /
Yo P r

Obrézek 6.2: K Archimédové uloze: y = y(z) — zrcadlo, p — pfichézejici paprsek, ¢ — odrazeny
paprsek, P — bod dopadu a odrazu paprsku, O — ohnisko, 7 — te¢na k zrcadlu v bodé dopadu
prichazejiciho paprsku, v — norméla k zrcadlu, ¢ —thel odrazu.

Soucasné 20l
Yo Yo
tg(< = = —=, 6.12
g(<qr) - - (6.12)

Spojenim (6.10), (6.11) a (6.12) dostaneme rovnost

To je rovnice neroziesena vzhledem k derivaci. Jedna se vsak o jednoduchou kvadratickou
rovnici pro neznamou derivaci, takze ji mizeme vyjadrit ve tvaru

2
dy _y <y> ey
dr =z T

d
Proy<0Oaxz>0]je il > 0, viz obrazek 6.2. Znaménko pfed odmocninou tedy musi byt +.
Dostavame tak diferencidlni rovnici pro tvar pozadovaného zrcadla

dr =z

d d
To je rovnice homogenni. Substituci v = u(x) = @, tedy y(z) = zu(x), d—y =u+ xd—u
T T T

dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feseni v implicitnim tvaru je

| =15
wr1 ) oz’
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tedy In ‘u +Vu? 4+ 1‘ = In |z| + const. Odtud

w-4(z-5)

kde C je integracni konstanta. V pivodnich proménnych dostaneme rovnost

w0 -3 (5-0).

neboli 22 = C(C + 2y). To je rovnice paraboly s ohniskem (0,0) a fidici pfimkou z = —C.

Nazev ,, Archimédova tiloha“ vychazi z tradované historky, podle niz Archimédes pii obléhani Syra-
kus arméadou fimského vojeviidce Marcella v letech 214-212 pf. n. 1. z vylesténych stitt obranct mésta
sestavoval zrcadla, kterymi soustredil slune¢ni paprsky a tak zapaloval lodé obléhatelti impregnované
smolou.

6.4 Romeo a Julie

Romeo na plese zahlédl Julii a na prvni pohled se do ni zamiloval. Svoji zamilovanost zacal
Julii davat najevo a tak se i ona do ného zamilovala. Pokusime se popsat vyvoj jejich citi,
pokud by nedoslo k tragédii popsané Williamem Shakespearem.
Predpokladejme, ze cit lze néjak kvantifikovat a ozna¢me r = r(¢t) Rometv cit k Julii

a j = j(t) Juliin cit k Romeovi v ¢ase t. Cit s kladnym znaménkem budeme interpretovat
jako okouzleni nebo zamilovanost!, cit se zapornym znaménkem jako odpor nebo nechuf.
Rometv cit samoziejmé zavisi na Juliiné odezvé a soucasné je citem renesanc¢niho kavalira,
tedy dobyvatele: ¢im vice naklonnosti Julie projevuje, tim je pro dobyvatele Romea méné
pritazliva. Tento jev vyjadiime tak, ze Rometv cit k Julii se zmensuje, pokud jeji k nému
je kladny. V prvnim pftiblizeni budeme zménu Romeova citu k Julii, tj. derivaci funkce r,
povazovat za imérnou Juliinu citu k Romeovi se zdpornym koeficientem timérnosti. Formalné
to zapiSeme rovnosti

dr

T
kde a je kladné konstanta. Naopak Juliin cit k Romeovi je povzbuzovin Romeovymi projevy
naklonnosti. Touto ttvahou dostaneme rovnici pro Juliin cit v prvnim pfibliZzeni jako

—aj, (6.13)

dj _

=b 6.14
=, (6.14)

kde b > 0. Na pocatku se Romeo zamiloval a Julie o ném ani nevédéla, jeji cit k Romeovi byl
nulovy. Romeovu zamilovanost budeme povazovat za jednotkovy kladny cit. Dostavame tak
podminky

r(0) =1, 4(0)=0. (6.15)

!Pouzivame slovo ,zamilovanost®, nikoliv ,laska“. Laska totiz neni jen citem, ale je z velké miry i zaleZitosti
rozhodnuti a vile; nelze ji proto jednoduse popisovat néjakym , prirodovédeckym® zptusobem. Samotny cit vsak
lze do jisté miry biologickymi nebo chemickymi terminy popsat a proto ho lze i matematicky modelovat.
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Diferenciélni rovnice (6.13), (6.14) s poc¢ateénimi podminkami (6.15) pfedstavuji model vyvoje
Romeovych a Juliinych citi. Jedna se o homogenni systém dvou linearnich rovnic s konstant-
nimi koeficienty a lze ho tedy vyfesit metodami popsanymi v 4.2, konkrétné postupem z 4.1.3
a 4.3.3.
Derivovanim rovnice (6.13) a dosazenim z rovnosti (6.14) dostaneme

d?r dj b

— = —a— = —abr.

de? dt
Vyvoj Romeova vztahu k Julii je tedy popsan homogenni linearni diferencialni rovnici druhého

fadu s konstantnimi koeficienty
2

d=r

— +abr =0. 6.16
de? + (6.16)
Pfislusné charakteristickd rovnice A% 4+ ab = 0 mé dva rtizné ryze komplexni kofeny A2 =
+ivab. Obecné feseni rovnice (6.16) tedy je tvaru

r(t) = Acos Wt) + Bsin <\/Et> .

Reseni musi spliiovat poc¢atecni podminky (6.15), tedy

r(0) = 1, %(0) — 4j(0) = 0.

Odtud dostaneme A =1, B = 0, takze r(t) = cos <\/% t) a podle rovnosti (6.13) déle plati

1dr(t 1 b

jt) =—= r(t) = —Vab sin (\/abt> :\/j sin <\/abt> .
a dt a a

Model (6.13), (6.14), (6.15) vyvoje citt veronskych milencti tedy pfedpovida, Ze Romeovy city

k Julii by periodicky kolisaly mezi zamilovanosti a zhnusenim, stejné tak Juliiny city k Ro-

meovi. Pozitivni city k sobé navzajem mohou prozivat pouze na zacatku pribéhu, konkrétné

do casu
T

Wab

Shakespearovo Teseni konfliktu tedy neni tragédii, ale dobrym koncem. Kdyby ptibéh pro-
bihal v neomezeném case, pak pouze ¢tvrtinu z ného prozivaji Romeo s Julii ve vzdjemné
naklonnosti, ¢tvrtinu ve vzajemném odporu a polovinu ¢asu s city rozdilnymi. Povsimnéme

T MY

b < a je tomu naopak. Jinak feceno, vétsim vykyvim cit (vétsimu utrpeni?) je vystaven ten
z dvojice, ktery je citové zavislejsi.

Vyvoj citll lze modelovat i obecnéji. Pfedpoklddejme, ze také Groven vlastniho citu ovliv-
nuje zménu tohoto citu. Muzeme tedy uvazovat model tvofeny systémem rovnic

dr )
-, —air —aj,
dt (6.17)
d—j—br—i-a j
dt - 27,

s pocatecni podminkou

r(0) =1, j(0) = 0.
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Zaporny koeficient oy muze vyjadiovat, ze Romeo se svych citi boji, nechce ztracet vnitini
klid; kladny koeficient cr; miize znamenat, Ze se Romeo svymi city necha vést. Koeficient oy
Ize tedy povazovat za jakési ,,umisténi Romea na ose racionalita-romantismus“; koeficient as
lze interpretovat podobné pro Julii.

Modely vyvoje milostnych citt (6.13), (6.14) a (6.17) publikoval Steven H. Strogatz v ¢ldanku

STROGATZ, S. H. Love affairs and differential equations. Mathematics Magazine. 1988,
Vol. 61, No. 1, p. 35.

Uéelem ¢lanku ovsem nebylo vytvofit matematickou teorii zamilovanosti, ale navrhnout neobvykly a
pokud mozno atraktivni zptusob vykladu klasické latky — systému dvou obycejnych linearnich diferen-

cidlnich rovnic.

6.5 ,,Psi krivka“

Pes pronasleduje zajice. Zajic se pohybuje rovnomérné primocare rychlosti u, pes bézi ve
sméru k zajici rovnomérnou rychlosti v, v > u. Urcete tvar drdhy psa a cas T, za ktery pes
zajice dohoni.

Zvolime orthonormaéalni soufadnou soustavu tak, aby se zajic pohyboval po druhé ose
souhlasné s jeji orientaci a na poéatku, tj. v ¢ase ty = 0, se zajic nachazel v bodé (0,b) a pes
v bodé (—a,0). Necht pro urcitost je a > 0; pfipad a = 0 je trividlni a v pfipadé a < 0 bude
tvar drahy zfejmé obrazem tvaru pro a > 0 v osové symetrii kolem druhé soutadné osy.

Situace je zndzornéna na obr. 6.3 a). Drahu psa vyjadiime jako funkci y = y(z). V case
t=0jex=—aay=0,tj.

y(—a) = 0. (6.18)
Pes k zajici sméfuje od zacatku, tj.
b
Y (—a) = o (6.19)

V jistém case t, t < T, se pes nachazi v bodé (x,y), z € (—a,0), a zajic v bodé (0, b+ ut).
Ponévadz pes stale sméruje k zajici, plati

_ b+ut —y(x)  ylx)—b—ut

] @

y'(2)

)

neboli
ut =y —ay' (x) — b. (6.20)

Za Cas t urazi pes drahu délky vt. Této hodnoté tedy musi byt rovna délka kiivky (grafu
funkce) y = y(z) od bodu (—a,0) po bod (z,y), tedy

vt = /\/1 + (y(6)) de.

Z této rovnosti vyjadiime t a dosadime do (6.20),

2 Vi (@) de = y@) - /@) . (6.21)
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<

c) d)

Obrazek 6.3: a) K odvozeni rovnice ,psi kiivky*“. Vektor rychlosti zajice © ma v kazdém
okamziku soutadnice (0, u), vektor rychlosti psa v ma v kazdém okamziku velikost v a v Case
t sméfuje k zajici, tj. je rovnobézny s vektorem o soufadnicich (|z|, b+ ut — y).

b) ,,Psi kiivka® pro a < 0, b > 0.

c) ,Psi kiivka“ pro a > 0, b = 0.

d) ,,Psi kiivka® pro a > 0, b < 0.
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Oznadime

5= (6.22)

Podle predpokladu je s < 1. Obé strany rovnosti (6.21) zderivujeme podle x. Dostaneme

s1+ (y'(2)° =¢'(2) — y'(2) — 2y’ (z)
zy"(x) + s/ 1 + (y’(a:))2 = 0. (6.23)

Draha psa je tedy Fesenim neautonomni nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu (6.23)
s poc¢ateénimi podminkami (6.18), (6.19).

a po upravé

Rovnice (6.23) je typu 2.10. Proto zavedeme novou nezndmou funkci p = p(x) = y/'(x).
Dosadime ji do rovnice (6.23) a pocéateéni podminky (6.19). Po snadné tpravé dostaneme

pocatecni ulohu
S b
p=——vi+p?,  p(-a)=—.
Jedn4 se o rovnici se separovanymi proménnymi. Reseni tilohy v implicitnim tvaru tedy podle
2.3 je

p x

Integraci dostaneme

a(p—km)

In PN oy :1n<—g>s
a odtud 1 s s
v=ge (¢ (-3) - (=2)).
kde
Cz%—k 1+<§>2. (6.24)

Ponévadz p = ' a funkce y spliiuje podminku (6.18), dostaneme FeSeni tlohy integraci po-
sledni rovnosti, tedy

GG CIDES
i (D) e (D).

Za konstanty s a C' dosadime z rovnosti (6.22) a (6.24). Po upravach dostaneme ,,psi kiivku*
ve tvaru

(2) U(UZH'“ a2+b2> v (b— a?+ 02 |z 1+y b+Va2+ b2 |zl
oy L RTTE) o (0o R gt 0o VR o)
2 a a

v2 — u? v+u v—u
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Nalezena funkce y je suda, vyjadiuje tedy tvar drahy psa pro a > 0 i pro a < 0; v prvnim
pripadé bychom za defini¢ni obor povazovali interval [—a, 0], ve druhém interval [0, —al].

Pes dostihne zajice v bodé (0, y(O)). To znamend, ze zajic rychlosti v urazi drahu délky
y(0) — b a ¢as, za ktery pes zajice dohoni, je tedy roven

y(0)—-b 1 v(vb+uva2—|—b2> ub + vva? + b2

T =
U U v2 —u? v2 —y?

,Psi kiivku“ (,,courbe chien“) jako prvni studoval v roce 1732 francouzsky matematik Pierre

v

Bouger (ten je znaméjsi jako tcastnik expedice do Peru v roce 1735, kterd zméfila délku jednoho
stupné zemépisné délky na rovniku). K¥ivka je nejjednodussim piipadem kiivek sledovéani (pursuit
curves, pojem poprvé pouzil George Boole ve svém spisu ,, Treatise on Differential equations“ v roce
1859), které jsou definovany takto: jestlize body A a P se pohybuji rovnomérné, bod A po dané kiivce
a smér pohybu bodu P stale mifi k bodu A, pak bod P opisuje kiivku sledovani.

Uloha byva nékdy formulovana tak, Ze pes sleduje svého pana, nebo ze liska honi kralika.

6.6 Epidemiologicky model Daniela Bernoulliho

Uvazujme chorobu, kterd trva kratce, néktefi pacienti na ni zemfou, jini se uzdravi a ziskaji
vicéi ndkaze imunitu; typickym predstavitelem takové infekce byly neStovice. Budeme mode-
lovat epidemii této choroby, tj. jeji Sifeni v néjaké kohorté. Kohortou rozumime skupinu osob
narozenych ve stejnou dobu.

Zavedeme oznaceni: N pocet osob zahrnutych do kohorty, a jejich vék (tj. ¢as od poc¢atku),
S = S(a), resp. R = R(a) pocet osob véku a, které neprodélaly, resp. prodélaly, chorobu. Pfi
tomto oznaceni je N = S(0) + R(0) = S(0), nebot novorozenci chorobu neprodélali, tj.
R(0) = 0. Dalsi symboly zavedeme na zakladé nasledujicich predpokladi:

e Pocet osob véku a, které zemrfou z jinych pri¢in, nez je uvazovana infekce, je imérna
délce (kratkého) casového intervalu sledovani Aa a poétu nenakazenych osob S(a).
Konstantu tmérnosti — prirozenou imrtnost ve véku a — oznacime pu(a).

e Pocet osob veéku a, které se nakazi uvazovanou chorobou je iimérnd délce sledovani
Aa a poc¢tu S(a) osob, které dosud chorobu neprodélaly a jsou tedy citlivé na infekei.
Koeficient timérnosti — incidenci choroby ve véku a — oznacime A(a)

e Pocet nemocnych osob véku a, které se uzdravi za Casovy interval Aa je imérny poctu
infikovanych osob tohoto véku a délce intervalu Aa. Koeficient imérnosti — index preziti
choroby osobami véku a — oznacime s(a).

Umrtnost j(a) lze interpretovat jako pravdépodobnost, Ze ,zdravd® osoba (tj. ta, kterd nema
uvazovanou chorobu) véku a zemie béhem ¢asového intervalu délky Aa; incidenci A(a) jako
pravdépodobnost, Ze se ,zdrava“ osoba véku a, kterd neni imunni vaci uvazované chorobé,
nakazi béhem ¢asového intervalu délky Aa; ukazatel pfeziti s(a) jako pravdépodobnost, ze
nakazena osoba véku a se béhem ¢asového intervalu délky Aa uzdravi. Budeme predpokla-
dat, ze onemocnéni a uzdraveni jsou jevy nezavislé, tj. Zze pravdépodobnost, Ze osoba citliva
k infekci se béhem ¢asového intervalu délky Aa nakazi a uzdravi, je rovna s(a)A(a). Déle
zavedeme letalitu choroby ve véku a vztahem

cla) =1— s(a);
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S(a) Aa) s(a) R(a)
] —_
nachylni k chorobé imunni
c(a)

p(a) u(a)

Obréazek 6.4: Schéma vyvoje kohorty ohrozené chorobou

Ize ji interpretovat jako pravdépodobnost, Ze nemocné osoba véku a béhem ¢asového intervalu
délky Aa zemfie. Proménné

u=u(a) = N resp.w:w(a):%a)

vyjadiuji (klasickou) pravdépodobnost, Ze osoba se dozila véku a a neprodélala, resp. prodé-
lala, chorobu. Novorozenec urc¢ité chorobu neprodélal, tedy plati

u(0) =1, w(0)=0. (6.25)

Vyvoj kohorty, v niz probiha choroba, lze schematicky znazornit obrazkem 6.4 a predpo-
klady vyjadrit ve tvaru rovnosti:

S(a+ Aa) = S(a) — p(a)S(a)Aa — A(a)S(a)Aa = S(a) — (u(a) + A(a))S(a)Aa,

R(a+ Aa) = R(a) + s(a)\(a)S(a)Aa — p(a)R(a)Aa =
= R(a) + (1 - ¢(a))A(a)S(a)Aa — p(a)R(a)Aa.

V prvni z uvedenych rovnosti prevedeme na levou stranu S(a) a ve druhé z nich R(a), rovnosti
vydélime vyrazem NAa a provedeme limitni pfechod Aa — 0. Pro zjednoduseni modelu
budeme predpokladat, ze funkce u a w jsou diferencovatelné; takovy predpoklad je v pripadé
velké kohorty dostatecné realisticky. Dostaneme tak systém neautonomnich diferencialnich
rovnic d

= = —(u@) + A(@)u,

a (6.26)
dw
P (1= c(a))Ma)u — p(a)w;

a
jejich FeSeni spliiuje pocateéni podminky (6.25).
Prvni rovnice systému (6.26) je linedrni homogenni rovnici pro neznamou funkei u. Jeji
feSeni s poc¢ateéni podminkou (6.25) je pfi oznaceni

M(a) = /,u(oz)doz, A(a) = /)\(a)da (6.27)
0

podle 2.6 rovno
u(a) = e M) =Mla) (6.28)

Toto vyjadieni dosadime do druhé rovnice systému (6.26) a dostaneme

dw

W - —pla)w + (1 - c(a)))\(a)e_A(a)_M(“),
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coz je linedrni nehomogenni rovnice pro neznadmou funkei w. Jeji feseni s po¢atecni podminkou
(6.25) je opét podle 2.6 rovno

w(a) =e M@ |1 /c(oz))\(oz)e_A(O‘)doz — e~ Ma)=M(a), (6.29)
0

Dosud provedené tvahy a vypoéty lze shrnout: Pravdépodobnosti u(a), resp. w(a), Ze se
osoba dozije véku a a neprodéld, resp. prodéla, chorobu, jsou feSenim soustavy rovnic (6.26)
s po¢ateénimi podminkami (6.25) a jsou dany vyrazy (6.28), resp. (6.29), kde funkce M a A
jsou déany vyrazy (6.27).

Pravdépodobnost, ze se osoba dozije véku a za predpokladu, ze choroba se v kohorté
neobjevuje (tj. A =0 a v dusledku toho také A = 0), je rovna pfimo funkci u s A = 0, tj.

lo(a) = e M@,
Pravdépodobnost, ze se osoba dozije v€ku a pokud se choroba vyskytuje, je rovna

U(a) = u(a) + w(a) =e M@ [1- /c(a))\(a)eA(a)da =

0
a

=/ly(a) [ 1= [ c(a)A(@)e M@ da
/

Pravdépodobnost doziti véku a je tedy soucinem pravdépodobnosti doziti véku a p¥i prirozené
umrtnosti a faktoru, ktery zavisi pouze na incidenci a letalité choroby.
Oznacme dale

Q) _la)—ul@)

_ u(a) _w(a) .
x(a’) - E(a)’ Z(CL) - g(a) - E(a) - CE((Z),
Veli¢ina z(a), resp. z(a), vyjadiuje podminénou pravdépodobnost, Ze osoba véku a neprodé-
lala, resp. prodélala, chorobu za podminky, Ze se véku a dozila.
Ponévadz

o—Ala)—M(a) e—Ma)
z(a) = - = - , (6.30)
e~ M(a) (1 — fc(oz))\(oz)e_A(o‘)dOz> 1 — [cla)\(a)e M da
0 0

plati rovnost z(0) = 1 a déle

Aa@)e-A@
iy O (

1—0 ()M«
da —aca ae‘A(O‘)az
(1= [e@aerraa)

a

c(a)X\( )eA(a)da> + e M e(a)\(a)e M)
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Relativni zastoupeni osob véku a, které v uvazované kohorté neprodélaly chorobu, je tedy
veli¢ina x(a) dana formuli (6.30), kterd je sou¢asné fesenim poc¢atecni tlohy pro Bernoulliovu
rovnici

dx

P ~Xa)z(1 = c(a)z), =(0)=1. (6.31)
Vyvoj zastoupeni osob, které neprodélaly chorobu, tedy nezavisi na prirozené timrtnosti p.
Ulohu (6.31) mizeme vyfFesit metodami popsanymi v 2.7 a presvédcit se, ze feSeni je stejné
jako (6.30), nebo podrobnéji

eaf AMa)da
x(a) = .
a J Ma)da
1= [A(E)e()er d¢

Zejména pro incidenci choroby a letalitu choroby nezévislé na véku dostaneme

1
c+ (1 —c)ere’

z(a) =

Poznamenejme jesté, ze v teorii preziti se funkce £y, u, M nazyvaji funkce preziti, rizikovd
funkce a kumulativni rizikovd funkce (v uvedeném poradi). Pokud

ILm M(a) = /,u(a)da = 00,
0

pak pro funkci preziti plati
lo(a) =1 — F(a),

kde F' je distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny ,,vék doziti jedince z kohorty“.

Uvedeny model $ifeni epidemie nestovic publikoval Daniel Bernoulli (1700-1782) v ¢lanku

BERNOULLI, D. Essai d’'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite vérole
et des avantages de I'inoculation pour la prévenir. Hist. Acad R. Sci. Paris. 1760/1766,
p-1-45.

v némz hledal odpovéd na otdzku, zda zavadét ockovani proti nestovicim, prestoze tato operace nékdy
kon¢i smrti.
Na zdkladé tabulek tmrti, které publikoval krélovsky astronom Edmond Haley (1656-1742)

HALLEY E. An estimate of the degrees of the mortality of mankind, drawn from curious
tables of the births and funerals at the city of Breslaw; with an attempt to ascertain the
price of annuities upon lives. Phil. Trans. Roy. Soc. London. 1693, vol. 17, p. 596-610.

odhadl D. Bernoulli hodnoty incidence a letality nestovic nezavislé na veéku jako A\ = %, c = %;
skutec¢nost, ze mu koeficienty vysly stejné, je ndhoda.
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6.7 Udrzitelny rybolov

Predstavme si néjakou vodni nadrz, v niz ziji ryby. Tato nadrz je uzaviena v tom smyslu, Ze
ryby z ni ani do ni nemigruji. Uzivnost této nadrze budeme povazovat za konstantni. Popu-
laci ryb povazujeme za homogenni (nerozlisujeme vék, velikost, pohlavi ani jiné charakteris-
tiky jedincti) a vSechny jeji charakteristiky kromé velikosti povazujeme za konstantni v case.
Oznac¢ime-li * = z(t) velikost populace ryb v ¢ase t, pak vyvoj této veli¢iny lze modelovat
logistickou diferencialni rovnici

¥ =rz <1 — %) ,

kde r je vnitini koeficient rtistu populace a K je kapacita (1zivnost) prostfedi; oba parametry
r a K jsou kladné.

Rybolov s konstantnim tulovkem za jednotku ¢asu

Ryby vsSak nejsou ponechany svému vyvoji, jejich populace je vyuzivana. Rybolov mtizeme
popsat tak, Ze z populace ryb je pravidelné odstranovan jisty pocet jedinct, za jednotku casu
je vyloveno uréité mnozstvi ryb. (To si lze naptiklad predstavit tak, ze u jezera ziji rybaii,
ktefl maji pevné dany pocet lodék, kazdy den vyrazi na lov a lovi tak dlouho, az své ¢luny
naplni.) Ozna¢me h mnozstvi ryb ulovenych za jednotku ¢asu; parametr h je kladny. Pak
vyvoj populace ryb, jejiz velikost byla na zac¢atku rovna hodnoté xg > 0, je popsan pocatecni
ulohou pro diferencialni rovnici

¥ =rz <1 - %) — h, z(0) = xo. (6.32)

Zakladni otazkou je, zda rybolov je udrzitelny, tj. zda v dostate¢né dlouhém ¢asovém horizontu
bude populace ryb prezivat nebo ji lov vyhubi.
Rovnice v tloze (6.32) je Riccatiho, podle 4.4.2 ji feSime substituci

_ Ky
=)= y(t)

(6.33)

Dosazeni do rovnice (6.32) dava

tj.

K" K I\ 2 K I\ 2 /
_y___<y_> :__<z> kY
Yy Yy

Odtud snadnou upravou dostaneme linearni homogenni rovnici druhého radu s konstantnimi
koeficienty
/)

h
Y —ry + %y =0. (6.34)

Jeji charakteristickd rovnice (sr. 4.3.3) je

2 rho_
N —rAt == =0. (6.35)
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4h
Ozna¢me D =1 — —. Pak D < 1, nebot parametry r, K, h jsou kladné. Pti feSeni tilohy

r
(6.32) rozlisime t¥i pfipady podle znaménka veli¢iny D.
(i) D>0,tj. h < irK.
V tomto piipadé ma charakteristickd rovnice (6.35) dva realné rizné kofeny
Mz =3 (1+vD)
a protoze D < 1, jsou oba kofeny kladné. Obecné feSeni linearni rovnice (6.34) je
y(t) = Aed"(IWVD)t | Bear(1VD)t — o3r(1VD)t (A + Be‘“/ﬁt> ,

kde A, B jsou né&jaké konstanty. Plati tedy

y'(t) = ezn(1HD)t ( (1+\/_)<A+Be ) BrvDe~ >=
3 0VD! (14vD) A+ (1 -VD)Be™P1) .

,
2
Odtud a z transformac¢niho vztahu (6.33) dostaneme obecné feseni rovnice z tlohy (6.32) ve

K (1+VD)A+ (1-vVD)Be VP!
=3 A+ Be—VDt '

Konstanty A, B ziskdme z poc¢ateéni podminky v tloze (6.32):

K (1+VD)A+(1—VD)B K A-B
T2 A+B 2 (1 \/_A B>

tvaru

To je jedna rovnice pro dvé neznamé a hodnoty A, B z ni nelze vypocitat. Lze vSak urcit
jejich pomér

21‘0 A—B .

Reseni tlohy (6.32) je tedy déno formuli

* = K (1+VD) (K(1 VD) —220) = (1 —vD) (K(14+vD) — 23 ) e VP!
2 K(1-VD) - 2w — (K(l +VD) —2x0) e-VDt
g rzo(1+VD) —2h — <7’330(1 +VD) — 2h> e~ VDt
= 220 — K(1-VD) — <2gg0 - K(1 +\/E)) e—VDt
nebot 1 — D = ;l—lh(

Nyni mtzZeme vysetfovat prubéh funkce = v zavislosti na pocateéni hodnoté (parametru)
xo. Pokud je xz¢ > %K (1 — D), pak je funkce x kladné pro jakoukoliv hodnotu nezavisle

promeénné t a plati
14+vD
lim z(t) = K +2 ;

t—o00
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T T
0<h<i7‘K h:irK
x /
1
5K
t t
T T
h>i'rK h = Ex, EzEmaX:%r
K

/
\\W

t t

Obréazek 6.5: Modely rybolovu. Rybolov s konstantnim tlovkem za ¢asovou jednotku, tj. feSeni
ulohy (6.32) pro rtzné hodnoty intenzity lovu h a pro rizné poc¢ateéni hodnoty zy (nahote
a vlevo dole). Rybolov s konstantnim loveckym tusilim, tj. feSeni tlohy (6.37) s usilim E
pfinasejicim maximélni udrzitelny tlovek pro rizné pocateéni hodnoty x¢ (vpravo dole).

zejména pro xg = %K(l +\/5) je funkce = konstantni, z(t) = %K(l —i—\/ﬁ) Rybolov zredukuje
velikost populace ryb na hodnotu z* = %K(l —{—\/5)

Pokud je xp = %K(l —\/5), pak je funkce z konstantni, z(t) = %K(l —\/5)

Ovsem, pokud je xg < %K(l —\/5), pak pro

y 1 1 2h — mco(l —\/D)
= n
P WD 2h— rxo(l —l—\/D)

je z(tg) = 0. To znamena, ze lov ryby vyhubi.

Reseni poc¢ateéni alohy (6.32) s hodnotou h € (0, irK ) a s ruznymi pocatecnimi hodno-
tami je zobrazeno na obr. 6.5 vlevo nahote.
(ii) D > 0, tj. h = 1rK.

V tomto pfipadé méa charakteristickd rovnice (6.35) dvojndsobny redlny kladny kofen
A= %r. Obecné feSeni linearni rovnice (6.34) v tomto piipadé je rovno

y(t) = (A + Bt)er".

Pro toto feseni musi platit y(0) # 0, jinak by transformace (6.33) nebyla definovéana v pravém
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okoli pocate¢ni hodnoty. Odtud plyne, ze A # 0 a FeSeni miuZeme upravit na tvar

y(t) = A <1 + %&) 2™ = A(1 + Ct)e2™,

B
kde C' = —. Derivace feseni je rovna

A
/ _ f Lrt
y'(t) —A(C—i- 2(1+Ct)> ez

a obecné TFeSeni rovnice z ulohy (6.32) je

_KC+31+4C) K K C
=S oS

z(t) r 1+Ct rl14+Ct

Toto feSeni ma spliiovat poc¢ateéni podminku v tloze (6.32), takze

r

C=3K

(21‘0 - K)

Reseni tlohy (6.32) je tedy v ptipadé h = %T’K déno formuli

1 2.%'0—K
H=K|(=
x(t) (2 TR T (200 - K)t)

Pokud zy > %K, je toto feseni kladné pro kazdé ¢ > 0. Zejména pro zg = %K je Teseni
konstantni, z(t) = %K Pokud naopak xzg < %K, je TeSeni kladné pouze pro t € [0,tg), kde

2K

lp=—7—"—~
B r(K — 2xg)

a z(tg) = 0. Refeni tlohy (6.32) v pifpadé h = 1rK pro rfizné pocatecni hodnoty je znazor-
néno na obr. 6.5 vpravo nahote.

V pripadé h = %T’K je tedy rybolov udrzitelny pouze pokud byla pocatecni velikost
populace ryb alespon na poloviné tzivnosti prostiedi. V takovém piipadé rybolov dlouhodobé
udrzuje velikost populace na hodnoté %K , nebot

K
lim z(t) = —.
t—o00 2

Pokud je pocatecni velikost populace ryb mensi, lov ryby vyhubi v case tg.
(iii) D <0, tj. h > irK.

V tomto pfipadé ma charakteristicka rovnice (6.35) komplexné sdruzené kofeny

r r r | 4h
=—41i kd =/—D = — -1
Az =5 +ip, kdep =3 oV K

a obecné feSeni linedrni rovnice (6.34) je tvaru

y(t) = Aez"t sin(pt + 1),
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kde A, 1 jsou konstanty. Jeho derivace je rovna

y'(t) = Aez" <g sin(pt + ) + @ cos(pT + ¢))
a FeSeni rovnice z tlohy (6.32) podle transformac¢niho vztahu (6.33) je dano formuli

K rsin(pt + 1) + 2pcos(pt +v) K Ko —
= — + T cotg(pt + 1) =
T 2sin(gt + 1) 2 " cotel v

K h
=3 (1 +\/; cotg (ot + ¢)> :

Aby toto feseni splnilo poc¢ateéni podminku v tloze (6.32), musi platit

K | 4h
== — -1
To = 5 < + e cotg1/1>,
200 — K rK
w—arccotg< I ”4h—TK>'

Reseni tlohy (6.32) je nyni kladné pouze na intervalu [0,%5), kde t£ je nejmensi kladné feseni

rovnice
g (1 +4/ f—;; — 1 cotg(ptp + 1/1)> =0,
tedy
tp = 1 (arccotg <—\/L> —1/)) = EN/L (z — 1) + arctg L) .
% 4h —rK rV dh —rK \ 2 4h —rK

Pro h > %’I“K tedy rybolov nemiize byt udrzitelny. Reseni tilohy (6.32) v piripadé h > irK
pro rtizné pocatecéni hodnoty je znédzornéno na obr. 6.5 vlevo dole.

x(t)

tedy

Z rozboru FeSeni modelu (6.32) plyne, Ze rybolov muze byt udrzitelny pouze v pfipadé, ze
neni prili§ intenzivni a pocateéni populace ryb je dostatecné velka, konkrétné kdyz

1 K 4h

Maximalni udrzitelny tlovek je tedy

hmax = —1' K. (6.36)
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Rybolov s konstantnim usilim

K modelovani rybolovu miizeme pfistoupit i jinak. Predpoklddejme, ze nikoliv dlovek za
jednotku casu, ale tusili vynalozené na lov je konstantni. To si mizeme predstavit naptiklad
tak, Ze rybafi maji pevnou denni pracovni dobu, po kterou vle¢ou sité. Ulovek za jednotku
casu je v takovém pripadé imérny mnozstvi ryb, které jsou k dispozici, tj. h = Ez, kde kladna
konstanta F vyjadiuje vynalozené usili.

Misto modelu (6.32) tedy uvazujeme model

¥ =rz <1 — %) — Ex, x(0) = xo. (6.37)

Rovnici upravime na tvar
r
/ 2
r=——=z4+(r— E)z
e ( )

a vidime, Ze se opét jednd o Riccatiho rovnici. Substituce (6.33) ji pfevede na tvar
Ky K (y\* r (Ky\ Ky
Ky K (z) _ <_y_> - KL
Ty r \\y K\ruy Ty

z néhoz po upravé dostaneme linedrni homogenni rovnici druhého fadu s konstantnimi koefi-

cienty
y' —(r—E)y =0. (6.38)

Pifslusné charakteristickd rovnice A2 — (r — E)A = 0 m4 dva realné kofeny

0
A9 = ’ 6.39
1,2 {r — F. ( )

Pokud E # r, jsou tyto kofeny rtizné a obecné feSeni rovnice (6.38) je tvaru
y(t) = A+ Belr=E),

Jeho derivace je rovna y/(t) = B(r — E)e(" )t takze zpétnou transformaci (6.33) dostaneme
FeSeni rovnice z ulohy (6.37) jako

K B(r— E)el'—8)t

r A+ Be(r—E}t

a(t)
Pro z(0) = zp > 0 musi byt B # 0 a feSeni mizeme upravit na tvar

K(r—E) .
r (14 De=(r=E)t)’

x(t) =

A
hodnotu konstanty D = 5 ur¢ime z poc¢ateéni podminky tlohy (6.37),
K(r—F 1
D:7(7° )—1:—(K(T—E)—m:0).
TX( TX(

Reseni tlohy (6.37) je tedy v ptipadé E # r déno formuli

2(t) = K(r— E)xg

= ; 6.40
rzg — (reg — K(r — E))e- (=Bt (6.40)
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povsimnéme si, ze tato funkce vyjadiuje feSeni problému (6.37) i pro zo = 0. Reseni (6.40)
ulohy (6.37) je pro libovolnou poéateéni hodnotu zy > 0 definovéano na celém intervalu [0, 00)

a plati pro ného
E
) Kl(l—-—]|, E<nm
lim z(t) = r

t
o 0, E>r

Pokud F = r, oba koteny (6.39) charakteristické rovnice splyvaji do dvojndsobného kofene
A1,2 = 0. Obecné feSeni linearni rovnice (6.38) je v tomto ptipadé rovno

y(t) = A+ Bt,
takze z transformacniho vztahu (6.33) plyne, ze obecné feseni rovnice v tloze (6.37) je

(t) K B K 1
zt)=——— = ———.
r A+ Bt r D+t

K

Hodnota konstanty D nyni je D = — takze FeSeni tlohy (6.37) je
rTo

N K.%'o

K+ rapt’

x(t)
Tato funkce je také pfi libovolném zy > 0 definovana na celém intervalu [0, c0) a plati pro ni

tlggo x(t) = 0.
Z rozboru feseni tlohy (6.37) vidime, Ze rybolov je dlouhodobé udrzitelny (tj. feseni z = x(t)
ulohy (6.37) je kladné pro vsechna ¢ > 0) v pfipadé FE < r. Na rozdil od pfedchoziho modelu
(6.32) vSak i neudrzitelny rybolov vyhubi ryby v dlouhodobém horizontu, nikoliv v koneéném
Case. Jinak feceno: je-li ochrana ryb (nebo jiného obnovitelného zdroje) provadéna pevnym
omezenim tlovku, mize dojit ke katastrofickému vyvoji — rychlé likvidaci ryb. Ochrana po-
Uvazujme nyni udrzitelny rybolov papsany modelem (6.37) za situace, kdy velikost popu-

lace ryb je na limitni hodnoté
E
=K <1 — —> .
r

Ulovek za jednotku ¢asu je v takovém piipadé roven h = Ez*. Tento tlovek lze chépat jako
zévisly na vynaloZeném sili, tj. jako funkci

h:h(E):EK<1—E>.

r

To je konkavni kvadraticka funkce, kterd nabyvéa svého maxima pro F = Ep.x = %r. Maxi-
malni ulovek za jednotku casu je tedy

1
hmax = h(Emax) = ZTK
To je stejny vysledek jako (6.36), tj. v piipadé rybolovu s konstantnim tlovkem za jednotku

¢asu popsaného modelem (6.32). Reseni tlohy (6.37) s tsilim E = Epax = 17 je zndzornéno
na obrazku 6.5 vpravo dole.
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Optimalizace udrzitelného rybolovu

Nyni mitizeme Tesit problém optimalizace rybolovu. Vnitini koeficient rtstu populace ryb je
pro konkrétni druh konstanta, tu ovlivnit nelze. Uzivnost prostiedi vak lze ménit, napiiklad
eutrofizaci prislusné vodni nadrze (pfikrmovanim ryb). V takovém pfipadé mizeme pocatecni
velikost xy povazovat za kapacitu prirozeného prostiedi. Zvysovani Uzivnosti prostiedi ale
néco stoji. Predpokladejme, ze naklady na eutrofizaci rybnika, které zvysi jeho UZivnost na
hodnotu K, jsou vyjadieny funkci n(K). Cenu ulovenych ryb pfi intenzité h oznaéime c(h) a
néklady na ného ozna¢ime [(h). Zisk z rybolovu je tedy roven c(h) — I(h) — n(K).

Maximéalni udrzitelny rybolov ma intenzitu h = i’I“K . Chceme-li tedy maximalizovat zisk,
hleddme maximum funkce

za podminky

To se ovSem snaze rekne, nez udéla.

Uvedené modely diskutovali Beddington a May v ¢lanku

BEDDINGTON, J. R.;, MAY, R. M. Harvesting natural populations in a randomly fluctua-
ting environment. Science. 1977, vol. 197, p. 463-465.

Prestoze se jedna o modely velice jednoduché, prinaseji dilezity vhled do problematiky fizeni
vyuzivani obnovitelnych zdroju.

6.8 Nerelativisticky model nestacionarniho Vesmiru

Seriozni modely Vesmiru jako celku jsou konstruovany v ramci obecné teorie relativity, OvSem
jiz Newtonovy zdkony (a tedy stfedoskolska fyzika) umoziuji jisty vhled do vyvoje Vesmiru,
zejména mohou ukazat vyznam jeho soucasné hustoty pro jeho dalsi osud.

Budeme si tedy predstavovat, ze Vesmir je umistén v klasicky nekoneéném euklidovském
trojrozmérném prostoru. Vesmir sam nemtize byt nekonecny, nemitize tento hypoteticky ab-
solutni prostor rovnomérné vyplnit. To snadno nahlédneme, pokud se za bezobla¢né noci a
mimo meéstské osvétleni podivame na oblohu. Uvidime tmu a hvézdy. Kdyby byl Vesmir ne-
konecny, v kazdém sméru by nas pohled nakonec na néjakou hvézdu narazil a no¢ni obloha
by celé zérila jako poledni slunce. Uvedeny argument pro konec¢nost Vesmiru vSak neni tplné
presvéd¢ivy — mohla by v ném byt néjakd mezihvézdna nebo mezigalaktickd mracna, ktera
vzdalenéjsi hvézdy zastini; nebo by svétlo mohlo béhem dlouhé cesty Vesmirem zestarnout a
prestat svitit. AvSak dal$im argumentem pro konecnost Vesmiru miiZe byt existence gravitac-
niho zakona. V nekoneéném Vesmiru by se v kazdém sméru nachézelo nekonecné mnozstvi
hmoty a gravitacni pusobeni téchto hmot na jakékoliv téleso by se vzajemné vyrusila. Pokud
tedy chceme zustat v prehledném svété klasické fyziky, tj. ve svété, v némz ptisobi obecné
Newtonovy zékony pohybu i zdkon gravitaéni, musi hmotny vesmir (coz je z pohledu no-
voveké materialistické prirodovédy cely Vesmir) byt koneény, byt se nachazi v nekoneéném
absolutnim prostoru.

Z prostorové omezenosti Vesmiru plyne také skutecnost, ze nemutze byt neproménny v case;
¢as si v souladu s newtonovskou fyzikou predstavujeme jako rovnomérné plynouci nezavisle
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na jakémkoliv procesu, tedy jako jednorozmérny euklidovsky prostor. Koneény Vesmir ne-
miize mit stale stejnou rozlohu — gravitacni sila by totiz kazdou ¢astici pritahovala do tézisté
Vesmiru a ten by se postupné zhroutil a vytvoril néjaké téleso obrovské hustoty. O trvani
Vesmiru tato tivaha jesté nic nerika: Vesmir mohl mit pocatek a pii ném dostat néjaky im-
puls, ktery zptisobuje jeho neustédlé rozpinani az po uplné ,vyvanuti“; nebo mohl byt na
pocatku veliky a postupné se smrituje; zddny pocatek ani konec nemusi mit, jen se v pribéhu
¢asu néjak periodicky nebo neperiodicky méni a podobné. Také proto chceme vyvoj Vesmiru
néjak modelovat. Modelovany Vesmir bude homogenni (v kazdém misté stejny) a izotropni
(v kazdém sméru stejny); to celkem dobie odpovidé pozorovani na dostateéné velké prosto-
rové skale. K tomu budeme jesté predpokladat, ze plati zdkon zachovani hmoty a pfirodni
zakony, zejména zakon gravitacni, jsou na Case nezavislé, jsou vécné.
Model Vesmiru je tedy postaven na predpokladech:

(i) Vesmir je homogenni koule o poloméru R > 0.

(ii) Polomér Vesmiru se v ¢ase méni, R = R(t). Soucasny polomér Vesmiru ozna¢ime Ry.
(iii) Vesmir méa konstantni hmotnost M; samoziejmé je M > 0.

(iv) V celém Vesmiru plati Newtontv gravita¢ni zakon a gravitacni konstanta G' > 0 nezavisi
na case.

7 astronomickych pozorovani je znamo, ze se Vesmir rozping; ¢im jsou galaxie od sebe vzda-
lengjsi, tim rychleji se od sebe vzdaluji. Zménu velikosti Vesmiru, tedy derivaci jeho poloméru
R'(t), budeme proto povazovat za imérnou jeho velikosti. Spolu s pfedpokladem (ii) tak pro
polomér Vesmiru dostéavame pocatecni podminky

R(0) = Ry, R'(0) = HRy, (6.41)

kde H > 0 je Hubbleova konstanta’.

Uvazujme ¢astici (galaxii) o hmotnosti p na ,hranici Vesmiru“, tj. ve vzdélenosti R od
jeho stfedu. Podle predpokladi (i), (iii) a (iv) na ni pusobi gravitacni sila orientovand do
stfedu Vesmiru, tedy sila dana vztahem

Mp

F=—Cg

ktera ¢astici udéluje zrychleni R”. Podle zdkona sily je F' = uR”, tedy

M
R = —Gﬁ. (6.42)
Diferenciélni rovnice druhého Fadu (6.42) spolu s po¢ateénimi podminkami (6.41) pfedstavuje
model vyvoje velikost Vesmiru.

Oznac¢me gy soucasnou hustotu Vesmiru. Podle pfedpokladu (iii) plati M = %ng 0o- Déle
zavedeme bezrozmeérny polomér Vesmiru r a bezrozmérny cas 7 vztahy

R

= — = Ht. 6.43
BT (6.43)

r

2Pfesnéji feceno, soucasni hodnota Hubbleovy konstanty; tento parametr by se mohl v pribéhu vyvoje
Vesmiru meénit.
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Pak prava strana rovnice (6.42) je rovna

M_ G 4, 4nGRu
R (Ror)23 ° 3r2
jeji leva strana je
d’R d /d dr\ dr d?r
2= ) 2L — RaH?2 =
a2 dr (dT Ordt> ar 0 e

takze rovnice (6.42) se transformuje na rovnici

d?r 47 G oo 1

dr2 ~ 3H2? 2

2

Rozmér veli¢iny — v jednotkach SI je kgm™3

, coZ znamena, ze tato veli¢ina vyjadiuje

hustotu hmotnosti. To nas opraviuje k zavedeni kritické hustoty vztahem

3H?
rit = g ~- 6.44
Okrit Ry ( )
Pii tomto oznaceni rovnici (6.42) pfepiseme do tvaru
d?r 1L og 1 (6.45)
dr? 2 Okrit r2’ ‘
Dale plati
dr _dRd_ 1 AR
dr  dtRydr HRy dt
a 7 = 0 pravé tehdy, kdyz ¢t = 0, takZe podle druhé rovnosti (6.41) je
dr 1 dR 1
a0 HR, a0 HRy  °
Dostavame tak pocateéni podminky pro funkci r ve tvaru
dr
0)=1 —(0) =1. 6.46
(=1 o (6.46)

Transformace (6.43) a oznaceni (6.44) tedy prevadi poc¢ate¢ni tlohu (6.42), (6.41) na tlohu
(6.45), (6.46).

Pro zjednoduseni zapisu jesté€ oznacime

00
Okrit

a rovnici (6.45) prepiSeme ve tvaru

d?r o
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Reseni tlohy (6.47), (6.46)

Explicitni autonomni rovnici druhého fadu (6.47) mtzeme podle 2.9 pfevést na implicitni
rovnici prvniho radu ve tvaru

dr\ 2 o o
(E) — 2/ <_ﬁ) dr = - -+ const.

Z pocatecnich podminek (6.46) déle plyne, ze

2
1= <%(0)> = % + const = o + const,

tj. Ze integraéni konstanta je rovna 1 — o. Uloha (6.47), (6.46) se tedy transformuje na tlohu

<dr>2 _otl=ar gy, (6.48)

ar ;

V okoli poéateéni hodnoty je derivace funkce r podle druhé rovnosti v (6.46) blizkd hodnoté

1, zejména tedy £" S 0 a rovnici mizeme vyfesit vzhledem k derivaci. Ulohu (6.47), (6.46)

tedy transformujeme na tvar

dr o+ (1—o)r

— = — 0)=1. 6.49
dr T , 10) (6.49)
Z prvni rovnosti a z (6.47) vidime, ze
dr d?r
— >0, — <0
& a2

o
pro vSechna piipustné r, tj. pror > 0 v pfipadé 0 < 1 a pror € (O, 1—> v piipadé o > 1.
-0

To znamenad, ze feseni tlohy (6.49) je rostouci konkdvni funkce. Tento vysledek miizeme in-
terpretovat tak, ze polomér Vesmiru se v pritbéhu ¢asu zvétsuje, Vesmir expanduje, a rychlost
expanze se pritom snizuje.

Rovnice v (6.49) je autonomni, feSeni tlohy je podle 2.3 implicitné déno rovnosti

7':/ — T 4
c+(1—o)x
1

Substituce

9 T ou? 20u

=, t — ,d: d
" o+ (1 —-o)x e 1-(1-o0)u? . (1_(1_J)u2)2u

prevede integral na pravé strané rovnosti na integral z racionalni funkce

I(r) = 20 1/( )<Tu—o)u2> du. (6.50)
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Reseni tlohy (6.47), (6.46) je tedy implicitné dano rovnosti
T=1(r), (6.51)
kde vyraz I(r) je integral zavedeny rovnosti (6.50). Nyni musime rozlisit tii ptipady podle
hodnoty parametru o, poméru aktudlni hustoty Vesmiru k hustoté kritické.
l.o=1, tJ 00 = Okrit
V tomto pfipadé se integral v (6.50) redukuje na tabulkovy integral
NG
I(r) :2/u2du: 2 (\/7’3—1).
1

Po dosazeni do rovnosti (6.51) mtzeme Feseni ulohy (6.47), (6.46) vyjadrit ve tvaru

r(r) = 3r+1)%

Tato funkce je definovana pro libovolné 7, jeji prvni derivace

dr 1
dr §/3T+1
je definovana pro 7 > —%. Dale plati
d d
lim r(7)=0, lim r(7) = oo, lim —T(T) = 00, lim —T(T) =
ro—24 T—00 ro—24 dr T—oo0 dT

Odtud a z obecné tvahy provedené za (6.49) plyne, ze uplné feSeni ulohy (6.45), (6.46) je
definovano na intervalu (—%, 00), funkce r je na tomto intervalu kladné, rostouci a konkévni.
V case 7 = —% ma funkce r singularitu (nulovou hodnotu a nekone¢nou derivaci) — polomér
Vesmiru byl nulovy a rychlost jeho rozpinani nekonec¢na. Tento cas tedy miizeme povazovat
za okamzik vzniku Vesmiru, hodnota o) = % vyjadiuje stari Vesmiru. Stafi Vesmiru muzeme
podle druhého z transformacnich vztahi (6.43) vyjadfit také v ¢asovych jednotkach jako

A, =% 2
H 3H

Je-li tedy soucasna hustota Vesmiru rovna hustoté kritické, pak se Vesmir vyviji od poca-

tecni singularity (nulového polomeéru) v case A, pred soucasnosti tak, ze jeho polomér roste

neomezené v prostoru i v ¢ase. Rychlost jeho ristu pfitom klesd z nekone¢na (pocatecni ex-

ploze, big bang) k nule, tj. v nekoneéném ¢ase se rozpinani Vesmiru zastavi. Takovy Vesmir

se nazyva parabolicky.

2.0 <1, tj. 00 < Okrit
V tomto piipadé je

ou o 1+ VT =ou] V70T
(1-0)(1—(1—-0)u?) 2/(1—0)3 lnl—\/l—au]uzl

I(r) =

Ti0-or-1 1 (1-vi=0o) (Vo+a—a)r+T-o)r)

= In

1-0 2y/(1—-0)3 (1+\/1—a)<\/0+(1—J)r—\/(1—0)r)
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a tato funkce je definovana pro libovolné r > 0. Zejména plati

1 14 1 1 1-v1-0o
— n .
o\ "2/1-¢ "1+V1-0

Oznafme pravou stranu této rovnosti —ay,. Pak plati

1(0) =

lim r(r) =0, (6.52)

T——ap+

coz znamena, ze v ¢ase —ay mél Vesmir nulovy polomér. Tento cas lze povazovat za pocatek
Vesmiru, takze jeho stari nyni vyjadfime vyrazem

ap, 1 1 1-vV1l—o0o
Ahz—: 1+ In .
21— 14++1—0

H (1-0)H
Jiz vime, zZe funkce r = r(7) je rostouci a konkdvni. Dale je

Jim 1) = o
a tedy také

Tlgrgo r(T) = 0.

Z vyjadieni derivace v (6.49), z pfedchozi rovnosti a z (6.52) dale plyne

d d
lim —(r) = lim /2 +1-0=+vI—o0, lim ()= lim (/2 +1—0 = oc.
T—o0 dT r—oo \[ 7 r——ap+ dT r—0+ \ 1

Je-li tedy soucasna hustota Vesmiru mensi nez hustota kritické, pak se Vesmir opét vyviji
od pocatecni singularity v case A, pred soucasnosti tak, Ze jeho polomér roste neomezené
v prostoru i v ¢ase. Rychlost jeho rtstu pritom klesd z nekonecné k jisté kladné hodnoté.
V tomto pripadeé se tedy rozpinani Vesmiru nezastavi ani v nekonec¢ném case. Takovy Vesmir
se nazyva hyperbolicky.

3.0 >1,tj. 00> Okrit
V tomto piipadé je

o—(oc—1)r

)= | o= ™ I o 1>u2>]u1 )

1—/or—(oc—1)r? o
- o_1 +\/m(arCtgvT(U—l)U—(a—l)r—arctha—l).

o
Tato funkce je definovana pro r € [0, —1> Oznac¢me pro stru¢nost r,, =
o —

o
——. Plati
oc—1 atl

1(0) = — <1—%\/‘7T1><—2

o—1 Vo—1 3
. 1 o 7T
0< lim I(r)= 1+ (——arctha—l) < 00;

T—=Trm— c—1 oc—1\2
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platnost prvni nerovnosti ovéfime tak, ze podle de 'Hopitalova pravidla vypocitame

. . Vo—1—ocarctgy/o—1
lim 7(0) = lim =

o—0+ o—0+ (O' _ ]_)3

wino

a dale

d 1 arctg /o — 1
51(0):72(0_1)2 ((2—0)7_0_1 —1> <0

pro o > 0. Oznac¢me dale

ae=—-I1(0) a we= lm I(r).

r—Tm—

Pak je ae > 0, we > 0, 7(—ae) = 0, 7(we) = 7y, a podle prvni rovnosti v (6.49) je

d d
lim —T(T): lim z—i—l—a:oo, lim —T(T): lim /2 +1-0=
T —ae+ dT r—0— \/ 7 Towe— dT r—rm— \ T

To znamend, ze funkce r roste z nulové hodnoty v ¢ase 7 = —a,. ke konecné hodnoté r,,
v kone¢ném Case T = w, a jeji derivace ptitom klesé z nekoneéna k nule. Rovnost (6.51) tedy
nepopisuje uplné feseni ulohy (6.47), (6.46) (sr. vétu 5 v 3.2).

Reseni tlohy (6.47), (6.46) se o > 1 prodlouzime za bod w, tak, Ze budeme Tesit rovnici
(6.47) s novou pocatec¢ni podminkou

dr
t(we) = T, d—(we) =0. (6.53)
T
Pro zjednoduseni zapisu nejprve posuneme pocatek casu do bodu we, tj. zavedeme novou

nezavisle proménnou s vztahem s = 7 — w,. Pak je

dr 1 d?r d /drdr g d_27° o
ds dr2 22’

ds 7 ds?  dr \drds
Uloha (6.47), (6.53) se tedy transformuje na tilohu

d?r o dr

S =5 1(0)=rm, T(0)=0. (6.54)
Uvazujme nyni funkci ¢ nezavisle proménné s definovanou vztahem ¢(s) = r(—s). Pak je
q(s) = —1r'(=s), ¢"(s) = r"(—s), takze funkce ¢ splituje vztahy

d?q o dqg
=T a(0)=rm, SH0) =0,

ds? 2q2’
Funkce ¢ = ¢(s) je FeSenim stejné pocatecni ulohy (6.54) jako funkce r = r(s). Z jednoznac-
nosti feseni tlohy (6.54) nyni plyne, ze r(s) = q(s) = r(—s), tedy Ze feSeni této ulohy je
funkce suda.
Z provedené tivahy muzeme usoudit, Ze feSeni r = r(7) ulohy (6.47), (6.46) se 0 > 1 lze
prodlouzit na interval |we, 2w, + @) a pfitom bude platit r(we + s) = r(we — ) pro kazdé
s € (0, e + we), tj. graf funkce r bude symetricky kolem osy 7 = we.
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Uplné feseni r» = r(7) tlohy (6.47), (6.46) se 0 > 1 je tedy definovdno na intervalu
(— e, 2we + ). Pritom

r(—ae) =0=r2uwe. + ae), r(we)=rm,

funkce r je konkavni, rostouci na intervalu (—ae,we] a klesajici na intervalu |we, 2w. + a.).
Dostavame tak staii Vesmiru, dobu jeho expanze a dobu jeho existence

bt g, g Yecre)
(v uvedeném poradi).

Je-li soucasna hustota Vesmiru vétsi nez hustota kritickd, pak vesmir expanduje z poca-
teéni singularity v ¢ase A, pred soucasnosti. Jeho expanze se zpomaluje, v jistém okamziku
v budoucnosti se zastavi a vesmir se bude smrsfovat az do singularity kone¢né (big crunch).
Doba trvani tohoto procesu je T,. Takovy Vesmir se nazyva elipticky.

Pocéte¢ni ulohu (6.48) pro implicitni diferencidlni rovnici jsme Fesili vyfesenim rovnice
vzhledem k derivaci, tj. prevedenim implicitni rovnice na explicitni. Alternativné bychom
tilohu (6.48) mohli fesit bezprostiedné metodou 2.8 pro feseni implicitni rovnice. ReSeni
bychom pak dostali v parametrickém tvaru.

Povsimnéme si, ze znalost gravitac¢ni konstanty G, soucasné hodnoty Hubbleovy konstanty
H a soucasné hustoty Vesmiru gp umoznuje odhadnout staii Vesmiru a v pripadé Vesmiru
eliptického i dobu jeho trvani. O velikosti Vesmiru vSak studovany model nefiké nic; tu lze
odhadovat az pii pouziti rovnic obecné relativity.

Skutecnost, ze expanzi Vesmiru a Hubbleovu zdkonu vzdalovani galaxii vysvétlovanym na zakladé
Einsteinovych rovnic obecné relativity lze v hlavnich rysech porozumét jiz v ramci Newtonovy teorie
gravitace, ukdzali angli¢ti kosmologové Arthur Milne (1896-1950) a William McCrea (1904-1999):

MiLNE E.A. A Newtonian Expanding Universe. Quaterly Journal of Mathematics 1934,
vol. 5, p. 64-72.

McCreA W.H., MILNE E.A. Newtonian Universes and the Curvature Space. Quaterly
Journal of Mathematics 1934, vol. 5, p.73-80

Za zminku stoji také to, ze E. A. Milne vyrazné preferoval nekonecny vesmir, ktery dava prostor
neomezenému poc¢tu evoluénich experimentt, které Biih (nebo bozskd bytost) provadi. Tomuto tématu
vénoval napf. knihu

MILNE E.A. Modern Cosmology and the Christian Idea of God. Clarendon, Oxford 1952.
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Kapitola 7

Makroekonomické modely

7.1 Harroduv-Domaruv model ekonomického rustu

Zakladni ekonomickou veli¢inou je produkce. Produkovat mtize subjekt, ktery vlastni kapital.

Kapitalem jsou nejen penize, ale predevsim budovy, stroje, zafizeni a podobné. Kapital vznika

a obnovuje se investicemi. Budeme tedy uvazovat tii ekonomické ukazatele, tj. tii casové

zavislé proménné — produkci Y = Y (¢), kapital K = K(t) a investice I = I(t). Kdekoliv je

vyvijena jakakoliv ekonomicka aktivita, tam je néjaka produkce; proto je veli¢ina Y kladné.

A jak jiz bylo feCeno, z toho, Ze je produkce plyne, Ze byl kapitél; tedy i veli¢ina K je kladna.
Prvni model dynamiky produkce sestavime na zakladé tii postulati:

HD1 Kapital vznika investicemi a mizi amortizaci.
HD2 Do tvorby kapitalu je investovan staly podil produktu.
HD3 Relativni pririistek kapitalu se projevuje relativnim piirtistkem produkce.

Oznac¢me ¢ podil kapitalu, ktery se za jednotku ¢asu znehodnoti amortizaci, s cas, za ktery
se z investované ¢astky stane kapitdl. Typicky je x = 1, nebot investice z jednoho obdobi jsou
v nésledujicim obdobi jiz kapitalem. S témito symboly upfesnime postulat HD1 jako rovnost

K(t+ At) = K(t) + %I(t)At — SK(t)A(t),

neboli K+ A K@) 1
t+ At) — K(t
=—1I(t) — 0K (1).
- I(t) - 5K (1)
Budeme déle predpokladat, Ze ¢as plyne spojité a velicina K je diferencovatelna. Pak muzeme
limitnim pfechodem At — 0 vyjadfit postulat HD1 ve tvaru diferencialni rovnice

1
K' = -1 - /K. (7.1)
K
Predpoklad HD2 je vyjadien rovnosti
I=(1-5)Y, (7.2)

kde s € (0,1). Parametr s vyjadfuje podil produkce, ktery neni investovan, tedy je spotte-
bovan nebo uspofen. Z nerovnosti s < 1 a kladnosti veli¢iny Y plyne, ze také veli¢ina I je
kladné.

117
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Predpoklad HD3 formélné zapiSseme jako rovnost
K Y
K Y’
7 této rovnosti plyne

0 K'Y KY-KY'Y K\'Y
K Y — vy?2 K \Y/) K

Ponévadz veliciny K a Y jsou kladné, plyne odtud, ze (g) = 0 a tedy existuje konstanta
r eR, ze

K

v =" (7.4)
neboli

K =rY. (7.5)

Naopak, z této rovnosti plyne K’ = rY” a vydélenim této rovnosti rovnosti (7.5) dostaneme
rovnost (7.3). Pfedpoklad HD3 lze tedy ekvivalentné vyjadrit rovnosti (7.3) nebo (7.5).
Z rovnosti (7.3), (7.1), (7.2) a (7.5) nyni dostaneme
Y 11 (1-3s)Y 1-s

1
Y k K K K KT

_5’

tedy
Y' 1-s
Y ok
relativni rychlost rustu produkce je za predpoklada HD1, HD2 a HD3 konstantni. Ozna¢me
ji g a z rovnice (7.6) dostaneme

— 0 = const, (7.6)

Y(t) = Yoegt,

kde Yy = Y'(0) je pocateéni produkce. Znaménko konstanty g uréuje, zda produkce roste nebo
klesd. Konstanta r je podle (7.4) pomérem produkce a kapitélu, vyjadiuje tedy kapitdlovou
ndrocnost jednotky produkce. Zavér analyzy modelu nyni muzeme preformulovat:

1—
je-li r < —58 pak produkce roste,
K
- 1-s .
je-li r = —5 pak produkce stagnuje,
K

1-—
je-li r > —5 pak produkce klesa.

Nebo strucné: je-li kapitadlova narocnost jednotky produkce prilis velké, pak produkce nemiize
rist.

7.2 Solowuv-Swanuv neoklasicky model rastu

Budeme uvazovat uzavienou ekonomiku, tj. takovou, Ze jedinymi produkénimi faktory jsou
kapital a préace, nikoliv zahrani¢ni obchod. Kromé (agregéatni) produkce Y = Y'(¢), kapitalu
K = K(t) ainvestic I = I(t) do modelu zahrneme i praci L = L(t). Praci pro potfeby modelu
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stotoznime s vytvarenou hodnotou!, méfime ji tedy ve stejnych jednotkach (penézich) jako
veli¢iny Y, K, nebo I. Prace vzdy vytvari hodnotu, proto je veli¢ina L kladna.

Budeme piedpokladat, ze kapital a investice spliiuji postulaty HD1 a HD2, tedy rovnosti
(7.1) a (7.2). Déle budeme postulovat:

SS1 Relativni rist (zména) prace je konstantni, odpovida pfirozenému pfirustku (nebo ubyt-
ku) obyvatelstva.

SS2 Jedinymi produkénimi faktory jsou kapital a prace.
Postulat SS1 lze zapsat jako rovnost

L/

== (7.7)

kde A € R je néjaka konstanta. Postulat SS2 zapiSeme rovnosti
Y = f(K,L). (7.8)

Funkce f se nazyva (agregdtni) produkcni funkce. Ponévadz vSechny tfi veliciny K, L, Y
povazujeme za kladné, je
f:(0,00) x (0,00) = (0, 00).

Aby funkce f vystihovala ekonomickou realitu, budeme predpokladat, Ze vyhovuje tfem pri-
rozenym pozadavkiim

pfl Mald zména produkéniho faktoru vyvolda malou zménu produkce, pritom zvétseni vyrob-
niho faktoru nevede ke zmenseni produkece.

pf2 Produkce neni zavisla na tom, v jakych (penéznich) jednotkéch vyjadfujeme produkei a
produkéni faktory.

pf3 Plati zdkon klesajicich vynosu: dodateéna jednotka produkéniho faktoru nevytvori vétsi
produkt, nez jednotka predchazejici a mezni produkt pfi neomezeném ristu produkéniho
faktoru klesa k nule.

Postulat pfl rika, ze produkéni funkce je spojita a neklesajici v kazdé své proménné. Zmeéna
jednotky je totéz, co vynasobeni proménné néjakou kladnou konstantou. Postulat pf2 tedy
pozaduje, aby pro kazdé « > 0 platilo

flaK,aK) =aY = af (K, L), (7.9)

tj. produkéni funkce je homogenni prvniho fadu. Oznaéme na chvili jednotku kapitalu AK.
Zakon klesajicich vynost pro kapital nyni mtizeme zapsat ve tvaru

f(K,L)— f(K—-AK,L)> f(K+AK,L) — f(K,L) —— 0

K—oo

pro libovolnou hodnotu L. Uvedenou nerovnost muzeme také prepsat ve tvaru

FK,L) > ~f(K — AK, L) + %f(K +AK, L)

DO |

1 . - < PP
Poznamenejme, ze hodnota obecné neni totéz, co produkce.
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Analogicky vyjadiime zdkon klesajicich vynosi pro préaci. Obecné preformulujeme (zesilime!)
postulat pf3 vyrokem: pro kazdé v € (0,1) a vSechny K, Ko, L1, Ly > 0 plati

fvEr+ (1 =) K2, 7Ly + (1 = 7)L2) = 7 f (K1, L1) + (1 = ) f (K2, L2), (7.10)
tj. funkce f je konkévni, a

Jim (f(K+K1,L) — f(K,L)) =0= lim (f(K,L+ L) — f(K1,L)). (7.11)

L—oco

Nyni zavedeme novou veli¢inu k, nazvanou mira vybavenosti prace kapitalem, vztahem

k= T (7.12)

S vyuzitim rovnosti (7.1), (7.7), (7.2), (7.8) a (7.9) postupné dostaneme

K_L(K /_EM_K r_1r 5 A_l—SZ (6+N) =

k K\L) K L2 K L kK -k K N
_1-sf(K,L) 1-sL K _ 1—5sf(k,1)
=— i 0+ N = - Kf<L,1> 0+ = - k (04 N).

Timto zptsobem dostavame zdkladni dynamickou rovnici neoklasického modelu

1—s
K

K o= —(6+ Nk + —— f(k,1). (7.13)

Funkei f(+,1) : (0,00) — (0, 00) nazyvame produkcni funkce v intenzivnim tvaru. Je to spojita
neklesajici konkévni funkce, pro kterou podle (7.11) plati

lim (f(k+ki,1) — f(k,1)) =0

k—o0

pro kazdé k; > 0. Z monotonie a nezédpornosti funkce f(-,1) plyne existence limity
li k,1) = fo > 0.
Jm f(k, 1) = fo =

Fazovym prostorem jednorozmérné autonomni rovnice (7.13) je interval (0,00). Stacio-
narni bod k* této rovnice splituje rovnnost

K(6+ \E* = (1 — s)f(k*,1). (7.14)

Izolovany stacionarni bod rovnice (7.13) v jejim fazovém prostoru existuje pravé tehdy, kdyz
0+ A > 0, tj. piipadny ubytek obyvatelstva (prace) je pomalejsi, nez amortizace kapitalu, a
soucasné existuje € > 0 takové, ze

54+ A
f(k,1)>/<;1+

k 7.15
e (715)
pro k € (0,¢), viz obr. 7.1. V takovém pfipadé je prava strana rovnice (7.13) kladné pro
k < k* a zaporna pro k > k*. To znamend, Ze za takové situace pro kazdé feSeni k = k(t)

rovnice (7.13) plati
lim k(t) = k%,

t—o00
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k(6 4+ Nk (8 + Nk (1—s)f(k,1)
(1—s)f(k,1)
(L—s)f(k,1) > ;
S ) 5 k(6 + AR
a) b) c)

Obrézek 7.1: ReSeni rovnice (7.14) pro stacionarni bod k* zédkladni dynamické rovnice neokla-
sického modelu (7.13). Na vodorovné ose je soucasné fazovy portrét rovnice (7.13). a) 6+ > 0
a je splnéna podminka (7.15). b) Neni splnéna podminka (7.15). ¢) Neplati § + X > 0.

vybavenost prace kapitalem se ustali na konstantni hodnoté k£* > 0.
Podle (7.9) plati rovnost

Y

P = £ (1) = LA D) = T

Odtud plyne, ze pro kapitdlovou naro¢nost produkce r = r(t) plati

Y YL [k
K LK  k

Ze spojitosti funkce f(-,1) nyni plyne, Ze existuje limita

= tllrgor(t) - tlggo % - tlggo f(]z?((i); 1) N f(]:*, 1)’ (7.16)

tj. kapitalovd naro¢nost produkce se ustali na jisté hodnoté. Porovnanim se vztahem (7.4),
ktery je ekvivalentni s postulatem HD3 vidime, Ze Harrodtv-Domartv model je limitnim
pripadem modelu Solowova-Swanova. Harrodtv-Domartv model popisuje rovnovaznou eko-
nomiku, v niz produkce roste stejné rychle jako kapital.

Pokud ¢ + A > 0, ale neni splnéna podminka (7.15), pak je prava strana rovnice (7.13)
zépornd; kazdé jeji feSeni tedy konverguje k nule. Pokud § + A < 0, pak je prava strana
rovnice (7.13) kladné a kazdé jeji feseni diverguje do nekone¢na. V obou takovych pfipadech
ekonomika spéje ke kolapsu — vymizi kapital nebo préace (tj. veskeré obyvatelstvo bude neza-
méstnané). V realné ekonomice tedy ubytek obyvatelstva nemuze byt rychlejsi nez amortizace
kapitalu a mezni produkt malého kapitalu musi byt dostatecné velky.

7.2.1 Specialni produkéni funkce
Leontiefova produkéni funkce

f(K,L) =min{aK,bL},

kde a, b jsou kladné konstanty, vyjadiuje predpoklad, Ze kapital a prace maji na produktu
pevny podil. V pfipadé, ze a K < bL, tj. je nedostatek kapitalu, k produkci ptispiva veskery
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kapital, ale cast prace je neproduktivni. V pripadé, ze aK > bL, tj. je nedostatek pracovni
sily, zustava cast kapitalu ladem. Pouze v nepravdépodobném pripadé a K = bL je veskery
kapital i prace produktivni.

Produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

P f(k,1)
f(k,1) = min{ak, b}.

Kladny izolovany stacionarni bod rovnice (7.13) s Leontiefovou
produkéni funkcei existuje pouze tehdy, kdyz je splnéna podminka
(7.15), v tomto ptipadé konkrétné kdyz

0+ A
1—3s’
tj. podil kapitalu na produkci je dostatecné velky, kapital je dostatecné efektivné vyuzivan.
Za takové situace je f(k*,1) = b, takze podle (7.14) je
K(t) (1—s)b

00 L(t) k(O + )

a

a>kK

*

Odtud a z pfedchozi nerovnosti dostaneme

lim aK(t) _ a(l —s)
t—oo BL(t)  K(J+ N)

> 1,

coz znamena, ze ve stabilizované ekonomice je b < aK a tedy v ni zlistava nevyuzity kapital.
Naopak, pokud by platila opacna nerovnost

O+ A
1—5s’

a <k

ekonomika by konvergovala k nulové vybavenosti prace kapitalem a v dtisledku toho k nulové
produkci. Ani jeden ze scénaiu samoziejmé nepiedstavuje zadouci stav.

Dvakrat diferencovatelna produkéni funkce

Produkéni funkce f = f(K, L) je podle pfl neklesajici a podle (7.10) konkavni v obou svych
proménnych. U dvakrat diferencovatelné produkéni funkce tyto pozadavky ponékud zesilime
— budeme predpokladat, ze funkce f je v obou svych proménnych rostouci a ryze konkavni,
tj. ze pro vSechna kladnd K, L splinuje nerovnosti

of 0% f of o*f
8—K(K’L> > 0, W(K’L) <0, 8_L(K’L) > 0, W(K’L) < 0. (7.17)
Zakon klesajicich vynost ve tvaru
. of 0 e Of
dim pr D) =0= lim (K. L) (7.18)

doplnime predpokladem: pokud se v ekonomice objevi novy produkéni faktor, pak jeho mezni
vynos je obrovsky; presnéji feceno, budeme predpokladat, Ze plati

I(ILI%+ a—K(K, L)=00= Lhrél —(K,L). (7.19)
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Podminky (7.18) a (7.19) se nazyvaji Inadovy. Produkéni funkce, kterd ma vlastnosti (7.9),
(7.17), (7.18) a (7.19) se nazyva neoklasickd.

Tvrzeni: V neoklasické funkei jsou oba produkéni faktory podstatné, zmizi-li jeden z nich,
zmizi i produkce, tj.

lim f(K,L)=0= lim f(K,L). 2
Jim fKL)=0= lim f(K, L) (7.20)

Pokud néktery z produkénich faktori roste neomezené, pak neomezené roste i produkce, tj.

lim f(K,L)=o00= Llim f(K,L). (7.21)

K—o00 —00

Dikaz: Pro funkci f podle de 'Hospitalova pravidla a podle Inadovy podminky (7.18) plati
K, L K, L
JUSL) O L)

1 — ' =

LS00 L e 0 pro libovolné K > 0.

7 homogenity funkce f nyni plyne

0= lim M: lim f(%,l) :kli)r(r)l+f(k,1)

L—oo L L—o0

a dale

K
li K,L)= lim L —, 1) =L 1 1) =
Kl—%Jrf( L) K0t / <L’ ) ki%l‘l*f(k’ ) =0,
coz je prvni z rovnosti (7.20).

Z homogenity funkce f, z de 'Hospitalova pravidla a z Inadovy podminky (7.19) plyne

2) | nfed
lm fEL) = tm B gy (KEENTE) f(1,0) = o0

K—o0 Koo Koo 1 1550+

K K2

(symbol f"z(az,y) oznacuje parcialni derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (z,v)).

To je prvni z rovnosti (7.21). Platnost druhych rovnosti (7.20) a (7.21) ukadZeme analogicky.
O

Z prvni rovnosti (7.20), de ’'Hospitalova pravidla a druhé Inadovy podminky (7.19) plyne
fk,1) o Of(k,1)

k=0+ k  k—o+r Ok

Z této rovnosti déle plyne, Ze je splnéna podminka (7.15).
Rovnice (7.13) s neoklasickou produkéni funkei f mé jediné kladné stacionarni feSeni k™,
které je globalné asymptoticky stabilni.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce
J(K.L) = AK"L},

kde A > 0, b € (0,1) je neoklasickd; o tom se lze presvédéit snadnym pfimym vypoctem.
Konstanta A vyjadfuje produkei pfi jednotkovém kapitalu i praci. Z rovnosti

Y = AKbL1-P
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je vidét, ze k danému mnozstvi kapitdlu K a pozadované produkci Y lze urcit potiebné

Y
L=
V AK?’

které tuto produkci zajisti. Naopak, k danému mnozZstvi prace L lze urcit mnozstvi kapitalu

Y
Fr b
—Varey

které zajisti pozadovanou produkci Y. Cobbova-Douglasova produkéni funkce tedy vyjadiuje
produkci v takové ekonomice, v niz jsou kapitdl a prdce neomezené substituovatelné.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

f(k,1) = AR,

mnozstvi prace

takze zakladni rovnice neoklasického modelu (7.13) je tvaru

1—s

E=-0+Nk+A kb (7.22)

To je rovnice Bernoulliova, kterou podle 2.7 fesime substituci
=k
Tato substituce pfevede rovnici (7.22) na linedrni nehomogenni rovnici

¥ = —(1— b6+ Ao+ ALZHE Y

K

ktera ma podle 2.6 feSeni

B A(l—s)\ - . Al —ys)
()= (0= S50 )

kde zq je poc¢atecni hodnota. Ponévadz pro é + A > 0 plati

) Al —s)
tlggox(t) R+ N

dostaneme pro ustalenou hodnotu vybavenosti prace kapitalem vyjadreni

_ ) B LA =)
* _ _ 1-b/ _ 1AL —5)
K _thjgok(t)_thigo 2(t) = k(6 +N)’
tedy
b Al —y9)
*\1—b __
(k%) k(0 +A)

Odtud s vyuzitim definice Cobbovy-Douglasovy produkéni funkce a porovnanim se vztahem
(7.16) dostaneme
RGN A AR FRD)
= = =Tr.

1—35 (k*)lfb = fx k*

Pomér produkce a kapitadlu v rovnovazné ekonomice s neomezené substituovatelnou praci a

kapitalem je tedy rovna konstanté

O+ A
KT
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7.3 Goodwinuv model hospodarského cyklu

Prace v Solowovu-Swanovu modelu je abstraktni veli¢ina, pfedstavuje vlastné hodnotu praci
vytvofenou. Nyni budeme jako praci L = L(t) oznacovat mnozstvi zaméstnaného obyvatel-
stva, které za svou praci dostavd mzdu W = W (t). Presnéji feceno, W oznacuje néjakou
stfedni hodnotu mzdy jednoho pracovnika. Dale budeme uvazovat mnozstvi N = N(t) pra-
ceschopného (nebo praceochotného) obyvatelstva. Pro zjednoduseni zavedeme jesté velic¢iny:
produktivita prdce

Y
= 7.23
0= (7.2
(stfedni mnozstvi produktu vytvoreného jednim pracujicim ¢lovékem), relativni zaméstnanost
L
= — 7.24
b= (7.24)
a podil mzdy na produkci
w WL
- = 7.25
u=—= (7.25)

Ekonomiku budeme povazovat za rovnovaznou, tj. budeme predpokladat, ze produkce Y,
kapital K a investice I spliuji postulaty HD1 a HD3 Harrodova-Domarova modelu, tedy
rovnost (7.1) a ekvivalentni rovnosti (7.3), (7.4). Déle budeme postulovat:

G1 Veskera cista produkcee, tj. produkce bez vyplacenych mezd, je investovana.

G2 Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

G3 Projevuje se staly technicky pokrok, tj. konstantni relativni rist produktivity prace.
G4 Zména mzdové sazby zavisi na zaméstnanosti.

Postulat G1 nahrazuje predpoklad o investovani HD2 z Harrodova-Domarova modelu. Po-
stulaty G1, G2 a G3 zapiseme po radé rovnostmi

I=Y-WL, (7.26)
N/
!/

% = a, (7.28)

kde a > 0, 8 € R jsou néjaké konstanty. V postulatu G4 budeme zménu povazovat za relativni

a postulat zpresnime vyjadienim
W/
W e(v), (7.29)

kde ¢ : [0,1) — R je diferencovatelna funkce, jejimz grafem je Phillipsova krivka. Jeji vlast-
nosti, které byly zjistény empiricky, formalné vyjadiime tak, ze funkce ¢ je na svém defini¢nim
oboru rostouci a konvexni, zejména

¢'(v) >0 prove0,1) (7.30)

a spliiuje nerovnosti
©(0) = ¢p < 0, (7.31)
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tj. pii malé zaméstnanosti (velké nezaméstnanosti) mzdy klesaji (je-li prace vzacna, lidé jsou
ochotni pracovat za nizkou mzdu),
lim ¢p(v) =¢1 >0, (7.32)
v—1—
tj. pti velké zaméstnanosti mzdy rostou (chceme-li pii téméf plné zaméstnanosti ziskat nového
pracovnika, musime ho pfeplatit); pfitom pfipoustime i p; = 0o (to je dokonce obvyklejsi
predpoklad).
Podle (7.1), (7.26), (7.4) a (7.25) plati

K' 11 1Y -WL 1Y WL r
f—;E‘5—;T—5—;§(1‘—>‘5—;<1‘u>‘5-

,
Odtud a z rovnosti (7.3) pfi oznaceni o = — dostaneme
K

Y/

= o(l—u)~ 4. (7.33)

Nyni vyjadiime relativni zménu zaméstnanosti pomoci rovnosti (7.24), (7.23), (7.27), (7.33)
a (7.28).

v N/(L\' NLIN-LN L' N a(Y\ | aYa-Yd 5
v L\N) L N2 L N Y \a Y a? N
Yl /
:7———ﬁza(1—u)—6—a—ﬁ
Tedy pfi oznaeni v =0 — a —  — ) mame

’Ul
— = —ou-+7. (7.34)
v

Relativni zménu podilu mzdy na produkei vyjadiime pomoci rovnosti (7.25), (7.29) a (7.28).

W _a (WY _aWe-Wa W _o_ .
uw W\a) W a? W ’
tj.
u/
— =p) —a (7.35)
u

Rovnice (7.35) a (7.34) predstavuji model vyvoje podilu mezd na produkci a relativni zamést-
nanosti. Mtizeme je prepsat v obvyklém tvaru

w=ulplv) - a), (7.36)

v =v(y = ou);

pfipomenme, ze fazovy prostor systému (7.36) je mnozina Q = [0,00) X [0,1) a Ze parametry
a, o jsou kladné.
Ze druhé rovnice systému (7.36) plyne diferencidlni nerovnost v’ < yv a tedy podle srov-
navaci véty 8 je plati
v(t) < v(0)e™.
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Uvazujme nejprve v < 0. Pak
lim v(t) = 0.

t—o00

Ze spojitosti funkce ¢ a podminky (7.30) odtud plyne, Ze existuje t1 > 0 takové, ze gp((v(t)) <
0 pro t > t;. Podle prvni rovnice systému (7.36) pro ¢ > ¢; plati «/(¢t) < —au(t), takze
u(t) < u(ty)e™. Proto také

lim u(t) = 0.

t—o0
Pripad v < 0 popisuje ekonomiku, ktera spéje k podivnému stavu — nikdo nepracuje a na
produkci se mzda nepodili®.
Pokud o1 < «, pak z prvni rovnice systému (7.36) plyne, ze u’ < u(p; — «) a tedy pro
vSechna t > 0 je
u(t) < u(0)elPr=2)t,

To znamena, zZe existuje to > 0 takové, ze

u(t) < L prot > ts.
20

Podle druhé rovnice systému (7.36) pro ¢t > to plati
~y
V(1) = o) (v — ou()) > v(t) (v — oL ) = Su(t),

takze v(t) > v(tg)e%“/t. To znamend, Ze existuje T > to takové, Ze

tgl%li u(t) = 1.
Podle véty 5 feseni nelze prodlouzit za cas T. V piipadé ¢; < a tedy ekonomika v kone¢ném
case dospéje k plné zaméstnanosti, ale v tom okamziku pfestanou platit ,,ekonomické zédkony“,
ze kterjch byl Goodwintiv model sestaven®.
Je-li o1 > a (coZ je zejména splnéno, pokud p; = 00), pak existuje v* € (0,1) takové, ze
o(v*) = a, tj. v* = !(a). Systém (7.36) ma v tomto pripadé dva stacionarni body

0,0 a ()= (L¢7 ().

g

Varia¢ni matice systému (7.36) je

tedy

50.0) = (*”00‘ « 3) det J(0,0) = (g0 — @) <0,

2To pfipomina lidovou charakteristiku realného socialismu, ktery fungoval v sedmdesatych a osmdesatjch
letech dvacatého stoleti v Ceskoslovenské socialistické republice: ,,Obéané piedstiraji, ze pracuji, stat predstira,
ze plati.“

3Ekonomika s plnou zaméstnanosti a s malym az zanedbatelnym podilem mezd na produkei je snem komu-
nistd — v8ichni budou pracovat (prace se stane prvni zivotni nutnosti), ale penize jiz za komunismu nebudou.
Tomuto idealu se v realité nejvice priblizil Pol Pot.
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—ov* 0

R
0o -
J(u*,v*) = ( o7 (v )> , det J(u*,v*) = v (v*) > 0, trd(u*,v*) =0.
Podle 5.3.1 je trividlni stacionarni bod (0,0) sedlo. O typu staciondrniho bodu (u*, v*) nelze
podle tohoto kritéria rozhodnout.

Budeme hledat vyjadteni trajektorii systému (7.36). Vydélenim jeho rovnic dostaneme

b ufy—ou)
du  u(p(v) —a)’

coZ je obycejna rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 2.3 je jeji feSeni implicitné dano
rovnosti
V) — o —ou
/ o) —ay / il
v U

(2

ou —In (uv®) + / o) dz = const;
T

po upraveé

Vo

pritom vy € (0,1) je néjakd konstanta vyjadfujici pocateéni zaméstnanost. Levou stranu
posledni rovnosti oznac¢ime G(u,v). Trajektorie systému (7.36) jsou tedy vrstevnicemi funkce

G.

Ponévadz plati

aG v _ y-ou oG
R R T
2 2
ZTC; B % >0, gu;) =0
%1627* _ v (v) —igﬂ(v) —) %1?@*,@*) _ 30’1(;:*) S0,

je stacionarni bod (u*, v*) lokdlnim minimem funkce G, a ta je v néjakém jeho okoli konvexni.
To znamend, Ze trajektorie systému (7.36) za¢inajici v okoli staciondrniho bodu (u*,v*) jsou
uzavienymi kiivkami, stacionarni bod je stied.

Mozné umisténi nulklin ve fdzovém prostoru spolu s trajektoriemi systému (7.36) je zna-
zornéno na obr. 7.2. Vidime, ze i v ptfipadé v > 0, ¢1 > « je mozné, Ze vyvoj ekonomiky
dospéje v konec¢ném case k plné zaméstnanosti a malému podilu mzdy na produkci, pokud je
pocatecni stav ekonomiky dostatecné daleko od rovnovahy. Jinak zaméstnanost koliséd kolem
jisté rovnovazné hodnoty, v ekonomice se stiidaji obdobi prosperity a utlumu; Goodwintv
model tedy svym zptisobem vysvétlil vznik a nevyhnutelnost hospodafrského cyklu.

Obecné plati

VG(u,v) = “ e tedy VG(u,v)" (uig(:(zf ;u(;)> =0,
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p1 <o p1 >«
l'U 1A'U
BERRR
- M
1 11

. B

Yy u
g

SHES
Sy

Obrazek 7.2: Trajektorie a nulkliny systému (7.36) pro mozné kombinace parametri
coz znamena, ze funkce G je prvnim integralem (invariantem) systému (7.36). Dale pfi ozna-
¢eni x = Inu, y = Inv dostaneme
7 =p() —a, y = — oe”. (7.37)

Systém (7.36) lze tedy transformovat na systém bipartitni; faizovym prostorem transformova-
ného systému je mnozina R x (—o0, 0].

Pro funkci
eV
G (6" o) = o6 — v — ) 4 — et — ¢
H(z,y) =G (e",eY) = 0e” —yor —ay + . dnp=o0e® —yr —ay + p(e*)d¢
V0 In vg

(integral jsme transformovali substituci £ = Inn) plati

a_H— T _ 8_H—_ + (y)
8.%'_06 77 ay_ « Spe )

takze systém (7.37) muZeme pfepsat ve tvaru

() =@ @)men

Systém (7.37) je tedy hamiltonovsky s hamiltonidnem H.
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Kapitola 8

Chemicka kinetika

8.1 Zakladni reakce enzymu

Uvazujme reakci néjakého substratu S a enzymu FE, které spolu vytvofi nestabilni komplex
SE, z kterého dale vznikne néjaky produkt P a volny enzym.! Schematicky tuto reakci mi-
zeme zapsat takto

k
S+E§SE SEBpiE
1

nebo strucné

S+E 2 SESPAE.
-1
Dvojita sipka = vyjadfuje, ze reakce je vratna, jednoducha Sipka — vyjadiuje, Ze reakce
miize probihat jen jednim smérem. Kladné parametry ki, k_1, ko oznacuji reakéni rychlost.
Zhruba feceno, za jednotku ¢asu vznikne z jednotkového mnozstvi substratu S za pritomnosti
jednotkového mnozstvi enzymu F mnozstvi k; komplexu SE a podobné. Presné budou reakéni
rychlosti zavedeny dale.

Oznacme s = s(t)... koncentrace substratu S v case t,
e =e(t)... koncentrace enzymu E v ¢ase t,
c=c(t) koncentrace komplexu SE v case t,
p = p(t)... koncentrace produktu P v case t.

Michaelis a Menten? navrhli jako model vjvoje koncentraci v ¢ase nasledujici systém &tyt
obycejnych nelinearnich diferencialnich rovnic

d

d_j =—kise+k_qc,

% = —kyse + (ki,1 + kﬁg)c,

‘ (8.1)
(&

E =kyse — (ki,1 + k‘Q)C,

dp

Ly,

at "¢

Misto o enzymu bychom mohli mluvit o katalyzatoru, substrat by predstavoval vychozi latku a produkt
vyslednou.
2L. MicHAELIS, M. I. MENTEN. Die Kinetik der Invertinwirkung. Biochem. Z. 49, 333-369, 1913

131
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Tento model vyjadiuje, ze zmény koncentraci povazujeme za pfimo tmérné koncentracim,
reakéni rychlosti k jsou prislusné koeficienty imérnosti. Budeme predpokladat, Ze na pocatku
je koncentrace substratu rovna sy a koncentrace enzymu je rovna ey, komplex SFE ani produkt
P nejsou na pocatku pfitomny. Spolu se systémem (8.1) tedy uvazujeme pocateéni podminky

s(0) = sp, e(0)=ep, ¢(0)=0, p(0)=0. (8.2)

Nejprve si vS§imnéme, ze veli¢ina p se nevyskytuje v prvnich tfech rovnicich systému (8.1).
Koncentrace s, e a ¢ jsou tedy feSenim prvnich t¥i rovnic z (8.1), koncentraci produktu mtzeme
vyjadrit ze ¢tvrté rovnice integraci

p() = ks / o(o)do. (8.3)
0

Mnozstvi enzymu F se v pritbéhu reakce neméni a enzym se vyskytuje jednak jako volny a
jednak jako vézany v komplexu SE. To vzhledem k pocateéni podmince (8.2) znamend, ze
by mélo platit e(t) + ¢(t) = eg pro v8echna t > 0. Model (8.1) je skute¢né v tomto smyslu

adekvatni, nebot

d de dec
E(e"‘c)—a 5_07 (€+C)(O)—€0-

Veli¢ina e+c je prvnim integralem systému (8.1) a proto koncentraci enzymu muzeme vyjadrit
jako
e(t) =eg — c(t) (8.4)

a dosadit do prvni a tfeti rovnice systému (8.1). Dostaneme

d d
d—j = —kiegs + (k‘ls + k‘,l)c, d—; = kiegs — (k:ls +k_1+ kﬁg)C. (85)

Casovy pribéh koncentraci substratu S a komplexu SFE je tedy feSenim systému dvou oby-
¢ejnych autonomnich nelinearnich diferencialnich rovnic (8.5) s po¢ateéni podminkou

s(0) = sp, ¢(0) =0, (8.6)

prubéh koncentraci volného enzymu E a produktu P je déna vyrazy (8.4) a (8.3).
Zménime méritko tak, aby vSechny veli¢iny byly bezrozmérné, tj. zavedeme substituci

S
T = k1eot, r=—, y=—; (8.7)
S0 €0

veli¢ina = vyjadiuje koncentraci substratu a veli¢ina y koncentraci komplexu SE v jednot-
kach poc¢ateéni koncentrace substratu a enzymu. Casové jednotka je urcena rychlosti reakce
substratu a enzymu. Plati

dx d /s dt 1 1 s c s k_q1 c
—=—(Z)==—(-k kis+k 1)) —=——4—— 4+ —— =
dr de <SO> dr SO( 1607 +( 18+ 1)0) /{?160 S0 + €0 So + Sokl €0

k_1
=-z+ v+ — )y
/{?180
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dy d /e dt 1 1 s s c k_1+ ko c
dr dt <60> dr €0 ( 1c08 ( 18+ 1+ 2)0) k‘leo €0 €0 €0 k‘leo €0
_ S0 S0 k_1+ ko
N €0 €0 klso
P1i oznaceni
k_1+ ko ko €0
K=—= A= — = — 8.8
k130 ’ /{?1807 c S0 ( )
se systém (8.5) substituci (8.7) transformuje na systém
dz dy 1
= K=\ < =Z(x- K 8.9
e Oy = zl@— @+ K)y) (8.9)
s poc¢atecnimi podminkami
z(0) =1, y(0)=0. (8.10)

Poznamenejme, ze parametry K, A a ¢ jsou kladné a K > .
Ulohu (8.9), (8.10) nelze Fesit explicitné. Proto ji budeme analyzovat ve fazovém prostoru.
Nulklinu proménné x muzeme vyjadrit jako graf funkce

X

- v y
plz) =~ K ()
) dr . , , . as
Derivace 3, e proy > ¢(z) kladnd, pro y < ¢(z) zaporna. Situace -
T >
je znazornéna na obrazku: z
Yy
! ()
Podobné vyjadiime y-nulklinu jako graf funkce i(x) = e a vy- t
x
Setfime znaménka derivaci: T

Ponévadz ¢(0) = ¢(0) = 0 a p(x) > ¢(x) pro vSechna x > 0, vypada fazovy portrét sys-
tému (8.9) tak, jak je zndzornéno na obr. 8.1 Vidime, Ze systém (8.9) ma jediny stacio-
nérni bod (0,0) a ze mnozina M = {(z,y) € R?: 0 <2 < 1,0 <y < (1)} je jeho pozitivné
invariantni mnozinou (na tsecce {(z,0) : 0 <z < 1} sméfuji trajektorie nahoru, na tsecce
{(z, (1)) : 0 <z <1} dold, na tseéce {(0,y): 0 <v < (1)} sméfuji trajektorie doprava
a na tusecce {(1,y): 0 <v < (1)} doleva). Variaéni matice systému (8.9) v obecném bodé
(z,y) je
y—1 x4+ K-\
J.y) =14 1 )
-(1-y) ——(@+K)

takze ve stacionarnim bodé (0, 0) plati

-1 K-\

K+e¢
1 x| trJ(0,0) = — .

9 9

A
<0, detJ(0,0) == >0,
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Y T
QLY [ plw) = 4+ K —\
) = —

(e . >

0 1 T

Obrazek 8.1: Fazovy portrét systému (8.9) a jeho trajektorie s pocétecnim bodem (8.9) a

hodnotou parametru ¢ = :1{_(1)'

= (K + )2 —4Xe) =

K 24\ 1
(trJ(O,O))2—4detJ(0,0):< “) - ==

£

1 1
= < (K2 +2Ke+e® — e+ 2 = \?) = 5 (K = N +2Ke + (A —¢)?) >0,
9 9

nebot K > A. Staciondrni bod (0,0) je podle 5.3.1 stabilni uzel (coz bylo vidét z fazového
portrétu i bez vypoctl). Pro feseni tlohy (8.9), (8.10) tedy plati

li = li =0.

Hp e =0 B y)=0
Vysledkem reakce je vycerpani veskerého substratu S, nebude volny ani vazany s enzymem
v komplexu SE. Z trajektorie Feseni tlohy (8.9), (8.10), ktera je rovnéz zobrazena na obr. 8.1,
je také vidét, ze slozka x feSeni této tlohy k nule monotonné klesa. Slozka y nejdrive roste, v
jistém case 79 dosahne svého maxima

o .%'(T()) K
Ymax = L0+ K 2(r0) + K

a pak monotonné klesa k nule.

Nyni muzeme kvalitativné popsat feSeni puvodni ulohy (8.1), (8.2), viz obr. 8.2. Kon-
centrace s substratu S monotonné klesd k nule. Koncentrace ¢ komplexu SE roste ke své
maximalni hodnoté, kterd je mensi nez byla poc¢atecni koncentrace ey enzymu F, a pak mo-
notonné klesd k nule. Koncentrace e volného enzymu F nejprve klesa, v okamziku tg, kdy je
koncentrace komplexu SE maximalni, dosdhne svého minima a pak monotonné roste k poc¢a-
te¢ni hodnoté ey. Koncentrace p produktu P roste z nulové hodnoty, rist se nejprve zrychluje
(funkce je konvexni), od okamziku ¢y se zacne zpomalovat (funkce je konkéavni).

8.2 Priblizné resSeni transformované tulohy

Charakteristickym rysem reakci enzymu se substratem je to, ze koncentrace enzymu je vyrazné
mensi, nez koncentrace substratu, eg < sg. To vzhledem k (8.8) znamena, ze

0<exl,

parametr ¢ je ,skoro nula“. Také muzeme Fici, Ze prava strana druhé rovnice systému (8.9) je
»,Skoro nekonecno“, nebo ze prava strana prvni rovnice tohoto systému je zanedbatelné maléd
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Obrazek 8.2: Pribéh feseni ulohy (8.1), (8.2)

ve srovnani s pravou stranou druhé rovnice. Veli¢ina = se méni ,nesrovnatelné pomaleji“, nez
veli¢ina y, takze veli¢ina z je vzhledem k y ,skoro konstantni“. Z téchto diivod@ budeme x
ve druhé z rovnic systému (8.9) povazovat za konstantni parametr a tuto rovnici vyfesime.
Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, takze jeji feseni splnujici druhou podminku
z dvojice (8.10), tj. podminku y(0) = 0, dostaneme ve tvaru

X z+ K
_ 1— e T) _ 8.11
) = e (1 (8.11)
Plati pro né
= lim y(7) = *
Yo T—00 r+ K

»Rychle se ménici“ proménna veli¢ina (funkce) y se tedy ,velice rychle* ustéli na hodnoté
yo. OvSsem hodnota x se také méni, i kdyz ,pomalu“. Tato zména je popsana prvni rovnici
systému (8.9). V ni miZzeme proménou y povazovat za parametr rovny ustdlené hodnoté yq.
S vyuzitim pocateéni podminky (8.10) tak dostaneme pocateéni tlohu

dx x x

E:—x—k(az—{—K—)\)

x—{—K: r+ K’

z(0) = 1.

Reseni této tlohy, které je ,trochu jiné“ nez feseni piivodni ulohy (8.9), (8.10) a proto ho
oznaCime symbolem xg, je implicitné dano rovnosti

zo(T) + Klnzo(1) =1 — AT (8.12)

Takto definovanou funkci xzy mizeme povazovat za prvni slozku pfiblizného feseni tlohy (8.9),
(8.10). Jeji druhou slozku vyjadiime jako

.%'0(7')

m; (8.13)

yo(7) =

tato funkce vSak nespliiuje druhou z poéatecnich podminek (8.10).
Funkce zo(-), yo(-) definované vztahy (8.12) a (8.13) se nazyva pseudo- nebo quasi-
staciondrni aproximace teSeni ulohy (8.9), (8.10). V mnoha aplikacich je tato aproximace
dostateéné presna. Na obrazku 8.3 je trajektorie feseni ulohy (8.9), (8.10) s hodnotou para-

metru ¢ = 1—10; vidime, Ze trajektorie feSeni s ,malou” hodnotou parametru ¢ skutec¢né od
x

jistého bodu témér splyva s y-nulklinou, tj. s funkci y = .
x+ K
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yu
y = p(z)
oz
y_m+K

& >

0 1 x

Obrazek 8.3: Nulkliny systému (8.9) a jeho trajektorie s poc¢ateéni podminkou (8.10) a hod-
notou parametru & =

el-

Reseni tilohy (8.9), (8.10) si tedy lze predstavit tak, ze v ,kratickém ¢asovém intervalu® od
zaCatku reakce se veli¢ina z (relativni mnozstvi substratu) ,nesta¢i zménit“, takze mé stale
pocate¢ni hodnotu 1. V tomto ,kratickém ¢ase“ veli¢ina y (relativni mnozstvi komplexu SE
vzhledem k mnozstvi enzymu) rychle dosdhne své quasi-staciondrni hodnoty. Tento ,rychly
nartst“ je popsan rovnosti (8.11) do niz je dosazeno = = 1, quasi-staciondrni hodnota je tedy
1/(1 + K). Déle se veli¢iny x a y vyvijeji tak, jak je popsdno rovnostmi (8.12) a (8.13).

Jesté muzeme specifikovat délku zminéného ,kratického casového intervalu® pro dosazeni
quasi-stacionarniho stavu. Predpokladejme, Ze jsme schopni mérit koncentrace s relativni
presnosti 7. Pak ¢as d, za néjz veli¢ina y naroste do quasi-stacionarni hodnoty 1/(1 + K) je
priblizné dana pribliznou rovnici

1+ K

tedy

1
~ In —. 8.14
1+Kn’y ( )

Popsanou aproximaci feseni lze ziskat i jinym zptsobem méné se odvolavajicim na intuici:
feseni ulohy (8.9), (8.10) budeme hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e. Pfredpokla-
dejme tedy, Ze Feseni ulohy (8.9), (8.10) je tvaru

.%'(T) = Zanxn(T), y(T) = Z gnyn(T)'
n=0 n=0

Za predpokladu, ze tyto fady, chapané jako fady funkci proménné 7, konverguji stejnomérné
(k tomu pfi e < 1 staéi, aby vSechny funkce xo( - ), yo(-) byly ohranic¢ené stejnou konstantou),
plati

dx > ndzy,  dxg > ndzy, dy > nAYUn . dy > n dYn—1
i om0 —n =7 _ —Jn ti. e—2 = —Jn—2
dr Z:OE dr dr + Z:lg dr’ dr Z;)E dr’ IS qr Za dr

n= n= n= n=1
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a soucasné

j—iz—x—k(m—i-l(—)\)y:_zgxn (Zewn VK A)Zeyn B
:—stn( (K — )\Zsyn +Z<leyn ,) —
n=0
:Z<_x"+(K_)\)y"+Z$iyn—i> o

n=0 =0
(e e] n
= —xo+ (zo + K — A)yo + Z (—xn + (K — Nyn + Z xzynl> e”,
n=1 1=0

[e.9]

d n
€d—i/_:$— CC‘|‘K :Z<xn_Kyn_szynl>€n:
n=0 =0
o0 n
ot (@0 + Ko+ > ( Ky, - zy> i

n=1 =0

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin € ziskdme nekonecény systém rovnic

dx
d—TO:—.%'o—l—(m'()—l—K—)\)yo, 0:x0—(xo+K)y0,
dx d
=+ (K — XN)y1 + zoy1 + z190, el =x1 — Ky1 — 2oy1 — T1Y0,
dr dr
7 prvni dvojice rovnic dostaneme
__ xo(7) _
yo(7) = ————— x2o(1) + Klnzo(r) = C — AT,

.%'0(7' ) + K ’
tedy quasi-stacionarni aproximaci feseni (8.12), (8.13). V tomto pfipadé vsak tato aproximace

zévisi na jedné integra¢ni konstanté C' a ta zavisi na pocateCnich podminkéch. Pocatecni
podminky (8.10) lze zapsat ve tvaru

o0 o0
1= "e"2,(0),  0=> &"yn(0)

takze z véty o jednoznacnosti Taylorovych fad plyne
zo(0) =1, wo(0) =0, z,(0)=y,(0)=0pron=1,2,...

Prvni z téchto podminek lze splnit volbou C' = 1 stejné jako v (8.12), ale druhou z nich splnit
nelze. Odtud plyne, Ze alespon jedna ze slozek x, y FeSeni tulohy (8.9), (8.10) nemuze byt
analytickou funkci parametru e.
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Aby bylo mozné splnit poc¢ateéni podminky, je tfeba v pravém okoli bodu 7 = 0 hledat
feseni ulohy (8.9), (8.10) jinym zptisobem. Zavedeme novou nezavisle proménnou

T

o= (8.15)
Pro e — 0 je 0 — oo, takZe zménou ¢asového méritka (8.15) ,natdhneme malé okoli“ [0, )
na ,velice dlouhou dobu“. Substituci (8.15) se tloha (8.9), (8.10) transformuje na tlohu

dX dY
— =—eX+e(X+K-M\)Y, e
o

= X — (X + K)Y, (8.16)
X0)=1, Y(0)=0. (8.17)

Kvalitativni analyza tlohy (8.16), (8.10) d4 stejné vysledky jako v 8.1.
Reseni tilohy (8.16), (8.17) budeme opét hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e,
tj. ve tvaru

X(0) =) "Xu(0),  Y(o)=) £"Vy(0).
n=0 n=0

Pak je
oo [e.e]

dX  dXo Zgnan dy dvp ZgndYn

do  do — do’ do  do —

a soucasné

o) n—1
dX
T E <_Xn—1 + (K =AY, 1+ E XiYn—i—1> ",
n=1 =0

dY o n
- =Xo- (Xo + K)Y, + nzl (Xn —KY, — ;XZYN_Z) ",

Z pocateénich podminek (8.17) dostaneme
Xo(0) =1, Yy(0)=0, Xn(0) =Y,(0) =0pron=1,2,...

Nulté aproximace Xy, Yy feSeni tillohy (8.16), (8.10) jsou FeSenim pocatecni tulohy

dXx, dy;
=20, =% = Xy — (X0 + K)Y, Xo(0) =1, Y5(0) =0,
do do
takze .
_ - - _ —(K+1)o
Xolo) =1 Yolo) = g (1 e ) .

Vratime se k ptivodni nezévisle proménné 7 = €0 a dostaneme novou aproximaci reseni tlohy
(8.9), (8.10) ve tvaru

Xo(r) =1, Yo(r)= —— (1 — e ) ; (8.18)

tyto funkce spliuji poc¢ateéni podminky (8.10).
Reseni tlohy (8.9), (8.10) lze v okoli bodu 7 = 0, tj. na intervalu [0,§) pro vhodné malé
kladné ¢islo 0, aproximovat funkcemi (8.18). Tato ¢ast FeSeni tlohy se nazyva singuldrni nebo
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0 T

Obrézek 8.4: Reseni tlohy (8.9), (8.10) s parametrem ¢ = 0.2. Plna ¢ara — presné FeSeni,
carkovana ¢ara — vnéjsi feSeni, teckovana ¢ara — vnitini feseni.

cast TfeSeni ulohy se nazyva nesinguldrni nebo vnéjsi resent.

No obr. 8.4 je znézornéno pfiblizné a presné feseni tulohy (8.9), (8.10) s parametrem
e = 0.2; vidime, ze jiz v tomto pripadé je pfiblizné feseni dosti blizké presnému. Navic, prvni
slozka TeSeni, tj. funkce x, je i v pravém okoli nuly presnéji aproximovana vnéjsim fesenim
nez vitfnim.

Jesté odhadneme parametr  — casovy okamzik, od néhoz vnéjsi feseni 1épe nez vnitini
aproximuje druhou slozku feseni tlohy (8.9), (8.10). Je to takova hodnota nezévisle proménné,
v niz maji funkce yy a Yy stejnou hodnotu, yo(d) = Yp(6). Takové ¢islo § existuje podle
Bolzanovy véty, nebot

! >0, lim (yo(0) — Yo(d)) = — !

0.
1+ K Pt K11~

Y0(0) — Yo(0) =

Muzeme tedy fesit soustavu rovnic

1 _ K+l o § -
EIT(Lﬂ : >_§+Aﬂ E+KIng=1- ).

Vyjadrit feSeni explicitné pomoci elementarnich funkei nelze, proto feseni odhadneme. Oznac-
me na chvili F(§) =&+ KIn& — 1+ AJ. Pak je

K
F1)=X>0, lim F(£)=-00<0, F({)=1+—pro&>0.
=0+ 13

To znamend, ze feseni druhé z rovnic, tj. rovnice F'(§) = 0, lezi v intervalu (0,1) a funkce F’
je na tomto intervalu rostouci. Odtud déle plyne, Ze existuje konstanta £ € (0,1) takova, ze

pro feseni £ druhé z rovnic plati
0<E<exl.

7 prvni rovnice nyni dostaneme

£ £+ K £ E+ K
0<6= 1 < 1 -
K+1 K1-¢  K+1 K1-2&

Tato nerovnost vyjadiuje, Ze hodnota § je mald stejného tadu, jako ¢, tj. 6 = O(e). Tento
odhad souhlasi s vyjadfeni. (8.14).
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Reseni ptivodni tlohy (8.5), (8.6) mizZeme nyni zapsat ve tvaru

S(t) = So%‘o(k)leot) + O <z—0> R
0

k1soeo . co 0
1— (k1so+k—1+ka)t +0 <—> , 0<t< @) <—> s
kiso+ k—1 + k2 ( ‘ ) 50 -

k1sozo(k1eot) <€0> (60)
+0—, t>0(—);
kisoxo(kieot) + k_1 + k2 50 - 50

ptitom funkce zo(-) je implicitné dana rovnici (8.12).

e(t) =




Kapitola 9

Model populace produkujici
skodlivé odpady

Ozna¢me N = N(t) velikost néjaké populace v Case t. Specifickd mira ristu nebo ristovy
koeficient p této populace je definovan jako relativni zména velikosti populace, tj.

N/
b= N
Vyvoj populace je tedy modelovan diferencidlni rovnici

N’ =pN. (9.1)

V piipadé konstantniho riistového koeficientu dostaneme klasicky Malthustiv! model riistu
populace N (t) = NpePt, kde Ng = N(0) je po¢atecni velikost populace. V ném je exponencialni
rist (pro p > 0) nebo ubytek (pro p < 0) velikosti populace nerealisticky.

Model (9.1) se ptiblizi realité, pokud specifickou miru rastu p nebudeme povazovat za
nezavislou konstantu populace, ale za veli¢inu zavislou na jeji velikosti, tedy p = p(N), nebo
obecnéji na néjakych ,projevech® jeji velikosti, tj. p = p(]—" (N )), kde F je néjaky funkcional,
tedy zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny realnych cisel.

V tomto oddilu budeme uvazovat populaci, kterd produkuje odpady svého metabolismu,
které jsou toxické, nebo prinejmensim zmensuji schopnost prezivani populace. Tyto odpady se
v prostfedi hromadi, ale také rozkladaji, mizi nebo preménuji v néco, co populaci neomezuje.
Budeme tedy ptredpokladat:

1. V ¢&istém prostiedi (bez uvazovanych odpadi) je specifickd mira ristu rovna néjaké
konstanté r (vnitrnimu koeficientu ristu, intrinsic growth rate).

2. V kazdém okamziku populace produkuje odpad, jehoz mnozstvi je tmérné velikosti
populace. Mnozstvi odpadu vyprodukovaného v Case t oznacime P,(t); plati pro ného

P,(t) = ¢N(t), kde ¢ je néjaka kladna konstanta.

3. Odpad se rozklada konstantni relativni rychlosti § > 0, tj. ozna¢ime-li P(¢) mnozstvi
odpadu v Case t a neuvazujeme jeho produkci, plati

P'(t) = —8P(t). (9.2)

'Spravnéji malthusovsky, Thomas Robert Malthus (1766-1834) model v takovém tvaru nikdy nepublikoval.

141
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4. Specifickd mira rastu populace klesa s rostoucim mnozstvim odpadu. Budeme uvazovat
nejjednodussi moznost, ze tato zavislost je linearni.

5. Existuje jista velikost populace K > 0, pii které je populace se svym prostfedim v
dynamické rovnovaze, jeji velikost se v ¢ase neméni. Konstanta K predstavuje kapacitu
prostredi (uzivnost) pro uvazovanou populaci.

Uvazujme na chvili idealizovanou situaci, ze pouze v ¢ase s vzniklo mnozstvi P,(s) odpadu
a zadny dalsi odpad neni do prostredi dodavan. Mnozstvi odpadu v ¢ase t > s tedy bude podle
predpokladi 2. a 3. feSenim rovnice (9.2) s pocateéni podminkou P(s) = Ppy(s) = cN(s), tj.
P(t) = ¢N(s)e~(=%)_ V realné situaci se viak odpad v prostfedi kumuluje, v ¢ase t ho tedy
bude mnozstvi, které ztistalo ze vSech odpadti vzniklych az do okamziku ¢, tj. mnozstvi odpadu
zavislé na celé predchozi historii velikosti populace bude

Predpoklad 4. 1ze nyni prepsat ve tvaru
p=p(F(N)) = a—BF(N),

kde 3 > 0. Z predpokladu 1. plyne, Ze p(0) = r, tj. @ = r. Pro funkci N = N(t) = K podle
predpokladu 5. nyni plati

S§=—00 6

¢

0= p(]:(N)) =r — ﬁ]—‘(N) =r— ﬁC / Kef(g(tfs)ds —
— 0

Odtud dostaneme, ze 3c = % a specifickd mira riistu populace je

t
0
p=r|1l-— X / N(s)e 9¢=9)ds
Model (9.1) je tedy nyni ve tvaru integrodiferencialni? rovnice
t
/ 0 —8(t—s)
N'(t)=rN(t) | 1— ® N(s)e ds | . (9.3)

Zavedeme nové neznamé funkce x a y novou nezavisle proménnou 7 nasledujicimi vztahy:

T=rt, x(r)=—72N <—> . y(r) = % ] N(s)e_‘s(?_s)ds.

o0

2 , .. . s . . .. . 4
V této rovnici vystupuje neznamé funkce N za znakem integralu i jako derivované.
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dr rkK r r2K r K
= %%x(ﬂ 1-— %_/ N(s)e_‘s(%_s)ds = x(T)(l — y(T)),
y'(1) = dZ(/i(:) = %% / N(S)ef‘s(gfs)ds =
:% %N <;) 75(£7£) —g / N(S)ef‘;(l*s)ds =
= % (7) - 6% / N(s)e G=ds = a(r) — Ly(r)

Rovnice (9.3) se tedy transformuje na dvourozmérny autonomni systém

r' = z(1—vy),
5 (9.4)

Yy =z—-y.
r
Nejprve si vSimnéme, ze uzavieny prvni kvadrant Ri = {(x,y) eER% x>0,y > O} je po-
zitivné invariantni mnozinou tohoto systému. Uzaviend poloptimka {(0,y) : y > 0} je totiz
pozitivné invariantni mnozinou (z(t) = 0, y(t) = yoe (/" je feSenim systému (9.4) pro kazdé
yo > 0), pro FeSeni s pocateéni podminkou x(0) = zg > 0, y(0) = 0 plati 2/(0) > 0, ¥'(0) > 0
a tedy prislusna trajektorie smétfuje dovniti prvniho kvadrantu.

)
Systém (9.4) mé stacionarni body(0,0) a (z*,y*) = <—, 1) a jeho varia¢ni matice je
r

l—-y -2z
J(z,y) = < . _é)

Tedy J(0,0) = (1 5), det J(0,0) = —= > 0, takZe stacionarni bod (0,0) je sedlo. Dale
—= r
,

)

0o -2 5 5

J($*7y*) - 7(; ) det‘](x*7y*) - ; > 0, tI'J(.%'*7y*) = —; < 0’

1 =

r

(1 J(a*,")) — 4det Ja*,y") = (5 — 4r),
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y‘ yu
41

1 - A 1 -

t,

a) b)

Obrazek 9.1: Fazovy portrét systému (9.4) a jeho trajektorie s pocatecni podminkou 0 <
z(0) < 1, y(0) = 0. a) § > 4r, b) 6 < 4r. Oba obrazky maji stejné méritko na ose x.

N b N 4
K [ g S e i
0 " 0 "
a) b)
Obréazek 9.2: Priibéh feseni tlohy (9.3), (9.5). a) § = 4r, b) § = ir.

takze v pfipadé § > 4r je vnitini staciondrni bod (z*,y*) stabilni uzel, v opa¢ném pfipadé
se jedna o stabilni ohnisko. Fazové portréty systému systému (9.4) v obou piipadech jsou
znazornény na obr. 9.1.

S vyuzitim Dulacova kriteria (véta 22) vylou¢ime existenci cyklu v prvnim kvadrantu.

1
Polozime ¢(z,y) = —. Pak
T
01 01 o J
XA YRR S
T y T rT

pro v8echna z > 0. Uvnitf prvniho kvadrantu tedy neexistuje cyklus systému (9.4).
Uvazujme nyni situaci, Ze na pocatku (v ¢ase t = 0) se dostane malé populace do nového
prostfedi. K rovnici (9.3) pfiddme tedy poc¢ateéni podminky

N(0) = Ny, N(t)=0prot<0. (9.5)

Pocateéni podminky pro systém (9.4) v tomto ptipadé budou

0
o
z(0) = r—KNO’ y(0) = e / N(s)e‘ssds = 0;
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Trajektorie systému (9.4) s témito po¢atecnimi podminkami jsou také zobrazeny na obr. 9.1.
Z provedené analyzy systému (9.4) plyne, Ze pro feseni N pocétecni tulohy (9.3), (9.5) plati
K
lim N(t) = ——z*

t—o00 1)

]
|

8

I

=

funkce N konverguje k hodnoté K v piipadé § > 4r monotonné, viz obr. 9.2 a), v opacném
pripadé s tlumenymi oscilacemi, viz obr. 9.2 b).
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Kapitola 10

Lotkovy-Volterrovy systémy

n
j=1

Tyto systémy modeluji vyvoj spolecenstva (Gasové zmény velikosti jednotlivych populaci,
z nichz se spolecenstvo sklada). Nezndmé funkce a parametry interpretujeme nasledovné:

x; = x;(t) ... velikost i-té populace
b; ...rustovy koeficient izolované i-té populace (vnitini koeficient ristu i-té populace)

b; > 0 ...i-t4 populace je sobéstacna (producent)

b; <0 ...i-t4 populace zavisi na jinych populacich (konzument)
ag; - . . koeficient vnitrodruhovych vztahu i-té populace

a;; > 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhova konkurence

ai; < 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhové kooperace
a;j . ..koeficient vlivu j-té populace na i-tou

min {a;j,a;;} >0 ...i-t4 a j-t4 populace jsou ve vztahu konkurence
max {a;j,aj} <0 ...i-td a j-ta4 populace jsou ve vztahu mutualismu (symbiézy)

a;j <0 < aj; ...j-ta populace je koristi (hostitelem) i-té populace;
i-t4 populace je predatorem (parazitem) j-té populace

a;; > 0 ...j-t4 populace je amenzalistou i-té populace

a;; <0 ...j-ta4 populace je komenzalistou i-té populace
Fazovy prostor systému (10.1) je n-rozmérny uzavieny kladny orthant

RY = {(z1,22,...,2) €R": 21 > 0,20 >0,...,2, > 0} .

147
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10.1 Vztah Lotkovych-Volterrovych systému a Verhulstovy lo-
gistické rovnice

Logistickou rovnici
/
(1 _~’U> ,
T =rx <

v niZ jsou oba parametry r (vnitini koeficient rustu) a K (kapacita prostfedi pro modelo-
vanou populaci) kladné, lze povazovat za jednorozmérny Lotktuv-Volterruv systém s by = r
a a;; = r/K, tedy za model sobésta¢né populace s vnitrodruhovou konkurenci (tak byla
Verhulstova rovnice sestavena). Také plati K = by /aj1; odtud lze usoudit, Ze pro sobéstac-
nou populaci s vnitrodruhovou konkurenci predstavuje podil vnitiniho koeficientu rastu a
koeficientu vnitrodruhové konkurence kapacitu prostiedi neovlivnénou ostatnimi populacemi
spolecenstva.
Jinou interpretaci logistické rovnice lze ziskat nasledujici ivahou: Oznacme

- _ K-z
VTR T TR
Ponévadz y' = —2' /K, dostaneme
¥ = ray
o (10.2)
y - K y'

Jednd se o dvojrozmérny Lotktv-Volterrtiv systém s parametry

r
by =b2=0, aj1=ax =0, ap=7r a= e

Proménnou y lze interpretovat jako relativni dostupnost zdroji pro modelovanou populaci
vzhledem k celkové kapacité prostiedi K. Velikost populace a relativni dostupnost zdroju jsou
tedy ve vztahu predace, obé tyto ,slozky spolecenstva®“ nejsou ani producenty ani konzumenty
a neprojevuje se u nich zadny vnitrodruhovy vztah.

Poznamenejme, Ze systém (10.2) nemad izolované stacionérni body.

Systém (10.2) lze také prepsat ve vektorovém tvaru

() =5 (o D) ()5 (o W)mermn

r 0 x
s=ste =7 (0, V)

je antisymetrickd. To znamenad, Ze systém (10.2) je hamiltonovsky a funkce H(z,y) = =+ Ky
je jeho hamiltonidnem (sr. definici 24 a vétu 31). Invariantem systému (10.2) je soucet veli-
kosti populace a (absolutni) dostupnosti zdrojt. Tento invariant je podle definiéniho vztahu
promeénné y také roven

Matice

T
= <1 —_ —) = s
r+Ky=ax+K K K

coz je kapacita prostiedi z Verhulstovy logistické rovnice. Tyto vysledky jsou matematicky
trivialni, umoznuji ale alternativni interpretaci kapacity prostredi a tim snad i lepsi vhled do
problematiky populac¢ni ekologie.
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10.2 Obecné vlastnosti Lotkovych-Volterrovych systému

Zavedeme oznadeni

by aip - Qip
b= , A= )
by, apl -+ Odnn
matice A se nazyva matice interakci spolecenstva. Pro libovolny vektor v = (vy,va,. .., v,)7
polozime
v 0 - 0 0
0 vy --- 0 0
diagv = : .1
0 0 -+ w1 O
o 0 --- 0 o,

a vektory ze standardni orthonormalni baze n-rozmérného vektorového prostoru oznacime e;,

51j

‘ 5o 0. i
ed=1" , kde 0;; = {1’ Z 7 je Kroneckertiv symbol.
. y =17

Onj
Systém (10.1) lze zapsat jako vektorovou rovnici
' = diagz (b — Ax). (10.3)

Je-li matice A regularni, existuje nejvyse jeden stacionarni bod =* = A~1b systému (10.1)
takovy, Ze vSechny jeho slozky jsou kladné. Takovy stacionarni bod budeme nazyvat vnitini.
Pokud vnitini stacionarni bod existuje, lze tuto skutec¢nost interpretovat jako moznou ko-
existenci vSech populaci spolecenstva, pricemz koexistujici populace maji dynamicky stalé
velikosti dané slozkami vektoru a*.

Parciélni derivace pravé strany rovnice (10.3) podle j-té proménné je
idia x (b—Ax) = idia x| (b—Ax) + diagx i(b—Aa:) =
axj & N axj & & axj N
= diage’ (b — Az) + diagz (—A - €’)
a pro vnitini stacionarni bod «* plati b — Ax* = O. Proto variaéni matice systému (10.1) ve
vnitinim stacionarnim bodé x* je
J(x*) = —diagx™ - A.
Odtud a z 28 plyne:

Véta 32. Bud x* staciondrni bod systému (10.1), jehoz vSechny slozky jsou nenulove. Magi-li
véechna vlastni ¢isla matice diag x* - A kladnou redlnou cast, pak konstantni feSeni x(t) = x*
systému (10.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo matice diagax™ - A které md zdpornou redlnou cdst, pak je
konstantni fesent x(t) = x* systému (10.1) nestabilni.
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Pozndmka 12. Pro ¢tvercovou matici M polozme SM = % (M + MT). Matice SM je zfejmé
symetricka.
Pro kazdy n-rozmérny vektor v a ¢tvercovou matici M fadu n plati

v"Mv = v SMw.
Diikaz: Ponévadz v Mo je é&slo, tj. ¢tvercova matice Fadu 1, plati
v Mo = ('UTM'U)T = v 'MTw.
Odtud plyne
1 1
v Mo = 207 <§(M + M) — §MT> v =2vT SMv — vIMTv = 20T SMv — v Mo
a tato rovnost je jiz ekvivalentni s dokazovanym vztahem. O

Véta 33. Bud z* = (x},23,...,2%) = A~1b vnitini staciondrni bod systému (10.1). Jestlize

existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,cn)? se vsemi slozkami kladnymi a existuje okoli U
bodu x* takové, Ze pro vsechna x € U je vyraz

(x — x*)" S(diagcA) (z — x*) (10.4)

nezaporny, pak funkce
¢ —at
V(z) =V(x1,z9,...,2,) = Zci ——rd¢

je ljapunovskou funkci systému (10.1), tj. konstantni Teseni x(t) = x* systému (10.1) je
stejnomerne stabilni.

Pokud je vyraz (10.4) pro vsechna x € U \ {x*} kladny, pak je toto Teseni stejnomérné
asymptoticky stabilni.

Dikaz: Funkce V' je definovana pro vSechna x1 > 0,29 > 0,...,x, > 0. Plati

V(z*) = ici / %dg = 0.
i=1 :’32(

Pro kazdé z; > 0 je

——d{ >0,
I

nebot integrovana funkce je kladna pro x; > x} (tj. v pfipadé, ze horni mez integralu je vétsi,
nez dolni mez) a zaporna pro z; < x} (horni mez integralu mensi nez dolni mez). Rovnost
nastane pravé tehdy, kdyz x; = ;. Odtud plyne, zZe pro & # x* a takové, ze vSechny jeho
slozky jsou kladné, plati V(x) > 0.

Dale podle véty o derivaci integralu jako funkce horni meze plati

oV (x) o Ti x}

1
8-%'1' ZT; ’
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a ponévadz b = Ax™*, plati dale
n
bi = Z aijm;‘»,
j=1
takze derivace funkce V' vzhledem k systému (10.1) je
sk n

’ — R I ) o | — s * ¥ o | —
V(x) = g Ci———"i b; — g aijz; | = g ¢i (x; — xy) E aijT; — E aijz; | =
i=1 v j=1 j=1 j=1

i=1

== > (e —af) ciay (25— 2) = — (@ — ") (diagcA) (@ — @) =

i=1 j=1
= —(x — ") S(diagcA) (x — z*)

(posledni rovnost plyne z poznamky 12). Véta nyni plyne z véty 29 a a jejiho disledku 8. [J

Dusledek 9. Necht systém (10.1) md vnitini staciondrni bod «* = (x7,25,...,x)).
Jestlize existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca, . .. ,cn)T se vsemi slozkami kladnymi takovy,
Ze matice

S (diag cA) (10.5)

je pozitivné semidefinitni, pak konstantni teseni x(t) = x* systému (10.1) je stejnomérné
stabilnd.

Pokud je matice (10.5) pozitivné definitni, pak konstantni reseni x(t) = x* systému (10.1)
je stejnomerné asymptoticky stabilni.

10.3 Kolobéh dusiku v planktonu

Uvazujme proces schématicky znézornény na obrazku 10.1: Ve fytoplanktonu probihé fo-
tosyntéza a pri ni se dusik z okolniho prostfedi vaze v jeho bunkach; fytoplankton slouzi
jako potrava pro zooplankton, takze dusik ze zkonzumovaného fytoplanktonu se stava sou-
¢asti zooplanktonu. Plankton v disledku svého metabolismu dusik opét vylucuje do okolniho
prostiedi a také pii rozkladu mrtvého planktonu se dusik uvoliiuje. Dusik z prostiedi neni
odebiran ani neni néjakym zptisobem do ného pridavan. Dusiku vylu¢ovaného planktonem je
tim vice, ¢im je vice planktonu, dusiku vazaného ve fytoplanktonu pfibyva tim vice, ¢im je
vice volného dusiku a fytoplanktonu; dusiku vazaného v zooplanktonu pribyva tim vice, ¢im
vice je fytoplanktonu pozieného zooplanktonem a toho je tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu
i zooplanktonu. Ozna¢me po fadé N, P a Z mnozstvi dusiku v prostiedi, vazaného ve fyto-
planktonu a vézaného v zooplanktonu. VSechny tyto veli¢iny se méni s ¢asem, tj. N = N (t),
P = P(t) a Z = Z(t). Celkové mnozstvi dusiku v systému je rovno V' = N + P + Z. Kolobéh
dusiku lze nejjednoduseji modelovat systémem rovnic

N' =aP +bZ — cNP,
P' = ¢cNP —dPZ — aP,
7' = dPZ — bZ;

vSechny parametry a, b, ¢, d jsou kladné.



152 KAPITOLA 10. LOTKOVY-VOLTERROVY SYSTEMY

N c P d Z
dusik v prostiedi fytoplankton zooplankton

] a b

Obréazek 10.1: Schéma kolobéhu dusiku

Nejprve si viimnéme, ze V' = N’ + P’ + Z' = 0, coZ znamen4, Ze celkové mnozstvi dusiku
V' je konstantni. Proto lze mnozZstvi dusiku v prostiedi vyjadrit jako N(t) =V — P(t) — Z(t)
a dosadit do druhé a tieti rovnice systému. Dostaneme

P = (Ve—a)P —cP*—(c+d)PZ=P(Vc—a—cP—(c+d)Z),

7' = —bZ +dPZ = Z(—b+dP). (106)

Jednd se tedy o Lotkav-Volterriuv systém s vektorem rustovych koeficient a matici interakci

b— (Vc_; a) . A (Cci —(c0+ d)>.

To je systém typu dravec-korist; dravcem je zooplankton, kotisti fytoplankton. Varia¢ni matice
systému (10.6) v obecném bodé je

_ (Ve—a—2cP —(c+d)Z —(c+d)P
J(P’Z)_< az —b+dP )’

Systém (10.6) ma vzdy trivialni stacionarni bod

v ()

vyjadrujici nepritomnost planktonu. Varia¢ni matice v trividlnim stacionarnim bodé, jeji stopa
a determinant jsou

J(s0) = (VCO— a —Ob> . tr(J(so)) =c <V — 2) —b, det (J(s0)) = —bc <V _ E) ’

Cc C

Pokud pro mnozstvi dusiku plati
v>2 (10.7)
c

pak det (J(so)) < 0 a podle 5.3.1 to znamena, ze trividlni stacionarni bod sq je sedlo. Pokud
naopak
V<l
c

2
pak det (J(so)) >0, tr (J(s0)) < —b<0a <tr (J(so))) —4det (J(s9)) = (Vc—a+b)? >0,
coz znamena, ze Sg je stabilni uzel.
Je-1i splnéna nerovnost (10.7), pak mé systém (10.6) dalsi stacionarni bod

v
S§1 = c |,
0
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vyjadiujici dynamicky stalé mnozstvi fytoplanktonu bez pritomnosti zooplanktonu. Varia¢ni
matice systému (10.7) ve stacionarnim bodé s; je

. (—c(V—%) e+ ) (v—%>>’

0 d(V—-2)—b

jejl stopa a determinant jsou
a b a a a b
“U“ﬂ%”%y_2_3>_4y_2» @MK@Dz—M(V—ﬁ(V—E—E>

Pokud navic mnozstvi dusiku splinuje podminku

b

a
-+ = 10.
V>C+d, (10.8)

pak det (J(s1)) < 0 a stacionarni bod je sedlo. Je-li naopak

b

a
VeZli?
<c+d’

pak det (J(s1)) <0, tr (J(s1)) <O a

2 a b an]?
OMK&D)—4@““&»2%%y—2—8>+4y—2ﬂ >0,
coz znamena, ze stacionarni bod je stabilni uzel.
Vnitini stacionarni bod systému (10.6) je
b
p* a1y 1 0 —(c+d)\ (Ve—a) _ d
7%) d(c+d) \d c —b - c <V a b)

ctd\' ¢ d

c d

Vidime, ze P* > 0 a pokud je splnéna podminka (10.8), pak také Z* > 0; v takovém ptipadé
je tedy moznd koexistence fyto- i zooplanktonu. Déale plati

JP*, 7)) = —

O aulo

0 —(c+d)> _

c a b (d c
V_Z_Z
c—|—d< c d)

Je-li splnéna podminka (10.8), pak

2

tr (J(P*, 2%)) = —— (V—%—§><Q daugmzwy=m<V—9—9>>a
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coZ znamena, ze realna ¢ast vlastnich ¢isel varia¢ni matice J(P*, Z*) je zdporné, a tedy vnitini
stacionédrni feseni (P*, Z*) systému (10.6) je stejnomérné asymptoticky stabilni.
Povsimnéme si, ze kladné stacionarni hodnota P* nezavisi na celkovém mnozstvi dusiku
V. Pokud se tedy zvétsi pfisun zivin, neméa z toho uzitek fytoplankton, ale jeho predator
zooplankton.
7 dosud provedenych tivah a vypoctu lze ucinit zavér, ze prezivani planktonu je zavislé na
celkovém mnozstvi dusiku v prostredi:

a
(1) V< - plankton nepreziva,
c

a a b
(ii) - <V - + p preziva pouze fytoplankton,

b
(iii) 24 7 < Vv fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.

c

Pov§imnéme si, Ze podminku (iii) lze splnit pouze v piipadé

b
V> 2 10.9
> (10.9)

b _ a b
v opacném pfipadé by totiz mélo byt V — p > — > (0 a soucasné V — p <0.
c

Vysledky lze ovSem interpretovat i jinak. Predpoklddejme, ze plati podminka (10.9) a
prislusné nerovnosti i zavéry z nich plynouci pfepiseme do tvaru:

(1) c < % plankton nepreziva,
(ii) Cce< 2y ab feziva pouze fytoplankton
— -+ — Ziv. z
% vV vwvd-o P potze ytop :
b
(iii) % + VVd—1n (chl =) <c fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.

Koeficient ¢ vyjadiuje, s jakou intenzitou je dusik z prostredi vazan do biomasy fytoplanktonu.
Tato vazba vznika procesem fotosyntézy, jejiz intenzita roste s mnozstvim slunecniho svétla
a to se méni s ro¢nim obdobim. Pfi stdlém mnozstvi dusiku se s rostoucim mnozstvim svétla
nejprve objevi fytoplankton, poté i zooplankton; v zimé se plankton nevyskytuje, na jare se
nejprve objevi fytoplankton a poté s prodluzujicim se dnem i zooplankton.

10.4 Dissipativita konkurenc¢nich systému

Uvazujme spolecenstvo n sobéstacnych populaci, z nichz kazd& projevuje vnitrodruhovou
konkurenci a kazda z populaci je amenzalistou jiné nebo ji neovliviiuje (zejména tedy kazdé
dvé populace mohou byt ve vztahu konkurence). Vyvoj takového spolecenstva lze modelovat
systémem (10.1) s kladnymi parametry b;,a;;, i = 1,2,...,n a s nezdpornymi parametry a;;
pro i # j. S vyuzitim poznamky 10 ukazeme, Ze takovy systém je dissipativni, tedy Ze vSechny
slozky jeho feseni jsou ohranicené:
Necht ¢ >0ai€ {1,2,...,n} jsou libovolna. Polozme
bi
K,=—+¢, 0; = €ag;.

1
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Pak K; >0, §; > 0 a pro vSechna z; > Kj, j € {1,2,...,n} plati
z; | b — Z aijzj | < ai(bi — aixi) < zi(b — aik;) = xia; <—Z - Kz) =
]:1 2
= zia;i(K; — € — K;) = —exiay = —6;x;,

takze predpoklady poznamky 10 jsou splnény.
Ponévadz kladna konstanta ¢ je libovolné mala, pro kazdé feseni

z(-) = (21(),22(), - 2n ("))

systému (10.1) s b; > 0,a;; > 0,a,; > 0,4,j =1,2,...,n existuje T' > 0 takové, Ze pro vSechna
t>1T je
by b2 bn
r1(t) < —, 22(l) < —, ..., zp(t) < —.
(t) o (t) s n(t) -~

V dlouhém casovém horizontu populace neprekracuji velikost danou kapacitou prostiedi pro
populace izolované.

10.5 Troficky retézec

Troficky fetézec je takové spolecenstvo, v némz je prvni druh producentem a kazdy jiny
druh je nesobéstaénym specializovanym predatorem pravé jednoho dalsiho druhu. Oznacime
x1 velikost populace producenta, xo velikost populace jeho predatora, xs velikost populace,
ktera je predatorem populace o velikosti xo, atd. Kazda z populaci na nékteré trofické tirovni
nemusi byt tvorena jednim biologickym druhem, muze jit o spolecenstvo organismd majicich
stejny zpusob obzivy. Troficky fetéz o n trovnich lze tedy modelovat systémem

¥y =x(r —ary) — praeixe

ry = —doxy + Qu1T2 — Patar3

T, = —dpTp + QTR 1Tk — PRTETR4 1 (10.10)
wln_l = —dp-1Tp—-1+ Gn-1Tn—2Tn—1 — Pn—1Tn—1Tn

= —dpTn + GuTn_1Tn,

parametry r, do,ds, ..., dn, G2,G3, - . ., Gn, P1, P2, - - - , Pn—1 jsou kladné, parametr a je nezaporny
(producent miize, ale nemusi projevovat vnitrodruhovou konkurenci).

Stabilita vnitfniho stacionirniho bodu

Matice interakci a vektor rustovych koeficient jsou

a P1 o --- 0 0 0 r
—q2 0 p2 - 0 0 0 —da
0O —q 0 --- 0 0 0 —ds
A= . . . . . . ; b= :
0 0 0 —(qn—1 0 Pn—1 _dnfl
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Polozme
p1 pip2 pP1p2 - Pn—2 pip2 - Pn—1
aa=1c=— ca=— ..., g 1=—, = — .
q2 4243 4293 - - 4n—1 4243 - - dn
Pak je
a P1 0 0 0 0
—py 0 P2 0 0 0
q2
0o Pz 0 0 0
diagcA = _CD ,
0 0 0 _P1pP2- - Pn—2 0 P1p2 - Pn—1
4293 -+ - n—2 4293+ 4n—1
4293 -+ 4n—1
takze
a 0 O 0 0 0
0 0 O 0 0 O
0 0 0 0 0 O
S (diagcA) = )
0 0 0 0 0 O
0 0 O 0 0 0

z ¢ehoz plyne
(x — x*)T S(diagcA) (z — x*) = a(zy — z1)? > 0.
Pokud existuje vnitini stacionarni bod x* uvazovaného systému, pak je prislusné konstantni

feSeni stejnomérné stabilni.

Existence vnitifniho stacionarniho bodu

Hledejme nyni podminky, které zaruci existenci takového stacionarniho bodu x*. Jeho sou-
fadnice splnuji n-rozmérny systém algebraickych rovnic

ar] +p1xs =1,
QT — PrTpyq = dg, k=2,3,...,n—1. (10.11)
nxy_1 = dp,.

,Prostfedni rovnice tohoto systému lze prepsat ve tvaru rekurentnich formuli
Tp_q = i (pkka + dk) nebo 1z, = P_k (quk_l — dk) , k=23,...,n—1. (10.12)
Ponévadz vsechny koeficienty pi, qi, di jsou kladné, plyne z tohoto vyjadreni:

(i) je-li z, > 0 pro néjaké Iy € {2,3,...,n},

DO |

pak je z; > 0 pro vSechna ¢ € {EO,EO — 2,0y —4,...,

(3+(—n%>};



10.5. TROFICKY RETEZEC 157

(ii) je-li zy, < 0 pro néjaké ¢; € {1,3,...,n — 2},
1
pak je z; < 0 pro vSechna ¢ € {El +2,04+4,....,n— 3 (1 - (—1)£1+”>} .
Podle posledni rovnice systému (10.11) je

*
x = —.

n—1
qn

Z prvni rekurentni formule (10.12) postupné vyjadiime

1 Pn—2 dn dn—2
- p_2$*_+d_2:n n 4 :
ns qn—2 ( " nt " ) qn—2 4n qn—2
1 4 Pn—od 4 dp_ dp_
x;f{): (pn74$273+dn74) :pn 4 Pn 2_n_|_pn 4 Un—2 + n 4’
dn—4 dn—4 n—2 4n dn—4 qn—2 dn—4
atd. Celkem dostaneme
L d ‘ P n
o Y
Ty = 3 2 I 22 proe=0,1,... H ~1, (10.13)
i—0 qn—2i j=it1 qn—2j
k—1
kde [£] oznacuje celou ¢ast z ¢isla £ a klademe [] a; =1 pro libovolné pfirozené k a kazdou
j=k

posloupnost {ozj};?io.l Pfimym vypoctem se lze presvédéit, ze (10.13) je skutecné Fesenim
druhé az n-té rovnice systému (10.11).
Necht nejprve je n sudé. V tomto piipadé lze rovnost (10.13) pfepsat na tvar

—k

n_p 4
Z dn_2i T Pn-2j Zdz‘l P2; n

* % o n—2i n—2j i j .
'I2]<;—1 = xn_(Q(%_k)+1) = H = — H — k = 1,2,...,5.

im0 In=2 ;2 D=2 T 920 50 92

w3

n
2

7 tohoto vyjadreni je vidét, Ze vSechny soufradnice stacionarniho bodu a* s lichymi indexy
jsou kladné. Pro jeho prvni soutadnici plati

2 dos 2L
o=y . (10.14)
o1 1255 125
Z prvni rovnice systému (10.11) nyni dostaneme
r —ar]

*
Lo = )

b1

a ze druhé rekurentni formule (10.12)

1 q3r—ary ds
zy = — (q325 —d3) = — L,
ps3 b3 D1 p3

k k—1
!Uveden4 konvence je pfirozenym rozsifenim rovnosti [| a; = ar [] «j, ktera plati pro libovolné k > m,
j=m j=m
také pro k = m.
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1 g qzr—ax]  gsdz  ds
366=p—5(%964 ds) = BI2 BB 5

pspP3s D1 P53 Ps
atd. Obecné
x* _r- a:nl H 92i+1 Z d2z+1 1:[ C]2]+1 k=12, n
2" 1 P2i+1 Y D2it1 p2j+1’ 2’
Jj=i+1
Soufadnice z] je vyjadfena formuli (10.14). Tedy plati
n_q n_ n_q
N ar} 1 ¢ _ QZ dajit1 G2j+1 _
noT pr o P2t T P2i+1 27 P2+l
_ H q20+1 r—= ax*{ . Z d2z+1 H P2j+1 _
1 P2+t Y41 =1 P2i+1 =1 q25+1
51 51 i1
(L Q2041 az doi T @ o Z d2i+1 T P2j+1
Pr ;o P2ty o1 Q241 5 02541

Nutnou a dostatec¢nou podminkou pro to, aby vsechny souradnice stacionarniho bodu x* byly
kladné, je tedy podle tvrzeni (i) a (ii) nerovnost

d22+1 p2]+1 doi 'C p2]
r > pp +a . 10.15
Z q2i +1 . Q2]+1 Z q22 5 ( )

Necht nyni je n liché. V tomto piipadé lze rovnost (10.13) piepsat na tvar

—1 —1 —1
5k 5k =N i1

d ) . 2 dos )
o _ n—21 Pn—2j 2i+1 P2j+1
2k = tp—(2(n Ltk 1_2: —E: J
n=(2(50 k) +1) o0 -2 Iy W2 o Qi sy G4
n—1

k=1,2,...,
2

7 ného je vidét, ze vsechny souradnice stacionarniho bodu x* se sudymi indexy jsou kladné.

Zejména jeho druhé soutfadnice je

n

d
zh = Z 2i4-1 H P2]+1. (10.16)

Q2z+1 1 25+1

Je-li a # 0, dostaneme z prvni rovnice systému (10.11)

*

* T —P1Ty

ry = ———:,
a

ze druhé rekurentni formule (10.12) nyni mizeme postupné vyjadrit

1 5 d
5= — (g} — dy) = BT B2
P2 b2 a P2
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1 41 Q2T — P17 ady  dy
vh= o (qurg - dy = BRIZNT _ad &

P4 pap2 @ pap2  pa’
atd. Obecné dostaneme
k—1 -1 k—1
« T — P13 q2i do; q2;j n+1
SRR UL | T S |
a i1 P2i i—1 Pb2i j=it1 b2j

Odtud s vyuzitim (10.16) vyjadiime

n—1 n—1

T 3 3
R T — P17 H qor do; P
- n+1 - - - - - —
" 25t 1 b2 i D2i jZit1 P2j
G20 d2z+1 P2j+1 d2z P2j
P1 E —a E
H 1 P2e i 42i+1 1:[1 q25+1 Q2z H 1 925

Pro liché n a a # 0 tedy dostavame jako nutnou a dostate¢nou podminku pro to, aby vSechny
soufadnice stacionarniho bodu x* byly kladné, nerovnost

d22+1 p2]+1 doi T sz
r>p1 ta 10.17
Zq2+1 X QQ j+1 Zqu 5 ( )

Pokud je n liché a a = 0, dostaneme z prvni rovnice systému (10.11) rovnost
r

P
Soucasné vSak musi platit rovnost (10.16), takze soustava rovnic (10.11) méa feSeni (a to
nekoneéné mnoho feSeni; staciondrni bod neni v takovém pfipadé izolovany) pouze tehdy,
kdyz

3

i—1

d2iy1 Y1 P2j
j+1
7’. - pl Z :
Q2z+1 X QQj-',-l

Pravdépodobnost, ze tato rovnost bude splnéna pro systém (10.10) modelujici reélné spole-
¢enstvo, je vsak nulova.

s s viw

Povsimnéme si jesté, ze nerovnosti (10.15) a (10.17) lze zapsat jednotné ve tvaru

r>pr Z d22+1 p2g+1 ta Zdzz pzj. (10.18)
i1 q2i+1 =1 q42j+1 q2i =1 q2;

Zavér: Je-li a > 0 (zdkladni zdroj je omezeny, v populaci producenta je vnitropopula¢ni
konkurence), pak vnitini stacionarni bod systému (10.10) existuje (je mozna koexistence vsech
populaci tvoricich troficky fetézec) pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka (10.18) (vnitini
koeficient rtistu producenta je dostateéné velky).

Je-li a = 0 (zékladni zdroj je neomezeny), pak vnitini stacionarni bod systému (10.10)
existuje pouze pro sudé n (je mozné koexistence pouze sudého poctu trofickych trovni);
vnitini stacionarni bod v takovém pfipadé existuje pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka

r >y Z d2z+1 H P2j+1

i 2i+1 =1 CI2]+1
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10.6 Spolecenstvo se dvéma trofickymi tirovnémi

Uvazujme spolecenstvo tvorené dvéma skupinami druhi — producenty (kofisti) a konzumenty
(predatory). Mezi druhy uvnitf jednotlivych trofickych trovni nejsou zadné interakce a konzu-
menti nemohou bez producentii prezit. Je-li takové spolecenstvo tvoireno n druhy producenti
a m druhy konzument, lze jeho vyvoj popsat systémem Lotkovych-Volterrovych rovnic tvaru

m
d=ai(ri- L), i=12..n
k=1 (10.19)

n

x; oznacuje velikost i-tého druhu producentt, y; velikost j-tého druhu konzumenti, parametry

Tiy 8, ij, bj; jsou kladné. Systém (10.19) mtizeme pii zavedeni vektortt = (21,22, ..., 2,)7,
_ T .. _ T o_ T .
y= 1,92, Yn) ,r=(r1,r2,...,m)", § =(81,82,...,5m)" , a matic
aip aiz ... QAum bi1 bz ... b
agy asy ... QA2m ba1 b2 ... bop
A = (aij) 1<i<n = | . . s B=(bji)icjem =
1<i<m : : o 1<i<n
apl An2 ... Gpm b1 bm2 ... bun

zapsat vektoroveé
' =diagx (r — Ay),
y' =diagy (—s + Bx),

() - ()G &G

kde O oznacuje nulovou matici.

nebo ve tvaru

Priklad: klasicky Lotkuv-Volterruv systém dravec-korist

Uvazujme spoleGenstvo jednoho producenta a jednoho konzumenta (jednoho dravce a jeho
kofisti). V takovém piipadé je n = m = 1 a systém (10.19) je tvaru

' =z(r — ay),

vy =y(—s+ bx). (1020)

Tento systém ma vnitini stacionarni bod

- (30,

Systém (10.20) mizeme pfepsat na tvar

~

=r —ay, —Ilnx=r—ay,
neboli

SH N

=—5+ bz, —Iny=—s+0bx.
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P1i oznaceni u = Inz, v = Iny dostaneme
/I __ (
u'=r—ae’,
v = —s+ bel,

coz je systém bipartitni. Bezprostfedné vidime, Ze tento systém muZeme psat ve tvaru

u'=— (rv—ae),

ov

nebo vektorové

<u>/ = <_01 (1)> V (su—be" + v — ae’). (10.21)

v

Systém (10.20) je tedy ekvivalentni s hamiltonovskym systémem (10.21). Jeho hamiltonian
(invariant) v ptvodnich proménnych je

H(:U,y):Slnx—bx—i—rlny—ay:b(%lnx—x)—|—a(£lny—y) =

=b <(plna: —x)+ %(qlny —y)) .

Transformace systému (10.19) na systém bipartitni

Stavové proménné z;, y; transformujeme na nové, které oznacime u;, v; a definujeme rov-
nostmi
wi =Inz;, v; =Iny;, i=1,2,...,n, j=1,2,...,m. (10.22)

Pak

~

T m m n
w,="L=r;— Zaikyk =1 — Zaikev’“, v = —s;+ ijke“k.
- J
k=1 k=1 k=1

N

i
Zavedeme oznaceni
e = (e",e", ..., e"), e’ = (e",e”,...,e"m).
Systém (10.19) se transformuje na tvar
u =1 — Ae”, v/ = —s + Be%; (10.23)

derivace prvni sady proménnych zavisi pouze na druhé sadé, derivace druhé sady proménnych
zavisi pouze na prvni sadé. Systém (10.19) lze tedy substituci (10.22) transformovat na systém
bipartitni.

Invariant systému (10.19)

Hodnota a;; vyjadiuje mnozstvi i-tého druhu kofisti, kterou za jednotku ¢asu zni¢i predatori
j-tého druhu za ptredpokladu, ze populace i-tého druhu kotisti i j-tého druhu predatora mély
jednotkovou velikost. Struc¢néji, a;; je specifickd tmrtnost i-tého druhu kofisti zptisobend
populaci j-tého druhu predatora o jednotkové velikosti. Hodnota bj; je specifickd porodnost
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j-tého druhu predétora po konzumaci jednotkového mnozstvi populace i-tého druhu kofisti.
Pomér bj;/a;; 1ze tedy chapat jako efektivitu, s jakou se ibytek i-tého druhu kofisti pfeménuje
do rtstu populace j-tého druhu predatora. Pfedpoklddejme nyni, ze kazdy druh predétora

vyuziva vSechny druhy koristi stejné efektivné, tj. Ze ke kazdému j = 1,2,...,m existuje
konstanta c; > 0 takova, Ze
bji y . .
—— =¢; pro vSechny indexy ¢ =1,2,...,n.
Qi
Jinak Feceno, necht existuje vektor ¢ = (c1,ca, ... 7cm)T pro néjz plati
BT = A diage, neboli B = diagcAT. (10.24)

Predpokladejme dale, Ze existuje vnitini stacionarni bod systému (10.19), tj. Ze existuji vek-
tory p = (p1,p2,--,0n)’, @ = (q1,q2,...,qm)" se viemi slozkami kladnymi, takové ze Aq = r,
Bp = s, tj.

m n
nzZaiqu proi=1,2,...,n, sj:ijkpk proj=1,2,...,m. (10.25)
k=1 k=1
Poznamenejme, ze v pripadé m # n nemusi byt néktery z vektori p, q urcen jednoznacné.
Pak vnitini stacionarni bod neni izolovany.
Definujme nyn{ funkci H : R’"™ — R predpisem
n

m
1
H(z,y) = H(21,22, .-, Tn, Y1,Y2, -, Yn) = Z(Pilnxi - ;) +Z; (gjIny; —y;).
i=1 j=1 "7

Pokud x, y jsou feSenim systému (10.19), kterd maji vSechny slozky v kazdém case kladné,
pak plati

n / m 1 y/' n x/ m 1 y
_ i / 2T o Za — _ Y
&H(w,y)—Z@—i—xz)f ;<qu‘ y]>—Z(pz )+ D v, =
i=1 j=1" J i=1 j=1"7 J
n m m 1 n
= (pl - xz) ("“z - Z azkyk> + Z a <_5j + Z bjkxk> (QJ - y]) =
i=1 k=1 j=1 k=1
n m m m 1 n n
SNCER] DTS YA IS 3R A (D SRR S bjm> (15— 1) =
i—1 k=1 =1 j=1 k=1 k=1
n m
=3 (pi — wi)ain(ax — yk) — Z Z Pr— k)2 (g5 — ;) =0,
i=1 k=1 k=1j=1

nebot bji/c; = ay;. Jinak feceno, funkce H je na trajektoriich systému (10.19) konstantni, je
invariantem (prvnim integrélem) tohoto systému.

Transformace systému (10.19) na hamiltonovsky

Opét pouzijeme transformaci (10.22) a s vyuzitim vztahi (10.25) vyjadiime transformovany
systém (10.23) jako v’ = A(g — e¥), v/ = —B(p — e*). Podminka (10.24) nyni umoziiuje
prepsat tento systém ve tvaru

u = A(q —eY), v = —(A-diage)? (p — e¥). (10.26)
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Invariant H systému (10.19) vyjadiime také v proménnych u a v,

n

m
1
H _ ) i (v — ).
(u,v) § (piu; — e )"’;1 Cj(QJUJ ")

=1
Plati
OH . OH 1 . . .
a—ui(uav):pl_ema 8—W(u’v):c_j(qJ_ev])’ 221’25""naJ:1,25""m'
o 9 o \" o 9 o \"
P¥i omatent Vi = (——, —— .. -2 ) wvo= (2, L 2 ) tedy]
i oznaceni V,, <3u1’ 9y’ ’f‘)un> v (81)1 og avm> edy je

VuH(uv)=p—c*  VoH(uv) = (diage) " (g — "),
takze systém (10.26) je tvaru

u' = A diag eV, H (u,v), v/ = —(A diagc)” Vo, H(u,v),

u\’ B O Adiagce)\ (VyH(u,v)

v)  \—(Adiage)” 0 VoH(u,v))’
symbol O oznacuje nulovou matici. Pokud tedy plati (10.24) a existuje vnitini stacionarni
bod systému (10.19), lze tento systém transformovat na systém hamiltonovsky.

neboli

Modely spolecenstev tvorenych producenty a jejich konzumenty, které maji vnitini sta-
ciondrni bod a spliugi podminku (10.24), maji v populacni ekologii podobny vyznam jako
Newtonovy zdkony v mechanice (srov. 5.4).

10.7 Grossbergovy systémy (zobecnéné Lotkovy-Volterrovy)

Vlivy populaci tvoticich spoleenstvo na rist jednotlivych populaci nemusi byt tvaru piimé
umérnosti. Proto mize byt realistictéjsi misto systému (10.1) uvazovat systém

n
.%'; = gz(xl) bi — Zaijfj(xj) s 7= 1, 2, ey n. (10.27)
j=1
Funkee f;, gi, i = 1,2,...,n jsou definovany a spojité na intervalu [0, c0) a spliuji podminky:
e (Vi)g;(0) = 0 ... je-li velikost i-té populace nulova (tj. i-td4 populace ve spoleGenstvu

neni), pak nulovou zistane; uvazujeme tedy izolovana spolecenstva, kde nedochazi k
imigraci novych druht.

o (Vi)(V€ > 0)g;(§) > 0 ...skutecnost, zda je i-t4 populace sobéstaéna nebo ne, nezavisi
na jeji velikosti; neuvazujeme tedy napr. Alleeho efekt.

e (V4)fj(0) =0 ...neni-li j-t4 populace ve spoleCenstvu pfitomna, nijak neovliviiuje rtst
ostatnich populaci.
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e (Vj)f; je rostouci . ..s rostouci velikosti populace roste i jeji vliv na rust populaci ostat-
nich.

Systém (10.27) lze zapsat vektorové:
' =G(z)(b—Af(x)),

kde
G(z) = G(z1, 22, ...,2,) = diag (gl(xl),gz(xg), ... ,gn(xn)),

F(@) = (fi(a1), fo@a)seew, fulan)) "

Ponévadz vSechny slozky zobrazeni f : R™ — R™ jsou rostouci (tedy prosté) funkce, je
toto zobrazeni prosté a existuje k nému zobrazeni inverzni f~' = (f; L fy Lo Y. Jeli
matice interakci spolecenstva A regularni, existuje nejvyse jeden vnitini stacionarni bod

2" = (&}, 33, .., 75) = £ (A1)
systému (10.27), tj. takovy bod, ze x] > 0,25 > 0,...,z} > 0, ktery lze opét interpretovat
jako dynamicky stalé velikosti vSech populaci koexistujicich ve spolecenstvu.

Analogicky jako v diikazu véty 33 ovéfime, Ze pokud existuje okoli U vnitiniho stacionar-
niho bodu x* a existuje konstantni vektor ¢ = (cy,ca,...,c,)" se viemi slozkami kladnymi,
pro néz je vyraz

(f(z) — f(2)" S(diagcA) (f(z) — f(z*))

nezaporny pro kazdé x € U, pak je funkce
V(e) =V (z1,29,...,2,) = ch/—fl(g) — fl(xl)d&
= 9i(¢)

Jjapunovskou funkei systému (10.27) ve staciondrnim bodé x*. Odtud je vidét, Ze tvrzeni
dusledku 9 plati také pro systém (10.27).



Kapitola 11

Modely konfliktu

11.1 Neékteré pojmy teorie her
Definice 26. Hra dvou hrdci je pétice
{Ha XaY;Ml(x’y)aMZ(xay)},

kde H je dvouprvkova mnozina, X, Y jsou néjaké mnoziny a M1, Mo : X X Y — R je realna
funkce. Jsou-li mnoziny X, Y konecné, fekneme, ze hra je konecnd.

Prvky mnoziny H nazveme hrdci.

Mnozinu X, resp. Y nazyvame prostor strategii pruniho hrdce, resp. druhého hrdce. Prvky
mnoziny X, resp. Y, nazveme (ryzi) strategie proniho hrace, resp. druhého hrdce.

Funkce M, resp. My nazveme viyplatni funkce pruniho hrdce, resp. druhého hrdce.

U hry dvou hra¢t mizeme bez Gjmy na obecnosti polozit H = {1, 2}.
Hodnota M;(z,y) predstavuje vyhru i-tého hrace v jednom kole (tahu) hry, pokud prvni
hrac pouzil strategii € X a druhy hrac strategii y € Y.

Pripomenme n-rozmérny simplex, tj. mnozinu

Sy = {x: (x1,22,...,2,) € R": a5 ZoazzlnﬂUz‘ :1}_
i
Definice 27. Necht
{{1,2},X,Y,M1($,y),M2(CC,y)}

je konecna hra dvou hraci. Ozna¢me n, resp. m, pocet prvkid mnoziny X, resp. Y. Smisend
strategie pruntho hrdce, resp. druhého hrdce je n-tice & € Sy, resp. m-tice y € S,.

Slozku x; ze smisené strategie & prvniho hrace miZeme interpretovat jako pravdépodob-
nost, se kterou prvni hrac¢ pouzije svou i-tou strategii v jednom kole, nebo ekvivalentné jako
relativni frekvenci, s jakou pouziva i-tou strategii pii opakované hie. Analogicky interpretu-
jeme smiSené strategie druhého hréce.

Necht X, Y, n, m maji stejny vyznam jako v pfedchozi definici. V dalsim textu budeme

v

strategii prvniho a druhého hrace.

165
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Definice 28 (Rovnovazné strategie). Necht
{{1’ 2}; X, X; My (CE, y)’ M2(xa y)}

je koneéna hra dvou hracu, ktefi maji stejné prostory strategii. SmiSend strategie & € (X) se
nazyva rovnovdind podle Nashe, jestlize pro kazdou smiSenou strategii € (X) plati

Ml(CC,ZfZ) S Ml(C_C,C_C),
MQ(@,ZC) S M2(i’i)'

Definice 29 (Symetrické hry). Necht
{{1? 2}) X, Y7 Ml(x’ y)a MQ(:U’ y)}

je kone¢nd hra dvou hract. Rekneme, Ze tato hra je symetrickd, pokud X =Y, a Mi(z,y) =
M>(y, x) pro vSechny strategie x,y € X.

Je-li mnozina strategii X konecéna, X = {1,2,...,n}, oznacime a;; = M (4, 7). Vyplatni
funkce obou hract jsou v takovém piipadé jednoznacéné urceny matici A = (a;;); plati totiz
M (i,7) = aij, Ma(i,7) = aj;. Jsou-li &,y € (X) smiSené strategie,

T Y1
€2 Y2

w - 7 y - . 7
Tn Yn

pak prislusné vyplatni funkce jsou dany formulemi
_ T _ T
M1($,y) = Ay, MQ(x,y) =Y Ax

Pozndmka 13. Necht matice A urcuje vyplatni funkce v symetrické konecné hie. SmisSend
strategie € (X) je rovnovaznou strategii pravé tehdy, kdyz 7 Az < ZAZ pro vsechny
smiSené strategie € (X), tj. ' Az = max {zTAz: = € (X)}.

Diikaz: Necht & € (X) je rovnovazna strategie. Pak pro libovolnou smiSenou strategii € (X)

plati
Az = My (x,z) < My (Z,%) = ' AZ.

Necht naopak plati 2/ AZ = max {xTAEJ cxe (X )} Pak pro libovolnou smiSenou strategii
x € (X) plati

M (z,z) =T Az < 2T Az = My (z, %),
My(z,x) = 2T Az < 2T Az = My(Z, T)
O
Ozna¢me
e; =(0,0,...,0,1,0,0,...,0)T,
nenulova je i-ta slozka vektoru. Vektory ei,eo,..., e, tvorl bazi n-rozmérného vektorového

prostoru.
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Véta 34. Necht
{H = {1,2};X,X;M1($,y),M2($,y)}

je symetrickd konecnd hra, X = {1,2,...,n}, Mi(i,j) = a;j. Pro smiSenou strategii

x = (z1,22,...,2,)7 € (X)

poloZme
Clx) ={ke{1,2,...,n}: z; > 0}.
n
Smisend strategie & = (T1,Ta,...,Tn). = Y. Te; € (X) je rovnvdind prdave tehdy, kdyz
i=1
el Az < zTAz pro vsechna i & O () (11.1)
a
el Az = zTAZ pro viechna i € C (). (11.2)

Drikaz: Necht Z je rovnovazna strategie. Podle predchozi pozndmky plati
e’Az < zTAz pro viechnaic {1,2,...,n}.
Piipustme, Ze existuje k € C(x) tak, ze e%A:ﬁ < zTAz. Pak

n
2'Az =) ze]Az= Y zelAz=1refAz+ D TielAz<
i=1 ieC(z) ieC(@)~{k}
n
< 7, z' AT + Z 7,z Az = Z 7,2 Az = 2T Az,
€C(z)~{k} =1
coz je spor, ktery dokazuje prvni implikaci.

Necht plati podminky (11.1) a (11.2). Pak pro vSechna i € {1,2,...,n} plati e/ Az <
2T Az. Je-li nyni x = (21, 29,...,2,)" € (X) libovolna smisena strategie, pak

)

n n
' Az = E riel Az < E T AT = zT Az,
=1 =1

takze podle predchozi pozndmky je & ronovaznou strategii. ]
Pozndamka 14. Ryzi strategie e; € (X) je rovnovaznou strategii symetrické kone¢né hry s vy-
platnimi funkcemi uréenymi matici A pravé tehdy, kdyz aj; < ai; pro vsechna j € {1,2,...,n}.
Diikaz: V tomto piipadé je C(e;) = {i}, e]TAei = aji, eiTAei = a. O

11.1.1 Nalezeni rovnovazné strategie symetrické kone¢né hry

Bud

{H = {1’2};XaX; My (xay)’M2(xay)}
symetrickd konecnd hra, X = {1,2,...,n}, My(i,j) = a;; > 0. Podminka kladnosti ¢isel a;;
neni tjmou na becnosti; jeji splnéni lze pro libovolnou matici dosdhnout prictenim vhodné
konstanty ke vSem jejim prvkim. Budeme hledat rovnovaznou strategii & € (X) takovou, Ze

v = T AZ = max {ccTA:c : x € (X) je rovnovazné strategie} .
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Pro & = (%1, Za, ... ,En)T musi podle véty 34 platit
T; > 0, eiTA:T: <w pro v8echna i € {1,2,...,n},
n
ijzl, v=aT AZ — max.
7j=1
Polozme _
T
&=,

Z;a;;7; > 0. Dale plati
1

n n

TArzw — .

e; AT = E aijT; = E a;ji& < v,
j=1 j=1

M=

n
Pak & > 0, nebot v = >
i=1

J

takze
n
Zaz‘jﬁj <1l
j=1
Navic
- 1 — 1
= - Tj =— — min
ng . Z = :
7j=1 7j=1
takze

n
—ij — max.
j=1

7 provedené uvahy plyne, ze hledana rovnovazna strategie je
n 61

z=|> &l : |

=1 &n

kde &, &2, ... ,&, je TeSeni linedrni optimaliza¢ni tlohy (tlohy linedrniho programovani)

n
- E §j — max,
j=1

n
dag <1, &0, i=12,...,n
j=1

11.2 Vyjadreni hry pomoci systému diferencialnich rovnic

Pro symetrické hry lze uvazovat jistou analogii metody fiktivni hry. Bez jmy na obecnosti
lze predpokladat, ze vSechna ¢isla a;; jsou nezaporné (toho lze ptipadné dosdhnout pfictenim
vhodné konstanty k jednotlivym vyhram) a celd ¢isla (coz lze zajistit vhodnou volbou penézni

jednotky).
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Predstavme si, ze mame néjakou fiktivni nebo virtualni ,populaci“ skladajici se z N ,,je-
dinct“, kteri spolu — kazdy s kazdym — souperi a kazdy z nich pouziva pravé jednu strategii
z mnoziny X. Do dalsiho ,kola hry*“ postoupi kazdy , jedinec* z ptivodni populace a spolu
s nim dalsi ,,jedinci“ pouzivajici stejnou strategii; budeme jim fikat , potomci“ uvazovaného
yrodicovského jedince“. Pocet potomkil jednoho ,jedince* bude roven celkové vyhfte, kte-
rou , jedinec* p¥i vSech konfliktech jednoho ,kola“ ziské. Uspésné strategie — ty, které vice
vyhravaji — maji vice ,,potomku“ a tedy se vice v ,populaci® Sifi.

Necht v ,,populaci“ je v; ,jedinci® pouzivajicich strategii i € X. Ponévadz celé virtualni
hra se odehrava v cCase, je celkova velikost ,,populace“ NN i kazda hodnota v; funkci casu, tj.
N = N(t), v; = v;(t). Samozfejmé plati

N(t) = Z vi(t).

Polozme
_ vi()

Pak je x;(t) relativni ¢etnost vyskytu , jedinci* pouzivajicich strategii i € X a plati

in(t) =1,

takze vektor

Ealt)

predstavuje smiSenou strategii. Jinak feceno, hodnota z;(t) pfedstavuje pravdépodobnost,
ze nahodné vybrany , jedinec“ pouziva strategii ¢ € X. Stfedni hodnota poctu ,,potomku“
jednoho , jedince“ pouzivajiciho strategii ¢ € X za jednotku casu tedy bude

n
t) =" aijw;(t)
j=1
Pocet ,jedinci® jedinct pozivajicich strategii ¢ € X za Casovy interval délky At bude
n
Vit + At) = vi(t) + ()i ()AL = v(t) | 1+ Y aga;(t) At

Daéle

n n

n
N(t + At) :lezt—FAt :Zuz 1+Zaijxj(t)At ,
=1 =1 Jj=1
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takze

vilt) <1+ 3 ai-x-(t)At>
2o(t + At) = vi(t + At) _ = )

N(t + At) n n
Z l/l'(t) (1 + Zl aija:j(t)At>

i=1 j=

n

zi(t)N(t) (1 + anl az’jﬁﬂj(t)At> 1+ Zl agx;(t) At
=

- = x(t) - _
N(t) i i(t) <1 + Zn: aijﬂ?j(f)At) I+ 121 21 zi(t)ag i (t) At
=1 j=1 =1j=
1+ i aijxj(t)At
j=1
= xz;(t) 1+ z(t)TAz(t) At
Odtud dostavame
vt + A8 —zi(t)  ai(t) 1+]§1az’jﬂ?j(t)At 1
At T At | 1rz(O)TAz(t)AE |
o) 2o OA e ADA 5% aijay (1) — a()T As()
zi(t) j=1 =
A 1+ x(t)TAz(t)At = i(t) 1+ z(0)TAz(t)At

a limitnim pfechodem At — 0 obdrzime systém obycejnych autonomnich diferencidlnich
rovnic pro neznamé funkce x;:

n
T, = E al-ja:j—;cTAac , 1=1,2,...,n,
J=1

ktery jesté mtzeme piepsat na tvar
o) =z (el Az —x"Az), i=1,2,...,n. (11.3)

Véta 35. Je-li & rovnovdzZnou strategii symetrické konecné hry s vyplatnimi funkcemi urce-
nymi matici A, pak & je staciondarnim bodem autonomniho systému (11.3).

Dikaz: Plyne bezprostiedné z véty 34. U

Obréacené tvrzeni neplati; kazda ryzi strategie e; je staciondrnim bodem systému (11.3),
ale ryzi strategie obecné neni rovnovazna.

Véta 36. Je-li & = (21,%2,...,4,)7 € (X) stabilnim staciondrnim bodem systému (11.3)
n

takovym, Ze > &; = 1, pak je & je rovnovdinou strategii symetrické konecné hry s vyplatnimi
i=1

funkcemi urcenymi matici A.
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Dikaz: Oznacme

n

Fi(x) = x; (eiTAa: — ar:TAa:) = T; <Z Qi Tl — Z Z alkxlazk> .
k=1

=1 k=1
Pak
8.%'2 (CC) = 52‘3‘ (Z Qi Tl — Z Z alkmlmk> + xX; <aij — Z ajkxk — Z aljxl> =
J k=1 =1 k=1 k=1 =1
= 05 (eiTAa: — :cTA:c) + x; (aij - ejTAa: — :cTAej) ,
kde

1, 1=7
0ij = o
0, i#]
je Kroneckertiv symbol. Prvky variaéni matice systému (11.3) v bodé & tedy jsou
CEi (aij — ean?: — ZACTAej> s CACZ 75 0,
5ij <eiTAﬁc e A@) : & = 0.

OF;
ox 5

() =
Vlastni ¢isla variacni matice splnuji rovnici

oF; .
det <8xj () — 523)\> = 0.

Bud ¢ takové, ze &; = 0. Determinant rozvineme podle i-tého fadku:
<eiT Aé — T A% — A) . (pislusny algebraicky doplnék).

Odtud plyne, Ze pro kazdé i takové, ze &; = 0, je Cislo eZTA:i: — & A% vlastni hodnotou variacni
matice. Ze stability stacionarniho feseni & plyne

el Az — &7 Az <0 pro kazdé i takové, ze i; = 0.

Soucasné plati
el Az —&TAz =0 pro kazdé i takové, ze &; # 0,

nebot  je staciondrni feseni systému (11.3). Celkem tedy

el Az — #TAZz <0 pro viechna i € {1,2,...,n}.

n
Je-li nyni ¢ = 3 x;e; € (X) libovolna smiSend strategie, pak plati
i=1

n n n
Az = § ziel Az < § 22T Az = 2T Az § ;= 2T Az,
=1 i=1 i=1

COZ znamena, ze & je rovnovaznou strategii. O
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Obracené tvrzeni opét neplati. Uvazme napiiklad koneénou symetrickou hru s matici
10
A= .
Pak strategie = (0,1)” je rovnovazna, nebot

-9 9()-0-0( )

pro libovolné z € [0, 1]. Piislusny systém diferencidlnich rovnic je

tefo0 2 Y 0)-un s ))-emn-san
o T R T R

Stacionarni body tedy jsou (0,y), (1,0) pro libovolné y € [0,1]. Varia¢ni matice ve stacionar-
nim bodé (z,y) je tvaru

J(z,y) = (

3(0,1) = <8 8) .

Charakteristicky polynom této matice ma dvojnasobny kofen A\ = 0, coz znamena, ze stacio-
narni feseni (0, 1) neni stabilni.

2 — 322 0
—2zy —x%)

Zejména tedy

11.2.1 ZmensSeni dimenze systému (11.3)

Spolu se systémem (11.3) uvazujme pocateéni podminky
zi(0) =2;0>0, i=1,2,...,n (11.4)

Aby vektor xg = (21,0, 22,0, - - ,xmo)T vyjadroval smisenou strategii konecné symetrické hry
s vyplatni matici A, musi platit

n
> mio=1. (11.5)
i=1

Pro feSeni @ = x(t) = (x1(t), 22(t), ..., 2, (t))" systému (11.3) plati
% (Z zi(t) - 1) - Zxé(t) = in(t) Z aijri(t) — 2 () Ax(t) | =
=1 i=1 i—1 =1

= T (t)Ax(t) <1 - in(t)> :



11.2. VYJADRENI HRY POMOCI SYSTEMU DIFERENCIALNICH ROVNIC 173

takze

Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do ¢t dostaneme

In . xi(s)—1>] = — [ 2T(s)Ax(s)ds,
[ <ZZ=; s=0 /

0

neboli
n n 0
Zm,(t) -1 = (Z z;(0) — 1) exp /a:T(s)Aa:(s)ds
i=1 i=1 f

Z rovnosti (11.5) nyni plyne platnost rovnosti

D wi(t) =1
1=1

pro vSechna ¢t > 0. Tato skute¢nost umoziuje zredukovat dimenzi systému (11.3) o jedna. Pfi
nésledujicich vypoctech budeme opét pouzivat Kroneckertiv symbol d;;. Ze vztahu

n—1
r, =1— E x;
Jj=1

plyne
n
> @iy — Z @ij s — Z Z L1ty =
j=1 I=1 j=1
n—1 n—1
= Zaijxj—kam 1—256] le Zalﬂ?]‘Faln 1—256] =
j=1 7j=1
n—1 n n—1
= (aij — in)Tj + Qi — Zwl Z(alj — Q)T+ A | =
j=1 =1 j=1

n—1 n—1

n—1
= (aij — am)xj + Qi — E xI] E ap; — Ap, .%'] +ap | —
1 =1 j=1

<.
Il

n—1 n—1
—({1- le Z Qpj — Ann CC] +apn| =
-1 =1
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n—1 n—1
= (aij — @in)T; + Qin = Y _(Gnj — Gnn)T5 — Gnn—
= j=1
n—1 n—1
- § x § (alj — Qip — Anj + ann)xj + A — Gnp | =
=1 =1
n—1
= g (aij — Qip — Gpj + ann)xj + Qin — Gnp—
Jj=1
n—1 n—1
- § z § (ayj — aip — Anj + Apn)xj + am — Gpn | =
=1 j=1
n—1n—1
— 5 E 5@'l [(alj — Aip, — Gpj + ann)xj + ap, — ann] -
=1 j=1
n—1n—1
- § § xy [(ay; — i — Anj + Apn)Tj + Gy — Gpn) =
=1 j=1
n—1n—1
- il — ) — Win — Uny nn )4 j n — Unn| -
= (51 ml)[(alj aj an; +a )m—i—al a ]
=1 j=1

Oznac¢me nyni
Aij = Qij — Qin — Qnj + Gpns  bi = Gpp — ain

pro¢,7 =1,2,...,n—1 adale

a1 aip ... a1(n—1) b1
A _ EL‘21 C~L‘22 A (~12(,?,1) , b b2
-1 An-1)2 - - On-1)(n-1) bn—1

Predchozi tvaha a vypoéet ukazuji, ze systém (11.3) lze zredukovat na

v = wile;—2)" (Aw—b), i=12.. n-1 (11.6)

, . T T
Nyni oznac¢ujeme x = (z1,Z2,...,Tp—1) , € = (5i175ij7 . ,5,(”_1)) .
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