Vybrané kapitoly z analyzy prezivania

Regresné modely

Stanislav Katina'

"Ustav matematiky a statistiky
Prirodovédecka fakulta
Masarykova univerzita v Brne

ZS 2013

N ERS]}
Saa as®.

~— a®
* ¥ % o
* * o

. L * . 2

* 2

evropsky N £
socialni MINISTERSTVO SKOLSTVI OP Vzdélavani A N

A i =l s : 0N
v fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost ANA S

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

SOV

Stanislav Katina

Tento ucebni text vznikl za pfispéni Evropského socialniho
fondu a statniho rozpoétu CR prostfednictvim Operaéniho
programu Vzdélavani pro konkurenceschopnost v ramci
projektu Univerzitni vyuka matematiky v ménicim se svété

(CZ.1.07/2.2.00/15.0203)

Stanislav Katina

Parametrické regresné modely

Parametrické regresné modely

Exponencialne rozdelenie

Prehlad rozdeleni pravdepodobnosti

@ Exponencialne rozdelenie

© Weibullovo rozdelenie

© Rozdelenie extrémnych (minimalnych) hodnot
© Log-normalne rozdelenie

@ Log-logistické rozdelenie

© Gama rozdelenie

Stanislav Katina

Nahodna premenna T ma exponencialne rozdelenie Exp ()\) prave
vtedy, ak jej hustota ma tvar

f(t,\)=Xe ™ kde A>0,t>0

a naviac

@ funkcia rizika A (t,\) = A

@ distribuéna funkcia F (t,\) = fot e M =1_eg N

@ funkcia prezivania S (t,\) = e~
@ stredna hodnota E [T] = 1
°
°

rozptyl Var [T] =
p-ty kvantil t, = —1 log(1 — p)
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Parametrické regresné modely
Exponencialne rozdelenie

@ jednoduchost modelu — riziko je konstantné, teda
@ riziko nezavisinat a
@ pravdepodobnost zlyhania v intervale [y, y + dy] je nezavisla na
tom, aky dlhy Cas jedinec doteraz prezil
@ riziko bez pamite — obmedzenie v praxi, nakolko riziko zvy&ajne s
C¢asom narasta
@ podmienka konstantnosti rizika — odhad kumulativneho rizika
zobrazit voéi t — graf bude potom predstavovat priamku
@ kumulativne riziko A(t) = —log S(t)
@ pre exponencialne rozdelenie
log(A(t)) = log(—log S(t)) = log(\) + log(t), kde
log(t) = —log(A) + log(— log S(t))
@ graf log(t) voci log(— log S(t)) je priamka so sklonom rovnym
jednej a interceptom — log(\)
@ graf Casu t vo i riziku X je horizontalna priamka
@ median ¢asu prezivania je dany rieSenim rovnice F (t,\) = % ateda
fos = % log 2
@ exponencialny model je Specialnym pripadom Weibullovho a Gama
rozdelenia s parametrom tvaru rovnym jednej
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Parametrické regresné modely
Exponencialne rozdelenie
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Figure: Funkcie prezivania (Exponencialne rozdelenie)
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Parametrické regresné modely
Weibullovo rozdelenie

Nahodna premenna T ma Weibullovo rozdelenie W (), 0) prave
vtedy, ak jej hustota ma tvar

F(t,00) =X (M)’ Te ™ kde A >0,0>0,t>0
a naviac
@ funkia rizika A (t, \,6) = A0 (At)"
@ distribuéna funkcia F (t,1,0) = 1 — e~ (\’
@ funkcia prezivania S (t, \,0) = =)’

- oo _ Z _
@ stredna hodnota E[T] = [;~ §(At)’e~(\)" = A~ (1 + :—,)

rozptyl Var [T]=A"2[T (1+2) -T2(1+ )]

=

@ p-ty kvantil t, = 1(—log(1 — p))

Parametrické regresné modely

Weibullovo rozdelenie

@ [(x) predstavuje Gama funkciu a je definovana ako
Jou e du,x >0

@ parameter 0 sa nazyva parameter tvaru
@ funkcia rizika je

@ rastica, ked je 6 > 1
@ klesajuca, ked 6 < 1
@ konstantna, ked 6 = 1

@ parameter ) sa nazyva $kala, nakoiko jeho hodnoty menia iba $kalu na
horizontalnej Casovej t osi a nie tvar funkcie

@ Weibullov model je velmi flexibilny a ukazalo sa, Ze je v praxi ¢asto
aplikovatelny

@ Casto oCakavame rastuce riziko s Casom, ako napr. modelovanie Casu
prezivania pacientov s leukémiou, ktori neodpovedaju na liecbu, kde je
udalostou smrt

@ avsak mdézeme mat aj opacnu situaciu, teda klesajuce riziko, ak sa
pacienti napr. zotavuju po chirurgickom zakroku
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Parametrické regresné modely
Weibullovo rozdelenie

@ pre Weibullovo rozdelenie
log(A(t)) = log(—log S(t)) = O(log(X\) + log(t)), kde
log(t) = —log(A) + o log(— log S(t)), kde o = 1

@ graflog(t) vocilog(— log S(t)) je priamka so sklonom rovnym o = % a
interceptom —log(\)

@ median ¢asu prezivania je dany rieSenim rovnice F (t, \,6) = % a
teda tys = +(—log2)?

@ Weibullovo rozdelenie je Uzko previazané s rozdelenim extrémnych
hodnét [extreme value distribution] — logaritmicka transformacia
Weibullovej nahodnej premennej nam dava nahodnu premennud majicu
rozdelenie extrémnych hodnét
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Parametrické regresné modely
Weibullovo rozdelenie
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Figure: Funkcie prezivania (Weibullove rozdelenie)
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Parametrické regresné modely
Weibullovo rozdelenie
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Figure: Funkcie rizika (Weibullove rozdelenie)

Parametrické regresné modely

Rozdelenie extrémnych (minimalnych) hodnot

Nech i € R a o > 0 su parametre polohy a Skaly — standardizované
rozdelenie extrémnych hodnét ma = 0a o = 1; potom

@ hustota f (t,u,0) = L exp(=£ — exp 1)
distribuéna funkcia F (t,,0) = 1 — exp(— exp ’LUH)
funkcia prezivania S (t, 1, o) = exp(— exp =)
stredna hodnota E [T]| = . — yo

rozptyl Var [T] = %202

@ p-ty kvantil t, = ;1 + o log(— log(1 — p))

kde v = 0.5772 je Eulerovo Cislo, parameter polohy 1 je 0.632-ty
kvantilat € R

@ potom ak T je Weibullova nahodna premenna s paramatrami 6 a \,
Y =log(T) ma rozdelenie extrémnych hodn6t s parametrami
p=—lograoc=13

@ naviac Y = u + oZ, kde Z ma Standardizované rozdelenie extrémnych
hodnot

@ parametre i a o nemenia tvar rozdelenia, iba polohu a Skalu
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Parametrické regresné modely
Log-normalne rozdelenie

Ak je Cas prezivania T log-normalne rozdeleny, potom Y = log(T)
je normalne rozdelené s parametrami i a o, teda Y ~ N(u,0?). Nech
Y =pu+o0Z,potom Z ~ N(0,1). Nech 6, \ > 0, potom

_ —02(log(At))?
® hustota f (t,0,)) = —L-0t~" exp(=-1gA00)
@ distribu¢na funkcia F (t,6,\) = ®(0log(At))
@ funkcia prezivania S (t,0,\) = 1 — ®(0log(At))
o

funkcia rizika \(,6,\) = g((tt’%”;))

@ stredna hodnota E [T]| = exp(u + "72)

@ rozptyl Var [T] = (exp(c?) — 1)(exp(2u + 0?))

kde y=—loghao =3}

@ funkcia rizika sa rovna nule v Case t = 0, rastie do maxima, potom klesa
smerom k nule, ked t dosahuje velké hodnoty — riziko klesa pre velké hodnoty t,
¢o sa moze zdat ako nepouzitelna vlastnost tohoto rozdelenia, napr. pri
modelovani prezivania tuberkul6znych pacientov, kde ich zlyhavanie najprv
stupa a potom neskér klesa, tento model vhodny je

@ dobrou aproximaciou log-normalneho rozdelenia je log-logistické rozdelenie
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Parametrické regresné modely

Log-logistické rozdelenie

Ak je Cas prezivania T log-logisticky rozdeleny, potom Y = log(T)
je logisticky rozdelené s parametrom polohy . a Skaly o. Nech
Y = u+ oZ, potom Z ma Standardizované logistické rozdelenie s

hustotou
exp z

(1+expz)?’
ktoréa je symetricka, jej chvosty st o nieco tazsie ako chvosty
normalneho rozdelenia, Sikmost a $picatost st rovné 1.2, E[Z] =0 a
Var[Z] = %2 Potom pre T a \,0 > 0 plati

@ hustota 7 (t, ), 0) = M(At)?~1(1 + (\t)?)~2

@ distribuéna funkcia F (t, \,0) = 1 — W

f(z) = zeR,

@ funkcia prezivania S (t,\,0) = —1+(1,\t)e
@ funkcia rizika ) (f, )\, 0) = %%F

@ p-ty kvantil t, = )\—1(%)%

kde py=—loghao =3
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Parametrické regresné modely

Log-logistické rozdelenie

Parametrické regresné modely

Log-logistické rozdelenie

@ tento model sa stal popularnym, podobne ako Weibullov model, aj pre
jednoduché vyjadrenie funkcie prezivania a funkcie rizika

@ aproximacia cenzurovanych dat pomocou tohoto modelu sa v praxi
ukazala lepSia ako aproximacia log-normalny rozdelenim (okrem
extrémov v chvostoch rozdelenia)

@ rizikova funkcia je podobna Weibullovej, lisia sa len menovatelom
1+ (\)°.

@ ak 0 < 1(o > 1) je rizikova funkcia monotonne klesajiica z o a

@ ak 0 = 1(o = 1), je rizikova funkcia monotoénne klesajica z A

@ Ak 0 > 1(0 < 1) je rizikova funkcia monotonne rastuca z nuly do
maxima v t = ﬁ%ﬁ a klesajuca potom k nule

@ da sa lahko ukazal, Ze $anca prezitia za éasom t sa da zapisat ako

S(t)
1—S(¢t)

a potom log ¢ je linearnou funkciou logaritmu Sance prezivania za

tasom t, teda logt =+ o(—log °§)), kde p = —log A a o = §

= ()

@ graflogt oproti — log 1§(StZt) je priamka so sklonom ¢ a interceptom 1
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Figure: Funkcie prezivania (Log-logistické rozdelenie)
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Parametrické regresné modely
Log-logistické rozdelenie
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Figure: Funkcie rizika (Log-logistické rozdelenie)
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Parametrické regresné modely
Gama rozdelenie

Nahodna premenna T ma Gama rozdelenie Gama (\, k) prave
vtedy, ak jej hustota ma tvar

)\k

"O=Fu

tk~1e=M kdet >0,A> 0,k > 0.

Potom ak netpina Gama funkcia Iy (s) = (fos tk‘1e‘tdt) /T (k), tak

@ funkcia rizika \ (t, \, k) = ’\(M)k1__1‘fk;;)r_1(k)
@ distribuéna funkcia F (t, \, k) = I, (A\t)

@ funkcia prezivania S (t,\, k) = 1 — I (A\t)
@ stredna hodnota E [T] = £

@ rozptyl Var [T] = &
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Parametrické regresné modely
Gama rozdelenie

@ ak k > 1 funkciu rizika monotonne rastie z 0
@ ak k < 1 funkciu rizika monoténne klesa z co

@ ak k = 1, potom sa Gama rozdelenie redukuje na exponencialne
rozdelenie a rizikova funkcia je konstantna, t.j. rovna \

@ model pre Y = log T mdézeme pisaf vtvare Y = ;. + Z, kde Z ma
hustotu —exp(kzr?ke)xp(z))

@ nahodna premenna Y sa nazyva log-Gama nahodna premenna s
parametrami k a p = —log A

@ Z ma negativne zosikmené rozdelenie s klesajlucou Sikmostou ak k
rastie

@ ak kK = 1 potom ide o exponencialny model a Z ma Standardizované
rozdelenie extrémnej hodnoty

@ s vynimkou k = 1 nie je Gama rozdelenie ¢lenom rodiny
polohovo-Skalovych rozdeleni, ale iba €lenom rodiny polohovych
rozdeleni

Parametrické regresné modely

Rozdelenia pravdepodobnosti — zhrnutie

Okrem Gama rozdelenia maju vSetky spomenuté rozdelenia Casu
preZivania T vlastnost, Ze rozdelenie log T je é&lenom rodiny
polohovo-Skalovych rozdeleni. Spolo¢né Crty spomenutych
rozdeleni su nasledovné

@ rozdelenie T méa dva parametre $kalu \ a tvar 6

@ rozdelenie log T méa dva parametre $kalu i = —log \ a tvar
oc=1/0

© pre vetky rozdelenia plati, ze Y =log T =y + 0Z, kde Z ma
Standardizované rozdelenies y =0(A=1)aoc=1(0=1)

© tieto modely su log-linearnymi modelmi

T Y =logT
Weibullove rozdelenie rozdelenie extrémnych hodnét
log-normalne rozdelenie normalne rozdelenie
log-logistické rozdelenie logistické rozdelenie
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Parametrické regresné modely

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Konstrukcia qg-diagramu

@ nech §KM(t) je Kaplan-Meierov odhad funkcie prezivania v Case ¢

@ nech tj,i =1,2,...r < nsuzoradené necenzurované ¢asy do
zlyhania

@ pre kazdy necenzurovany vyberovy kvantil y; = log t; je odhadnuta
pravdepodobnost zlyhania 5,(KM) =1— Sku(t)

@ parametricky Standardizovany kvantil ziskame pouzitim
pi = Fo1(z)) = Pr(Z < z), kde Fo.1(z) je distribuéna funkcia
standardizovaného parametrického modelu (1 = 0,0 = 1)

@ tieto Standardizované kvantily porovnavame s kvantilmi
neparametrického odhadu §KM(t) — ak je navrhovany model adekvatny,
potom graf (z;, yi) lezi na priamke so sklonom ¢ a interceptom 1

tp kvantil yp = log tp kvantil Standardizovany kvantil z,
Weibull . roz.extr.h. log(—log S(t,)) = log A(fp) = log(—log(1 — p))
log-norm.r. norm.r. o (p)
-logi ' - _ St)  _ _jog(1=P
log-logis.roz. logis.r. = —log St log( 5 )
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Odhady a testy pre exponencialny model pre necenzurované data

@ funkcia vierohodnosti
n n
L(At) = [[ rexp(—At) = M exp(-=A > 1)
i=1 i=1
@ logaritmus funkcie vierohodnosti

n
IAlt) = nlog A = A "t
i=1

@ maximalne vierohodné odhady (MLE)

ANt n &
T:X—gtizo,potom
s=l lEm-lotvarm-l-7
Z,:1l‘/ T A /\2
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre necenzurované data

@ exaktné rozdelenie — ak T; ~ Exp()), potom
ST, Ti ~ Gama(\, k = n), potom

n
A
23T = 2n ~ X3n
i=1

potom (1 — a) x 100% interval spolahlivosti (IS) pre )

o~

) A
{)\ tAE (X%n(1 - a/z)%;X%n(a/z)%)} )
(1— ) x 100% IS pre 1/X (IS pre strednu hodnotu E[T])

2nT 2nT )
X3n(/2)" x5,(1 — a/2)

{1/)\:1/)\6(
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Odhady a testy pre exponencialny model pre necenzurované data

@ p-ty kvantil t,, kde p = ng|A) =1 —exp(—Afp), potom
tp = —log(1 — p)/A; nech t, je MLE t,, potom
t, = —log(1 — p)/A = —T log(1 — p) a MLE medianu je
tys = —Tlog(3) = T log 2

@ test pomerom vierohodnosti

_ L(Xolt) >
kde B
I(Mo|t) = nlog Ag — AonT
a

I(\|t) = nlog nT

1
T

~l =
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre necenzurované data

Example (exponencialny model)

(pokrac.) Majme AML data. Ak predpokladame, Ze cenzury su
zlyhania (problém B, kap.1), potom vypocitajte MLE pre
strednu hodnotu 1/, median 105 ako aj 95%IS pre A a 1/\.
Otestujte Hp : E[T] = 30 oproti Hy : E[T] # 30 na oo = 0.05

Skupina Cas po kompletny relaps (v tyzdrioch) n | udalosti | cenzur
skupina A | 9,13,13+,18,23,28+-,31,34,45+,48,161+ | 11 7 4
skupinaB | 5,5,8,8,12, 16+, 23,27, 30, 33,43,45 12 11 1
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Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzdrované data

@ u € U - necenzurované pozorovania

@ c € C - cenzurované pozorovania

@ n, pocCet necenzurovanych pozorovani
@ vektor pozorovani x = (x,...,X,)" a

@ vektor indikacii zlyhania a cenzary § = (01,...,6,)"

(zodpovedaijuci x; 1 je zlyhanie a 0 je cenzura)

[86 aek/(9|x)} = nl(0)
@ Fisherova informacna matica nejakého jedného pozorovania
x1 h(8) = ~E | 555 (x110)]

@ Fisherova informaéna matica /(0) =
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzirované data

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

@ Potom plati § ~ Ny (6,1 "(6)), kde

@ d je dimenzia x

o /(0) je maticad x d

o i-ty diagonalny element /='(#) je asymptotickym rozptylom
i-teho elementu 6

@ mimodiagonalne elementy su asymptotickymi

kovarianciami koreSpondujucich elementov 6
@ ak je 0 skalar, potom Var(6) = iy, kde I(0) = —E[51(60]x)]

@ pre cenzurované data ide o funkciu cenzurovaného rozdelenia
G ako aj rozdelenia Casu prezivania F

@ preto je potrebné aproximovat /(§) pozorovanou informaénou
maticou /*(6) v bode 6, kde /*() = [ae aekl(0|x)}

@ v jednorozmernom pripade /*(0) = [892/(0\x)} kde rozptyl

Var(9) = (1"(6))~"

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzirované data

@ funkcia vierohodnosti — vo vSeobecnosti pre nahodne
cenzurované data plati

L(6|x) = Hf(x,\0)5 Si(x;]0)'—%

potom

L(Ax) = ] rexp(—Ax) ] exe(—Ax)
i:uelU i:ceC
= ANvexp(—A\ Z X;) exp(—A Z X;)

i:ueu i:ceC

n
A% exp(—A )~ xi)
i=1
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzurované data

@ logaritmus funkcie vierohodnosti

> logf(x;|6) + Y log S¢(xil6),

i:uelU i:ceC

1(0]x) =

n
I(AX) = nylog A = A " x;
i=1

@ maximalne vierohodné odhady (MLE) —
derivacia /(\|x)

OI(AX) _ ny z”: i PPI(AX)
T ON?

prva a druha

ny
Y

I\ A = ()‘)7

i=1

-~

2
Efn]’

= —::Z o Var m
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kde E[n,] =nPr(T < C)

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzdrované data

@ asymtpotické rozdelenie \
A=A
——— ~ N(0,1), kde Var(\) =

Var(\) o 1Y)

kde E[n,] substituujeme za n,, lebo rozdelenie G(-) nepozname.
Treba si uvedomit, Ze rozptyl je zavisly na \; potom
(1 —a) x 100% IS pre A
{)\ X € (A= Ua2SE(N), A + ua/ZSE(X))} ,
(1—a) x100% IS pre 1/A
{1//\ /X € (/X = U /2SE(1/A), 1/ + ua/ZSEm/X))} ,

kde Var(1/\) dostaneme pomocou delta metody, kde
g0 =1/X, g'(\) = —1/3a Var(1/A) = o ~
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzirované data

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzirované data

—log(1 - p)/A = — == jog(1 — p) a MLE
¥ log(}); rozptyl p-teho kvantilu

@ p-ty kvantil #,, ?p =
medianu je fo5 = —

—

Var(t,) = log*(1 — p)Var(1/X) ~

log®(1 — p)=
9°( p)Aznu

(1—«a) x 100% IS pre ty 5

{to.s 1 o5 € (fo.5 — Uay2SE(fos), tos + ua/ZSE(/t\O.S))}

@ pomocou delta metédy méZeme vypoditat IS, ktorého hranice
sU menej vychylené najdenim transformacii, ktoré eliminuju
zavislost rozptylu nejakého parametra na parametri samotnom.
Napr. g(\) = log ), g '(A\) = 1/X a potom

Var(log \) = A~ ZE?H] ~ L
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Potom Iog( ) ~ N(log A, 1/n4), (1 — a) x 100% IS pre log A
~ 1 ~ 1
{Iog)\ :log\ € (log\ — ua/z\/—n_u, log \ + ua/z\/—n_u)}

Analogicky dostaneme
Iog 3 ~ N(Iog ! ) logto.s ~ N(log to s, nl)
potom (1 — &) x 100% IS pre log(1/))
{Iogm/A) 10g(1/A) € (10g(1/X) — Un /2~ ¢_ 10g(1/3) + Ua 2 j_)}
a(1—«)x100% IS pre log {5
{Iog tos :logtys € (Iog/z‘E),s a/Z\/L log Tos + Ua/gﬁ)}

Spatnou transformaciou hranic IS pre log(paramater) dostaneme hranice pre
IS parametra ako exp(koncové body)
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzurované data Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzdrované data
@ ML odhad funkcie prezivania §(t) = exp(—Xt), ktorej
rozdelenie mézeme dostat pomocou delta metody

. . - . o - 4 i i
Alternativne zoberieme log-log transformaciu, ktora zvy€ajne urychli test pomerom vierohodnosti

konvergenciu k normalite (kvéli nezavislosti rozptylu na neznamom parametri L(Xo)
)). Vieme, Ze log(\) ~ N(log A, 1/n,), potom LR(X\o) = —2log i)~ X3
log(— log §(t)) =log(\) + log t
. kde
a pre rozptyl plati n
Var(log(— log §(t))) = Var(log(\)) ~ nl I(Rolx) = ny10g Ao = o Z;Xi
u 1=
Z delta metody pre kazdé fixované ¢ plati a n
J— u —
log(—log S(t)) ~ N ('09(— log S(t)). nl> ; kde log(—log S(t)) = log(At) f(Xx) = nulog > Xi o
, -

(1 —a) x 100% IS pre S(t)
{S(t) 2 S(t) € (exp (Iog §(t) exp <%)) ,exp (Iog §(t) exp <_\;I;_:2>)>}
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzdrované data Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzirované data

Pozn.: Exponencialne rozdelenie Casu t je Weibullovo rozdelenie s parametrom tvaru
6 = 1 alebo log t ma rozdelenie extrémnej hodnoty so Skalou o = 1. Funkcia survreg

Example (exponencialne rozdelenie)

(pokrad.) Majme AML déta. Vypogitajte MLE pre strednt hodnotu fituje log t a vystupom je /i = — log X (parameter polohy rozdelenia extrémnej hodnoty).
1//\, median fp 5 ako aj 95%IS pre \ a 1/)\_ Otestujte Hy : E[T] =30 Pre Weibullove rozdelenie \ = exp(—) a odhad 1/\ = exp(1z) a naviac o = 1/6.

Funkcia summary (£it), kde £it je vypoc&itany pomocou funkcie survreg, nam
poskytuje prave fi a . Vo funkcii survreg treba $pecifikovat rozdelenie
dist="weibull”. Funkcia predict je doplnkom ku funkcii survreg a jej vystupom
su odhady kvantilov a ich Standardnych chyb. Jeden z argumentov funkcie predict je

oproti Hy : E[T] # 30 na o = 0.05.

Skupina Cas po kompletny relaps (v tyzdfioch) n_| udalosti | cenzdr type. Nastavte type="uquantile’, kedy ide o log-transformaciu. Default po&ita
skup!na A | 9,13,13+, 18,23,28+,31, 34,45+, 48,161+ | 11 7 4 odhady rozptylu a IS pomocou delta metddy. Ak chceme odhadnut linearny prediktor
skupinaB | 5,5,8,8,12,16+,23,27,30,33,43,45 12 11 1 (1p), potom pouzijeme funkciu predict (fit, type="1lp", newdata =

— - list (skupina = 1)).
Example (exponencialne rozdelenie)

v Mir . S Pri vypocte §(t) pre log-logistické rozdelenie treba mat na zreteli, Ze parametre z
(pOkraC.') P9u2|’£|m funkCIe, SU.II:’VI‘eg pre CenvZ}Jr(?vane dat,a log-logistického modelu (i a &, funkcia survreg) sa aplikuju na Y = log T. Vo funkcii
zopakujte vypocCty urobené rucne, teda vypocitajte bodové survreg treba $pecifikovat rozdelenie dist="loglogistic”. Pre lognormalne
odhady strednej hodnoty a medianu ako aj ich 95%IS a rozdelenie dist="1ognormal”. Oznacenia distribu¢nych funkcii v R s nasledovné
zostrojte qg-diagram. Nakreslite funkcie prezivania pre Weibullove T. logistické r.(Y = log T) | normalne r.(Y = log T)
exponencialne, Weibullovo a log-logistické rozdelenie a F(t) pweibull(qﬂ,r}) plogis(q,u,0) pnorm(q, 4, o)

q q = [/ ibull(p, 0, A\~ logi , Wy , W,
porovnajte ich s Sy (t). p | qweibull(p ) qlogis(p,p,o) gnorm(p, ., o)
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Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Regresné modely pre jednovyberovy pripad

Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzurované data

QQ-plot, Exponential distribution QQ-plot, Weibull distribution Log-logistic distribution

35
35
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ordered log data
30

ordered log data
ordered log data
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Figure: Porovnanie qg-diagramov
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Odhady a testy pre exponencialny model pre cenzdrované data

Krivky funkcii prezivania pre AML data

pravdepodobnost dozitia

T T T
0 50 100 150

cas do relapsu (v tyzdnoch)

Figure: Porovnanie funkcii prezivania
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Regresny model pre dvojvyberovy pripad
Uvod

@ zamerajme sa na porovnanie dvoch Skalovych parametrov \
— v log-transformacii pojde o porovnanie dvoch parametrov
polohy 1 = —log A

@ pouzijeme AML data, kde naparametricky log-rank test
zamietol Hp o rovnosti dvoh kriviek prezivania
(p-hodnota=0.03265)

@ najprv si polozime otazku, ¢i nejaky model (log-rozdelenie,
ktoré patri do rodiny rozdeleni polohy a skaly) fituje data
adekvatne

@ saturovany (plny) log-linearny model mézeme pisat ako
Y=IlogT = p+e
= (5 + B skupina + ¢

- Bs + B*skupina + e,
N By + €,

kde skupina=1
kde skupina=0
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Regresny model pre dvojvyberovy pripad

Uvod

@ parameter ;1 = (35 + $*skupina — linearny prediktor, ktory
nadobuda dve hodnoty

° =05+ 6"
° 2 =[5
@ vieme, e i = — log \, kde A znamena parameter $kaly

rozdelenia premennej T
@ potom )\ = exp(—p; — B*skupina) nadobuda dve hodnoty
o A =exp(—f; — ")
o A\ = exp(—/f)
@ nulova hypotéza
Ho : M\ = X2 vtedy a len vtedy, ked 111 = o vtedy a len vtedy, ked 5* = 0

@ treba si uvedomit, Ze parameter $kaly o v log-transformovanom
modeli je rovny (parameter polohy)~', kde ide o parameter
polohy 6 originalneho (netransformovaného) modelu, teda
oc=1/0
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Regresny model pre dvojvyberovy pripad
Uvod

Hy testujeme za nasledovnych dvoch predpokladov

P1 Predpokladame rovnaky parameter tvaru 6, teda
predpokladame, ze o1 = o, (parametre skaly) sa rovnaju.
Potom sa chyba ¢ = ¢Z, kde nahodna premenna Z pochadza z
rozdelenia extrémnych hodn6t, Standardizovaného logistického
rozdelenia alebo Standardizovaného normalneho rozdelenia.

P2 Predpokladame rézne parametre tvaru 6, teda o4 # o>
Na testovanie Hy pouzijeme tri nasledovné modely

M1 Data pochadzaju z rovnakého rozdelenia, kde nulovy model
bude mat tvar Y =log T = 3; + 0Z, kde Z pochadza z
rozdelenia extrémnych hodnét.

M2=P1 Model s roznymi parametrami polohy ;. a rovhakymi
parametrami $kaly o bude mat tvar
Y =log T = 35 + B*skupina + cZ

M3=P2 Model s réznymi parametrami polohy /., a $kaly o bude mat
tvar Y =log T = 35 + 3*skupina + ¢

Stanislav Katina

Regresny model pre dvojvyberovy pripad
Uvod

model parametre slovné vyjadrenie
M1 G5, 0 rovnaka poloha a skala
M2 By, 8,0 = p1, 2, 0 rézna poloha a rovnaka Skala
M3 B, B, 01,00 = 1, pi2, 01,02 rozna poloha a Skala
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Regresny model pre dvojvyberovy pripad

Exponencialny a Weibullov regresny model pre dve skupiny

V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Exponencialny regresny model

Nech /i = —log A a o = 1/6. Potom
A(t|skupina) = OA°t7~" = OAt?~" exp(dskupina) = Ao(t) exp(3skupina),

kde A = exp(—/;5) a 8 = —3" /o, Xo(t) je baseline riziko (teda ak
skupina=0 alebo § = 0). Teda A\o(¢) je rizikova funkcia pre
Weibullovo rozdelenie so $kalou \ nezavisla na dalSich
premennych.

Pomer rizik skupina=1 a skupiny=0

exp 3
exp0

A1)
R=Xt0) =

= exp 3,

teda mozeme povedat, Ze Weibullov model spifia podmienku
proporcionality rizik. Ak §# = 1 ide o exponencialny regresny model.

Stanislav Katina

Nech funkcia rizika \(f, \) = \(t) = X je konStantna pri réznych
hodnotach t a E[T] = 1/\. Modelujme riziko A ako funkciu vektora
premennych x, potom funkcia rizika bude mat tvar

k

A(tx) = Ao(t) exp(x” B) = Aexp(D> _ Bix)),
i=1

odkial je zretelng, Ze premenné ovplyvriuja riziko multiplikativne. V
log-linearnom modeli

k
log(A(t[x)) = log(A) + X" 3 =log(A) + > _ 8ix;
i=1

premenné ovplyvnuju logaritmus rizika aditivne a 25;1 0ix; sa
nazyva linearny prediktor log-rizika.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Exponencialny regresny model
Funkcia prezivania

S(t|x) = exp(—\(t|x)t) = exp(—Atexp(x’ 3))

Hustota
f(t|x) = \(t|x)S(t|x) = Aexp(x" 5) exp(— At exp(x 3))

Ak T je rozdelené exponencialne, potom Y = log T ma rozdelenie
extrémnych hodnoét s parametrom skaly o = 1. Potom

i = —log(\(t]x)) = —Aexp(x” 3) = —log A — x" 8,0 =1

a plati

=logT =fi+0Z =05 +x""+2Z,

kde 55 = —log\, 0* =—paZ ~f(z) =exp(z —€*),ze Rje
rozdelenie extrémnych hodnét.

Zhrnutie: \(f|x) = \exp(x' 3) je log-linearny model zlyhania a je
transformovany na linearny model Y =log T.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Weibullov regresny model

Zovseobecnime teraz funkciu rizika \(t) = 0\?t?~" tak, ze budeme
modelovat \(t) ako funkciu vektora premennych x. Potom funkcia
rizika bude mat tvar

A(t]x) Ao(t) exp(x' 5)

Xt~ exp(x" 3)
0 ~
- 9<A(exp(xﬁ3))%> $9—1 = oA,

kde X = A(exp(x”3))7. Potom log-linearny model bude mat tvar
log(A(t[x)) = (9 — 1) log(t)

= log(f) + 6 log(\) +de, (60 —1)log(t)
i=1

log(0) + 6log()\) +

Stanislav Katina

\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Weibullov regresny model

Weibullov regresny model

Ak T ~ W(X,0), potom Y =log T = i + 0Z, podmienené datami x,

i .

a Z ma standardizované rozdelenie extrémnych hodnét. Preto

fi = —log()) = log(A(exp(x”3))#) = — log(X

S \

Y=0+0Z=0;+%x"3"+0Z

kde g5 = —log \, 5* = —op3.

Stanislav Katina

Funkcia prezivania
S(t|x) = exp (f(Xt)H) .

Vieme, Ze A(t|x) = —log(S(t|x)). Potom logaritmus funkcie
kumulativneho rizika
log(A(t[x)) = 6@log(}\)+ flog(t)

= Olog(\) + @log(t

+fo,
+Zix,

)’ je baseline funkcie kumulativheho

= log(Ao(t

kde /\o(t) =
rizika.

Stanislav Katina

—log(So(t)) = (At




\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Weibullov regresny model

Logaritmus funkcie kumulativneho rizika je linearny vlogt a v
regresnych koeficientoch 3. Potom vo fixovanych x graf A(t|x) oproti
t v log-log Skale je priamka so sklonom ¢ a interceptom

x” 3 + 0log \. Da sa lahko ukazat, ze

A(t]x) = No(t) exp(x” 3) = (At)? exp(x" 3).

Weibullov regresny model je jediny log-linearny model, ktory spifia
podmienku proporcionality rizika. Vieme, Ze

A(t[x) = \o(t) exp(xT 3), kde M\o(t) = Ot~ ako aj to, ze

Ao(t) = (At)?. Dalej vieme, Ze log(A(t|x)) = 0log(\) + 0 log(t) + x7 5.
Vztah medzi koeficientami log-linearnom modeli a koeficientami
v rizikovej funkcii je nasledovny

B=—0""5"al=exp(—05).

Pomer rizik sa da napisat nasledovne

HR(thes. x2) = 202 — (np((f — x)))”

A(t]x4)
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Log-logisticky regresny model

Majme model
T = e Y 005 + X7 +02) = xplx )T

kde T* =expZ*, Z* = 35 + oZ. Teda x ma multiplikativny efekt na
¢as T. Rizikova funkcia ¢asu T (pre dané x) sa da zapisat ako
funkcia A\j(-) v podobe

A(E]X) = A5 (exp(fxTﬂ*)t) exp(—x7 ),

¢o vyplyva z transformacnej vety.

1
Pozn.: f(t) = f(g™"(1)) |5, kde t = g(t").
Nech Y = log T, potom ma log-linearny model tvar

Y=083+x"3"+0Z,

kde Z ~ standardizované logistické rozdelenie.

Stanislav Katina

\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Log-logisticky regresny model
Nech Z* = ¢Z. Potom méZeme pisat
Y =085 +x"p"+ 2",

kde Z* ~ logistické rozdelenie so strednou hodnotou 3; a Skalou
o. Potom baseline rizikova funkcia log-logistickeého ¢asu

T =expZ*ije
AO(A)P T
()= — =2
o) =77 (At*)?
kde 3; = —log A a o = 1/0. Treba si uvedomit, Ze A} (t*) je nezavisly

na *. Potom pre rizikova funkciu T piSeme

kde X = A exp(—x'3*). A naviac pre dané x, T ~ log-logisticky
rozdelené s parametrami \ a 6.
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Log-logisticky regresny model

Teda
Y=IlogT =pn+oZ,

kde i = —log(\) = —log A+ X7 3* = Bz +x7*aZ ~
standardizované logistické rozdelenie. Log-logisticky model je
log-linearnym modelom, ale nie je modelom proporcionalneho rizika
ako napr. Weibullov regresny model.

Log-logisticky regresny model ma jednu vyhodu oproti ostatnym
modelom, pretoze ide o model propocionalnych sanci a
proporcionalneho ¢asu. Log-logisticka funkcia prezivania ma tvar
S(t|x) = Si(exp(—x"3*)t) = S;(t*), kde = S;(-) je baseline funkcia
prezivania.

Pozor ! x meni $kalu horizontalnej (t) osi. Ak x' 3* rastie, potom ¢as
do zlyhania klesa a naopak. Preto sa takyto log-linearny model
nazyva spomalovaci (zrychlovaci) model éasu zlyhania
(accelerated (decelerated) failure time model). Do tejto skupiny
modelov patri aj exponencialny, Weibullov a aj log-normalny regresny
model.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Log-logisticky regresny model
Pre funkciu prezivania plati
1
1+ (exp(y — 65 — xTﬁ*))g’
lfdey =logt, 35 = —lografd =1/o.
Sanca prezitia za Casom { je dana ako

S(t[x)
1-S(t|x)

S(t|x) = Sg(exp(—x'5)t) =

— (exply — 55— .

kde treba zdéraznit, Ze — log($anca) je linearnou funkciou log t ako aj
premennych x;,j = 1,2,... k. Pomer $anci za Casom t pocCitany
medzi x4 a X, sa da vyjadrit nasledovne

0
OR(t|x2,x1) = (exp(xz - x1)T‘8*)

naviac ¢asovy pomer v { poCitany medzi x4 a x2

TR(t[x2,X1) = (OR(x2,x4))"/*
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Log-logisticky regresny model

@ pomer Sanci je Casto pouzivany na meranie efektu premennych
X; a je nezavisly na Case t, Co nazyvame vlastnost
proporcionality Sanci.

AkvOR = 2, potom Sanca prezitia za Casom f jedincov s x; je 2x tak
velka ako u jedincov s x4, ¢o plati pre vSetky t.

@ rovnako aj TR je nezavisly na ¢ase, ¢o nazyvame vlastnost
proporcionality ¢asov.

Podobne ak TR = 2, tak €as prezivania jedincov s x; je 2x vacsi ako
u jedincov s Xj.
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V/Seobecné zapisy regresnych modelov

Log-logisticky regresny model

@ OR = TR’, kde pomer OR je kontrolovany 6, tvarovym
parametrom log-logistického rozdelenia

Ak =1,tak OR =TR. Ak =2,tak TR =2a OR = 22 = 4.

@ na jednotku narastu jednej premennej, fixovanim ostatnych
premennych v x, OR — 400V 0 ak § — oo (v zavislosti od
znamienka koreSpondujucej premennej pri 3*)

@ na zistenie HR a OR — odhady vypocitané funkciou survreg
@ lubovolny p x 100% percentil log-logistického modelu &asu ¢

ty(X) = (1'0p> exp(G5+x" %)
@ log-logisticky regresny model je jedinym akcelerovanym

modelom zlyhania, ktory spifia podmienky propocionality $anci
a proporcionality Casu

Stanislav Katina

Priklad v R

(pokrac.) Pouzitim funkcie survreg pre cenzurované data odhadnite
parametre Weibullovho, log-logistického a log-normalneho modelu a
samotné modely porovnajte.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov
Priklad v R

@ Na zaklade vysledkov LR testu medzi modelmi M1 a M2 ako aj M2 a
M3 mézeme konstatovaf, Ze model M2, ktory predpoklada rovnaku
Skalu je adek-vatny.

@ Vysledky z modelov M1, M2 a M3 zhrnieme v nasledovnej tabulke

rozdelenie L(Bg,B") p-hodnota 85 B* p-hodnota (skupina)
Weibullovo —80.5 0.021 3.180 0.929 0.0151
log-logistické —79.4 0.120 2.899 0.604 0.1240
log-normalne —78.9 0.062 2.854 0.724 0.0568

@ Vo Weibullovom modeli je efekt skupiny signifikantny (prva skupina
zostava v remisii dlihSie, t.j. prezivanie je v druhej skupine kratSie) s
odhadmi 11 = 4.109 a iz = 4.109 — 0.929 = 3.18 rozdelenia
extrémnych hodnét.

@ Log-normalny model ma maximalnu vierohodnost najvaésiu a Weibullov
model najmensiu. AvSak LR test fitu modelu je signifikantny len pre
Weibullov model, kde p-hodnota=0.0151.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov
Priklad v R

@ Mediany s ich 95%IS zhffia pre v§etky modely nasledovna tabuika

model med 1 95%IS pre med 1 med 2 95%IS pre med 2
Weibullov 45.566 (24.901,83.381) 17.990 (10.966,29.514)
Log-logisticky 33.215 (18.902,58.366) 18.147 (10.747,30.641)
Log-normalny 35.833 (20.510,62.605) 17.364 (10.556,28.561)

@ Odhad linearneho prediktora ﬁ = 35‘ + B*skupina, ﬁ = Iog(X),
X = exp(—7) = exp(—fB; — B*skupina), § = 1/ pre vietky tri modely
(Weibullov, log-logisticky a log-normalny; zlava doprava) zhifia
nasledovna tabulka

skupina X T X T X ]
0 0.042 1.264 0.055 1.950 0.058 1.160
1 0.016 1.264 0.030 1.950 0.028 1.160

@ Z qqg-diagramu je zrejmé, Ze log-logisticky a log-normalny model fituju
skupinu Maintained lepSie ako Weibullov regresny model. Avsak fit
skupiny Nonmain- tained sa pouzitim tychto modelov nezlepsil.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov
Priklad v R

ordered log data
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Figure: Porovnanie kvantilovych diagramov (Weibullove modely M1 a
M2, log-logisticky model, log-normalny model)

V/Seobecné zapisy regresnych modelov
Priklad v R

@ Neparametricky pristup (KM odhad) dava lep$i nahiad na AML data

Krivky prezivania pre AML data Krivky prezivania pre AML data Krivky prezivania pre AML data

pravdepodobnost dozitia
pravdepodobnost dozitia
pravdepodobnost dozitia

0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150

cas do relapsu (v tyzdnoch)
Weibullov model

cas do relapsu (v tyzdnoch)
Log-logisticky model

cas do relapsu (v tyzdnoch)
Log-normalny model

Figure: Porovnanie funkcii prezivania
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov
Priklad v R

@ Majme Weibullov model. Nech
B=—pB"/5 = —0.929/0.791 = —1.1745, potom odhad pomeru rizik
AR = X(t]1)/X(t|0) = exp(B)/ exp(0) = exp(B) = 0.31. Skupina
Maitained ma 31% riziko z rizika kontrolnej skupiny Nonmaitai -
ned. Alebo kontrolna skupina ma 1,/0.31 = 3.23x vacsie riziko ako
skupina Maitained. HR je teda miera efektu vplyvu skupiny na Cas
prezivania (Cas do relapsu alebo recidivy).

@ Majme opéat Weibullov model. Ak vypo&itame pomer odhadnutych
pAravdepodobnosti prezivania, napr. v Case t = 31 tyzdnov
= exp(—ﬁ)), dostaneme
§(31 |1)/§(31 |0) = 0.6531634/0.2517891 = 2.594, €o znamena, ze
skupina Maitained ma 2.594 x va&siu pravdepodobnost zostat v
remisii (doGasné zlepsenie stavu) najmenej 31 tyzdnov ako skupina
Nonmaitained.
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\V/Seobecné zapisy regresnych modelov
Priklad v R

loglog: sk2 >
loglog: sk1 .
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Figure: Porovnanie intervalov spolahlivosti pre median (Weibullov,
log-logisticky a log-normalny model)

Stanislav Katina




