Studijni text

(ndhrada za 1.5.2013)

Rady s nezapornymi ¢éleny, alternujici fady

Odmocninové kritérium: Necht > a, je nekonefné fada s nezapornymi ¢leny
od néjakého indexu N dal a predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni)

limita
lim {/a, = q.

Potom
(a) fada ) a, konverguje, pokud ¢ < 1;
(b) fada ) a, diverguje k oo, pokud ¢ > 1 nebo ¢ = occ.

Piiklad 1. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujici fady.
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Reseni. Rada méa nezéporné ¢leny, tedy miizeme vyuzit odmocninové kritérium.
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Plati % < 1, tedy podle odmocninového kritéria fada konverguje.

Piiklad 2. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujici fady.
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Reseni. Rada ma nezaporné cleny, tedy miizeme vyuzit odmocninové kritérium.
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nebot arccos () = 5. Plati
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Podobné jako v predeslém prikladé spocitame
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Zderivovanim jmenovatele a citatele dostavame
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Uzitim L’Hospitalova pravidla pak dostaneme
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a opét, podobné jako v predeslém prikladé, podle véty o zaménnosti limitniho
prechodu a funkce plati
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Plati e"2 < 1 (nakreslete si funkci e®), tedy podle odmocninového kritéria fada
konverguje.

Podilové kritérium: Necht > a, je nekoneéné fada s kladnymi ¢leny a predpo-
kladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita
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Potom

(a) fada Y a, konverguje, pokud ¢ < 1;
(b) fada ) a, diverguje k oo, pokud ¢ > 1 nebo ¢ = oc.

Piiklad 3. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujici fady.
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Reseni. Rada m4 kladné ¢leny, tedy miizeme vyuzit podilové kritérium. Plati
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Plati e > 1, tedy podle podilového kritéria fada diverguje k oo.
Piiklad 4. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujici fady.
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Reseni. Rada m4 kladné ¢leny, tedy miizeme vyuzit podilové kritérium. Plati
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Analogicky jako v predchozim prikladé
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Plati % < 1, tedy podle podilového kritéria fada konverguje.

Srovnavaci kritérium: Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti nezapornych ¢isel,
pro které plati
0<a,<b,

pro vSechna piirozena ¢isla n takovd, ze n > N, kde N je néjaké (pevné zvolené)
prirozené c¢islo. Potom

(a) jestlize fada _ b, konverguje, pak > a,, konverguje;
(b) jestlize fada > a, diverguje k oo, pak »_ b, diverguje k oco.

Integralni kritérium: Necht > a,, je nekoneén4 fada s nezapornymi ¢leny. Necht
f(z) je funkce definované na intervalu [N, co) pro néjaké N € [0, 00) a je na tomto
intervalu nezaporna, nerostouci a plati

f(n) = ay

pro kazdé n prirozené takové, ze n > N. Potom plati, ze




(a) Tada )" a, konverguje pravé tehdy, kdyz [ f d:c konverguje
(b) fada > a, diverguje k oo pravé tehdy, kdyz f N flx)dr =

Priklad 5. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujlci rady.
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Reseni. Rada ma zfejmé nezaporné ¢leny a je tedy nachystana jak pro srovnavaci,
tak pro integralni kritérium.

(a) (pomoci srovnavaciho kritéria) Jiz dffve jsme ukazali, ze fada
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konverguje. Ziejmé plati, ze
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pro n > 2 (N = 2). Proto, podle srovnavaciho kritéria, vySetfovana fada

konverguje.

(b) (pomoci integralniho kritéria) Necht f(z) = -5 pro € [1,00). Funkee f
je zfejmé nezapornd a nerostouci a plati f(n) = % pro kazdé n prirozené
takové, ze n > 1. Predpoklady pro integralni kritérium jsou tedy splnény a
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konverguje, proto, podle integralniho kritéria, konverguje i vysetfovana
rada.

Priklad 6. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujici rady.
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Reseni. Rada ma nezdporné ¢leny, mizeme tedy uzit srovnévaci kritérium. Po-
dobné jako v 5. ptikladé v pfipadé a), vyuzijeme konvergence fady
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Ztejmé plati, ze
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pro n > 2 (N = 2). Proto, podle srovnévaciho kritéria, vySetfovand rfada kon-
verguje. Poznamenejme, ze vzhledem k pomocnému odhadu, ktery jsme ucinili,
jsme dokazali i konvergenci fady
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Priklady na procviceni: Nez zacnete priklady fesit, vSimnéte si, pro které typy
fad jsme pouzivali jaké kritérium.
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Na zavér fad s nezdpornymi ¢leny uvedme jednu modifikaci srovnévaciho kri-
téria.
Limitn{ srovnévaci kritérium: Necht > a,, a ) _ b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny
a nechf existuje

lim — =gq.

bn

(a) Je-li ¢ < oo a konverguje-li fada > b, pak konverguje i fada >_ a,,.
(b) Je-li ¢ > 0 a diverguje-li fada > b,,, pak diverguje i fada ) a,,.

Priklad 7. Rozhodnéte o konvergenci/divergenci nasledujici rady.
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Reseni. Rada ma nezaporné koeficienty, vyuzijeme tedy limitniho srovnavaciho
kritéria a za Fadu ) b, vezmeme fadu > -, %, ktera diverguje. Plati
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nebot cos 0 = 1. Pak podle L’Hospitalova pravidla je i piivodni limita rovna jedné,
a protoze plati 1 > 0, podle limitniho srovnavaciho kritéria fada diverguje.

Definice. Nekone¢nd fada > a, se nazyva alternujici, jestlize pro kazdé n € N
plati

sgn (an-i-l) = —sgn (an)

[sgn: R — R, sgn(x) =1 pro x > 0, sgn (0) =0, sgn (z) = —1 pro = < 0]

Leibnizovo kritérium: Necht {a, } je nerostouci posloupnost kladnych ¢isel. Pak
alternujici rada
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konverguje pravé tehdy, kdyz plati
lim a, = 0.
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Definice. Rekneme, Ze fada Y a,, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada
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Véta. Konverguje-li fada _ |a,|, pak konverguje i fada Y a,,.

Uvédomime-li si, ze fada ) |a,| mé& nezdporné ¢leny, mizeme (vzhledem k
pravé formulované vété) pro vySetfovani absolutni konvergence fad vyuZzit krité-
ria uvedend pro fady s nezapornymi cleny. U podilového a odmocninového kritéria
miizeme vyuzit také casti o divergenci, které ale nejsou prfimym disledkem zad-
ného tvrzeni, které jsme zatim uvedli.

Ve smyslu predchozich tvah si pfepiSme napiiklad odmocninové kritérium:
Odmocninové kritérium: Necht ) a,, je nekonecna fada a existuje (vlastni nebo

nevlastni) limita
lim {/|a,| = q.

Potom
(a) fada ) a, konverguje absolutné, pokud ¢ < 1;
(b) fada ) a, diverguje, pokud ¢ > 1 nebo ¢ = oc.
P¥ikladovy piiklad. Rada
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konverguje (podle Leibnizova kritéria), ale fada
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diverguje, jak vime z difvéjska. V takovém pripadé fikdme, ze fada >~  (— 1)”*1%
konverguje neabsolutné (nebo téz relativné).

Priklad 8. Rozhodnéte, zda je nésledujici fada absolutné konvergentni, relativné
konvergentni nebo divergentni.
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Reseni. Nabizi se vyuziti Leibnizova kritéria, ovsem posloupnost
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zfejmé neni nerostouci. Formalné tedy vyuzijeme pouze nutnou podminku kon-
vergence. Plati
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tedy limita neexistuje a fada proto diverguje.

Priklad 9. Rozhodnéte, zda je nasledujici fada absolutné konvergentni, relativné
konvergentni nebo divergentni.
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Reseni. Uzijeme odmocninové kritérium. Plati
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kde posledni rovnost se odvodi obdobné jako v 1. prikladu. Protoze % < 1, podle
odmocninového kritéria fada v absolutni hodnoté konverguje, proto konverguje i
vySetfovand fada (viz pfislusna véta) a tedy konverguje absolutné.

Priklad 10. Rozhodnéte, zda je nésledujici fada absolutné konvergentni, rela-
tivné konvergentni nebo divergentni.
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Reseni. Uzijeme Leibnizovo kritérium, proto nejdiive ovéime, zda je posloupnost
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nerostouci. Oznac¢me
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tj. f(z) je pro z > 1 klesajici. Dokéazali jsme, Ze posloupnost je klesajici, tedy i
nerostouci. Plati
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nebot podle L'Hospitalova pravidla

V tomto okamziku méme dokazanou konvergenci zadané rady a zajima nas, zda
konverguje absolutné nebo pouze relativné. Budeme proto nyni vysSetfovat kon-

vergenci fady
o0

1
Zn—lnn'

n=1



oo 1

Uzijeme srovnavaci kritérium a fadu )~ -,

proto

kterd diverguje. Platin —Inn < n,

1 1

— > ,

n—Inn n
tedy podle srovnéavaciho kritéria fada diverguje. Rada ze zadani proto konver-
guje relativné.

Priklady na procviceni:
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