Domaci tkoly ke cviceni €. 5

1. Mé&jme téleso (R, +, -) véech redlnych éisel. Uvazme mnozinu R¥, to jest
mnozinu vSech zobrazeni f : R — R. Na této mnoziné R® definujme
binarni operaci @ : RR x R® — RR predpisem:
pro kazda dvé zobrazeni f,g: R — R:

(Vo e R)((f @ g)(x) = f(z) + g(x)).

Déle definujme vnéjsi operaci ® : R x R® — RF piedpisem:
pro kazdé r € R a pro kazdé zobrazeni f : R — R:

(Vz € R)((r © f)(x) =rf(z)).

Ovéite, ze pak struktura (R¥, @, ®) tvoif vektorovy prostor nad téle-
sem (R, +,-).

2. V kazdé z néasledujicich 1loh je dano ¢iselné téleso (7', +, -), mnozina V,
binarni operace & : V XV — V a vnéjsi operace © : T' X V — V.,
Pokazdé rozhodnéte, zda potom (V, @, ®) tvori vektorovy prostor nad
télesem (7,4, -), a své tvrzeni ovéite nebo zduvodnéte.

a) Je dano téleso (R, +,-) redlnych ¢isel, mnozina S(R) = {{a,}> :
(Vn € N)(a, € R)} vSech posloupnosti redlnych ¢isel, bindrni
operace @ : S(R) x S(R) — S(R) je definovdna pro libovolné
posloupnosti {a,}>2; a {b,}>2; redlnych ¢isel predpisem

{an}viozl D {bn}zozl = {an + bn}zo:l

a vnéjsi operace ©® : R x S(R) — S(R) je definovana pro kazdé
r € R a pro kazdou posloupnost {a,}°, redlnych ¢isel predpisem

r @ {antnsy = {ranfpey

b) Je ddno téleso (R, +, ) redlnych &fsel, mnozina R? viech zobrazent
v : Z — R, bindrni operace @ : RZ x R? — RZ je definovéna pro
libovolnd zobrazeni v, : Z — R predpisem

(Ym € Z)((y & 6)(m) = v(m) + d(m))
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a vnéjsi operace ® : R x R? — RZ je definovana pro kazdé r € R
a pro kazdé zobrazeni v : Z — R predpisem

(Vm € Z)((r ©®v)(m) = r-fy(—m)).

Je déno téleso (R, -+, -) realnych &fsel, mnozina R® viech zobrazenf
¢ : R — R, bindrni operace @ : RR x RR — RR je definovana pro
libovolna zobrazeni ¢, : R — R predpisem

(Vz € R)((¢p & ¥)(2) = ¢(z) + ¥(z))

a vnéjsi operace ® : R x RR — RR je definovéna pro kazdé r € R
a pro kazdé zobrazeni ¢ : R — R predpisem

(Vz e R)((r @ ¢)(z) = |r]-¢(2)).

Je déno téleso (C, +, -) komplexnich éfsel, mnozina C® vsech zobra-
zeni ¥ : R — C, binarni operace @ : C® x C® — CR je definovéna
pro libovolné zobrazeni 9, ( : R — C predpisem

(Vz € R)((¥ & ¢)(z) = ¥(z) + (())

a vnéjsi operace © : C x C* — CF je definovana pro kazdé ¢ € C
a pro kazdé zobrazeni ¥ : R — C predpisem

(Vz € R)((c @ ¥)(z) = cd(x)).

3. O kazdé z nasledujicich podmnozin W C R¥ rozhodnéte, zda se jednd
o vektorovy podprostor vektorového prostoru (R¥, @, ®) nad télesem
(R, +, ) popsaného v uloze 1, a své tvrzeni ovérte nebo zduvodnéte.
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W= {/ R —R| (¥ € R)(f(z]) =0)}

W= {f:R—R|(Vz€R)(f(—2) = —f(x))}
W= {f:R—=R|[(VceZ)(f(c)f(—c)=0)}
W= {f R~ R| (V2 € R)(f(~|a]) < f(a]))}
W={f:R>R|(VzeR)(flx+1)=f(x)}



W ={f:R—R|(Vs,t€R)(f(s)f(t)

WV

0)}
W= {f RoR|(Vs,t eR)(s <t = f(s) > f(1))}

W = {f:R - R|(In € N)(Vz € R)(|f(z)| < nlz|)}

) (
) (
h) W={f:R—R|[(3n € N)(Vz € R)(f(z) < nz?)}
) (
) W={f:R—-R|(EneN)(Vz e R)(|z| >2n= f(z)=0)}

.V kazdé z nasledujicich uloh jsou déna tii zobrazeni f,g,h : R — R.
Pokazdé rozhodnéte, zda se jedna o linearné nezavislé vektory ve vek-
torovém prostoru (R¥ &, ®) nad télesem (R, +, ) popsaném v tiloze 1.

a) f(x)= (Va2 +1)%, gla) = (Va2 =1)", h(z) =2° +1
b) f(z) =sinz, g(r) =sin(r + %), h(z) = sin(z + 3I)

c) flx)=1+2% g(x)=1—-22 hiz)=(1+z)?

d) f(x) =sinz, g(x) = cosz, h(x) = cos2z

0) f(x)=(z—1) g(z) = (x— 27 hiz) =22

f) f(z) =sinz, g(r) =sin2x, h(zr) =sing

g) flx) =1 g(x) =zl h(zx) = /[z]

h) f(x) =1, g(z) =coszx, h(zx)= cos2§

) ) =%, gla) = |off, ) = (T52)

i) f(z) =sin’z, g(x) =sin'z, h(z) = sin®2z

Jde-li o linedrné nezavislé vektory, dokazte to. V opacném piipadé
vyjadrete néktery z téchto tii vektoru ve tvaru linedrni kombinace
zbyvajicich dvou vektoru.



