Priklady z pravdépodobnosti k procvicovani

1. Ndhodna veli¢ina X nabyvé hodnot 0, anebo 1, a to s pravdépodobnostmi P(X =0) =p,P(X =1)=1—p,
kde p € [0; 1]. Uréete distribu¢ni funkei a graficky ji zndzornéte.

2. Nahodna veli¢ina X udava ¢islo, které padlo pti hodu klasickou kostkou.
(a) Urcete rozdéleni pravdépodobnostni funkci této ndhodné veliciny.

(b) Déle urcete distribu¢ni funkci a nakreslete jeji graf.

3. Hazime trikrat klasickou kostkou. Nahodna veli¢ina X udava pocet padnutych Sestek.
(a) Urcete pravdépodobnostni funkci této nahodné velic¢iny.

(b) Spotitejte pravdépodobnost P(X > 2). [0,0046]

4. Ridi¢ musf projet ¢tyti kiizovatky fizené semafory. Na kazdé kiiZovatce sviti zelend a ¢ervend s pravdépodob-
nostmi 50 %, oranzovou pro jednoduchost neuvazujeme. Ndhodn4 veli¢ina X udava pocet projetych kiizovatek,
nez fidi¢ musi na Cervenou zastavit.

(a) Urcete rozdéleni pravdépodobnostni funkci této nahodné veliciny.

(b) Urcete distribu¢ni funkci a nakreslete jeji graf.

5. Ndhodn4 veli¢ina X ma4 distribuéni funkci

0 x<3
F(x)={3-1 3<x<6.
1 x=6
(a) Urcete hustotu pravdépodobnosti.
(b) Obé funkce zndzornéte graficky.
6. Nahodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkci
0 x<0O
F(x)=4x? 0<x<1.
1 x=1
(a) Urcete hustotu pravdépodobnosti.
(b) Obé funkce znazornéte graficky.
(c) Spotitejte pravdépodobnost P(1 < 4X < 3). [0,5]
7. Je déna funkce
0 x <0
F(x)={a+bsinx 0<x<7.
1 x=7
(a) Urcete a, b € R tak, aby F(x) byla distribué¢ni funkei spojité ndhodné veli¢iny X. [a=0, b=1]

(b) Urcete hustotu pravdépodobnosti X .
(c) Obé funkce nacrtnéte.
(d) Spotitejte P(0 <X < 7/4). [vV2/2]

8. Je dana funkce
c(1-x)x 0<x<1
0 jinak

-



(a) Urcete ¢ € R tak, aby f (x) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. [c =6]
(b) Urcete distribu¢ni funkei X.

(c¢) Obé funkce nacrtnéte.

(d) Spotitejte P(X > 0,2). [0,896]

9. Je dana funkce

ccosx —m<2x<T
flx)= -

0 jinak
(a) Uréete ¢ € R tak, aby f (x) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. [c=1/2]
(b) Urcete distribu¢ni funkei X.
(c¢) Obé funkce nacrtnéte.
(d) Spotitejte P(0 <X < 1/4). [vV2/4]
10. Je dana funkce

==

(a) Urcete a € R tak, aby f (x) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. l[a=1/n]
(b) Urcete distribu¢ni funkei X.
(c¢) Obé funkce nacrtnéte.
(d) Spotitejte P(|X| < 1). [0,5]

11. Je dana funkce
F() 1+1 tx
= — 4 —arctg —.
x 7 nanZ

Urlete x1, x5 € R tak, aby P(X > x;) =1/4aP(X > x,) = 1/6. [2; 2v/3]

12. Je dana funkce

be™ x>0
F(x)= at 3 .
0 jinak
(a) Urcete a € R tak, aby F(x) byla distribu¢ni funkcf spojité ndhodné veli¢iny X. [a=1, b=-1]
(b) Urcete hustotu pravdépodobnosti X .
(c¢) Obé funkce nacrtnéte.

(d) Spotitejte P(0 <X < 3). [0,95]
13. Urdete ¢ € R tak, aby f (x) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X :

@ f(x)=cxe “prox>0 [1]
(b) f(x)=csinx pro x € (0;27) [neexistuje]

14. Tramvaj jezdi v pétiminutovych intervalech. Cestujici pfichazi na jeji zastavku ve zcela ndhodném case.

(a) Urcete rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny, udavajici dobu cekani cestujictho na ptijezd tramvaje
na zastavce.

(b) Urcete distribu¢ni funkci této ndhodné veliciny.

(c) Obé funkce graficky znazornéte.

(d) S jakou pravdépodobnosti bude cestujici ¢ekat na tramvaj nejdéle 2 minuty? [0,4]

(e) -bude cekat vice nez 2 minuty a zdroven méné nez 4 minuty? [0,4]

15. DokaZte ptepocétovy vzorec ®(—u) = 1—P(u) pro distribuéni funkci, ®(u), u € R, standardizovaného
normadlntho rozdéleni pravdépodobnosti N(0;1).

16. Doba cekani zakaznika ve fronté u pokladny v obchodé se 1id{ exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti.
Predpokladejme, Ze stiedni doba cekani je rovna 50 s.



(a) Spocitejte pravdépodobnost, Ze zdkaznik bude obslouzen difive nez za 30 s. [0,451]
(b) Urcete ¢as T tak, aby do tohoto ¢asu bylo obslouzeno 80 % zakaznika ¢ekajicich ve fronté. [1 min 20,47 s]

17. Pocet nové narozenych déti v Brné béhem ¢asového intervalu konstantni délky se fidi Poissonovym rozdéle-

nim pravdépodobnosti. Pfedpoklddejme, Ze v priméru se narodi 15 déti za 1 den.

(a) S jakou pravdépodobnosti se béhem 2 minut narodi alespon 1 dité? [0,0206]

(b) Jak dlouhy musi byt Casovy interval, aby pravdépodobnost, Ze se béhem néj narodi alespon 1 dité, byla
alespon 5 %? [4 min 55 s]

18. Vyska déti ve véku 3,5 az 4 roky v populaci je povazovana za nahodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim
s parametry y = 102 cm a 0 = 4,5 cm.

(a) Jaky je podil téch déti v populaci, které maji vySku mensi nebo rovnou 93 cm? [2,3 %]
(b) -které maji vySku mezi 97,5 cm a 111 cm? [81,9 %]

19. Z bedny, kterd obsahuje 9 ¢ervenych, 8 zelenych a 3 zluté mitky, vytdhneme nardz 6 mitkl. Necht ndhodné
veli¢iny X a Y oznatuji pocty vytazenych ¢ervenych, resp. zelenych micka.

(a) Urtete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y)’.

(b) Spotitejte P(X =1,Y <4). [0,0943]

20. V zésilce 10 vyrobkt je 8 kvalitnich a 2 nekvalitni. Mezi kvalitnimi je 5 vyrobku I. jakosti a 3 vyrobky jsou
II. jakosti. Ze zasilky ndhodné vybereme 2 vyrobky bez vraceni. Ndhodna veli¢ina X udava pocet vybranych
kvalitnich vyrobkt, ndhodnd veli¢ina Y uddva pocet vybranych vyrobku I. jakosti.

(a) Stanovte simultanni a marginalni rozdéleni pravdépodobnosti veli¢in X, Y.

(b) Urcete simultdnni a marginalni distribu¢ni funkce veli¢in X,Y .

21. Dokazte, ze funkce
%(x—b—y)(x—y) x=2,3;y=12
0 jinak

p(x,y) —{

definuje rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X, Y)’. Déle spotitejte marginéln{ rozdéleni pravdépo-
dobnosti.

22. Je dana funkce
( ) kx1x2x§ x1=0,2; x9=0,2; x3=0,1,2,3
X1,X9,X3) = . .
PAX1,%2,%3 0 jinak

Urcete k € R tak, aby p(xy, X, X3) byla pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru (X;,X5,X3)’. [1/56]

23. Je dana funkce
ceXtY  (x,y)e[1;2] x[1;2
Fx.y) = toy) e (L2 x 2],
0 jinak
(a) Urcete c € R tak, aby f (x,y) byla hustotou pravdépodobnosti nahodného vektoru (X,Y)’. [e™2(e—1)"2]
(b) Spotitejte distribu¢ni funkei ndhodného vektoru (X, Y)’ .

24. Je dana funkce
cxe*  (x,y)€[0;1] x [0;1]
floy) = {0 jinak ‘
(a) Urtete c € R tak, aby f (x, y) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y)’. [(e—2)71]
(b) Spotitejte distribuéni funkei ndhodného vektoru (X,Y)’.



25. Je déna funkce
cx(6—xy) 0<x<1,0<y<2
flx,y)= {0 . :
jinak

(a) Urtete c € R tak, aby f (x, y) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y)’. [3/16]
(b) Spocitejte marginalni hustoty pravdépodobnosti.

26. Je dana funkce (rty)
e Y x>0, y>0
x) = .o .
fxy) {O jinak

(a) Dokazte, ze f (x,y) je hustotou pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y)’.
(b) Spocitejte marginalni hustoty pravdépodobnosti.

(c) Spocitejte simultdnni distribu¢ni funkci.

(d) Spocitejte marginalni distribu¢ni funkce.

27. Je dana funkce

(x4 Y

Fley) = 6(2+3) 9<x<2, O<y<3'

0 jinak
(a) Dokazte, ze f (x,y) je hustotou pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y)’.
(b) Spocitejte marginalni hustoty pravdépodobnosti.
(c) Spocitejte simultdnni distribu¢ni funkci.
(d) Spocitejte marginalni distribu¢ni funkce.
(e) Spoditejte pravdépodobnost P(0 <X <1, 2<Y < 3). [13/72]

28. Je dana funkce
c(x+y+z) (x,y,2)€[0;1]?

f(x,y,z) = {

0 jinak
(a) Urcete c € R tak, aby f (x,y,z) byla hustotou pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y,Z)". [2/3]
(b) Spotitejte pravdépodobnost P ((X, Y,Z)e [O; %} 3). [1/16]

29. Necht (X1,X5)" ~ Rq(G), kde G = {(—1;0); (0;1); (1;0)}. Jsou ndhodné veli¢iny X;,X, stochasticky
nezdvislé? [ne]

30. Spojity ndhodny vektor (X,Y )’ mé hustotu

24x%y(1-x) 0<x<1,0<y<l1
0 jinak '

f(x,y)Z{

Jsou ndhodné veli¢iny X,Y stochasticky nezavislé? [ano]

31. Vzdjemné stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny X,...,X,, ~ Ex(A) uddvaji dobu ¢ekéni n zdkaznika ve
fronté.

(a) Odvodte distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny max{Xy,...,X,}.

(b) Odvod'te distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny min{Xq,...,X,}.

(c) Urcete pravdépodobnost, ze zdkaznik, ktery cekal nejkratsi dobu, c¢ekal ve fronté alespon t sekund.

(c) Urcete pravdépodobnost, ze zdkaznik, ktery ¢ekal nejdel$i dobu, ¢ekal ve fronté nejvyse t sekund.

32. Doby zivotnosti dvou soucastek jsou dvé stochasticky nezavislé ndhodné veliciny s exponencialnim rozdéle-
nim s parametry A1, A,. Necht t > 0 je pevné zvoleny Casovy interval. Spocitejte pravdépodobnosti, Ze:



(a) prvni soucastka prezije dobu t.

ess

(b) obé soucastky preziji dobu t.

(c) pravé jedna ze soucastek prezije dobu t.
(d) alespon jedna ze soucastek prezije dobu t.
(e) druha soucdstka prezije prvni soucastku.

1
33. Je ddna funkece F(x,y) = szyz, pokud (x,y) € [0;1]2. Dodefinujte ji tak, aby se jednalo o distribu¢ni
funkci ndhodného vektoru (X,Y)’. Jsou ndhodné veli¢iny X,Y stochasticky nezavislé? [ne]

34. Vzajemné stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny X;, X5, X3 maji stejnou hustotu pravdépodobnosti

3x2 O<x;<1 |
t ,1=1,2,3.

fx, (x;) = {

0 jinak

(a) Urcete jejich distribu¢ni funkce.
(b) Spocitejte pravdépodobnosti, Ze pravé k z téchto velicin nabudou hodnoty vétsi nez 0,5.

35. Na automatické lince jsou plnény litrové lahve s mlékem. Je zndmo, Ze objem mléka v naplnénych lahvich
kolisd od 0,98 1 do 1,02 L. V tomto intervalu povazujeme kazdy objem za stejné mozny. Ndhodné jsou vybrany
3 lahve. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

(a) nejméné naplnéna lahev bude obsahovat alespor 1 1 mléka? [0,125]

(b) nejvice naplnénd ldhev nebude obsahovat vice neZz 1,01 1 mléka? [0,4219]

36. Nahodna veli¢ina X se ridi Poissonovym rozdélenim. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny
Y =4X.

37. Ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni pravdépodobnosti

1

s x=1,2,3
x)=43 T
p(x) {0 jinak

Urcete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = 2X + 1.

38. Ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni pravdépodobnosti

2(H)" x=123,...
p(x) = N
0 jinak

Urtete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = X3.

39. Ndhodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

o) = {; ;;;Eo; 1]

Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny Y = —21nX.

40. Nahodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti

3 —X2 x 1.
f<x>={g(1 ) xelul

jinak



Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny ¥ = %X .

41. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

flx)= {g ;neai();z] .

Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = min{X,X?}.

42. Nahodna veli¢ina X md hustotu pravdépodobnosti

_J2x x€]0;1]
f(x){o jinak

(a) Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = (2X —1)2.

(b) Spotitejte P(1 < 4Y < 4).

43. Nahodna velicina X ma hustotu pravdépodobnosti

_J2x xe€l0;1]
f(x)_{o jinak '

(a) Najdéte hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = 4(1 — X)2.

(b) Spotitejte P(1 <Y < 4).

[0,5]

[0,25]



