Domaci tloha ze dne 18. Fijna 2013

Necht ¢ : R — S je surjektivni homomorfismus okruhti. Necht Zg znaci
mnozinu vsech idedlu okruhu S a Zg , znaci mnoZinu vsech idedlu I okruhu
R spliiujicich ker ¢ C I.

o Vysvétlete, pro¢ (Zg,,, C) a (Zg, C) jsou uplné svazy.

e Dokazte, ze tyto svazy jsou izomorfni.

Reseni. Idedl S okruhu S je nejvétsim prvkem uspofddané mnoziny
(Zs, ©). Libovolna neprazdna podmnozina M mnoziny Zg mé v této uspo-
fddané mnoziné infimum, kterym je primik (., 1, nebot prunik libovolného
neprazdného systému idedlu okruhu S je opét idedlem okruhu S; zfejmé je
to nejvetsi ze vsech idedlu okruhu S, které jsou podmnozinou kazdého idedlu
I € M. Podle véty o dplnych svazech odtud dostavame, ze (Zg, C) je tplny
svaz.

Podobneé se dokéze, ze (Zp,,, C) je Gplny svaz, staci si jen navic uvédomit,
ze pro libovolnou neprdzdnou podmnozinu M mnoziny Zg , plati kerp C I
pro kazdy idedl I € M, a tedy ker o C (), 1

Protoze ¢ : R — S je surjektivni homomorfismus okruhu, podle véty
z prednasky vime, ze pro kazdy idedl I okruhu R je

p(I) ={pla) |ael}

idedlem okruhu S. MuzZeme tedy definovat zobrazeni ® : 7 , — Zg piedpisem
O(I) = ¢(I) pro kazdy idedl I € Zp,.
Podobné pro kazdy idedl J okruhu S je

e (J)={reR|e(r) € J} (1)

idedlem okruhu R, piicemz z 0 € J plyne kerp C ¢~ 1(J). Muzeme tedy
definovat zobrazen{ ¥ : g — Zp , predpisem W¥(.J) = ¢~ !(J) pro kazdy idedl
J e L.

Ukazme, ze ® 1 ¥ jsou izotonni zobrazeni. Jsou-li I, I, € Ig, takové, Ze
I, C I, pak

(1) = () ={pla) |a € 1} C{p(a) | a € I} = p(ls) = O(I>).
Jsou-li Jp, Jy € Tg takové, ze J; C Jy, pak

U(L)=¢ ‘(L) ={reR|plr) e} C
C{reR|p(r) e Lt =¢'(h)="V(h).



Dokazme, ze Wo® je identita na mnoziné Zg .. Pro libovolny idedl I € Zy ,
tedy musime dokazat W(®(I)) = I. Promyslete si, pro¢ je nasledujici vypocet
chybny (pokud na to nepfijdete, podivejte se dolu!)

Musime tedy postupovat jinak, plati

(D(1)) = ¢~ (D)) ={r € R|¢(r) € o(I)}.

Je-li a € I, pak p(a) € (1), a tedy a € U(P(])). Naopak, je-li r € U(P(1)),
pak existuje b € I tak, ze ¢(r) = p(b), tj. p(r —b) = p(r) —¢(b) = 0, a tedy
r—b € kerp C I. Protoze I je idedl, plati r = (r — b) + b € I. Dokézali jsme
U(d(1)) =1.

Nyni dokazme, ze ® o U je identita na mnoziné Zg. Pro libovolny idedl
J € I tedy musime dokézat ®(W(.J)) = J. Plati

®(U(J)) = le ' (J)) =p({r € R| o(r) € J}) ={p(r) |7 € R, ¢(r) € J}.

Ziejmé tedy ®(V(J)) C J. Naopak zvolme libovolné a € J. Protoze je ¢
surjekce, existuje r € R spliujici p(r) = a, a tedy a € ®(V(J)). Celkem
(W (J)) = J.

Dokézali jsme, ze ® a ¥ jsou navzajem inverzni bijekce. Protoze ® i
®~! = ¥ jsou izotonni zobrazeni, je ® izomorfismus uspoiddanych mnoZin.
Podle véty z kapitoly o svazech vime, ze pak ® je izomorfismus svazu.

1Jestlize ¢ neni bijekce, neexistuje inverzni zobrazeni ¢ ~!, proto ani nemtizeme psat

o~ ! ani poéitat ¢! o ¢ = id. Lze jen poéitat plny vzor libovolné podmnoziny oboru
hodnot, coz jsme také v (1) délali.



