Bateman-Horn/Hardy-Littlewood-Dickson conjecture

Nechf f1(x), ..., fr(x) € Z[X] jsou po dvou riizné ireducibilni (tedy nutn¢ nekonstantni)
polynomy s kladnymi vedoucimi koeficienty. Dale necht

TN i={ne{l,...,N}: filn),..., fi(n) € P},

kde P znac¢i mnoZinu vSech prvocisel.
Pro kazdé prvocislo p ozname wy,
feSeni kongruence

£ (p) pocet navzdjem nekongruentnich mod p

.....

k
I] fim) =0 (mod p).
i=1
Pokud wy, .. 7 (p) = p pro néjaké p € PP, pak je pro kazdé n € N nékteré z Cisel
fin), ..., fr(n) délitelné p, a tudiZz fi(n), ..., fr(n) mizZou byt zarovén prvocisla je-
diné pokud je nékteré z nich rovno p, coZ nastane jenom pro kone¢né mnoho n. Funkce
s, £ (N) je tedy v tomto piipad€ ohraniCena.
Lze ukazat, Ze soucin

je konvergentni (obecné ale ne absolutné), zejména tedy pokud wy, . s (p) < p pro
vSechna p € P, pak je tento soucin kladny.
Bateman-Horn conjecture tik4, Ze za téchto predpokladl plati

Ch,..f N di
Ty, i (N) ~ ’.<l k /2 Ink ¢’ N= oo

zejména tedy g . (N) — 00 (toto pouze kvalitativni tvrzeni se nazyva Schinzelova
hypotéza H). JelikoZ pro kazdé k € N plati

N (¢ N
/ & T iEy Nooo
2 In“t In* N
l1ze tvrzeni ekvivalentné zformulovat ve tvaru

Ch..fu N

T Ny e N — o0.
[[i_ydeg fi In"N

Th,o fil(N) ~

Stejné jako u PNT lze ale oCekdvat, Ze v prvni z téchto formulaci bude chybovy ¢len
asymptoticky vyrazn€ mensi nez v té druhé.

Priklad 1 (Dirichletova véta). Necht k = 1 a fi(x) = ax +b,kde a,b € Z,a > 0,
(a, b) = 1. Potom plati w,y+»(p) = 0 pokud p | @ a wsx+p(p) = 1 pro ostatni prvocisla,

takze
1 a

C = —_— = —,
ax+b H 1 _% (p(a)

pla



a BHC tedy v tomto piipadé tvrdi

aN m(aN + b)
Tfax—{—b(N) ~ ~ ’ N — OO’
@(a)InN p(a)
kde m := m, znadi prime counting function (druhd asymptotickd rovnost plyne z PNT).
Tudiz BHC se v tomto pfipad€ redukuje na Dirichletovu vétu. A

Priklad 2 (Twin prime conjecture). Nechf k = 2, fi(x) = x, fo(x) = x + 2. Pak
wx x+2(2) = T awy x42(p) = 2 pro p # 2. Snadno je vidét, Ze soucin

C 2 H (1 : ) = 1, 3203236
X+2 = - o)=L
X, x+ iy (p _ 1)2

je absolutné konvergentni. Hodnota C := Cy x42/2 = 0, 6601618 se nazyva twin prime
constant. Rovnéz se obvykle znali 1y := 1y ,42. BHC potom tvrdi

N 2C N dt 2C>N N
T2(N) ~ 2/2 lnTrNW’ — OQ.
Tento vztah je kvantitativni verze twin prime conjecture.
Oznacme
(N = {2@ A= IJ
2 2 In’r 2

odhad m,(N) zaokrouhleny na celd Cisla (zaokrouhleni na celd ¢isla neovlivni asympto-
tické chovdni této funkce). Nasledujici tabulka porovndva vybrané hodnoty mp a 5 (viz

[1T1a[2]).

N 72 (N) 73 (N) 72(N) /15 (N)
10° 35 46 | 0.7608695652
10° 8169 8248 | 0.9904219205
10° 3424506 3425308 | 0.9997658605
1012 1870585220 1870559867 | 1.0000135540
101 1177209242304 1177208491861 | 1.0000006370
10'8 | 808675888577436 | 808675901493606 | 0.9999999840

Hypotéza tedy tikd, Ze hodnoty v pravém sloupci konverguji k 1 pro N — oc. A
Priklad 3 (Hardy-Littlewood k-tuples conjecture). Predchozi piiklad je specidlnim pii-
padem ndsledujici situace. Necht f1(x) = x +cq,...,fi(x) = x + ¢k, kde cq, ..., cx jsou
navzdjem riznd celd ¢isla. Potom wy ¢, x4¢,(p) < p pro viechna p € P prdvé tehdy,
kdyz pro Zadné prvocislo p nepokryvaji Cisla cq, ..., cx vSechny zbytkové tfidy mod p.
Potom se k-tice (cy, ..., cx) nazyva admissible k-tuple. Hardy-Littlewood k-tuples con-

jecture (kterd je historicky starSi nez obecny ptipad) tedy tikd, Ze pro kazdy admissible
k-tuple (cq, ..., cr) plati

N dt N

Tx+cy,..., x+c (N) ~ Cx+c ..... x+c / . Cx+c ..... x+c , N — oc.
! , ! )2 Ink¢ ! “Inf N



Piiklad 4 (Prvoéisla tvaru n? +1). Nechf k = 1 a fi(x) = x* + 1. Plat{ w,21(2) =1,
w2 (p)=2prop =1 (mod 4),aw,>,(p) =0pro p=3 (mod 4). Odtud vyjde

(-D"7

— 2

Ceopr =] (1— — ) = 1,3728135.
p#2 p

Tento soucin konverguje, ale neabsolutné. BHC potom fik4

C.o N dt C. N
N) ~ x4l —~ x+17’ N — oo.
TN~ = | e T T2 N
Opét ozna¢me
C. N d¢ 1
N N) = x—H/ — J
241 (V) { > home T2

odhad w2, () zaokrouhleny na cela ¢isla. Nésledujici tabulka porovnava vybran€ hod-
noty 7,2, (N) a Tc‘;z 41 (N) (viz [3], kde ovSem pocitaji pouze prvocisla vétsi nez 2 takze
hodnoty tam jsou o jedna mensi neZ hodnoty zde).

N T241(N) o (N) | e (N)/75, ((N)

10? 19 20 0.95000000

10* 841 855 0.98362573

10° 54110 53970 1.00259403

108 3954181 3955219 0.99973756
1010 312357934 | 312353236 1.00001504
10'2 | 25814570672 | 25814350227 1.00000854

Hypotéza tedy opét fikd, Ze hodnoty v pravém sloupci konverguji k 1 pro N — oo.
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