Domaici kol do seminéfe z teorie ¢isel, 11.tyden (28.11.2013)

Necht p je liché prvoéislo. Cilem tohoto tikolu je dokézat, Ze pro libovolné
k€Z, k>0, jegrupa (Z,-) cyklickd. (Cislo g € Z splijici ([g],+) = Z
se nazyva primitivn{ kofen modulo p*.)

Dokazte nasledujici tvrzent:

1. Pro libovolna a, b, k € Z, k > 0, plati

a=b (modp’) = =0 (modpt).

2. Grupa (Zy,-) je cyklickd.

3. Pro libovolné ¢ € Z splijic, ze ([c|,) = Z,) existuje ¥ € Z tak, Ze pro
g=c+pzplati g1 =1+ p (mod p?).

4. Dokazte, ze cislo g ziskané vyse splnuje pro kazdé k € Z, k > 1, kon-
gruenci g® V7" =1 4 pF~1 (mod p*).

5. Dokazte, ze cislo g ziskané vyse spliuje pro kazdé k € Z, k > 0, ze
zbytkova tiida [g],» je generator grupy Z;k.

[Névod:

1. Rozlozte a? — bP na soucin ¢isla a — b a dalsiho Cinitele, o kterém ukazete, ze je
délitelny prvocislem p.

2. Uzijte vétu o multiplikativnich grupach koneénych téles.

3. Umocnéte (¢ + pz)P~! binomickou vétou a zjistéte, s ¢im je vysledek kongruentn{
modulo p?. Vysvétlete, pro¢ pozadované = € Z existuje.

4. Uzijte indukeci vzhledem ke k. Pravou stranu (1 + p*~1)? upravte binomickou vétou
modulo pFt!.

5. Oznacte n tad prvku [g],x v grupé Z;k. Ukazte, ze p— 1 |nazen | (p— 1)pF—L

Vysvétlete, pro¢ n { (p — 1)pF=2.]



